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Exercice 1. Soit £ un espace affine, F un sous-espace affine de £, et H un hyperplan
affine. Montrer que 'une des deux assertions suivantes est vérifiée :

1.
2.

- =
FCH.
dimF N'H = dimF — 1.

_
Exercice 2. Soit £ un espace affine de dimension n, d’espace vectoriel directeur E'.

1.

Soit ¢ une application affine non constante de £ dans R. Montrer que ¢ est surjec-
tive. Montrer que ¢~ 1({0}) est un sous-espace affine de £ de dimension n — 1 (on
précisera le sous-espace directeur en fonction de ¢). Réciproquement, montrer que
tout hyperplan affine de £ est de cette forme.

_

(a) Dans FE, montrer que, pour 1 < d < n, tout sous-espace vectoriel de dimension
n — d est intersection de d hyperplans.

(b) En déduire que tout sous-espace affine de £ de dimension n — d est de la forme
ﬂleqb;l({O}) pour (¢;)i=1,..q4 une famille d’applications affines £ — R, c’est-
a-dire est intersection de d hyperplans affines.

(c) Montrer que, dans ce cas, 'application affine produit x;¢; : £ — R? est surjec-
tive.

. Réciproquement, montrer que si ¢1, ..., ¢4 sont des fonctions affines telles que I'ap-

plication affine produit est surjective, alors I'intersection r)?:l o; 1({0}) est un sous-
espace affine de dimension n—d (on pourra procéder par récurrence sur d, et utiliser
lexercice 1).

Exercice 3. Soit £ un espace affine de dimension n, et (ag, ..., a,) un repere affine.

1.

Montrer que pout tout %, il existe une unique application affine ¢; : £ — R telle que

pi(aj) = d; ;.

2. Exprimer I'image d’un point par ¢; en fonction de ses coordonnées barycentriques.

Montrer que l'ensemble Aff(E,R) est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des
applications de £ dans R. Déduire de ce qui précede que sa dimension est au moins
n+ 1.

Montrer que tout élément ¢ € Aff(E,R) s’écrit ¢ = Y, #(a;)¢;. En déduire la di-
mension de Af f(€,R).

Exercice 4. Soit £ un espace affine de dimension n, Hy, ..., H, n+1 hyperplans affines

id ¢
tels que I'intersection (i, H; des espaces vectoriels directeurs soit réduite au vecteur nul.
Notons ¢; des fonctions affines telles que ¢; *(0) = H;.

1.

Montrer que I'application linéaire produit xg;o?i : E — R™! est injective. En
déduire que la famille (E)izoy_”’n engendre l’espace des formes linéaires sur E) (in-
dication : les relations de colinéarité de cette famille s’identifient a [’orthogonal de
Im (X?:0$i> dans R muni du produit scalaire canonique).

—

. D’apres la question précédente, on peut supposer que la sous-famille (¢;)i=1,... » est

une base. Montrer que l'intersection (), H; est réduite & un point O (on pourra
utiliser l'exercice 2).

3. Montrer que les assertions suivantes solnt équivalentes :



(a) NizoHi # 0.
(b) la famille de fonctions affines (¢;)i—o,... » est liée (dans I’espace vectoriel Af f(€,R)).

(c) pour tout repere affine (ag,...,a,), la matrice :

¢o(ag) ... onlao)

¢0(.an) (;Sn('an)

n’est pas inversible.

Exercice 5. Soit £ un espace affine de dimension n. Soit Dy,...,D,_1 des droites
toutes paralleles (w un vecteur directeur). Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes (on parlera de droites paralleles en configuration générique).

1. pour 1 < d < n, tout d-uplet de ces droites engendre un sous-espace de £ de dimen-
sion d.

2. le sous-espace affine engendré par Dy, ...D,_1 est £ tout entier.

3. pour tout choix de 0 < k < n—1, pour toute donnée de points A; € D; (0 <1i < n—1),
en posant A, = A + U, (Ag,...,A,) est un repere affine de &.

Exercice 6. Soit £ un espace affine de dimension > 2, £ un autre espace affine et f
une application de £ dans &’ telle que : f envoie toute droite de £ sur une droite de £ et
induit une bijection entre ces droites; et f envoie deux droites paralleles sur des droites
paralleles.

1. Montrer que f est injective puis que dim&’ > 2.
2. Montrer que I'image par f d’un parallélogramme est un parallélogramme.

3. Soit P un plan affine dans &, et Dy, Dy deux droites sécantes de P. Montrer que
f(P) est inclus dans le plan engendré par f(D;)U f(Dz2). Montrer que f définit une
bijection entre ces deux plans.

4. Montrer que tout sous-espace affine de £ est envoyé bijectivement par f sur un
sous-espace de £ de méme dimension.

5. Soit O € £. On définit u application de E dans E/ par u(x) = f(O)f(O+ 7).
Montrer que w (7 +7%) = u (Z)+ (%), pour tous 7', ¥ indépendants, puis pour
x et y liés (on écriradanscecas T+ 4y =2+ 2 +y — 2
lié aux deux autres).

N
pour un vecteur 2z’ non

6. Montrer que, pour tout (7', \) € E x R, il existe o(7,\) € R tel que :
—
T

TOT) = o(T, N (D).

Montrer que o est indépendant de 7. Montrer que ¢’est un automorphisme de corps

7 . — . s’ .
de R, et en déduire que u est linéaire.



