MAPES — Algebre et Géométrie II, corrigé de la feuille d’exercices No 3 (mars 2008)

Exercice 1. Soient F et G deux sous-espaces affines de directions F, G d’un espace affine &, et H

le sous-espace affine qu’ils engendrent. Soient f, g, h leurs dimensions respectives.

a)
b)
c)

b)

¢)

Déterminer h en fonction de dim(F + G), selon que F NG est vide ou pas.
Supposons par exemple f < g. Démontrer que F est parallele & G ssi dim(F + G) = g.

Supposons de plus F NG = (. Déduire de a) et b) que F est parallele & G si et seulement s’il
existe un sous-espace affine de &, contenant F et G, de dimension g + 1.

Solution.

D’aprés le théoréme d’incidence (cf cours), la direction H de H est F'+ G si F NG est non
vide, F + G + RMN si FNG est vide, pour n’importe quels M € F et N € G (et dans ce
second cas, MN ¢ F+G). Donc h =dim(F + G) si F NG est non vide, h = dim(F + G) + 1
si FNG est vide.

Fl/G& FCGe& F+G=G,or F+G D> G. Donc F//G < dim(F + G) = g (ou encore :
dim(F +G) < g).

D’aprés b) et le second cas de a), F//G < h < g+ 1.

Exercice 2. Soit £ un espace affine de dimension 3, D1, D2 et D3 des droites paralleles a un

plan fixé, deux a deux non coplanaires. Soient w1, us,us des vecteurs directeurs de Dy, Dy et Dg

respectivement, Aj, Ay, A3 des points de Dy, Dy et D3 respectivement, et w = Az A3z. On se place

dans le repere affine (Ag, (uz, usz, w)).

a)
b)

b)

Donner une représentation paramétrique de Do et Ds.

En déduire que pour tout point A de coordonnées (z,y, z), si z # 0,1 (en particulier si A € Dy)
alors il existe une (unique) droite A 4 passant par A et coupant Dy et D3, et donner alors (en

fonction de (z,y, z)) un vecteur directeur v de cette droite.

D’apres b) on peut désormais supposer Ap, Ay, Az alignés. Soient alors a,b,¢ € R tels que
e re . 7’ . .
u1 = aus + bug et Ao A7 = cw. Donner une représentation paramétrique de D7 puis montrer

que lorsque A parcourt Dy, v4 varie dans un plan vectoriel fixe P.

Vérifier que u; ¢ P. En déduire que lorsque A parcourt Dy, les droites A 4 (toutes paralleles
a P) sont deux & deux non coplanaires.
Solution.

Dy = As + Rug a pour représentation paramétrique x = A,y =0,z =0. D3 = Ay +w + Rus
a pour représentation paramétrique x = 0,y = u,z = 1.

Les points de cordonnées (z,y,z), (A 0,0) et (0,u,1) sont alignés ssi les vecteurs de coor-
données (x — N\, y,z) et (=\, p,1) sont colinéaires, i.e. ssix — A = —Az et y = pz, donc
ssizx = A1 —2) ety = pz. Siz # 0,1, de tels A\, existent et sont uniques, d’otl
Pexistence et I'unicité de A4. On peut alors choisir pour vy le vecteur de coordonnées
(=g 1) = (25, 2,1),

Dy = (As + cw) + R(aug + buz) a pour représentation paramétrique x = ta,y = tb,z = c.

Pour A € D; correspondant a une valeur t du parameétre, le vecteur v4 correspondant vaut

ta
c—1

engendré par w' et w.

U + %w, +w =tw +w, ot w = ﬁug + %Ug, donc v appartient au plan vectoriel P



a 25 0
d) u; ¢ P car (uj,w’,w) est libre car | b 0= c(laﬁc) # 0, donc pour A, A’ € D distincts,
0 1

la direction du sous-espace affine engendré par Ay et Ay, qui contient P et uy, est I'espace

Oolo |

entier, donc ces deux droites sont non coplanaires.
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Exercice 3. Soit G le barycentre de (A, a), (B,b), (C,c). Montrer que aAA" + bBB' + cCC" =0
ssi G est barycentre de (A’,a), (B'D), (C', ).
Solution. (Quitte & diviser a, b, ¢ par leur somme, on peut les supposer de somme 1, ce qui simplifie
les notations) Soient G' = aA’ + bB’ + ¢C’ et M un point arbitraire, alors GG = MG — MG =
— —_— —
(aM A" +bMB' + cMC") — (aMA + bMB + c¢MC) = aAA' + bBB' + cCC'.

Exercice 4. Soient A, B,C un triangle non applati et a8y le triangle obtenu en menant par
chacun des sommets A, B, C' la parallele & BC,CA, AB («a opposé a A, etc.)

a) Montrer que ces deux triangles ont méme isobarycentre.

b) Montrer que Ao+ m + C_’)y = 0 (appliquer 'exercice précédent).

Solution.

a) Cette figure est pleine de parallélogrames (dans un quadrilatére (M, N, P,Q), si MN = Cﬁ)’
—ou, ce qui est équivalent, si m = NP — alors les cotés opposés sont évidemment paralléles
deux a deux, mais c’est la réciproque — pour un quadrilatére non applati — qu’on utilise ici ;
exercice subsidiaire : la (re-)démontrer). Deux d’entre eux donnent ?y =CA = a_B>, donc
B = %Y De méme, C = aT—I-ﬂ et A = 5% Donc (par “associativité des barycentres”)
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b) On applique 'exercice précédent pour (a,b,c) = (1,1,1) et (A, B",C") = («, 8,7)-

Exercice 5. Soit ABC un triangle, on suppose que A’ divise le segment BC dans le rapport 2
a3 (ile. g;’g = 2/3), que B’ divise le segment AC dans le rapport 3/5, et que (AA’) et (BB’') se
coupent en G. Déterminer a et ¢ tels que G soit le barycentre de (A, a), (B, 1), (C,¢).

Solution. (Vues les hypothéses, le triangle est non applati). Il existe un unique s € R tel que
G =sA 4+ (1-s)A = s28 + (1 — 5)A et un unique t € R tel que G = tB' + (1 —t)B =
t% + (1 — t)B. Par unicité des coordonnées barycentriques de G dans (A,B,C), 1 —s =
2t/5,5/3 =1—1t,2s/3 = 3t/5, d'oit t = 10/13 (et s = 9/13), donc G = *AE3BEEC o5t parycentre
de (4,a),(B,1),(C,c) poura =4/3 et c=6/3 = 2.

Exercice 6. Soient A, B, C non alignés, et a, b, ¢ trois réels non nuls de somme nulle. On désigne
par A’ le barycentre de (B,b),(C,c), B’ celui de (C,¢),(A,a), C" celui de (A4,a),(B,b). Montrer
que les trois droites (AA"), (BB’), (CC") sont paralleles.

Solution. Exprimons ﬂ, BB’ et CC’ en fonction par exemple de b, c, zﬁ, AC : AA = %,
ﬁ — c.wcigm — b@j;@} C(—C; — a@lig@ — bzﬁj{f@} d’oti CLJH} — bB—B> — CC(—C;.

Exercice 7. (extrait du premier devoir de 2005-2006) Soient £ un espace affine et A, B,C,D € £
les sommets d’un tétraedre. Soient I,J, K, L, M, N les milieux respectifs des bipoints (A4, B),
(A,C), (A,D), (B,C), (C,D) et (D,B). On notera G l'isobarycentre des points A, B,C et D.

a) Montrer que les droites IM, JN et KL sont concourantes en G.

b) Soit A’ Iisobarycentre du triangle BC'D. Déterminer une relation entre les vecteurs GA et

A
GA'. Que peut-on conclure?



¢) Soient B’ 'isobarycentre du triangle AC'D, et C’ I'isobarycentre du triangle ABD. Montrer
que les droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes. Quel est leur point d’intersection ?
Solution.

a) Montrons par exemple que G € [IM]. G = (1/4)A+(1/4)B+(1/4)C+(1/4)D, I = (1/2)A+
(1/2)B, M = (1/2)C + (1/2)D, d’ou par associativité du barycentre G = (1/2)I + (1/2)M.
De méme, G € [J,N] et G € [K, L].

b) A = (1/3)B + (1/3)C + (1/3)D et G = (1/4)A + (1/4)B + (1/4)C + (1/4)D, d’ou par
associativité du barycentre G = (1/4)A + (3/4)A’ (donc GA + 3GA’ = 0), donc G € [A, A'].

¢) De méme, G € [B,B’] et G € [C,C’'] donc les trois droites (et méme les trois segments)

contiennent G.
Exercice 8. Soient Ay,..., A, € £. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Vi € [0,p], (AiA) )< j<p i est libre
(ii) Ji € [0,p), (AiA})o<j<p i est libre
(iii) aucun des Ay n’est barycentre des autres.
)

(iv) pour tout barycentre des 4, le p + 1-uplet des coefficients barycentriques est unique & pro-
portionnalité pres.
Solution. Puisque (i)=-(ii) et (iv)=-(iii) sont immédiats, prouvons (ii)=-(iv) et (iii)=(i) (par
contraposition).

(ii)=(iv) Si ) sjA; =) t;A; avec ) s; = t; =1 et au moins un indice j pour lequel s; # t; (donc
en fait, au moins deux), alors en posant A; = t; —s; on trouve, pour tout i, Zj# NjAA; =0
et (), non tous nuls.

(iii)=-(i) Si pour un certain i, Zj# NjAiA; =0 avec A\, # 0 alors en posant s; = —\; /A, pour j # i,k
puis s; = 1 — Zjﬂ’k sj, on a A; A, = Zjﬂ’k sjAA; = Zﬁék sjA;A; et Zj;ék sj =1, donc
A =321 5i45

Exercice 9. (Théoréme de Menelaiis) Soient R = (Ao, ..., A,) un repere affine de € et By, ..., B,

n + 1 points quelconques.

a) On note 7; ; la i-ieme coordonnée barycentrique de B; dans R. Montrer que (B, ..., B,) est
un repere affine de € ssi det(y) # 0.
b) Dans le cas particulier By € (AgA1), By # A1, ..., B, € (A,Ap), B, # Ap, en déduire que

BoAog Bi1A; B, A,
== X X ... X .
B(]Al BlAg BnAO # 1

(Bo, - .., Byp) est un repeére affine de £ ssi

Solution.

a) det(vy) est nul ssi I'une des colonnes de vy, disons la k-iéme, est combinaison linéaire des autres,
i.e. (en notant v; la j-iéme colonne ssi il existe (\;);zr tel que vy, = Zj;ék Ajvj. Puisque
chaque colonne est de somme 1, de tels \; vérifient automatiquement 1 = 37, A; X 1.
Conclusion : det(v) est nul ssi une colonne v, de ~y est barycentre des autres, i.e. ssi un By
est barycentre des autres Bj, i.e. (cf exercice précédent) ssi (By,...,By,) n’est pas un repére
affine.

b) Soient s; # 0 tels que By = soAg + (1 — s0)A1,..., By = spA, + (1 — s,)Ag. Alors Bodo

B xx et =TT et det(y) = (ITsy) + (=) Tjo(1 = 3) = (ITs5) — T1(s; = 1),

d’oti I'équivalence voulue.

Exercice 10. (extrait du premier devoir de 2005-2006) Soient £ un espace affine, Dy, Dy, D3 trois
droites affines distinctes qui se coupent en un point O € £. Soient A, A’ (resp. B, B (resp. C,C"))

3



deux points distincts de Dy \ {O} (resp. Do \ {O} (resp. D3\ {O})). On suppose que BC' et B'C’
se coupent en un point P, CA et C' A’ se coupent en un point Q, et AB et A’ B’ se coupent en un

point R.

2)

b)

b)

— —
Montrer qu’il ex1ste a, B, € R uniques tels que OA = (o — 1)AA, OB = (8 —1)BB’ et
OC = (y—1)CC'.

Montrer que 8 différent de ~y, puis que ~ différent de « et « différent de 5. Déterminer (en
fonction de «, 3,7) les coordonnées barycentriques de P dans le repere affine (B,C) de la
droite affine BC, puis celles de @ dans le repere affine (C, A) et celles de R dans le repere
affine (A, B).

En déduire que P,Q, R sont alignés. (Remarque : c’est une version faible du théoréme de
Desargues qui, sans supposer a priori Dy, Dy, D3 concourantes, énonce qu’elles le sont ssi
P,Q, R sont alignés).

Solution.

OA = (o — 1)ﬂ est équivalent & O = aA + (1 — a)A’. Puisque O € (AA’), un tel réel «
existe et est unique (et différent de 0 et 1 puisque O # A’, A). Idem pour 3,~.

Soit (puisque P € (B'C")) s € R tel que P = sB’ + (1 — s)C’ (s est non nul car P #
C' car B,C, C’ sont non alignés). Comme B’ = ﬁO + %B et O = ﬁo + 350,

P = (= =)0 + BSB B+ (1 3)70. Puisque P € (BC) on en déduit (par unicité des
coordonnées barycentnques de P dans (0,B,C)) 5+ %?, =0, i.e. % = H (ce qui prouve
au passage que 3 # 7y), et il reste P = SB :B + (1 S)VC = 758+ 25C. De méme, (v # «

et)Q— o0+ 35A, et(a;«éﬂet)R O‘A—i-ﬁ B

De b) on déduit facilement VM € &,(8 — fy)j + (v —a)M w + (o — BMR = 0, donc
R=42-1P+2=2Q € (PQ).



