UPS, Licence MIA Math-Méca 3eme semestre, TD d’algebre 2,
Feuille 6 (décembre 2007) CORRIGE

Exercice 1. Considérons 'espace vectoriel E = M, (R).

2)
b)

a)

b)

Montrer qu’en posant (M|N) = trace(M'.N) on définit un produit scalaire sur E.

Soit P € GL,(R). Calculer I'adjoint de 'endomorphisme u de E défini par u(M) = P~*MP.
Solution :

(e]®) est bilinéaire par linéarité de la transposition, bilinéarité du produit, et linéarité de
Papplication trace. Elle est symétrique car (N|M) = trace(N*.M) = trace(M*.N) = (M|N)
(en appliquant la propriété trace(A!) = trace(A) a A = Mt N) Montrons qu’elle est définie
positive. VM, N e E,(MIN) =% ;(M"N);; =%, M = >;; MijNi;, en particulier
(M|M) =3, M 7, >0 dés que M # 0.

u* est défini par VM,N € E,(M|u*(N)) = (u(M)|N)

= (P7'MP|N) = trace(P*.M*'.(P~1)*.N), qu'il s’agit donc de mettre sous la forme

(M|?) = trace(M*'.?). A cet effet, appliquons la propriété trace(AB) = trace(BA) a A = P?
et B=M'.(P~Y)!.N. Ainsi, (M|u*(N)) devient

trace(M'.(P~1)t.N.Pt) = (M|(P~1)t.N.P!), autrement dit

YN € E,u*(N) = (P~1).N.Pt = Q"'NQ pour Q = P'.

Exercice 2. Réduction de Gauss, noyau, rang, signature des formes quadratiques

b)

q1(x,y, z) = 62% + 3y% + 322 — 8xy — 8xz — 6yz,

(
@1, y,2) = 22 + 9% + 22 — 2(xy + yz + 22),
(

q3(T1, . '7x):Zz<j$xJ’
Q4($1, e 7555) = Z¢<5 TiZi41-
Solution :

q1(z,y,2) = 622 — 8z(y + 2) + 3y* + 322 — 6yz =

6lz — S(y+2)* = §(y +2)? +3y* +32% — byz =

6o — 2y +2))° + (7 + 2% — 3dyz) =

6lz — 2(y+2)]2 + 3y — 172)2 + (1 — 17%)2?]

donc q1 est de noyau {0}, de rang 3, de signature (2,1).

@(z,y,2) = 2? =22(y+2)+y* +2° -2z = (1—y—2)? —dyz = (v—y—2)* = (y+2)*+ (y—2)?
donc ¢y est de noyau {0}, de rang 3, de signature (2, 1).

q3(w1,. .., 25) = 2122 + 21 (23 + 24 + 25) + T2(23 + T4 + X5) + T3T4 + T3T5 + T4T5
(56‘1 +x3+ x4 + $5)(.’L’2 +x3+ x4 + 1‘5) - (.’173 + x4 + .’1?5)2 + X324 + X3x5 + T4x5 =

[(z1 + 22 + 223 + 274 + 275)? — (21 — 22)?] — x% — 27 — X2 — X3T4 — T3T5 — T4T5 =

(IEl —+ 2o + 2$3 + 2394 + 21’5)2 — (1’1 — Ig) ] — IE3 — 2133(1’4 + I5) — IEi — IE% — TyT5 =

(z1 + @2 + 223 + 234 + 225)% — (21 — 22)%] — (w5 + F25)2 4 (“Zx") — 23 — 12 — r4x5 =
(21 + @2 + 223 + 224 + 225)% — (21 — 22)%) — (w5 + 24528)2 — 3(2F 4 22 4 22425/3) =

[(z1 + 22 + 223 + 224 + 275)% — (21 — 22)%] — (23 + “JQFI“S) — 3[(x4 + %) + 822/9]

donc g3 est de noyau {0}, de rang 5, de signature (1,4). Généralisation (par une autre

L Ll Ll L N

méthode) en dimension n > 2 (cf aussi exo 4) : q(x) = 2, x;ix; a pour matrice S/2 avec
Sij=0sii=j, 1sii#j Sx)=A & Vi y =37 & Vi,(A+1)z; =3 x;. Les
valeurs propres de S sont donc —1 (d’hyperplan propre Y x; = 0) et n — 1 (de droite propre
1 =...=xy,). La signature de q est donc (1,n — 1).
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d) qa(z1,...,25) = (21 + x3)T2 + (T3 + T5)T4 =
1l + a3+ 22)? — (x1 + 33 — 2)? + (¥3 + 5 + 24)% — (x5 + 25 — 4)?] donc q4 est de rang
4, de signature (2,2), et de noyau la droite d’équations 0 = x9 = x4 = 1 + x3 = 23 + T3,
engendrée par le vecteur (1,0,—1,0,1).

Exercice 3. (Exercice 1, sur 5 points, de I'examen de janvier 2006) On considére sur R? la forme
quadratique Q(z,y,z) = a?x? + (1 — a)y? + (2 — a)z? — 2azy + 2azxz + 2(a — 1)yz ou a est un
parametre réel.

a) En utilisant I'algorithme de Gauss, écrire ) comme une “somme” de carrés de formes linéaires

indépendantes.

b) En déduire le rang et la signature de Q.
Solution.

a) (En général - sauf si Q) est positive - ce n’est pas vraiment une “somme”; mais au mieux une
combinaison linéaire a coefficients égaux a +1). Q(z,vy,2) = a’x*>+2ax(z—y)+(1—a)y*+(2—
a)z?+2(a—1)yz = (ax+2—1y)? —ay®+(1—a)2>+2ayz = (ax+2—y)* —a(y?> —2yz)+(1—a)2? =
(ax + 2z —y)? — a(y — 2)% + 22 (les trois formes linéaires ne sont indépendantes que si a # 0).
Sia=0,Q(x,y,2) = (2 —y)* + 22

b) Lorsque a # 0, le rang vaut donc 3 et la signature est (2,1) si a > 0, (3,0) si a < 0. Lorsque
a =0, le rang vaut 2 et la signature (2,0).

Exercice 4. (Exercice 2, sur 5 points, de 'examen de janvier 2006) Sur R™ avec n > 2 et avec la

notation x = (z1,...,2,), on considére la forme quadratique Q(z) = ZlSKan(—l)i“‘jxixj.
a) Soient ¢ la forme linéaire £(z) = 33, ;, (=1)"z; et H U'hyperplan Ker(¢).
i) Démontrer que (?(x) = 33, ;o ¥7 +2Q(x).
ii) Démontrer que si x € H \ {0} alors Q(z) < 0.

b) En déduire la signature de Q.
Solution.

a)

i) () = (Zlgign(_1)i‘?i)4(21§j§n(_1)jx_j) = Q(x) + R(z) + S(z) avec

R(z) = 2151':]571(_1)&]'331‘37]‘ = Z1gi§n sz et L

S(SC) = Zl§j<i§n(71)z+]xixj = Zlgi’<j’§n(71)J +i Ty = Q(l’), d’oti 62 =R+ 2Q
ii) Siz € H\ {0}, 2Q(x) = 0% — R(x) < 0.

b) On en déduit que la signature de Q est (p, q) avec (cf plus bas) ¢ > n—1 et p+q = rang(Q) < n.
Par ailleurs, p > 0 (car Q n’est pas négative, vu que Q(1,—1,0,...,0) = 1). D’ou (p,q) =
(I,n—1).

Justification de “q > n—1” (c’est censé étre du cours mais redémontrons-le). Soient eq,..., e,
une base dans laquelle Q s’écrit > % y? — Zgﬁ y?, et H un s.e.v. sur lequel Q est définie
négative. Comme @ est définie positive sur Vect(es,...,ep,), ces deux sous-espaces sont en
somme directe et ) est non dégénérée sur cette somme, donc dim H + p < rang(Q) = p + ¢,
donc dim H < gq.

Remarque (autre méthode) : la matrice de la forme bilinéaire symétrique associée a pour
valeurs propres —1/2 (d’ordre n — 1, d’hyperplan associé H) et ”7_1 (d’ordre 1, de droite
associée HY). Ou encore : Q(x) = q(s(x)) ot q est la forme quadratique étudiée dans
Iexercice 1.c et s est la symétrie orthogonale définie par s(z) = ((—1)'x;)1<i<n. Les matrices
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symétriques assocides a @ et g ont donc mémes valeurs propres (et les sous-espaces propres de

l'une sont les transformés par s de ceux de I'autre), donc méme signature.



