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Exercice 1.
a) 2f = (f*+ )= (f*=f)=0.
b) f annule pged(X°® —1,X? —2X +1) = X — 1.
¢) f annule pged(X(X —1)(X +1),X(X - 1D (X - 1)*(X +1)) = X — 1.
Exercice 2.

a) Le polynéme minimal de f divise X2 —3X + 2 = (X — 1)(X — 2) donc est scindé a racines
simples.

b,c) idy = fog=go f pour g = %, donc f est un isomorphisme et f~! = g.

d,e) f* =anf+byidy ot a, X + by, est le reste de la division euclidienne de X" par X2 -3X+2,
ie. 1 =a,+b, et 2" = 2a,, + by, i.e. a, =2" — 1 et b, = 2 — 2" (en particulier a5 = 7 et
by = —6).
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Exercice 3. (cf feuille 3, exercice 2) P7'AP = B:= |0 4 1| pour P = |1 0 1
0 0 4 0 21

Posons Y = P71X = ,ainsi X' = AX &Y' =BY & f/ =0, =49+ h, b =4h & f(t) =

g
h
a,h(t) = Be*t g(t) = k(t)e* avec k' = B ie. k(t) = Bt +vie. g(t) = (Bt +7)e, et X = PY ie.
r=f+2g,y=f+h,z=2g+hie z(t) = a+2(Bt+y)e*, y(t) = a+Be*, 2(t) = (2Bt +2y+8)e*.
Exercice 4.
a) D’apres 'hypothese et le rappel, m = XP avec 1 <p <n, P = (—-1)"X™.

b) fP = 0 donc pour toute valeur propre A\, A\’ = 0 donc A = 0. Donc 0 est la seule valeur propre,
donc Ker(f) est le seul s.e.v. propre, donc si f est diagonalisable, E = Ker(f), i.e. f =0.
Variante : m n’a que des racines simples donc p = 1 donc le polyndéme X annule f, i.e. f=0.

Exercice 5. Pour que ¢ soit bilinéaire il faut en particulier que Vo € E,¢(x,0) = ¢(0,2) = 0
c’est-a-dire al|z||? = c[|z[|?, méme lorsque ||z||* # 0 c’est-a-dire méme lorsque x # 0. 1l faut donc
que a = ¢ = 0. Moyennant quoi, ¢ = b <, > dont ¢ est bilinéaire symétrique, et c’est un produit
scalaire ssi (de plus) b > 0.

Exercice 6. (Cauchy-Schwarz)
a) V62 + 32422 =7. Egalité ssi a/6 = b/3 = ¢/2.
b) 22 + 32 + 4% = 29. Egalité ssi a/2 = b/3 = ¢/4 > 0.

¢) V3<T. Egalité ssia =b=c=0.

)
)
)
d) V32442 = 5. Egalité ssi c = 0 et a/3 = b/4 > 0.
Exercice 7.
a) Soient z = (\/a;),y = (\/%) € R". Cauchy-Schwarz donne I'inégalité voulue.
b) Egalité ssi z,y colinéaires et > 1, a; =1, i.e. ssi a; = 1/n.
c¢) rien (exemple a; = —1, ag = 2).

Exercice 8.



a) Les hypotheses impliquent ||u(z)|| = ||z||. En développant ||u(z) — u(y)||*> = ||z — y||> on en
déduit < u(x),u(y) >=< z,y >.

b) D’apres (a) (en développant puis en regroupant) ||u(z+y)—u(z)—u(y)||* = ||(z+y)—z—y||> = 0
et |[u(Az) — Au(2)]|? = || Az — Az|? = 0 i.e. u linéaire.

¢) Comme |u(z)| = ||z||, Ker(u) = {0} donc u est injective.

d) Découle de b et ¢. Remarque : en appliquant la propriété < u(z),u(y) >=< z,y > a

z=u(z),z = u"1(2), on trouve alors Vz € E, < z,u(y) >=< u~!(2),y >, i.e. u=! =u*.

e) £ = R[X] muni du produit scalaire pour lequel la base (1, X, X2, ...) est orthonormée, et
u € L(F) défini par u(P) = XP.
Exercice 9. (a) : immédiat.
b) Pour P =3"a;X" et Q =) b; X7 on trouve < P,Q >= > o0<ij<n Za‘ibf

+i+1°
dou [P = /3 2o
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C) |Ccl+b042rcb +ac+b§+ca _i_ablrba _'_%PS [62+bc+bgQac—i-%b—F%][C/Q—FbICI—Fb +§ac +
a/b/ a/Z
2+ %5

d) cf poly, théoreme 3.5.1.

e)
n = 1) Cherchons a,b € R t.q. Va',b' € R, b’ + w + ‘IT“/ =a/3+YV :0b/24a/3=1/3,
b+a/2=1doub=2a=-2ie Q=—2X+2.

n = 2) Cherchons a,b,c € R t.q. Va',V/,c € R, e + bcl‘gd’/ + “Cl*‘bg/“a/ + ab/j:ba' + %‘1/ =
a/94+V/3+c :¢/3+b/44+a/5=1/9,¢/24+b/3+a/4=1/3,c+b/2+a/3=1d0ou
c=1/3,b=8a=—10,ie Q= —10X2+8X +1/3.

n = 3) Cherchons a,b,c,d € R t.q. Ya',l/,¢,d’ € R, dd' + cd4de y bdtec’tdl  ad'tbc’tcbtda’ |
ac’+bg/+ca’ + ab'nga’ + a?a’ — al/27—|—b//9—|—cl/3+d/ . d/4+c/5—|—b/6+a/7 — 1/277
d/3+c¢/4+b/5+a/6 =1/9,d/24+¢/3+b/4+a/5=1/3, d+¢/2+b/3+a/d =1
dolt @ = 4.5.7.11/27 = 1540/27, b = —4.5.43/9 = —860/9, ¢ = 4.5.19/9 = 380/9,
d=—4.17/27 = —68/27.

Exercice 10.

a) p(x) € F et p(x) —x L F donc p(z) = > Aie; et Vi, \; =< p(x),e; >=< x,e; >, d'ou p(z) =
> < x,e; > e;. On en déduit facilement 'expression de g(x) = z — p(z), de s(x) = 2p(z) — z,
et de t(z) = 2¢(x) —xz =z — 2p(x) = —s(x).

b) F+ est la droite engendrée par u := (1,2, —3). Posons e = u/y/14.
D’apres a), q(z) =< x,e > e =< x,u > u/14 = L2232 (1 9 _3) donc la matrice de ¢ est

14
114 1/7 —3/14 13/14 —1/7 3/14
Q= 1/7 2/7  =3/7 |,donccelledepest P=I-Q=| —1/7 5/7 3/7 | et
-3/14 -=3/7 9/14 3/14  3/7 5/14
6/7 —=2/7 =3/7
cellede sest S=1-2Q=| -2/7 3/7 6/7

3/7  6/T —2/T



