UPS-L2-SPI-EEA-Math 1 16 janvier 2014

Examen terminal

Dugrée 2H. Epreuve sans document ni calculatrice. Les réponses doivent étre justifiées. La rédac-
tion doit étre soignée et concise.

Question de cours. Soit f : R?> — R une fonction de classe C2. Donner le développement
limité d’ordre 2 de f au voisinage de (zg, yo), exprimé en fonction des dérivées partielles de f.

5 -1 =2
Exercice 1. On étudie la matrice A = -1 5 =2
-2 =2 2

1. Sans faire de calcul, pouvez-vous dire si A est diagonalisable?

2. Calculer le polynéme caractéristique de A, puis déterminer les valeurs propres de A (on
obtiendra deux valeurs propres distinctes).

3. Déterminer les espaces propres associés (on précisera la nature géométrique de chacun de
ces espaces et on en donnera une base).

Quel est ’angle entre les deux espaces propres?
Diagonaliser A (il n’est pas demandé de calculer l'inverse de la matrice de passage).

En déduire qu’il existe un nombre o & déterminer, tel que A3 = aA.

Ne v

Donner Iexpression de la forme quadratique g sur R dont la matrice associée est A (dans
la base usuelle). Quelle est la nature de ¢?

Exercice 2. On considére le come C donné par la paramétrisation & :

ucos(v)
(u,v) € [0,1] x [0,27] — &(u,v) = | wusin(v)

1. Soit T' la courbe paramétrée par 4 définie pour ¢ € [0, 1] par : §(t) = &(¢,0).

(a) Que représente la courbe I' paramétrée par 77

(b) Calculer la longueur de T'.
2. (a) Représenter graphiquement I' et C, ainsi que les axes de coordonnées.
od od
(b) Calculer a—a(u,v) A a—a(u,v) pour tout (u,v) € [0, 1] x [0, 27].
u v
(c) En déduire laire de C, que l'on notera a(C).
(d) Calculer la troisiéme coordonnée du centre de gravité de C, notée z = ﬁ ffc hdo
ou h(z,y,z) = z.
(e) Donner une équation cartésienne de C.
. . -y
3. Soit F la fonction de R3 dans R? définie par F(z,y,2) = T
1

(a) Calculer le flux de F a travers C.

(b) Calculer la divergence et le rotationnel de F'. Cette fonction dérive-t-elle d'un poten-
tiel?



