Quelgues contributions en
topologie symplectique et
geomeétrie presque complexe

J.-F. Barraud

USTL - UFR Mathématiques
Laboratoire P. Painlevé



Principales directions

#® Courbes pseudo-holomorphes en dimension 4,



Principales directions

#® Courbes pseudo-holomorphes en dimension 4,

® Théorie de Morse et de Floer,



Principales directions

#® Courbes pseudo-holomorphes en dimension 4,
® Théorie de Morse et de Floer,

#® Type des hyper-surfaces reelles.



Familles de courbes
equisingulieres

N



Quelques objets fondamentaux...

Soit (M*=",w) une variété symplectique lisse, compacte,
sans bord.



Quelques objets fondamentaux...

Soit (M="(w))une variété symplectique lisse, compacte,
sans bord.

dw =0

w e N (TM)
w" # 0

Modele local:(R*", Y7, dx; A dy;).



Quelques objets fondamentaux...

Soit (M*=",w) une variété symplectique lisse, compacte,
sans bord.

Soit J une structure presque complexe slicompatible
avecw.



Quelques objets fondamentaux...

Soit (M*=",w) une variété symplectique lisse, compacte,
sans bord.

So@me structure presque complexe slicompatible

avecCl.
{ J:TM —TM, J?> = —1d

w(X,JX) >0



Quelgues objets fondamentaux...

Soit (M*=",w) une variété symplectique lisse, compacte,
sans bord.

Soit J une structure presque complexe slicompatible
avecw.

Courbes pseudo-holomorphes:




Familles équi-singulieres

Espaces de modules:
Les courbes/-holomorphes de genkee N et de classe
d’homologie A € Hy(M, 7Z) fixés forment un ensemble

noté/\/lg,A.



Familles équi-singulieres

Espaces de modules:
Les courbes/-holomorphes de genkee N et de classe
d’homologie A € Hy(M, 7Z) fixés forment un ensemble

noté/\/lg,A.

Fait:
Pour un choix générique dg les espaces de modules
M, 4 sont des variétés lisses de dimension

dimg My 4 =2(c1 - A+ (n—3)(1 —g)).
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Espaces de modules:
Les courbes/-holomorphes de genkee N et de classe
d’homologie A € Hy(M, 7Z) fixés forment un ensemble

noté/\/lg,A.

Fait:

Pour un choix générique dg les espaces de modules
M, 4 sont des variétés lisses de dimension

dimg My 4 =2(c1 - A+ (n—3)(1 —g)).

Que dire des perturbations d’une courbe holomorphe C
donnée qui préservent une collection de “contraintes”
fixées sur C'7





















Un résultat de lissité

Dans toute la suite, on se limite au cas/duest de

dimensiom.
Pour chaque contrainteon définit alors:

# un“colt™ d(o) = (dy(o),d,(0)),
# etune co-dimension:(o), tels que:

Théoreme. Soit C' une courbe J-holomorphe et S un
jeu de contraintes sur C. Alors, si

® - C>214+pu+) .sdo)

® 4g—-3<p—) csdn(o)

(ot 1 = nb “cusps”) alors, l'espace Mg des courbes
respectant ce jeu de contraintes est une variété lisse de
co-dimension ) __sc(0), intersection transverse des
espaces associés a chaque contrainte prise séparément.



Commentaires

Contraintes élementaires:

Contrainte Colts Codim.

dh:O dU:1 c=2

d,=0 dy=Fk|c=2(k—2)

k
M%¢%+”.(m:2 dy=2 | c=2

/./
7<
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Commentaires

Contraintes elementaires:
Contrainte Codlts Codim.

p dy=0 dy=1|c=2
><< dy=0 dy=Fk|c=2(k—2)
-< }(22,23)+... dp,=2 d,=2 | c=2

Ingrédients:

#® Description des perturbations d’'une courbe a cusp de
[Ivachkovich, Shevchischin].



Commentaires

Contraintes elementaires:
Contrainte Codlts Codim.

p dy=0 dy=1|c=2
><< dy=0 dy=Fk|c=2(k—2)
-< }(22,Z3>—|—... dp,=2 d,=2 | c=2

Ingrédients:

#® Description des perturbations d’'une courbe a cusp de
[Ivachkovich, Shevchischin].

#® Généricité automatique en dimensipde [Hofer,
Lizan, Sikorav],



Application au pb d’isotopie dans CPP*

DansCP* muni d’une structure presque complexe
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Théoreme (Gromov, 1985). Par deux points passe
une unique J droite. Par 5 points passe une unique J
COnique.



Application au pb d’isotopie dans CPP*

DansCP* muni d’une structure presque complexe
compatible avec la forme symplectique standayd

M. Gromov a montré que:

Théoreme (Gromov, 1985). Par deux points passe
une unique J droite. Par 5 points passe une unique J
COnique.

En incorporant I'étude précedente a la preuve, on obtient:

Théoreme. Dans CP? muni de sa forme symplectique
standard w, toute sphere symplectique a points doubles
ordinaires positifs est isotope, parmsa de telles surfaces,
a une courbe algébrique.
























Développements postérieurs

Une motivation pour cette étude:
Théoréeme (D. Auroux, 2000). Toute variété
symplectique de dimension 4 s’obtient comme un

revétement ramifié de CP? au-dessus d’une surface
symplectique.

Théoréme (Siebert-Tian, Shevchischin, 2005). Toute
surface symplectique lisse de degré < 17 est isotope a
une courbe algébrique.

Théoréeme (V. Shevchischin). Toute surface
symplectique a points doubles ordinaires positifs de
degré < 4 est i1sotope a une courbe algébrique.



Théorie de Morse - Floer
— avec O. Cornea —
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On se donne

#® une variéetéy/ compacte sans bord (simplement

connexe),
#® { une fonction de Morse suv/,

o _ | Morse-Smale
#® <, > une metrique Riemannienmg .

Pourzx,y € Crit(f), on note
#® |z| =nbval. propres< 0 du Hessien.
® M(x,y) l'ensemble des orbites deV f dex ay.

dim M(z,y) = |z| — Jy| — 1.

Mz, y) = compactification par ajout des trajectoires

risees.
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Un peu de théorie de Morse...

Le complexe de Morse est alors donné par
C*(M, f) — EB:CEC]Cit(f)ZQj

et sa différentielle par:

ly|=|z|—-1

0? = 0 est alors la traduction algébrique déetf(=1=|-= 2)
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Un peu de théorie de Morse...

Le complexe de Morse est alors donné par

C.(M, f) = ©uecrit(f)Lx

et sa différentielle par:

ly|=|z|—-1

On aimerait la remplacer par
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De nouveaux coefficients...

On envoie les espaces de modules dans un espace de lacets

M(.CC, y) —
~v parametrée par f

M'= M/) oL
points critigues,

est un chemin simple passant par tous les

(Y =Lacets de Moore (paramétres par un intervalle de
longueur arbitraire)
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De nouveaux coefficients...

On envoie les espaces de modules dans un espace de lacets

M(z,y) — QM
v —— -y paramétree par f

Cette application est compatible avec les brisures. En

choisissant de bonnes “cubulations” defz, ;) on
obtient des chaines, , € R, := C.(Q2'M’) telles que

amw,z — E mx,@yz
Y

concaténation des lacets



. pour un complexe enrichi.
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. pour un complexe enrichi.

On définit alors:

Cii(M, f) = @ R.x et Ox= Z mxyy

xeCrit(f yeCrit(f

gu’on etend a tout le complexea la regle de Leibniz.
Alors:

9° =0

0 est compatible avec la filtration donnée par I'indice des
points critiques.

(C., (M, f), D) définit donc une suite spectral&”

D,q’ 7")_



Suite spectrale de Leray Serre

Théoreme. (E;;’q, d")r>o tsomorphe, a partir de la

page 2, a la suite spectrale de Leray-Serre associée a la

fibration QM — PM — M.

Par ailleurs, l’existence d’une fleche non nulle sur la
page v implique la non-vacuité d’au moins un espace

M(x,y) avec |x| — |y| < r.



Suite spectrale de Leray Serre

Théoreme. (E;’q,dr)r,azg 1somorphe, a partir de la

page 2, a la suite spectrale de Leray-Serre associée a la
fibration QM — PM — M.

Par ailleurs, l’existence d’une fleche non nulle sur la
page v implique la non-vacuité d’au moins un espace
M(x,y) avec |x| — |y| < r.

La page2 est donc isomorphe &, (M) ® H,(QQM) et la
suite converge verd,(PM) = H.(pt).

Elle porte donc beaucoup de fleches non triviales...
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Théorie de Floer

Soit (M, w) une variété symplectique, &t ' C M deux
sous-variétés Lagrangiennes (transverses) simplement
connexes.

Soit enfinJ une structure presque complexeompatible.

Idée de A. Floer: remplacer
o Crit(f)parL N L/,
#® ['indice de Morse par I'indice de Maslov,

® les lignes de flot par des bandes holomorphes
R x [0,1] — M sS’appuyant sur. et I’

@/

Y
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Théorie de Floer

Pour un choix générique dg les espacesd(z, y) sont
des variétés lisses, de dimensjoh— |y| — 1.

Compacité on suppose dans un premier temps que
Wimy(M) = Climy(nr) = 0.

Les M (z,y) sont alors compacts modulo brisures.

M(z,y) — Q'L0)
] —— trace surL.

Cubulation: plus difficile (structure au bord des espaces
de modules, techniques de gluing).



Suite spectrale de Floer

Théoreme. A partir de la page 2, la suite spectrale de
Floer ainst obtenue a les mémes propriétés
dinvariance que [’homologie de Floer.

Lorsque L et L' sont lices par une isotopie

hamiltonienne, la suite spectrale est celle associée a
QL — PL — L.

Enfin, une fleche non triviale sur la page r implique la
non-vacuité d’un espace M(x,y) avec |x| — |y| < r.



Exemple d'application

Lorsquel et L' sont liees par une isotopie hamiltonienne,
on montre que par tout point depasse une bande d’aire
contrblée par la distance de Hofer:

V(L,L") = inf | H ||
H/¢1,(L)=L'
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Exemple d'application

Lorsquel et L' sont liees par une isotopie hamiltonienne,
on montre que par tout point depasse une bande d’aire
contrblée par la distance de Hofer:

V(L,L") = inf | H ||
H/¢y (L)=L'
“Perles” symplectiques: /{ — i
Théoreme.
R2
V(L.L) 2 —-

ou R est le rayon d’une perle symplectique enfilée sur
L sans toucher L'.



Des tubes et des bulles

La méme construction peut étre faite pour la théorie de
Floer non relative: on se donne un Hamiltonien

H: M x [0,1] — R, et on s'intéresse a ses orbites
1-periodiques.
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une deformation “quantique”

Les chainesn, , € C.({Y’M') peuvent tout de méme étre
construites tant qu’il n'y a pas (trop) de bulles.

Théoreme. St M est monotone, la construction
précédente définit une suite spectrale tronquée a la page
Cmin — 1 ayant les mémes propriétés d’invariance que
précédemment.

Elle commence avec HE, (M) ® H,(QQM), mais la

différentielle sur la page d* s’écrit:

Pr=diz+ > GW(z,y;\) [Nye

Aema (M)
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Type des hyper-surfaces réelles
— avec E. Mazzilli —
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Type et algebre de Lie

Théoréme (J.Kohn, 1972). Dans C?, on a

A=A} .. = Stab,(T'H)

p,reg

ouT’'H =THNJTH, etStab,(T” H) = longueur du
premier crochet de Lie itérd” tel quelV, ¢ T H.

Théoreme. Soit L ['ensemble des sous-fibrés en

droites complexes de T?H. Dans C" (ou (R*",.J)), on
a

Al =max Stab,(L)

pred  Lec



Type singulier

C’n

BV
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Type singulier

Théoreme.

Stab,, (L
A, = max {%>
Lerl V(L,E)

ot v(L, L) mesure “Uordre de contact” de L et CZ.



Type singulier

Théoreme.

Stab,, (L
A, = max 3ﬁ)
Lerl V(L’E)

ot v(L, &) mesure “Iordre de contact” de L et C4.

Remarqueinegalité de D’Angelo { =i !):

AL < 2(AlyL



	Principales directions
	Principales directions
	Principales directions

	Quelques objets fondamentaux...
	Quelques objets fondamentaux...
	Quelques objets fondamentaux...
	Quelques objets fondamentaux...
	Quelques objets fondamentaux...

	Familles équi-singulières
	Familles équi-singulières
	Familles équi-singulières

	Un résultat de lissité
	Commentaires
	Commentaires
	Commentaires

	Application au pb d'isotopie dans $mathbb {CP}^{2}$
	Application au pb d'isotopie dans $mathbb {CP}^{2}$

	Développements postérieurs
	Un peu de théorie de Morse...
	Un peu de théorie de Morse...
	Un peu de théorie de Morse...

	Un peu de théorie de Morse...
	Un peu de théorie de Morse...
	Un peu de théorie de Morse...
	Un peu de théorie de Morse...

	De nouveaux coefficients...
	De nouveaux coefficients...
	De nouveaux coefficients...
	De nouveaux coefficients...
	De nouveaux coefficients...
	De nouveaux coefficients...

	... pour un complexe enrichi.
	... pour un complexe enrichi.

	Suite spectrale de Leray Serre
	Suite spectrale de Leray Serre

	Théorie de Floer
	Théorie de Floer

	Théorie de Floer
	Théorie de Floer
	Théorie de Floer

	Suite spectrale de Floer
	Exemple d'application
	Exemple d'application
	Exemple d'application

	Des tubes et des bulles
	Des tubes et des bulles
	Des tubes et des bulles
	Des tubes et des bulles

	Des bulles sur des chemins
	Des bulles sur des chemins

	une déformation ``quantique''
	Cas de $CP ^{1}$
	Cas de $CP ^{1}$
	Cas de $CP ^{1}$

	Type
	Type
	Type
	Type
	Type

	Type et algèbre de Lie
	Type singulier
	Type singulier
	Type singulier
	Type singulier


