
Chapter 2

Modules sur un anneau principal

Les principales applications de la théorie que nous allons développer dans ce chapitre seront la
structure des groupes abéliens de type fini (cas de l’anneau principal Z) et la structure des en-
domorphismes des espaces vectoriels de dimension finie (cas de l’anneau principal K[X ]). Nous
retrouverons des résultats déjà obtenus en L2 et L3, qui seront affinés et complétés.

2.1 Modules libres

2.1.1 Sous-modules d’un module libre

Rappelons que si le A-module L est libre de rang n et si B := (e1, . . . ,en) en est une base,
l’application P �→ BP est une bijection de GLn(A) sur l’ensemble des bases de L.

Théorème 2.1.1 (de la base adaptée) Soient L un A-module libre de rang n et R ⊂ L un sous-
module. Il existe alors une base B := (e1, . . . ,en) de L et des éléments non nuls d1, . . . ,dk de A
avec 0 ≤ k ≤ n, tels que:

d1| · · · |dk et (d1e1, . . . ,dkek) est une base de R.

Preuve. - Il existe une preuve “géométrique” que l’on trouvera dans Lang et dans RW3. On
va donner ici une preuve plus algorithmique, mais sous une hypothèse plus restrictive (anneau
euclidien): cependant, cette hypothèse sera satisfaite dans nos applications.
Si l’on a préalablement étudié les anneaux et modules noetheriens (cf. appendice A), comme A
est noetherien (puisque principal), on sait a priori que R est de type fini. Sinon, on le déduit du
lemme qui suit cette démonstration.
On choisit une base arbitraire X := (x1, . . . ,xn) de L (elle a nécessairement n éléments) et un
système générateur fini Y := (y1, . . . ,yp) de R. L’écriture des y j dans la base X se traduit par une
relation Y = X M où M ∈ Matn,p(A) (la j-ème colonne de M est formée des coordonnées de y j

dans la base X ).
D’après le théorème 2.1.6, que nous démontrerons plus loin, on a une équivalence de matrices:

M = PDQ−1, où P ∈ GLn(A),Q ∈ GLp(A) et D = Diag(d1, . . . ,dk) ∈ Matn,p(A),

avec de plus la condition: d1, . . . ,dk �= 0,d1| · · · |dk. Exceptionnellement ici, la notation Diag(d1, . . . ,dk)
désigne la matrice rectangulaire (ei, j) 1≤i≤n

1≤ j≤p
telle que ei, j = di si i = j ∈ {1, . . . ,k} et ei, j = 0
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autrement.
De la relation Y = X M, on tire Y Q = BD, où B := X P est bien entendu une base; notons-la
(e1, . . . ,en). La famille Y Q engendre Y QAp = Y Ap = R (puisque Q est inversible). On a visible-
ment Y Q = (d1e1, . . . ,dkek,0, . . . ,0), de sorte que la famille (d1e1, . . . ,dkek) engendre R. Enfin,
les di étant non nuls, il est facile de voir que c’est une famille libre. �

Il nous faut maintenant justifier l’existence d’un système générateur fini de R:

Lemme 2.1.2 L’anneau A étant supposé principal, tout sous-module de An admet un système
générateur de n éléments.

Preuve. - Elle se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est trivial. Pour n = 1, c’est la défini-
tion d’un anneau principal. Supposons le lemme vrai pour n−1 et soit M un sous-module de An.
L’application p : An → A, (a1, . . . ,an) �→ an est A-linéaire, donc p(M) est un sous-module de A,
c’est-à-dire un idéal. Puisque A est principal, il existe a ∈ A tel que p(M) = Aa. Soit alors mn ∈ M
tel que p(mn) = a.
Soit par ailleurs M� := M∩Kerp = M∩ (An−1 ×{0}). C’est un sous-module de An−1 ×{0} et ce
dernier module est isomorphe à An−1. Par l’hypothèse de récurrence, M� admet donc un système
générateur à n− 1 éléments, soit m1, . . . ,mn−1. Puisque M� ⊂ M, ce sont des éléments de M et
nous allons prouver que m1, . . . ,mn engendrent M.
Soit en effet x ∈ M et soit α ∈ A tel que p(x) = αa. Alors x−αmn ∈ M et p(x−αmn) = αa−αa =
0, donc x−αmn ∈ M� est une combinaison linéaire de m1, . . . ,mn−1, ce qui achève la démonstra-
tion. �

Exemple 2.1.3 Soit A := Z, L := Z2, et R le sous-module engendré par (−10,−8) et (14,10). Si
l’on note X = (x1,x2) la base canonique de L, on a donc une famille génératrice:

Y = (y1,y2) = X
�
−10 14
−8 10

�
.

On vérifie facilement que:

�
−10 14
−8 10

�
=

�
2 1
1 0

��
2 0
0 6

��
1 5
1 4

�−1

.

(On verra plus loin comment trouver cette décomposition.) En appliquant le raisonnement ci-
dessus, on trouve d’abord une base de L:

(e1,e2) := (x1,x2)

�
2 1
1 0

�
=⇒ e1 =

�
2
1

�
et e2 =

�
1
0

�
,

puis une base de R:

( f1, f2) = (e1,e2)

�
2 0
0 6

�
= (2e1,6e2) = (y1,y2)

�
1 5
1 4

�
.

Corollaire 2.1.4 L’idéal Ad1 est maximum parmi tous les idéaux φ(R), où φ parcourt l’ensemble
des formes linéaires sur L (c’est-à-dire, par définition, des morphismes de A-modules φ : L → A).
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Preuve. - Soit φ une telle forme linéaire. Alors φ(R) est un sous-module de A, donc un idéal. Avec
les notations du théorème, on a pour tout i = 1, . . . ,k:

φ(diei) = diφ(ei) ∈ Adi ⊂ Ad1,

puisque d1|di. Comme φ(R) est engendré par les φ(diei), on a bien φ(R)⊂ Ad1. Réciproquement,
si l’on prend pour φ la forme linéaire “première coordonnée” x1e1 + · · ·+ xnen �→ xn, il est immé-
diat que φ(R) = Ad1. �

On voit donc que Ad1 est indépendant du choix de la base adaptée. C’est en fait vrai de tous
les Adi mais notre preuve sera plus indirecte (voir la section 2.3).

Voici une preuve directe plus compliquée mais faisant intervenir des outils (les “idéaux de Fitting”) in-
téressants par eux-mêmes. Soient A un anneau quelconque (non nécessairement principal) et M ∈Matn,p(A)
une matrice rectangulaire. Pour tout k ≥ 1, k ≤ min(n, p), on note Fk(M) l’idéal de A engendré par les déter-
minants mineurs k× k de M.

Proposition 2.1.5 (i) Si M et M� sont équivalentes, Fk(M) = Fk(M�).
(ii) Si D est rectangulaire diagonale et que ses k premiers coefficients diagonaux sont d1, . . . ,dk ∈ A\{0},
les suivants étant nuls, et si d1| · · · |dk, alors Fi(M) = Ad1 · · ·di pour i ≤ k et Fi(M) = {0} pour i > k.

Preuve. - (i) On prouvera que, si P ∈ Matn(A) et Q ∈ Matp(A), alors Fk(PMQ) ⊂ Fk(M). Si P et Q sont
inversibles (cas de l’énoncé), on voit par symétrie que Fk(PMQ)⊃ Fk(M) et la conclusion s’ensuit.
Pour prouver l’inclusion Fk(PMQ) ⊂ Fk(M) pour tout M, il suffit de prouver séparément que Fk(PM) ⊂
Fk(M) pour tout M et que Fk(MQ)⊂ Fk(M) pour tout M. On prouvera seulement la première inclusion, la
deuxième s’en déduisant par transposition (ou se prouvant de la même manière en considérant les colonnes
plutôt que les lignes).
Soit donc M ∈ Matn,p(A), de lignes L1, . . . ,Ln. Soit P ∈ Matn(A) de coefficients pi,i� , 1 ≤ i, i� ≤ n et notons
M� := PM. Les lignes L�

1, . . . ,L
�
n de M� sont données par les formules:

L�
i =

n

∑
i�=1

pi,i�Li� .

Un k× k-mineur ME,F de M est caractérisé par E = {i1, . . . , ik} (indices de lignes) où 1 ≤ i1 < · · ·< ik ≤ n
et F = { j1, . . . , jk} (indices de colonnes) où 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ p. Les lignes de ME,F seront notées
Li1,F , . . . ,Lik,F et celles de M�

E,F similairement L�
i1,F , . . . ,L

�
ik,F . On a les égalités:

L�
i,F =

n

∑
i�=1

pi,i�Li�,F pour i = i1, . . . , ik,

d’où on déduit par multilinéarité du déterminant que det(L�
i1,F , . . . ,L

�
ik,F) est une combinaison linéaire à

coefficients dans A des déterminants det(Li�1,F
, . . . ,Li�k,F

) où 1 ≤ i�1, . . . , i
�
k ≤ n. La forme multilinéaire déter-

minant étant alternée, on peut même se restreindre aux det(Li�1,F
, . . . ,Li�k,F

) tels que 1 ≤ i�1 < · · · < i�k ≤ n,
c’est-à dire aux déterminants mineurs detME �,F où F est l’ensemble fixé et où E � est un sous-ensemble de
{1, . . . ,n} ayant k éléments. On a donc:

detM�
E,F = det(L�

i1,F , . . . ,L
�
ik,F) ∈ Fk(M)

et l’inclusion Fk(PM)⊂ Fk(M) s’en déduit immédiatement.
(ii) Est très facile et laissé en exercice au lecteur. �
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2.1.2 L’algorithme d’Euclide-Gauß

Le théorème de réduction matricielle qui a été invoqué se démontre à l’aide d’un algorithme qui
généralise à la fois l’algorithme du pivot de Gauß et l’algorithme d’Euclide (pour le pgcd). Cet
algorithme existe sous une forme très générale, valable pour tout anneau principal, et que l’on peut
trouver dans “Basic Algebra” de Jacobson (chap. 3, §7). Nous en donnons ici une forme un peu
simplifiée qui ne vaut que pour un anneau euclidien.

Théorème 2.1.6 (Algorithme du pivot sur un anneau euclidien) Soient A un anneau principal
et M ∈ Matn,p(A). Il existe alors P ∈ GLn(A), Q ∈ GLp(A) et d1, . . . ,dk ∈ A non nuls, 0 ≤ k ≤
min(n, p), tels que d1| · · · |dk et M = PDQ−1, où D = Diag(d1, . . . ,dk) ∈ Matn,p(A).

Preuve. - La définition de Diag(d1, . . . ,dk)∈Matn,p(A) a déjà été expliquée. On va supposer que A
est euclidien, i.e. qu’il admet un stathme euclidien g : A\{0}→ N, dont on rappelle les propriétés:

∀x,x� ∈ A\{0} , g(x)≤ g(xx�) et ∀x ∈ A , ∀y ∈ A\{0} , ∃q,r ∈ A :

�
x = qy+ r,
r = 0 ou g(r)< g(x).

(Dans Z, on prendra g(x) := |x|. Dans K[X ], on prendra g(P) := degP.)
L’algorithme consiste à transformer M par opérations élémentaires sur les lignes et colonnes. Les
opérations autorisées sont les permutations de lignes et de colonnes; et les transvections, c’est-à-
dire les opérations du type Li ← Li+aL j et Ci ←Ci+aCj. Comme dans le cas de l’algèbre linéaire
sur un corps, ces opérations équivalent à la multiplication à droite ou à gauche par une matrice de
déterminant ±1, donc inversible sur l’anneau. Comme pour l’algorithme du pivot de Gauß, il nous
suffit donc de déterminer une succession de telles opérations qui transforme M en D.
Le “compteur” qui diminue à chaque étape et garantit la terminaison de l’algorithme est:

γ(M) :=min{g(mi, j) | 1≤ i≤ n,1≤ j ≤ p,mi, j �= 0}. (On peut bien entendu supposer M non nulle.)

Première phase.

1. On choisit un pivot mi, j, i.e. un coefficient de M tel que γ(M) = g(mi, j). On le ramène en
position (1,1) par les transpositions Li ↔ L1 et Cj ↔C1.

2. On effectue les divisions euclidiennes m1, j = q jm1,1 + r j et mi,1 = q�im1,1 + r�i; puis les
transvections Cj ←Cj −q jC1 et Li ← Li −q�iL1.

3. S’il reste un élément m �= 0 dans la première ligne ou la première colonne, on a g(m) <
g(m1,1). On le met en position (1,1) et l’on recommence les divisions euclidiennes et les
transvections.

4. Puisque g(m1,1) diminue strictement chaque fois, le processus doit s’arrêter: on a alors une

matrice de la forme
�

m1,1 01,p−1
0n−1,1 M�

�
où M� ∈ Matn−1,p−1(A) et où g(m1,1) est strictement

plus petit que le γ(M) de départ.
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Deuxième phase.

1. Si m1,1 ne divise pas tous les coefficients de M�, on remonte en première ligne un coefficient
fautif (i.e. non multiple de m1,1) à l’aide d’une opération L1 ← L1+Li. On recommence alors
toute la première étape (divisions euclidiennes, transpositions, transvections) pour obtenir à

nouveau une matrice de la forme
�

m1,1 01,p−1
0n−1,1 M�

�
avec une valeur de g(m1,1) strictement

plus petite.

2. Puisqu’à chaque fois l’entier naturel g(m1,1) diminue strictement, le processus doit s’arrêter:

on a alors une matrice de la forme
�

m1,1 01,p−1
0n−1,1 M�

�
où m1,1 divise tous les coefficients de

M�.

Troisième phase. On recommence l’ensemble des deux premières phases avec M�, ce qui ne
modifie pas la première ligne et la première colonne, ni le fait que m1,1 divise les coefficients de
M�. On finit par obtenir une matrice diagonale dont chaque coefficient diagonal divise le suivant.
�

Exemple 2.1.7 On part de M :=
�
−10 14
−8 10

�
. Voici une succession possible d’opérations et

d’états de la matrice.
�
−10 14
−8 10

�
L1 ↔ L2

�
−8 10
−10 14

�
C2 ←C2 +C1 , L2 ← L2 −L1

�
−8 2
−2 2

�

�
−8 2
−2 2

�
C1 ↔C2

�
2 −8
2 −2

�
C2 ←C2 +4C1 , L2 ← L2 −L1

�
2 0
0 6

�
=: D.

Ces transformations se résument en l’égalité matricielle P−1MQ = D, où:

P−1 =

�
1 0
−1 1

��
1 0
−1 1

��
0 1
1 0

�
=

�
0 1
1 −2

�
,

Q =

�
1 1
0 1

��
0 1
1 0

��
1 4
0 1

�
=

�
1 5
1 4

�
.

On n’a pas cherché à respecter rigoureusement les phases décrites ci-dessus. De toutes façons,
l’algorithme n’est pas déterministe, et, selon les choix faits à chaque étape, on peut obtenir diverses
valeurs de P,Q,D satisfaisant aux conditions du théorème. Les sections suivantes préciseront ce
qui est invariant dans le résultat.

2.1.3 Vecteurs primitifs

Théorème 2.1.8 Soit L un module libre de rang fini sur l’anneau principal A. Soit x ∈ L \ {0}.
Les conditions suivantes sont alors équivalentes:
(i) Le sous-module R := Ax est un facteur direct de L.
(ii) Il existe une forme linéaire φ : L → A telle que φ(x) = 1.
(iii) L’élément x peut être complété en une base de L.
(iv) L’élément x est indivisible, autrement dit, une égalité x = dy dans L n’est possible que si
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d ∈ A∗.
(v) Le module L/Ax est sans torsion.

Preuve. - Facile avec ce qui précède, et laissée au plaisir du lecteur ! �

Définition 2.1.9 On dit que x ∈ L est un vecteur primitif ou un élément primitif 1 s’il satisfait aux
conditions équivalentes du théorème.

En appliquant l’équivalence de (iii) et de (iv) lorsque L := An, on obtient la généralisation
suivante du théorème de Bézout:

Corollaire 2.1.10 Soit (a1, . . . ,an)∈An tel que les ai soient premiers entre eux dans leur ensemble
( i.e. ∑Adi = A). Il existe alors une matrice inversible sur A dont ils constituent la première ligne
(ou colonne).

�

Remarque 2.1.11 Lorsque l’on prend L = A2 dans le théorème, notant x = (a,b), on voit que la
propriété d’indivisibilité signifie que a et b sont premiers entre eux, au sens où ils n’ont pas de
diviseur commun non inversible; alors que la propriété (ii) (véritable définition de la primitivité)
signifie que a et b sont étrangers, au sens où A = Aa+Ab, i.e. ils vérifient la relation de Bézout.
Cette dernière propriété entraîne automatiquement la première dans tout anneau intègre, mais,
même dans un anneau factoriel, la réciproque est en général fausse (voir des exemples dans le
cours d’algèbre de L3).

2.2 Modules de type fini sur un anneau principal

Théorème 2.2.1 Pour tout module de type fini sur l’anneau principal A, on a un isomorphisme:

M � Ar ×A/Ad1 ×·· ·×A/Adk,

où d1, . . . ,dk ∈ A sont non nuls et non inversibles et tels que d1| · · · |dk. L’entier r et les idéaux Adi

sont uniques.

Preuve. - Puisque M est de type fini, il y a une suite exacte 0 → R → L → M → 0, où L est libre
de rang fini (avec les notations du théorème,ce rang est n+k). Le choix d’une base adaptée donne
des un isomorphisme An → L par lequel c’est {0}r ×Ad1 ×·· ·×Adk qui correspond à R, d’où un
diagramme commutatif de suites exactes:

0 �� {0}r ×Ad1 ×·· ·×Adk ��

��

An ��

��

Ar ×A/Ad1 ×·· ·×A/Adk �� 0

0 �� R �� L �� M �� 0

Le lemme A.1.5 fournit l’isomorphisme voulu (pour l’éviter, voir le lemme qui suit cette démon-
stration).

1À ne pas confondre avec les “éléments primitifs” de la théorie des extensions de corps.
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Il est évident que TorA(M) = A/Ad1 ×·· ·×A/Adk, donc que M/TorA(M) est libre de rang r: cela
définit r de façon intrinsèque, d’où l’unicité. Le cas de Ad1, . . . ,Adk pourrait être traité ici mais le
sera plus simplement comme conséquence des résultats sur les diviseurs élémentaires. �

On peut éviter le recours au formalisme des diagrammes de suites exactes en invoquant le
lemme suivant:

Lemme 2.2.2 Soit f : M → N un isomorphisme de A-modules et soient M� ⊂ M et N� ⊂ N des
sous-modules tels que f (M�) = N �. Alors les modules M/M� et N/N� sont isomorphes.

Preuve. - Puisque f (M�) ⊂ N �, le morphisme f induit par passage au quotient un morphisme
f : M/M� →N/N�. Soit d’autre part g : N →M l’isomorphisme réciproque de f . On a évidemment
g(N�) = M� d’où, comme précédemment, un morphisme induit g : N/N� → M/M�. Des égalités
g ◦ f = IdM et f ◦ g = IdN , on déduit immédiatement que f et g sont réciproques l’un de l’autre.
�

Définition 2.2.3 L’entier r est le rang de M; les idéaux Adi sont les facteurs invariants de M.
Lorsqu’il existe un choix canonique de générateurs de ces idéaux (par exemple dans Z: positifs;
ou dans K[X ]: unitaires), ces générateurs sont par abus de langage appelés facteurs invariants.

Corollaire 2.2.4 Tout module sans torsion de type fini sur un anneau principal est libre.

Corollaire 2.2.5 Tout module de torsion de type fini sur un anneau principal est produit de mod-
ules cycliques (c’est-à-dire monogènes et de torsion).

Corollaire 2.2.6 Tout module de de type fini sur un anneau principal est somme directe de son
sous-module de torsion et d’un module libre.

Preuve. - Plus précisément, la suite exacte 0 → TorA(M)→ M → M/TorA(M)→ 0 est scindée et
le terme droit est libre. �

Exercice 2.2.7 Soient S := A\{0} et K := S−1A le corps des fractions de A. Alors le rang de M
est égal à la dimension du K-espace vectoriel S−1M.

2.3 Diviseurs élémentaires

On va maintenant fixer un ensemble de représentants P de l’ensemble des éléments premiers de
A pour la relation d’équivalence “être associé”; autrement dit, tout idéal premier de A admet un
générateur unique dans P. (Dans le cas de Z, on prend l’ensemble des “nombres premiers” i.e. des
premiers naturels; dans le cas de K[X ], on prend l’ensemble des irréducibles unitaires.)

On va raisonner sur le cas d’un module de torsion M pas nécessairement de type fini. (Pour un
module quelconque, ce qui suit peut donc être appliqué à son sous-module de torsion). On a donc
une réunion filtrante:

M =
�

a∈A\{0}
M(a) où l’on note M(a) := {x ∈ M | ax = 0M}.
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Ici, “filtrante” signifie que deux quelconques des sous-modules M(a) sont inclus dans un troisième:
on vérifie en effet immédiatement que M(a),M(b)⊂ M(ab).

Lemme 2.3.1 (Forme abstraite du lemme des noyaux) (i) Si a∧ b = 1, on a M(ab) = M(a)⊕
M(b).
(ii) Si a n’est pas nul, M(a) =

�
p∈P

M(pvp(a)).

Preuve. - (i) Puisque M(a),M(b)⊂ M(ab), on a déjà M(a)+M(b)⊂ M(ab). Soient u,v ∈ A tels
que au+bv = 1 (Bézout). Alors, pour tout x ∈ M(a)∩M(b):

x = uax+ vbx = u0M + v0M = 0M,

d’où M(a)∩M(b) = {0}. D’autre part, pour tout x ∈ M(ab):

x = uax+ vbx et

�
a(vbx) = v(abx) = v0M = 0M ⇒ vbx ∈ M(a),
b(uax) = u(abx) = u0M = 0M ⇒ uax ∈ M(b),

d’où M(ab) = M(a)+M(b).
(ii) découle de (i) par récurrence. �

Définition 2.3.2 Pour tout p ∈ P, on appelle composante p-primaire de M le sous-module:

Mp :=
�

n≥0

M(pn).

(C’est bien un sous-module car réunion d’une suite croissante de sous-modules.)

Théorème 2.3.3 Le module de torsion M est somme directe de ses composantes primaires:

M =
�

p∈P

Mp.

Preuve. - Cela découle formellement de l’égalité M =
�

a∈A\{0}
M(a) et du lemme. Tout d’abord,

tout x ∈ M appartient à l’un des M(a), donc (lemme des noyaux) à ∑
p∈P

M(pvp(a)) ⊂ ∑
p∈P

Mp, d’où

l’égalité M = ∑
p∈P

Mp.

Pour montrer que la somme est directe (c’est-à dire que la décomposition d’un élément de M
comme somme d’éléments des Mp est unique), il suffit selon le raisonnement standard de supposer
∑

p∈P
xp = 0 avec les xp ∈ Mp presque tous nuls, et de montrer qu’ils sont tous nuls. Mais on a

xp ∈ M(pnp) où les np sont presque tous nuls, et c’est donc une égalité dans M(a), où a = ∏
p∈P

pnp :

on peut donc appliquer le lemme. �

Exemple 2.3.4 En appliquant le lemme chinois, on sait que A/Aa� ∏
p∈P

A/Apnp . On vérifie facile-

ment que la composante p-primaire du membre droit de cet isomorphisme est A/Apnp (qui est donc
trivial si p � |a).
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Unicité des diviseurs élémentaires. Elle résulte directement des formules obtenues à l’exercice
2.5.10.

Application aux facteurs invariants. Si M est de plus de type fini, on a un isomorphisme M �
A/Ad1 ×·· ·×A/Adk avec d1| · · · |dk; et A/Adi � ∏

p∈P
A/Apvp(di), où donc:

∀p ∈ P , vp(d1)≤ · · ·≤ vp(dk).

La composante p-primaire Mp de M est isomorphe à
k
∏
i=1

A/Apvp(di). Pour prouver l’unicité des fac-

teurs invariants, il suffit donc de prouver que, dans un isomorphisme N � A/Apr1 ×·· ·×A/Aprk ,
avec r1 ≤ · · · ≤ rk, les ri sont uniquement déterminés par N. Cela découle des deux remarques
suivantes:

1. Si N = N1 ×·· ·×Nk, alors N(ps) = N1(ps)×·· ·×Nk(ps).

2. Si N = A/Apr, alors la suite croissante des N(ps) stationne à partir de s = r (et pas avant).

Définition 2.3.5 Soit M un module de torsion de type fini sur l’anneau principal A. Si M �
A/Ad1 × ·· ·×A/Adk avec d1| · · · |dk, les diviseurs élémentaires de M sont ceux des Apvp(di) (ou,
par abus, des pvp(di)) qui ne sont pas triviaux.

Pratiquement, on reconstitue les facteurs invariants à partir des diviseurs élémentaires comme
suit. Soient p,q, . . . les premiers qui apparaissent effectivement dans la décomposition en com-
posantes primaires. Soient 0 < r1 ≤ · · · ≤ rk les exposants associés à p, 0 < s1 ≤ · · · ≤ s� ceux
associés à q, etc. On les dispose en un tableau dont les lignes sont indexées par p,q, . . .; dans
chaque ligne, les exposants sont rangés par ordre croissant, et alignés à droite; on complète à
gauche, si nécessaire, par des 0. Par exemple, si p est le premier ayant le plus grand nombre
d’exposants non nuls, on aura:

p r1 . . . . . . . . . . . . rk
q 0 . . . 0 s1 . . . s�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

La colonne la plus à droite fournit alors les facteurs de dk = prk qs� · · · , la précédente ceux de dk−1,
etc. (On peut également mettre le plus grand exposant à gauche, voir ci-dessous le cas des groupes
abéliens de type fini).

2.4 Applications

2.4.1 Structure des groupes abéliens finis

Un groupe abélien fini G est un Z-module de type fini (prendre pour ensemble générateur le
groupe lui-même) et de torsion (théorème de Lagrange). Il est donc isomorphe à un produit de
groupes cycliques dont les cardinaux sont totalement ordonnés pour la relation de divisibilité.
Réciproquement, un Z-module de type fini et de torsion étant isomorphe à un produit de groupes
cycliques est fini.
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Remarque 2.4.1 La structure des groupes abéliens de type fini s’en déduit immédiatement: un tel
groupe est produit d’un facteur Zr par un groupe abélien fini.

Comme déjà indiqué, on appellera facteurs invariants de G les entiers naturels di ∈ N∗ tels que
G � Z/Zd1 × ·· · ×Z/Zdk avec d1| · · · |dk et diviseurs élémentaires de G les pvp(di) non triviaux
(i.e. �= 1) les p étant des nombres premiers (i.e. des premiers naturels).

Pour reconstruire les facteurs invariants à partir des diviseurs élémentaires, on procède comme
suit. Pour tout p, on les écrit comme une suite de puissances pri(p) avec des exposants décroissants
r0(p)≥ r1(p)≥ · · · , cette suite stationnant en la valeur 0. Alors dk = ∏

p∈P
pr0(p), d−1 = ∏

p∈P
pr1(p),

etc.

Exemple 2.4.2 Soit G := Z/8Z×Z/12Z×Z/18Z. Les facteurs invariants ne sont pas 8,12,18
(ils ne se divisent pas les uns les autres). Par le lemme chinois, G � Z/8Z×Z/4Z×Z/3Z×
Z/9Z×Z/2Z. Les diviseurs élémentaires sont maintenant apparents: ce sont 8,4,3,9,2. On les
organise en suites (8,4,2,1, . . .) et (9,3,1, . . .) d’où les facteurs invariants 8.9 = 72, 4.3 = 12 et
2.1 = 2.

Les suites de facteurs invariants (suites d’entiers naturels finies et croissantes pour la rela-
tion de divisibilité) peuvent être considérées comme un codage pour les structures possibles des
groupes abéliens finis.

Exemple 2.4.3 Pour trouver, à isomorphisme près, tous les groupes abéliens d’ordre 18, on cherche
toutes les suites d1| · · · |dk telles que d1 > 1 et d1 · · ·dk = 18. Les seules possibilités sont (3,6) et
(18). Il n’y a donc que Z/3Z×Z/6Z et Z/18Z.
On peut également procéder à partir des diviseurs élémentaires. Pour 2, la seule possibilité est 2.
Pour 3, les possibilités sont (9) et (3,3). Les deux combinaisons possibles donnent les suites de
facteurs invariants (18) et (6,3).

Exercice 2.4.4 Pour tout entier naturel r, calculer le nombre de suites décroissantes d’entiers
naturels r0 ≥ r1 ≥ · · · telles que r = ∑ri. En déduire, pour tout n ∈ N, le nombre de classes
d’isomorphie de groupes abéliens de cardinal n.

2.4.2 Réduction des endomorphismes d’un espace vectoriel

Soient K un corps commutatif, V un K-espace vectoriel de dimension finie et φ un endomorphisme
de K. Le K[X ]-module M associé à (V,φ) est de type fini (toute base de V en est un système généra-
teur) et de torsion (si µφ est le polynôme minimal de l’endomorphisme φ, on voit que M = M(µφ)).

L’isomorphisme M �A/Aµ1×·· ·×A/Aµk, où A=K[X ] et où les µi ∈K[X ] sont des polynômes
unitaires tels que µ1| · · · |µk, signifie que V =V1 ⊕ · · ·⊕Vk, où chaque Vi est un sous-espace stable
par φ, et où le K[X ]-module associé à (Vi,φ|Vi) est isomorphe à A/Aµi. Cette dernière relation
signifie que (Vi,φ|Vi) est cyclique: il admet une base (ei,φ(ei), . . . ,φni−1(ei)) et µi est le polynôme
minimal de φ|Vi (donc ni = degµi). La matrice de φ|Vi dans cette base est la matrice compagnon
Cµi de µi. Dans la base obtenue par juxtaposition de ces bases cycliques, la matrice de φ est donc
diagonale par blocs, de blocs les Cµi .
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Exercice 2.4.5 Montrer que µφ = µ1 et que χφ = µ1 · · ·µk (polynôme caractéristique).

Remarque 2.4.6 On peut utiliser de même les diviseurs élémentaires pour retrouver la forme
réduite de Jordan: voir Lang ou RW3.

Exercice 2.4.7 On suppose K algébriquement clos. Quel est le lien entre les composantes pri-
maires de M et les sous-espaces caractéristiques de φ ?

Remarque 2.4.8 On verra dans les exercices que la classification des couples (V,φ) où φ est un
automorphisme de V se ramène de même à celle des modules de torsion et de type fini sur l’anneau
principal K[X ,X−1].
Cette méthode admet une généralisation importante à la situation suivante. Soient G un groupe
quelconque et ρ : G → GL(V ) un morphisme vers le groupe linéaire d’un K-espace vectoriel V
de dimension finie (donc une représentation linéaire de G dans V ). On introduit alors une K-
algèbre K[G] appelée algèbre du groupe G sur K, de telle sorte que G soit une base du K-espace
vectoriel K[G] et que la multiplication dans K[G] se restreigne en celle de G; cette algèbre est
essentiellement unique. Lorsque G est monogène infini et que X en est générateur, on vérifie que
K[G]� K[X ,X−1].
On vérifie alors que la représentation G permet de faire de V un K[G]-module à gauche (l’algèbre
est commutative si, et seulement si, le groupe l’est: cette précision est donc importante). Bien
que K[G] soit en général loin d’être un anneau principal, il a de “très bonnes” propriétés (par
exemple, si G est fini et K de caractéristique nulle, c’est un anneau “semi-simple”) qui facilitent
la classification de ses modules.
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2.5 Exercices sur le chapitre “Modules sur un anneau principal”

Première série

Exercice 2.5.1 Étudier le système à inconnues entières
�
−10 14
−8 10

��
x
y

�
=

�
a
b

�
(x,y,a,b ∈ Z).

Exercice 2.5.2 (i) Appliquer le théorème de la base adaptée à L := Zn et à R := Z(a1, . . . ,an).
(ii) Appliquer le théorème de la base adaptée à L := Z2 et à R := Ker

�
(x,y) �→ (y−ax) (mod p)

�
.

Exercice 2.5.3 Calculer les facteurs invariants de Z/aZ en utilisant d’abord le seul générateur 1,
puis en utilisant la famille génératrice (1,b) (b ∈ Z).

Exercice 2.5.4 Soient p,q,r des éléments premiers deux à deux non associés. Quels sont les
diviseurs élémentaires du module dont les facteurs invariants sont pq, p2qr et p3q2r2 ? Quels sont
les facteurs invariants du module dont les diviseurs élémentaires sont p, p2, p3, p4, q2, q3, q4, r3,
r4 ?

Exercice 2.5.5 Démontrer le résultat suivant, dû à Gauß: dans un groupe abélien fini G, il existe
un élément dont l’ordre est le ppcm des ordres de tous les éléments. En déduire que tout sous-
groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps commutatif est cyclique.

Exercice 2.5.6 Démontrer que tous les groupes abéliens d’ordre quadratfrei (c’est-à-dire non di-
visible par un carré non trivial) sont cycliques.

Exercice 2.5.7 Combien y a-t-il de groupes abéliens d’ordre 12 ?

Exercice 2.5.8 Déterminer tous les groupes d’ordre p2 (on sait a priori qu’ils sont abéliens) et
tous les groupes abéliens d’ordre p3 (où bien entendu p désigne un nombre premier).

Exercice 2.5.9 Montrer que le module des endomorphismes d’un module de torsion de type fini
de facteurs invariants Ad1, . . . ,Adk tels que d1| · · · |dk est isomorphe à ∏(A/Adi)

2k−2i+1.

Exercice 2.5.10 (i) Soit p un premier de l’anneau principal A et soit k := A/Ap le corps résiduel
correspondant; M désignant un A-module arbitraire (resp. de type fini), montrer que M/pM est
naturellement muni d’une structure de k-espace vectoriel (resp. de dimension finie).
(ii) Que dire dans le cas où M � M1 ×M2 ? Dans le cas où M est monogène ?
(iii) Appliquer ce qui précède au cas de pα−1M/pαM où M � A/Ad1×·· ·×A/Adk avec d1| · · · |dk.

Deuxième série

Exercice 2.5.11 Soit L un module libre de rang fini. Montrer que le contenu de x ∈ L, c’est-à-dire
le pgcd de ses coordonnées dans une base, est indépendant du choix de la base.

Exercice 2.5.12 Soit A un anneau principal et soit M :=
�

a b
c d

�
∈ Mat2,2(A).

1) Montrer que, s’il existe P,Q ∈ GL2(A) tels que M = P
�

δ 0
0 Δ

�
Q−1, alors δ est associé au pgcd
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de a,b,c,d et δΔ à ad −bc.
2) On note δ un pgcd de a,b,c,d et Δ := ad − bc. À l’aide de la relation de Bézout, déterminer

P,Q ∈ GL2(A) tels que M = P
�

δ 0
0 Δ

�
Q−1. (Indication: c’est assez compliqué; voir par exemple

Jacobson.)

Exercice 2.5.13 S’inspirer de l’exercice précédent pour généraliser l’algorithme du pivot au cas
d’un anneau principal quelconque (non nécessairement euclidien).

Exercice 2.5.14 Si R est un supplémentaire de Aa dans le module libre L de rang n, les facteurs
invariants de R dans L sont les (n−1) idéaux A, . . . ,A.

Exercice 2.5.15 Quels sont les facteurs invariants de A(a,b)+A(c,d)⊂ A2 ?

Exercice 2.5.16 (i) Pour a ∈ A\{0}, montrer que A/Aa n’a qu’un nombre fini de sous-modules.
(ii) À l’aide des exercices de la feuille de TD précédente, en déduire que les A-modules artiniens
et noetheriens sur A sont exactement les A-modules de torsion et de type fini.

Exercice 2.5.17 Montrer que la classification des couples (V,φ) où V est un K-espace vectoriel
de dimension finie et où φ est un automorphisme de V se ramène à celle des modules de torsion et
de type fini sur l’anneau principal K[X ,X−1].

Exercice 2.5.18 (Méthode de complétion de la matrice) Soit a := (a1, . . . ,an) un vecteur prim-
itif de An. Il existe donc une forme linéaire φ(x1, . . . ,xn) := u1x1 + · · ·+ unxn telle que φ(a) =
u1a1 + · · ·+unan = 1. On peut calculer les ui en appliquant le théorème de Bézout à a1 et a2, puis
à a1 ∧a2 et a3, etc.
On sait que An = Aa⊕Kerφ et que ces deux facteurs directs sont les images respectives des pro-
jecteurs p : x �→ φ(x)a et q : x �→ x− φ(x)a. Le noyau Kerφ est donc engendré par les images
q(ε1), . . . ,q(εn) des vecteurs de la base canonique (ε1, . . . ,εn). La matrice de cette famille est la
matrice de q dans la base canonique:

q(ε j) = ε j −u ja =⇒ M = In − (aiu j).

Les facteurs invariants de Kerφ dans L sont les (n−1) idéaux A, . . . ,A (voir ci-dessous). L’algorithme
du pivot doit nous donner une égalité: M = PDiag(1, . . . ,1,0)Q−1. Les (n−1) premières colonnes
de P forment une base de Kerφ. En mettant en tête la colonne a, on obtient la matrice inversible
annoncée dans ce qui suit.
(i) Vérifier l’affirmation sur les facteurs invariants de Kerφ dans L.
(ii) Compléter a := (6,15,10) ∈ Z3 en une matrice inversible.
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