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Utilisation du cours

La partie la plus utile du travail consiste probablement a revoir les notes prises pendant le cours en
en mettant au propre la rédaction, en vérifiant toutes les assertions et leurs preuves, et, au besoin,
en les complétant. Le polycopié n’est qu'un auxiliaire.

A ce sujet, mentionnons qu’une enquéte menée les deux dernieres années aupres des étu-
diants de M1 a permis de quantifier la notion qu’ils avaient du travail nécessaire pour profiter
de I’enseignement recu: notons (pour n’influencer personne) a le nombre d’heures par semaine
(nécessaires) ainsi estimé. La méme enquéte a permis de quantifier le travail effectif fourni, met-
tons (pour ne dénoncer personne) b le nombre d’heures par semaine (effectives). On observe alors
I’égalité approximative:

b~0,5a.

Il n’est pas nécessaire d’aller plus loin pour comprendre les difficultés rencontrées par les étudiants
de M1. Il n’y a pas de voie royale.
Exercices et TD

Une partie des exercices est donnée dans le texte, au fil de I’eau: ils ne seront pas corrigés. Ceux
qui sont rassemblés dans la derniere section de chaque chapitre constituent les TD. Il y a une
premiere série, que tout étudiant devrait intégralement aborder; et une deuxicme série, pour les
plus motivés. Rappelons que c’est la recherche qui est fructueuse et non la lecture de la solution.
Un exercice dont on a lu la solution avant de I’avoir cherchée est perdu pour toujours.
Bibliographie

Les principaux ouvrages généraux recommandés sont les suivants:

1. Le livre “Algebra” de Serge Lang, champion toutes catégories.

2. Le “Cours de mathématiques pures et appliquées” de Ramis-Warusfel, que I’on citera RW3:
niveau L3-M.

Signalons aussi parmi les références recommandables: “Algebra” de Michael Artin et “Cours
d’algebre” de Roger Godement.

Pour le lecteur qui souhaite aller au dela, on peut suggérer, a un niveau encore élémentaire:
1. Le livre “Basic Algebra” de Nathan Jacobson.
2. Les chapitres 4 et 7 du livre “Algebre” de Bourbaki.

3. Le “Cours de géométrie algébrique élémentaire” de Jean Giraud (quand il sera publié .. .).

Ajoutons, pour la partie sur les groupes, deux livres magnifiques de Serre, “Représentations
linéaires des groupes finis” (le premier chapitre) et le célebre “Cours d’arithmétique” (une partie
du chapitre sur le théoréme de Dirichlet); pour la partie sur les corps, le tres clair et trées complet
“Corps commutatifs et théorie de Galois” de Tauvel; pour la partie sur les modules, le “Algebra” de
Lang et le chapitre 4 de la premiere partie de RW3 (qui contient des indications bibliographiques



supplémentaires); et, pour la partie sur les courbes, le chapitre 4 de la deuxieme partie de RW3, qui
contient des indications bibliographiques supplémentaires, parmi lesquelles: le cours de Giraud,
les livres de Walker et de Fulton tous deux intitulés “Algebraic Curves”, le livre de Shafarevich
“Basic Algebraic Geometry” et le manuel de briancon-Maisonobe “Algebre commutative, M1”.

Conventions générales

La notation A := B signifiera que le terme A est défini par la formule B. Les expressions nouvelles
sont écrites en italiques au moment de la définition. Noter qu’une définition peut apparaitre au
cours d’un théoréme, d’un exemple, d’un exercice, etc.

Exemple 0.0.1 L’espace vectoriel E* := Homg (E,K) est appelé dual de E.

La fin d’une démonstration ou son absence est indiquée par le signe [

Disclaimer

Le syllabus de ce module a été concu alors que le cours se faisait en 32 heures, avec 36 heures de
TD. L’horaire actuel est de 22 heures de cours, avec 32 heures de TD, le syllabus n’ayant, lui, pas
changé ! Le cours réellement présenté sera donc violemment élagué.



Part I

Groupes



Chapter 1

Actions de groupes

1.1 Définitions, exemples, vocabulaire
Soient G un groupe noté multiplicativement (en particulier, le neutre sera noté 1) et X un ensemble.
Définition 1.1.1 Une action (a gauche) du groupe G sur I’ensemble X est une application

GxX—X,
(g,x) — g.x,

satisfaisant aux axiomes:
1. VxeX,lx=ux;
2. Vg,heG,VxeX, g.(hx) = (gh).x.

On omet en général le point dans la notation: gx := g.x et 1’on précise rarement “4 gauche ”!.

L’ application G — ¥ (X,X), qui, & g € G, associe I’application x — gx de X dans lui-méme,
envoie G dans le groupe G(X) des permutations de X et c’est un morphisme de groupes G —
S(X). Réciproquement, tout morphisme de groupes ¢ : G — S(X) définit une action a gauche de
G sur X par la formule g.x := ¢(g)(x).

Exercice 1.1.2 Vérifier soigneusement le passage de la notion d’action telle que formulée dans la
définition a celle de morphisme G — &(X) ainsi que le passage réciproque.

Exemples 1.1.3 1. G agit sur lui-méme par la formule g.h := gh, ou le membre gauche de
I’égalité dénote I’effet de I’action de g € G sur & € X := G et le membre droit dénote le
produit de g et 4 dans G. On parle d’action par translations. Notant L, la translation
h — gh (la lettre L est pour “left ”, sorry folks), on vérifie que Ly, = LgLy et ’on a bien
un morphisme g — L, de G dans &(G). Ce morphisme est clairement injectif (car L, =
Id; entraine évidemment g = 1) et permet d’identifier G a un sous-groupe de &(G); en
particulier, si G est fini d’ordre n, il s’identifie a un sous-groupe de &,, (théoreme de Cayley).

ne action a droite serait plutdt notée x8 et satisferait I’axiome (x8)" = x8". Elle donnerait lieu a un anti-morphisme
1Une action a droit t plutot notée x8 et satisferait | 8)h = x8"_ Elle d tl ti-morph
G — 6(X).



2. G agit également sur lui-méme par la formule g.h := ghg™': action par conjugaison*. On

vérifiera qu’en notant I, 1’automorphisme intérieur h ghg™! de G, on a bien un mor-
phisme g — I, de G dans &(G). Le noyau de ce morphisme est le centre Z(G) de G. Cette
action de G sur lui-mé&me ainsi que la précédente jouent un réle important en théorie des
groupes.

3. Le groupe symétrique &(X) agit sur I’ensemble X par la formule 6.x := o(x). Le mor-
phisme associé est I’identité de &(X). En particulier, &, agit sur {1,...,n}. Par restriction
évidente, tout sous-groupe de &, agit sur {1,...,n}: par exemple, si 6 € &, le sous-groupe
< 6 > engendré par 6. Cette action a déja implicitement été rencontrée dans 1’étude de G,,;
I’étude de ses “orbites ” (voir plus loin) permet de trouver la décomposition de G en cycles.

4. Soit K un corps commutatif. Le groupe linéaire GL,(K) agit sur I’ensemble Mat, (K) par la
formule PM := PMP~!, menant 4 I’ étude de la similitude des matrices carrées.

Exercice 1.1.4 Le groupe produit GL,(K) x GL,(K) agit sur I’ensemble Mat,, ,(K) par la formule
(P,Q).M := PMQ~!. (Cette action méne a I’étude de I’équivalence des matrices rectangulaires.)
Vocabulaire

Dans tout ce qui suit, le groupe G agit (a gauche) sur I’ensemble X.

L orbite de x € X, notée Gx ou O(x), est I’ensemble des images de x sous I’action:
O(x) = Gx:={gx| g € G}.
On vérifie facilement que la relation x ~ y ﬁ dg € G : y = gx est une relation d’équivalence sur
e.
X et que O(x) est la classe de x. Les orbites forment donc une partition de X, d’ol, quand X est

fini, la formule:
X[= Y |oM)

xmodulo G

La sommation “modulo G ” signifie que I’on prend un représentant dans chaque classe (chaque
orbite); elle n’a de sens que si le terme sommé ne dépend que de la classe de x modulo G.

Le stabilisateur de x € X est I’ensemble des éléments de G qui fixent x:
Sy:={g€G|gx=x}.

On vérifie immédiatement que c’est un sous-groupe de G, en général non distingué. 1l est clair que,
x € X étant fixé, ’application g — gx est surjective de G sur O(x) et que g,¢’ € G ont méme image
si, et seulement si, g~ 'g’x = x, i.e. g7'g' € Sy, i.e. g5, = g'S,. Elle induit donc une application
bijective de I’ensemble quotient G/S, (ensemble des classes a gauche gSy) sur O(x). En particulier,
si le groupe G est fini, on a:

|O(x)| =|G/Sy| =[G : S,] (indice dans G du sous-groupe Sy).

2 Attention ! La formule g~ ! hg définirait une action a droite.



On a I’égalité:
ng = ngg !
en vertu du calcul suivant:

h € Sgx = hgx=gr<=g 'hgxr=x<—= g 'hge S, <= hegSg .

En particulier, les stabilisateurs de x et gx étant conjugués, ils ont méme ordre (s’ils sont finis) et
donc |S,| ne dépend que de la classe (I’orbite) de x. Ceci donne un sens a la formule suivante, qui
découle immédiatement des deux précédentes; si I’on suppose G et X finis:

X|= Y 16/S= ) [G:8]= )

xmodulo G x modulo G xmodulo G

lal,
i

C’est la formule des orbites.

La formule des classes

On fait agir G sur lui-méme par conjugaison. L’orbite de x € G est sa classe de conjugaison,
notée C(x). Le stabilisateur de x est son normalisateur® N(x). Les formules établies plus haut se
spécialisent en |C(x)| = [G : N(x)] et en la formule des classes:

Théoréme 1.1.5 (Formule des classes)

Gl= )} [G:Nw]= )

x modulo G x modulo G

G| .
IN()|

En pratique, on met souvent a part les éléments qui sont seuls dans leur classe; notant que:

N(x) = {x} <= x € Z(G),

on a donc:
Corollaire 1.1.6

G| =|Z(G G:Nx)|=|Z(G i

Gl=12(G)|+ ) [G:NW|=1Z[G)+ ) :

x modulo G x modulo G ‘N(X)’
x¢Z(G) x&Z(G)
G
Les termes Gl sont des diviseurs non triviaux de |G]|.
IN(x)]
On abrégera parfois Y, enY.
me;dZu(lg)G

3Le normalisateur d’une partie X de G est par définition N(X) := {g € G | gXg~! = X}. Son centralisateur est
Z(X):={gcG|V¥xeX, gr=xg}. Si X = {x}, ils sont égaux et on note N(x) ou Z(x). A 1'opposé, N(G) = G et Z(G)
est le centre de G.



Vocabulaire complémentaire

On revient a G agissant sur X.

L’action est transitive s’il y a une seule orbite. Dans ce cas, tous les stabilisateurs sont con-
jugués et 1’on a (si G est fini) |[X| =[G : Sy| pour I’un quelconque d’entre eux.

Le noyau de I’action est I’ensemble des éléments de G agissant trivialement, autrement dit, le
noyau de G — S(X) (donc un sous-groupe distingué de G). L’action est dite fideéle si son noyau
est trivial.

Exemple 1.1.7 L’action de G(X) sur X est libre et fidele.

Laction est libre si tous les stabilisateurs sont triviaux. Elle est librement transitive si elle est
libre et transitive. Dans ce cas, quel que soit x € X, I’application g — gx est une bijection de G sur
X. On dit alors que X est un espace homogene ou un torseur sous (I’action de) G.

Exemple 1.1.8 Soit £ un espace affine d’espace sous-jacent V. L’action par translations de V sur
E est librement transitive.

Exercice 1.1.9 Définir I’action de GL(V) sur I’ensemble des bases de V et la qualifier.

1.2 p-groupes
Dans toute cette section, p désigne un nombre premier.

Définition 1.2.1 Un p-groupe est un groupe fini d’ordre une puissance de p.

Bien entendu, les sous-groupes et les groupes quotients d’un p-groupe sont des p-groupes.

Exemples 1.2.2 Soit |G| = p", r € N. Si r=0, G est trivial. Si r =1, G est cyclique d’ordre
p, donc isomorphe a Z/pZ. Si r = 2, nous verrons que G est commutatif; il est alors isomorphe
soit a Z/p?Z soit A Z/ pZ x 7./ pZ (cf. 1a classification des groupes abéliens finis vue en L3; on la
reverra comme application de la troisiéme partie de ce cours). Si r = 3 et que G est commutatif,
il y a trois structures possibles (d’apres la méme classification); mais G peut €tre non commutatif
(on en verra des exemples avec p = 2).

Exercice 1.2.3 Vérifier I’assertion concernant le cas abélien.

On rappelle que I’exposant e(G) d’un groupe fini G est le ppcm des ordres de ses éléments;
c’est également le plus petit entier non nul & tel que Vx € G , x* = 1. Puisque 1’ordre de tout
élément de G divise ’ordre de G (Lagrange), il est clair que I’exposant d’un p-groupe est une
puissance de p. Nous verrons plus loin (corollaire au théoreme de Cauchy) que la réciproque est
vraie.

Proposition 1.2.4 Soit G un p-groupe non trivial. Alors son centre Z(G) est non trivial.



Preuve. - On écrit la formule des classes sous la forme:

|Gl
Z(G)| =G| - :
xm(&) G |N(x)|
x¢Z(G)

Tous les termes du second membre sont des diviseurs non triviaux de |G|, donc des puissances non
triviales de p, donc des multiples de p. Il en est donc de méme de |Z(G)|, qui n’est donc pas égal
al.Od

Le centre Z(G) est donc un p-groupe commutatif non trivial et le quotient G/Z(G) (qui existe
puisque le centre est distingué) est un p-groupe.

Corollaire 1.2.5 Tout p-groupe est résoluble, autrement dit, on peut trouver une tour de sous-
groupes {1} = Gy C --- C Gy = G telle que chaque G; soit un sous-groupe distingué de Gy et
que chaque G;1/G; soit abélien.

En fait, on peut méme exiger que chaque G;/G; soit isomorphe a Z/pZ.

Théoreme 1.2.6 (Cauchy) Soit G un groupe d’ordre n multiple de p. Alors il y a dans G des
éléments d’ordre p.

Preuve. - Le cas ou G est abélien, qui se déduit immédiatement du cours de L3: G est alors iso-
morphe a un produit Z /n,Z x - - - x Z/n;Z,1’un des n;, mettons n;, est multiple de p (car [Tn; = n);
notant m := n; /p et m sa classe dans Z/n;Z, on voit que 1’élément (77,0, ...,0) convient.

La démonstration procede ensuite par récurrence forte sur n. Si n = p, la conclusion vient immé-
diatement. Supposons donc n > p.

Si Z(G) = G, on est dans le cas abélien. Sinon, soit x ¢ Z(G), de sorte que N(x) # G. Si |[N(x)]
est multiple de p, par hypothese de récurrence N(x) admet des éléments d’ordre p donc G aussi.
On est donc ramené au cas ol pour tout x € Z(G) I’entier |N(x)| est non multiple de p; mais cet
entier divise |G| qui Iest, le quotient [G : N(x)] est donc multiple de p. De la formule des classes

|Gl
IN(x)|’

Z(G)| =16l )

xmodulo G
X¢Z(G)

on déduit que |Z(G)| est multiple de p; du cas abélien on déduit enseuite que Z(G) contient des
éléments d’ordre p, donc G aussi. [

Une autre démonstration est proposée en exercice.

Corollaire 1.2.7 Pour que le groupe fini G soit un p-groupe, il faut, et il suffit, que son exposant
soit une puissance de G.

Preuve. - On a déja vu que c’était nécessaire. Prouvons la suffisance par contraposition. Si G n’est
pas un p-groupe, un nombre premier g # p divise son ordre, il y a donc des élements d’ordre g et
I’exposant est multiple de g donc n’est pas une puissance de p. [



Exemples 1.2.8 1. Si |G| = p?, |Z(G)| = p ou p*. Dans le premier cas, si a € G\ Z(G), le
sous-groupe engendré par Z(G) et a est égal a G et il est abélien. Le premier cas est donc
impossible et G est certainement abélien.

2. Si |G| = p?, |Z(G)| = p ou p? ou p*. Le deuxieme cas est impossible (méme argument que
ci-dessus). Le troisieme cas est celui oul G est abélien, il y a alors trois structures possi-
bles: Z/p*Z, 7./ pZ x 7./ p*Z et 7./ pZ x 7./ pZ x Z./ pZ. Donc si G n’est pas commutatif,
|Z(G)| = p. Il y a plusieurs structures possibles, voir par exemple Lang (ou encore le livre
“An Introduction to the Theory of Groups” de Rotman).

3. Si |G| = 8 et G non abélien, son centre a deux éléments. Il n’y a pas d’élément d’ordre
8 (sinon le groupe serait cyclique). Si tous les éléments étaient d’ordre 2, le groupe serait
abélien. Il y a donc un élément a d’ordre 4. Soit H :=< a >= {1,a,a?,a’}, qui est d’indice
2 donc distingué. Soit b € G\ H. L’automorphisme intérieur I, conserve H, donc induit un
automorphisme de H, qui ne peut étre I’identité (sinon G =< a,b > serait commutatif) donc
qui est I’application x — x~!. Comme b*> € H (car ce dernier est d’indice 2) et (h*)> =1
(car il n’y a pas d’élément d’ordre 8), on distingue alors deux cas:

e b%> = 1: on trouve alors que G est isomorphe au groupe diédral D4 (qui se réalise par
exemple comme groupe des isométries du carré);

e b? = a?: dans ce cas G est isomorphe au groupe de quaternions* {41, +i, +j, +k}.

1.3 les théoremes de Sylow

Dans toute cette section, p désigne un nombre premier et G un groupe fini d’ordre n = p®m, ot
o>letp fm.

Définition 1.3.1 Un p-sous-groupe de Sylow ou p-Sylow de G est un sous-groupe d’ordre p®.

Théoreme 1.3.2 (Sylow) Le groupe G admet des p-Sylow.

Preuve. - La démonstration se fait par récurrence forte sur I’ordre de G. Si n = p, c’est trivial,
on suppose donc n > p. Si G admet un sous-groupe d’ordre p®m’, m" < m, ce dernier admet un
p-Sylow (récurrence) qui est également un p-Sylow de G. Dans le cas contraire, tout sous-groupe
propre de G est d’indice multiple de p. De la formule des classes, on déduit que |Z(G)| est multiple
de p, donc qu’il contient un élément a d’ordre p. Le groupe H :=< a > est central, donc distingué
et le quotient G/H est d’ordre p*~'m. Si o= 1, H lui-méme est un p-Sylow. Sinon, par hypothése
de récurrence, G/H admet un p-Sylow, donc un sous-groupe d’ordre p*~!; ce sous-groupe est de
la forme G’ /H et G’ est un p-Sylow de G. [J

11 est évident que tout conjugué d’un p-Sylow est un p-Sylow et donc que G agit par conjugai-
son sur I’ensemble des p-Sylow. On va voir que cette action est transitive (point (ii) du théoreme
qui suit); le nombre de p-Sylow est donc le cardinal de I'unique orbite, donc I’indice du stabilisa-
teur de I’un quelconque d’entre eux, c’est-a-dire I’indice de son normalisateur; donc, par calcul
simple, un diviseur de m.

4Rappelons que le corps des quaternions est la R-algébre H := R 4 Ri + Rj + Rk caractérisée par les relations
i2=j2=Kk>=—1letij=k = —ji, jk =i= —kjetki=j = —ik.



Théoréme 1.3.3 (Sylow) (i) Tout p-sous-groupe de G (i.e. tout sous-groupe de G qui est un p-
groupe) est inclus dans un p-Sylow.

(ii) Les p-Sylow sont tous conjugués entre eux.

(iii) Le nombre de p-Sylow est congru a 1 modulo p (et il divise m d’apres I’argument qui précede
le théoréme).

Preuve. - Soient H un p-sous-groupe et P un p-Sylow de G. On va montrer que H est inclus dans
un conjugué de P, ce qui prouvera a la fois (i) et (ii). Pour cela, on note S I’ensemble des conjugués
de P (son orbite). On a |S| = [G: N(P)] et N(P) D P a p®m’ éléments, ot m'|m, donc |S| = m/m’;
en particulier, p }|S|. On, fait agir H par conjugaison sur S. Les orbites de cette action ont des
cardinaux divisant |H| donc des puissances de p. Si toutes ces orbites étaient non triviales, leurs
cardinaux seraient des multiples de p et donc |S| également. Donc I’'une des orbites est triviale, de
la forme {P'}, oti P’ est un conjugué de P (donc un p-Sylow) tel que Vi € H , hP'h~! = P', ¢’est-a-
dire H C N(P'). L'image de H dans N(P')/P’ est d’ordre une puissance de p (car cet ordre divise
celui de H); mais 1’ordre de N(P’) /P’ est non multiple de P (méme argument que précédemment).
L’image de H dans N(P') /P’ est donc triviale, autrement dit H C P’, ce qui était le point a établir
et d’ou découlent (i) et (ii).

Pour prouver (iii), on prend H = P dans I’argument ci-dessus. On sait que S est I’ensemble des
p-Sylow (d’apres (ii)) et que son cardinal est non multiple de P. L'unique orbite sous H = P dont
le cardinal ne soit pas un multiple de p est celle qui a un seul élément, c’est-a-dire {P}: on a donc
bien [S| =1 (mod p). O

Exemples 1.3.4 1. Dans &3, il y a trois 2-Sylow, les {e,T}, ol T est une transposition; et un
3-Sylow {e,5,6%}, ol ¢ est 1’'un des deux 3-cycles (c’est le groupe alterné).

2. Le groupe linéaire sur F, (p premier) est d’ordre

|
—_

n

GL,(F,)| = [T(0" = P') = " V2T = 1).
' i=1

Il
o

Le sous groupe formé des matrices triangulaires supérieures unipotentes est d’ordre p"("~1)/2,
c’en est donc un p-Sylow.

3. Dans &, qui est d’ordre 24 = 8 x 3, il y a quatre 3-Sylow, les {¢,5,6%}, ol G est I'un
des huit 3-cycles. D’apres le théoreme, le nombre des 2-Sylow est un diviseur de 3 im-
pair; et tout élément d’ordre 1, 2, 4 ou 8 appartient a un 2-Sylow. Si le nombre de 2-
Sylow était 1, I'unique 2-Sylow contiendrait toutes les transpositions, or celles-ci engen-
drent G4. Donc il y a trois 2-Sylow. Ils contiennent tous le sous-groupe distingué H :=
{e,((12)(34)),((13)(24)),((14)(23))} et en fait chacun s’obtient en adjoignant a H deux
transpositions et deux 4-cycles.

Exercice 1.3.5 Si G est abélien, il a un seul p-Sylow, qui est formé des éléments dont I’ordre est
une puissance de p (“composante de p-torsion ”, voir la troisieéme partie du cours).

10



1.4 Exercices sur le chapitre ‘“‘Actions de groupes ”’
Premiere série

Exercice 1.4.1 (i) Soient G un groupe agissant sur un ensemble X et G’ un sous-groupe de G.
définir ’action de G’ sur X et comparer les orbites des deux actions.
(i) Application: G := &, X :={1,...,n}, G’ :=< 6 > ou 6 € G, est quelconque.

Exercice 1.4.2 (i) Ecrire les axiomes de I’action 2 gauche d’un groupe noté additivement.

(ii) Soient p un nombre premier et G un groupe fini d’ordre n. On fait agir Z/pZ sur X :=
{(x1,...,xp) € GP | x1---xp, = e} par (I,(x1,...,xp)) — (x2,...,Xp,x1) (ce qui définit complete-
ment ’action). Déterminer les orbites de cardinal 1, écrire la formule des orbites, et en déduire
que, si p|n, alors G admet des éléments d’ordre p (deuxieme preuve du théoreme de Cauchy).

Exercice 1.4.3 Soit G un groupe fini d’ordre pg, ol p, g sont premiers, p < g et p ne divise pas
g — 1. On suppose G non commutatif°.

(i) Appliquer les théorémes de Sylow.

(ii) Soit K un sous-groupe distingué de G tel que G/K soit commutatif. Montrer que, quels que
soient x,y € G, leur commutateur xyx~'y~! appartient & K.

(i11) Conclure.

Exercice 1.4.4 On fait agir GL,(C) sur P'(C) = CU {0} par la formule

Sig:= a b alors = az+b-
§=\¢ a 8=

(1) Préciser les regles concernant les cas spéciaux z = oo et cz+d = 0, puis vérifier qu’on a bien
une action & gauche. (Indication: identifier P!(C) & I’ensemble des droites vectorielles de C2.)
(ii) Déterminer le noyau K de 1’action et le groupe PGL,(C) := GL,(C)/K (qui agit donc fidele-
ment sur P!(C)).

(iii) Montrer que 1’action de GL,(C) sur I’ensemble {(x,y,z) € P!(C)? | x # y # z # x} est transi-
tive; on dit que I’action est 3-transitive. (Indication: déterminer une homographie telle que 0 — x,
1=y, 0027)

Deuxieme série

Exercice 1.4.5 On reprend les notations de 1’exercice précédent.
Z) € GLy(R) et z € C\ R. Vérifier que g.z € C\R.

(ii) Calculer Im(gz) en fonction de Im z et en déduire une action du groupe modulaire SL;(R) sur
le demi-plan de Poincaré H := {z € C |Im z > 0}.

(iii) Montrer que I’action est transitive. (Indication: déterminer I’ orbite de i.)

(iv) Reconnaitre le stabilisateur de i.

(i) Soient g := (CCZ

Exercice 1.4.6 Soit G un groupe non commutatif fini d’ordre pg, ol p, ¢ sont premiers et p divise
q — 1. Poursuivre aussi loin que possible 1’étude de la structure de G. Donner un exemple.

3Si G est commutatif, il découle du cours de L3 sur les groupes abéliens finis qu’il est cyclique.
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Chapter 2

Représentations linéaires

Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif. A partir de la section 2.4, le corps de base sera
C.

2.1 Définitions, vocabulaire, exemples

Définition 2.1.1 Une représentation (linéaire) du groupe G dans le K-espace vectoriel V est une
action a gauche de G dans V telle que, pour tout g € G, ’application x — gx de V dans lui-méme
est linéaire. De maniere équivalente, ¢’est un morphisme de groupes p : G — GL(V), le lien étant
donné par la formule p(g)(x) = gx. Nous ne considérerons dans ce cours que des espaces vectoriels
V de dimension finie. Le degré de la représentation est la dimension dimg (V') de 'espace sous-
jacent V.

Exercice 2.1.2 Vérifier soigneusement 1’équivalence entre les deux définitions proposées.

Par choix d’une base de V, on identifie GL(V) a GL,(K) (ou n est le degré de la représenta-
tion).
Définition 2.1.3 Une représentation matricielle de degré n du groupe G est un morphisme de
groupes G — GL,(K).
On peut également la considérer comme une représentation de G dans K”.
Définition 2.1.4 Deux représentations p; : G — GL(V;), i = 1,2 (donc d’un méme groupe) sont
dites équivalentes s’il existe un isomorphisme u : V| — V, qui les “entrelace ”(en anglais: “inter-
twines”):

VgE€G, pa(g)ou=uopi(g).
De maniere équivalente, u est équivariant:
Vge G, Vx eV, u(gx)=gu(x).

Deux représentations équivalentes ont donc méme degré. Selon les mots de Serre, “on peut
sans inconvénient identifier deux telles représentations .

Le choix d’une base B de V définit un isomorphisme u : K" — V qui entrelace une représen-
tation de G dans V a la représentation matricielle correspondante.

12



Exercice 2.1.5 Deux représentations matricielles p; : G — GL,,(K), i = 1,2, sont équivalentes si
ny =ny =:nets’il existe P € GL,(K) tel que:

Vg€ G, pa(g) = Ppi(g)P "
(P est donc indépendant de g.)

Exemples 2.1.6 1. La représentation triviale de G dans V est celle qui, a tout g € G, associe
Idy (version matricielle: g + [;). Quand on parle de représentation triviale de G sans
préciser V, il est entendu que V = {0}.

2. Lareprésentation naturelle de GL(V) dans V correspond au morphisme identité¢ de GL(V).
Elle induit la représentation naturelle de tout sous-groupe de GL(V) dans V.

3. L’action naturelle de G, dans K" est une représentation. Vue comme représentation ma-
tricielle, elle envoie les éléments de G, sur les matrices de permutation.

4. L’action de &, sur K[Xj,...,X,] (permutation des indéterminées) laisse stable le sous-
espace K[Xj,...,X,]s des polyndmes homogenes de degré d et définit une représentation
de &, dans K[Xi,...,X,]s. (Quel est son degré ?)

5. L’action de GL,(K) sur K[X{,...,X,] (substitution linéaire des indéterminées) laisse stable
K[Xi,...,Xy]q et définit une représentation de GL,,(K).

6. Une représentation de Z dans V est entierement définie par I’image de 1, c’est-a-dire par
la donnée d’un automorphisme de V. Deux telles représentations sont équivalentes si, et
seulement si, les automorphismes correspondants sont conjugués.

7. Une représentation de Z/mZ dans V est entierement définie par 1'image de 1, c’est-a-dire
par la donnée d’un automorphisme u de V tel que " = Idy.

8. Une représentation de Z x Z dans V est entierement définie par les images de (1,0) et de
(0,1), c’est-a-dire par la donnée de deux automorphismes de V qui commutent.

9. Le groupe &3 est défini par des générateurs G, T (un 3-cycle et une transposition) soumis
aux relations 6> = e, 7> = e et 16T = 6. Une représentation de G3 dans V est entierement

définie par les images de G et de T, c’est-a-dire par la donnée de deux automorphismes u et

vdeV tels que u? =v? =Idy et vuv = u~'.

Définition 2.1.7 La représentation réguliére du groupe fini G a pour espace sous-jacent un espace
vectoriel V de base (eg)qcc (son degré est donc 1’ordre de G), I’action étant définie par h.e, 1= e,
(et étendue par linéarité). L’action est donc donnée par la formule:

h. Z Aoy == Z Aeeng = Z Ap1geq.

geG geG geG

On peut réaliser un tel espace V comme ¥ (G, K) (applications de G dans K), avec e, : i — O j.

Exercice 2.1.8 Vérifier que 1’action est alors donnée par la formule A.f : x — f(h~'x).
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2.2 Représentations irréductibles

Définition 2.2.1 (i) Soit p : G — GL(V) une représentation. Un sous-espace W C V est dit G-
stable si gW = W pour tout g € G. On définit ainsi une représentation g — p(g)‘W de G dans W
qui est une sous-représentation de p.
(ii) La représentation p est dite irréductible si elle est non nulle (i.e. de degré # 0) et si ses seules
sous-représentations sont la représentation nulle et elle-méme; autrement dit, si les seuls sous-
espaces G-stables de V sont {0} et V.

Exercice 2.2.2 Que dire de la condition plus générale gW C W ?

Remarque 2.2.3 En choisissant une base de W et en I’étendant en une base de W, on voit que la
représentation matricielle associée a p a pour images des matrices triangulaires par blocs:

o(g) = <Agg) B(g)> '

Le bloc carré A(g) est de taille dimg W, il correspond a la sous-représentation d’espace W. Le
bloc C(g) correspond a la “représentation quotient ”, que nous n’étudierons pas.

Le bloc B(g) peut étre identiquement annulé si W admet un supplémentaire stable (on prend alors
pour V une base adaptée a cette décomposition). Cette question sera creuséee a la section 2.3.

Définition 2.2.4 Soient p; : G — GL(V;), i = 1,2, deux représentations. Une application linéaire
u:Vy — V, est dite équivariante si:

Vee G, pa(g)ou=uopi(g).

De maniére équivalente:
Vge G,VxeV, u(gx)=gu(x).

Si u est bijective, on retrouve la notion de représentations équivalentes.

Lemme 2.2.5 Soient p; : G — GL(V;), i = 1,2, deux représentations et soit u : V| — V, une appli-
cation linéaire équivariante. Alors Ker u C V| et Im u C V, sont G-stables.

Preuve. - Laissée en exercice. [J

Théoreme 2.2.6 (Lemme de Schur) Soient p; : G — GL(V;), i = 1,2, deux représentations irré-
ductibles et soit u : Vi — V, une application linéaire équivariante.

(i) Sip; et py ne sont pas équivalentes, u = 0.

(ii) On suppose ici K algébriquement clos. Sip; = p2 (donc V| =V, =:V) alors u est une homoth-
étie.

Preuve. - (i) Si u # 0, Ker u est un sous-espace strict de Vj, stable d’aprés le lemme, donc nul
(puisque p; est irréductible); et Im u est un sous-espace non nul de V,, stable d’apres le lemme,
donc égal a V; (puisque p; est irréductible). L’ application linéaire équivariante u est donc bijective
et définit I’équivalence annoncée.

(ii) Soit A une valeur propre de u (c’est ici qu’intervient I’hypothése sur K). Alors v := u — Aldy
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est équivariante, son noyau est non nul et stable, son image est strictement incluse dans V et stable,
doncv=0.0

Remarque 2.2.7 La représentation de G := Z/4Z dans R? définie par 1+ A := ((1) _01) est

irréductible, 1’application A : R?> — R? est équivariante mais n’est pas une homothétie.

2.3 Complete réductibilité

Lemme 2.3.1 Soitp : G — GL(V) une représentation. Soit W C V un sous-espace G-stable. Pour
que W admette un supplémentaire stable, il faut, et il suffit, qu’il existe un projecteur p sur W qui
soit équivariant, i.e. Vg € G, Vx € V | p(gx) = gp(x).

Preuve. - Soit p un tel projecteur. L’hypothése dit que p commute a tous les p(g). Ces derniers
laissent donc stables les sous-espaces propres de p, c¢’est-a-dire W = Imp et son supplémentaire
Ker p.

Réciproquement, si W est un supplémentaire stable de V et si x = v+ w est une décomposition,
alors gx =gv+gwou gveVetgweW. Alors p(gx) =gv=gp(x). O

Théoreme 2.3.2 (Maschke) On suppose que G est fini d’ordre inversible dans K (autrement dit,
non multiple de la caractéristique de K; c’est a coup siir le cas si K est de caractéristique nulle).
Alors tout sous-espace G-stable de V admet un supplémentaire stable.

Preuve. - Soit W un sous-espace stable et soit p un projecteur arbitraire sur V. On pose:

—1
p(g)opop(e) -
e gg;
SiI’on fixe go € G, on calcule:
p(g0) o’ op(go) " = |G, Y p(g0)op(g)opop(g) ' op(g)
geG
Y p(gog)opop(ges) ™
‘G’ geG
-1 0
p(g)opop(g) =p .
e gé

L’avant-derniere égalité vient de ce que g — gog est une permutation de G.

On voit donc déja que p est équivariant. I’ image de chaque pop(g)~! est dans W, donc égale-
ment 1’image de chaque p(g) o pop(g)~! (puisque W est G-stable), donc, par linéarité, I’'image de
p°. D’autre part, si x € W, alors, pour tout g € G:

g lxeW = p(g'x) =g 'x=gp(g”'x) =1,

autrement dit, p(g) o pop(g) ' (x) = x. On a donc:



ce qui finit d’établir que p° est un projecteur d’image W. Comme il est équivariant, on déduit du
lemme que W admet un supplémentaire G-stable. [J

Une autre preuve est proposée en exercice (valable lorsque le corps de base est C). Dans un
sens évident, on peut dire que p est somme directe de deux sous-représentations.

Corollaire 2.3.3 Toute représentation non nulle de G est complétement réductible, c’est-a-dire
somme directe de représentations irréductibles.

Preuve. - C’est immédiat par récurrence forte sur le degré, en appliquant le théoreme de Maschke.
O

Remarque 2.3.4 (i) Soient K := C et G := Z. La représentation de G dans V := K? telle que
1 € G a pour image (é D admet pour seul sous-espace stable (autre que {0} et V) la droite W

de vecteur directeur (1,0). Celle-ci n’admet donc pas de supplémentaire stable et la représentation
n’est pas complétement réductible.
(ii) Soient K := F, (le corps a 2 éléments) et G := Z/27Z. La représentation de G dans V := K?

telle que 1 € G a pour image admet pour seul sous-espace stable (autre que {0} et V)

11
0 1
la droite W de vecteur directeur (1,0). Celle-ci n’admet donc pas de supplémentaire stable et la
représentation n’est pas complétement réductible.

Exercice 2.3.5 Ou intervient la condition sur la caractéristique dans cet exemple ? Par exemple,
pourquoi ne pas prendre K :=F), (corps a p éléments) et G :=Z/gZ avec p,q premiers distincts ?

2.4 Représentations des groupes abéliens finis

Pour tout le reste de ce chapitre, le corps de base est K = C. Soit G un groupe abélien fini, d’ordre
|G| = n.

Théoréme 2.4.1 Toute représentation de G est somme directe de représentations de degré 1.

Preuve. - Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G. Pour tout g € G, ona g" =e
(Lagrange) donc p(g)" = Idy. L’endomorphisme p(g) étant annulé par le polyndéme X" — 1, qui
est scindé a racines simples, il est diagonalisable. Pour tous g,k € G, on a gh = hg (hypothese)
donc p(g)p(h) = p(h)p(g). Les endomorphismes diagonalisables p(g) commutant deux a deux,
ils sont codiagonalisables. Soit (e;);<;<4 une base de vecteurs propres communs (d := dimg V).

d
Alors chaque droite D; := Ce; est G-stable et V = @ D; est la décomposition annoncée. [J
i=1

Corollaire 2.4.2 Les représentations irréductibles de G sont les représentations de degré 1.

On note alors que, pour tout espace vectoriel de degré 1, le groupe linéaire GL(V) s’identifie a
C* canoniquement, c’est-a-dire sans choix de base (tout endomorphisme d’une droite vectorielle
est une homothétie). Une représentation de degré 1 s’identifie donc a un morphisme de G dans
C*.
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Définition 2.4.3 On appelle caractere de G un morphisme de G dans C*.

Cette définition correspond a ce qui sera appelé a la section suivante un caractere irréductible,
mais elle est traditionnelle dans la théorie de la “dualité des groupes abéliens finis .

Proposition 2.4.4 En posant (xx')(g) := %(¢)x'(g), on munit I’ensemble G des caractéres de G
d’une structure de groupe abélien, le dual de G.

Preuve. - La preuve est mécanique' et laissée au lecteur. [J

Exemples 2.4.5 1. Le dual de Z/nZ est u, (groupe des racines n°™* de 1’unité).

2. Le dual d’un groupe produit G = G| x G, s’identifie au groupe produit G| x G.
Exercice 2.4.6 Vérifier ces assertions.

Proposition 2.4.7 Pour tout groupe fini G, le groupe dual G est isomorphe 4 G.

Preuve. - Puisque u, est cyclique d’ordre n et puisque tout groupe abélien fini est produit de
groupes cycliques, cela découle de ce qui précede. [

Attention ! Cet isomorphisme n’est pas canonique.

Lemme 2.4.8 Soita € G, a# 1. Alors il existe g, € G tel que (a) # 1.

Preuve. - On peut, & isomorphisme prés, supposer que G = Z/nZ X --- x Z/m/Z et que a =
(ay,...,ax), avec aj # 0, i.e. a; Z 0 (mod ny). On définit alors x par la formule (x7,...,%) —
eZinxl/nl. D

Théoréeme 2.4.9 L’application x — (¥ +— (x)) est un isomorphisme de G dans son bidual é.

Preuve. - Le fait que ce soit bien défini et un morphisme est un argument classique de bidualité (le
méme que lorsqu’on définit I’application linéaire d’un espace vectoriel dans son bidual). Le fait
qu’il soit injectif traduit le lemme qui précede. Comme les deux groupes ont méme ordre (on sait
déja qu’ils sont isomorphes), c’est bien un isomorphisme. []

La nouveauté n’est pas I’isomorphie des deux groupes mais le fait qu’elle soit canonique et
explicite.

Théoréme 2.4.10 (Relations d’orthogonalité) (i) Pourtouty € G, ¥ x(x)=

xeG

n si?y est trivial,
0 sinon.

B nsix=1,
(i) Pour toutx € G, Y. x(x) = .
e 0 sinon.

Mais non tautologique: voir le probléme de Mathématiques générales de 1’agrégation externe 2018.
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Preuve. - Chacune des deux formules découle de I’autre grace au théoréme de bidualité mais nous
les prouverons tout de méme séparément.

(i) Si g est trivial, on a (x) = 1 pour tout x € G et le résultat est immédiat. Sinon, on fixe xo € G
tel que x(xp) # 1; de la bijectivité de x — xpx, on tire alors:

Y x() =} x(rox) = Y xxo)x(x) =x(x0) Y x(x) = (1-x(x0)) } x(x
x€G x€G x€G xeG xeG

d’ou la conclusion.

(ii) Six =1, on a (x) = 1 pour tout 3 € G et le résultat est immédiat. Sinon, on fixe y € G tel
que Xo(x) # 1 (c’est possible grace au lemme vu plus haut); de la bijectivité de  — Xo), on tire
alors:

Y 1@ =Y (ox) () =} xo(x) @) Y xx) = (1=%0(x) Y x(x)

xXEG xXeG reG xeG 1eG

d’ou la conclusion. [

On définit alors sur F (G, C) un produit hermitien en posant:

<fi,fa>=- Z fi(g),

gEG

C’est en fait I’'unique produit hermitien pour lequel la base des \/ne, (cf. ala fin de la section 2.1
la définition de la représentation réguliere) est orthonormale.

Corollaire 2.4.11 (Relations d’orthogonalité) Les caractéres de G forment une famille orthonor-
male.

Preuve. - Soient (1, %2 des caracteres et posons ), := xfl)(z. Comme Y est a valeur dans le groupe
des complexes de module 1, on a Xfl =7 et larelation (ii) du théoréme donne:

I si X1 =%X2,
0 sinon.

<X17X2 >= {

Remarque 2.4.12 Les fonctions centrales sontles f € F (G, C) telles que Vg,h € G, f(ghg™') =
f(h): par exemple les caracteres. Elles forment un sous-espace vectoriel de 7 (G,C). On verra
plus loin que les caracteres en forment une base orthonormée.

2.5 Théorie des caracteres

Dans cette section, G est un groupe fini d’ordre n, non nécessairement abélien. Comme dans la
section précédente, le corps de base est C.

Définition 2.5.1 Le caractére d’une représentation p : G — GL(V) est I’application ), : G — C,
g~ Trp(g).

nsig=1,

Exemples 2.5.2 1. Le caractere de la représentation réguliere est I’application g — {O )
sinon.
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2. Le caractere d’une représentation triviale de degré d est I’application constante de valeur d.

3. Le caractere de la représentation naturelle de &,, dans C” est I’application 6 +— |Fix(0)|
(nombre de points fixes de G).

Il est clair que deux représentations équivalentes ont méme caractere (car deux endomor-
phismes conjugués ont méme trace). Le miracle est que la réciproque est vraie: nous démontrerons
que le caractere d’une représentation détermine celle-ci a isomorphisme prés. On peut donc sans
ambiguité parler de degré d’un caractere, de caractere irréductible, etc.

Proposition 2.5.3 Soit X, un caractére de G.
(1) Xp est une fonction centrale.

(ii) Xp (1) = d (degré de la représentation p).
(iii) xp(87") = 2p(8)-

Preuve. - Seule la derniére assertion est non triviale. Comme chaque p(g) est d’ordre fini, ses
valeurs propres sont racines de 1’unité, donc de module 1, donc vérifient A~! =A. En les sommant
on obtient la formule. [

Relations d’orthogonalité

On munit encore le C-espace vectoriel 7 (G, C) du produit hermitien:

l e —
<fifa>=- Y. fi(g)fa(g).

geiG

Théoreme 2.5.4 Soient py, p2 deux représentations irréductibles de G et soient 1, > leurs car-
acteres respectifs. Alors:

1 si p1, p2 sont équivalentes,
<X1,X2 >= .
0 sinon.

Preuve. -1l y a une preuve matricielle dans le livre de Serre, nous allons en donner une plus
intrinseque (mais pas nécessairement plus claire). Elle consiste en une suite de définitions et de
petits lemmes d’algebre linéaire dont la démonstration sera laissée au lecteur.

1. Soient p; : G — GL(V;), i = 1,2 deux représentations et soit ¢ : V; — V, une application
linéaire quelconque. Alors:

0= Y pa()obopi(g)”

geG

est une application linéaire équivariante de V| dans V5, i.e. elle vérifie ¢°(gx) = g¢°(x) pour
g € G, x € V1. Il découle alors du lemme de Schur que, si p; et p; ne sont pas équivalentes,
0% = 0; et si p; = p2 =: p, c’est une homothétie. Notant (dans ce dernier cas) d le degré de

p, le rapport de cette homothétie est égal a sa trace divisée par d, donc a ETr((l)) par un petit
calcul facile.
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2. Soient V, W deux espaces vectoriels. Soienty € W et A € V* (dual de V). On définit> une
application linéaire A® y : V — W par la formule:

(A@y)(x) = Mx)y.

Dans le cas ou V. =W, on a Tr(A®y) = A(y) (pour le voir, si y # 0, le compléter en une
base et exprimer A dans la base duale).

3. Avec les notations ci-dessus, prenons pour V, W les espaces sous-jacents de deux représen-
tations Py et py. Nous noterons yy et Yw les caracteres correspondants. On a alors:

(200 = X Mg~ 0) (&),

geG

4. En particulier, si V et W sont irréductibles non isomorphes et six €V, ye W, A € V* et
uew
Y Mg 'x)u(gy) =0.

gcG

5. Si au contraire V = W, notant d leur degré:

Y Mg~ x)uley) = ZAO)u).

geG

6. Soient ¢ un endomorphisme de V, (¢;)1<i<4 une base de V et (e} );<i<4 la base duale de V*.
Alors:
Tro= ) e(0(e))-

1<i<d

7. Dans la formule 4 ci-dessus, faisons parcourir a x une base (¢;) de V, a y une base (f;) de
W, & A la base duale (e]) et a u la base duale (f;) et sommons. On trouve, en vertu de la
formule 6:

Y xv (g aw(g) =0.
geG

8. Dans la formule 5 ci-dessus, faisons parcourir a x et y une base (¢;) de V, et a A et u la base
duale (e}) et sommons. On trouve, en vertu de la formule 6:

Z xw (g v (g) =n.

geG

Rappelons (proposition 2.5.3) que xy(g~!) = xv(g): les deux dernieres formules sont donc les
relations d’orthogonalité voulues. []

2La notation vient de la théorie du “produit tensoriel , elle est liée A ’isomorphisme (valable en dimension finie)
V*QW ~ L(V,W).
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Applications a la réduction des représentations

Si deux représentations sont équivalentes, 1’une est irréductible si, et seulement si, 1’autre I’est. On
appelle type une classe d’équivalence de représentations irréductibles. Ce sont les briques de base
dans la constitution des représentations (un peu comme les nombres premiers parmi les entiers
naturels). On va démontrer que cette décomposition (dont I’existence découle du théoréme de
Maschke) est essentiellement unique et qu’elle est entierement déterminée par les propriétés des
caracteres. Il s’agit encore d’une suite de faits qui découlent simplement les uns des autres (pourvu
qu’on les formule dans I’ordre adéquat). Nous nous contentons donc d’esquisser les arguments.

Pour simplifier les formulations, nous choisissons dans chaque type o un représentant pg, :
G — GL(Vy,), de degré d,, et nous notons Y, son caractere.

1. Ecrivons de manitre abusive mais simplifiée V = W, & - -- @ W, une décomposition de la
représentation p : G — GL(V), de degré d et de caractere ), en somme directe de représen-
tations irréductibles p; : G — GL(W;). Les caracteres x; des p; vérifient = %1 + -+ + Xk
(additivité de la trace relativement a la somme directe des endomorphismes).

2. Pour les raisonnements et les calculs qui vont suivre, il est commode de regrouper les sous-
représentations W; par type. Notant n¢ le nombre des W; qui sont isomorphes a un V, donné,
on a donc:

V ~ @V&l(x —— X — ZnaXa et d — Znada.
o o o
Ces formules ont un sens car les nq sont presque tous nuls.

3. De I'égalité x = Y ng)o et des relations d’orthogonalité, on déduit, en faisant le produit
scalaire avec un %, fixé:
g =< X, X > -

On en déduit que la connaissance du caractere ', détermine complétement les ng, et donc la
classe d’isomorphie de p; dit autrement: deux représentations ayant méme caracteére sont
équivalentes.

4. On en déduit également que la décomposition de V est “essentiellement ~” unique (au sens
ou les types qui y figurent et leurs multiplicités le sont).

5. Ona <y, >= Y.nZ, qui est égal a 1 si, et seulement si, I'un des n¢, vaut 1 et les autres 0.
On en déduit que p est irréductible si, et seulement si, <y, x >= 1.

Exemple 2.5.5 Le groupe &3 a deux représentations de degré 1, la représentation triviale et la
signature.

La représentation naturelle dans C3 a une droite fixe D portée par e; + e + 3 (en notant (ej, ez, e3)

la base canonique). Le caractere correspondant est donc le caractere trivial.

Le produit hermitien naturel sur C3 est G3-invariant, I’orthogonal de D est donc une sous-représentation
de degré 2. On vérifie qu’elle est irréductible (car la seule droite G-stable de C* et D) puis, en
I’écrivant dans une base (par exemple (e; — e2,e, — e3)) que son caractere vérifie Id — 2, T+ 0
pour toute transposition et 6 — —1 pour tout 3-cycle.

Il découlera soit de la décomposition de la représentation réguliere (voir 1’exercice 2.6.8) soit du

lien avec les fonctions centrales (voir ci-dessous) que I’on a trouvé tous les caracteres irréductibles
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de G3. On peut présenter leur table comme suit; on note X le caractere trivial, € la signature et
X2 le caractere irréductible de degré 2; et I’on appelle T; les trois transpositions et 6; les deux
3-cycles:
1d T1 %} T3 ()] (035]
o 1 1 1 1 1 1
e 1 -1 -1 -1 1 1
X2 2 0 0 0 -1 -1

Exercice 2.5.6 Retrouver dans cet exemple les relations d’orthogonalité.

Fonctions centrales

Définition 2.5.7 L’espace des fonctions centrales sur G est le sous-espace de F (G, C) défini par:

2(G,C):={f € F(G,C) |Vg.h € G, f(ghg") = f(n)}.

Les caracteres sont des fonctions centrales et il résulte des relations d’orthogonalité que les
caracteres irréductibles en forment un systeme orthonormal.

Théoréme 2.5.8 Les caractéres irréductibles constituent une base (orthonormée) de Z(G, C).

Preuve. - Soit ¢ une fonction centrale. On va prouver que, si ¢ est orthogonale a tous les car-
acteres irréductibles, alors elle est nulle. Nous aurons 1’usage de la remarque suivante: si p est
une représentation matricielle irréductible, alors p : g — @ est également une représentation
matricielle irréductible. Il en découle que, si ) est un caractere irréductible, alors ¥ aussi.

Lemme 2.5.9 Soient ¢ une fonction centrale et p : G — GL(V') une représentation irréductible de
degré d et de caractére . Alors:

VxeV, ) o(g)(gx)

geG

<X%0>

Q.\S

Preuve. - Posons @ := Y. ¢(g)p(g) € L(V). Alors, pour tout gy € G fixé:
geG

p(g0)®p(g0) ' =Y 0(g g)p(g0) "' = Y 0()p(g08gy’) = Y 0(gq 'g20)p(g) = @,

geG geiG geiG

car g — 088, I est une permutation de G et ¢ est centrale. De 1'égalité p(g0)®p(go) ™' = @
on déduit que P est équivariante, donc, d’apres le lemme de Schur, que c’est une homothétie de
rapport:

Y 0 Trp() = 5 X o(g)nle) = 5 <%0 >

gEG geG

Q..\S

La formule en découle immédiatement. []

Reprenons la preuve du théoreme. Si ¢ est orthogonale a tous les caracteres irréductibles, on
a Y 0(g)(gx) =0 dans la formule ci-dessus. C’est vrai pour toute représentation irréductible,
G

donc pour toute représentation d’apres la complete réductibilité. On I’applique a la représentation
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réguliere avec x = e, donc gx = e,. On obtient I’égalité¢ Y. ¢(g)e, = 0, d’ol, puisque les e, sont
geiG
linéairement indépendants, ¢ = 0. [

Corollaire 2.5.10 Le nombre de caractéres irréductibles distincs de G est égal au nombre de ses
classes de conjugaison.

Preuve. - Notons temporairement C 1’ensemble des classes de conjugaison de G. L’application de
CC dans 7 (G,C) qui, a (x.)cec associe la fonction ¢ : G — C qui prend la valeur x, sur c, induit
un isomorphisme de C® sur Z(G,C), d’ou I'égalité dimc Z(G,C) = |C|; mais cette dimension est
aussi le cardinal de la base formée des caracteres irréductibles. [J

Exemples 2.5.11 Sur un groupe abélien d’ordre n, il y a n caracteres irréductibles: c’est bien
I’ordre de G. Sur G3 et Gy, il y a respectivement 3 et 5 caracteres irréductibles.
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2.6 Exercices sur le chapitre ‘“‘Représentations linéaires ”’
Premiere série
Exercice 2.6.1 Décrire matriciellement I’action de GL,(K) sur K[X, Y] et son caractere.

Exercice 2.6.2 (i) Soit p : G — GL(V) une représentation complexe de dimension finie d’un

groupe fini G. Soit < —, — > un produit hermitien quelconque sur V. Montrer qu’en posant:
(x,y) ==Y <gx,gy>,
geG

on définit un produit hermitien sur V et que celui-ci est G-invariant, autrement dit:
Vx,y€V,VgeG, (gx,gy) = (x,y).

(i1) Soit W C V un sous-espace stable. Montrer que 1’orthogonal de W (au sens du produit hermi-
tien invariant) est stable. En déduire une nouvelle preuve du théoréme de Maschke.

Exercice 2.6.3 Soit p : G — GL(V) une représentation complexe irréductible du groupe abélien
G. Vérifier que chaque p(go) : V — V, go € G, est équivariant. Que dit alors le lemme de Schur ?

Exercice 2.6.4 Vérifier les assertions concernant la représentation irréductible de degré 2 dans
I’exemple 2.5.5.

Exercice 2.6.5 (i) Vérifier qu’il y a 5 classes de conjugaison dans G4. (Indication: utiliser le
critere de conjugaison dans &,, portant sur la décomposition en cycles.)

(i) Décomposer la représentation naturelle de G4 dans C* en somme directe de représentations
irréductibles, puis dresser la table des caracteres irréductibles de G4.

Deuxiéme série

Exercice 2.6.6 Décrire les représentations irréductibles des deux groupes non commutatifs d’ordre
8 et leurs caracteres.

Exercice 2.6.7 On reprend les notations de I’exercice 2.6.2. Prenant pour G un sous-groupe de
GL(V) et pour p I'inclusion, montrer que G est inclus dans le groupe unitaire de 1’espace hermi-
tien V (muni du produit hermitien (—,—)). En déduire que tout sous-groupe fini de GL,(C) est
conjugué a un sous-groupe du groupe unitaire.

Exercice 2.6.8 (i) Soient V une représentation irréductible de G et R sa représentation réguliére.
Soient A € V* une forme linéaire non nulle et H son noyau (donc un hyperplan de V). Vérifier la
formule: |
A@e)’(x) =~ Y Mg 'x)ey.
n
geG

Montrer que cette application linéaire de V dans R est équivariante et que son noyau est (| gH.
geG
En déduire que, si V est irréductible, elle est isomorphe a une des composantes irréductibles de R.

(ii) Notant dy, le degré du type o et ngy sa multiplicité dans la décomposition de la représentation
réguliere, déduire des relations d’orthogonalité que ng = dy, puis que Y.d2 = n.

Exercice 2.6.9 Combien y a-t-il de caracteres irréductibles sur &,, ?

24



Part 11

Corps
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Chapter 1

Extensions de corps

1.0 Rappels et compléments

Dans tout ce chapitre et dans le suivant, les corps (et les anneaux) seront supposés commutatifs
(seule exception: la preuve du théoreme de Wedderburn a la section 2.4 du chapitre 2); et les
anneaux seront supposés non triviaux (0 # 1).

1. Soient K un corps et soit f : Z — K ’'unique morphisme d’anneaux.

e Si f estinjectif, on dit que K est de caractéristique nulle. On identifie Z a son image.
Le sous-corps engendré par Z C K est le plus petit sous-corps de K, il est isomorphe a
Q (isomorphisme unique) et on les identifie.

e Sinon, Kerf = pZ ou p est premier, on dit que K est de caractéristique p. L’'image de
f estle plus petit sous-corps de K, elle est isomorphe a F,, := Z/pZ et on les identifie.

Dans les deux cas, le plus petit-sous-corps de K est appelé corps premier.

2. Tout anneau integre A se plonge de facon “essentiellement unique ~ dans un corps K qui est
“minimal ”: tout morphisme d’anneaux de A dans un corps L s’étend de maniere unique en
un morphisme K — L. Ona K = {a/b | a,b € A; b # 0}; c’est le corps des factions de A.

3. Le corps des fractions de Z est Q, celui de K[X,...,X,] est K(X],...,X,) (K étant un corps).
4. Soit I un idéal de I’anneau A. Alors A/I est un corps si, et seulement si, / est maximal.
5. Soient P € K[X] et o € K. Alors:
X —aP < Pla)=0 et (X—a)?|P < P(a)=P(a)=0.
Noter que cette dernicre équivalence est valable en toutes caractéristiques.

6. Soit (X;);c; une famille infinie d’indéterminées. Il existe un unique anneau K[(X;);c;] de
polyndmes en les X; qui soit la réunion de tous les K[(X;);es], J C I fini. Cet anneau est
integre et son corps des fractions K((X;);cs) est 1a réunion de tous les K((X;) jes), J C I fini.
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1.1 Notion d’extension

Lemme 1.1.1 Soient K un corps et A un anneau. Alors tout morphisme de K dans A est injectif.

Preuve. - Son noyau est un idéal de K ne contenant pas 1. [J

On identifie alors K a son image et ’on dit que A est une K-algebre. C’est a la fois un K-espace
1

vectoriel et un anneau, et la multiplication est K-bilinéaire".
Définition 1.1.2 Si L est un corps et une K-algebre, on dit que c’est une extension de K; notation:
L/K. (Ne pas confondre avec un quotient !)

Le fait qu’alors L soit de maniere canonique un K-espace vectoriel est extrémement utile.

Exemples 1.1.3 1. C/RetR/Q.
2. K/Qou K/F, (selon la caractéristique de K).
3. K(X)/K, K(X,Y)/K, K(X,Y)/K(X).

4. Soit P € K[X] irréductible. Alors L := K[X]/(P) est un corps et L/K est une extension.
Notant o € L la classe de X modulo I’idéal P, on a L = K(a) (sous-corps de L engendré par
K et ), d’oti la notation K(at) /K.

5. SiM/Let L/K sont des extensions, M /K est une extension et L/K en est une sous-extension
(on dit également extension intermédiaire).

Proposition 1.1.4 Soit L/K une extension et soit E C L un sous-ensemble.

(i) L’intersection de toutes les sous-extensions contenant E est une sous-extension K(E)/K dite
engendrée par E.

(ii) Notant (X,).cp une famille d’indéterminées indexée par E, il y a un unique morphisme
d’extensions K((X)ecg) — L (autrement dit, un morphisme de corps qui induit I’identité sur K)
tel que Ve € E ; X, — e et 'image de ce morphisme est K(E).

Preuve. - La preuve est mécanique et laissée au lecteur. [J

Lorsque E = {x}, x € L (extension monogeéne), on note plutét K (x) := K({x}). De méme, on
note K(x,y) := K({x,y}), etc.

Proposition 1.1.5 Soient L/K et M /L deux extensions. Soient (x;);c; une base du K-espace vec-
toriel L et (y;) je; une base du L-espace vectoriel M. Alors (x;y;) (i, j)c1xs €St une base du K-espace
vectoriel M.

Preuve. - Dans le calcul qui suit, le lecteur prendra garde & vérifier que toutes les combinaisons
linéaires sont bien définies, autrement dit que les familles de coefficients sont a support fini.

e La famille (x;y;) i jjerxs est génératrice: soit z € M. Alors z= Y b;y; (les b; € L) et chaque
bj € L s’écrit bj = Za,‘jjxi (les aj € K),d’ouz= Za,-ijiyj.

ITout cela peut s’étendre au cas d’un anneau non commutatif 3 condition de supposer que I'image de K dans A est
centrale.
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e La famille (x;y;); jjerxs est libre: supposons que Y. a; jx;y; = 0 (les a; ; € K) et notons pour
tout j fixé bj := Y a; jx; € L. Alors }_bjy; =0, donc, pour tout j fixé, b; = Y. a; jx; =0, d’ou
a;,j = 0 pour tous i, j.

1.2 Eléments algébriques, éléments transcendants

Soit L/K une extension et soit o € L (une bonne partie de ce qui suit est également valable pour
une K-algebre, le lecteur y réfléchira ... ).

Premier cas: siles o, n € N, forment une famille libre sur K, on dit que o est transcendant sur
K. Dans ce cas, le morphisme K[X] — L, P — P(a) est injectif et son image K[a] (la sous-algebre
de L engendrée par o) est de dimension infinie. Ce n’est pas un corps, son corps des fractions est la
sous-extension K (o) engendrée par o, qui est isomorphe au corps K(X) des fractions rationnelles.

Exemples 1.2.1 Les nombres suivants sont transcendants sur Q: ¥ 107" (Liouville); e (Her-
n>0
mite); © (Lindeman); “presque tous ” les réels (Cantor).

Deuxieme cas: siles o, n € N, forment une famille liée sur K, on dit que o est algébrique sur
K. Le noyau du morphisme K[X] — L, P — P(a) est engendré par un unique polyndme unitaire
irréductible ug x appelé polynome minimal de o.. Son image K [0 est de dimension finie égale a
degug k. c’est le degré de o sur K. De plus, K[ est un corps, donc égal a K ().

Exemples 1.2.2 Les nombres suivants sont algébriques sur Q: i, V2, e2kin/ " cos2m/17. 1ls sont
ipso facto algébriques sur R mais le degré n’est pas nécessairement le méme: y; o = iR = X 2+1
(donc i est de degré 2 sur R comme sur Q); mais u Vi = X2 —2 (et v/2 est donc de degré 2 sur

Q) alors que u VAR = X — /2 (et V2 est donc de degré 1 sur R).

Exercice 1.2.3 Prouver que v/2 + /3 est algébrique sur Q et déterminer son polynéme minimal.

Remarque 1.2.4 Si o est algébrique sur K de caractéristique nulle, alors o est racine simple de
ok en effet, 11, - est alors de degré strictement plus petit. Cela reste vrai pour tout corps fini, et,
plus généralemerit, pour tout corps de caractéristique p > 0 pour lequel I’application x — x” est
surjective (“corps parfaits ), mais pas pour les autres corps. (Prendre par exemple K := F,(X)
et I'extension K(X'/?) := K[T]/(T? — X): alors o := X'/? est racine multiple de son polynome
minimal.)

1.3 Extensions finies

Définition 1.3.1 Une extension finie est une extension L/K telle que le K-espace vectoriel L est
de dimension finie. Le degré de cette extension, noté [L : K] (a ne pas confondre avec I’indice d’un
sous-groupe !) est égal a cette dimension: [L : K] := dimg L.
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Exercice 1.3.2 L’extension Q(v/2,v/3)/Q a pour base {1,/2,1/3,/6}.

Exemple 1.3.3 Si « est algébrique sur K, on a [K (o) : K] = deguq k. Sinon, K(a) n’est pas une
extension finie.

Théoréme 1.3.4 Soient M /K et K/L deux extensions. Alors M /K est finie si, et seulement si,
M/L et L/K le sont; et I’on a alors [M : K| = [M : L|[L: K].

Preuve. - Si M /K est finie, L/K 1’est aussi car L est sous-espace du K-espace de dimension finie
M, donc est lui-méme de dimension finie; et M /L 1’est car tout systéme générateur fini du K-
espace vectoriel M I’est a fortiori pour le L-espace M.

La réciproque et 1’égalité découlent immédiatement de la proposition 1.1.5. [J

Exercice 1.3.5 Comparer Q(v/2,v/3) 4 Q(v2+/3).
Corollaire 1.3.6 Soit L/K une extension finie. Alors tout élément de L est algébrique sur K.

Remarque 1.3.7 La réciproque est fausse: par exemple la cléture algébrique Q de Q, qui est
I’ensemble de tous les nombres complexes algébriques sur Q, n’est pas une extension finie de Q.

Signalons sans démonstration (cf. Lang) le théoréme suivant:

Théoréme 1.3.8 (Théoréme de I’élément primitif) Soit L/K une extension finie d’un corps K
de caractéristique nulle, ou fini (ou plus généralement “parfait ”). Il existe alors o € L tel que
L=K(a).

O

1.4 Extensions quadratiques

Soit L/K une extension et soit o € L\ K tel que o> = d € K. Alors g x = X> —d. On a:
K(a)=K®Ko={a+ba|abeK}.

Les o € K(a) tels que K(o') = K(a) sont les o = a+ba, a,b € K, b # 0. Ce corps est noté
K(v/d). Ona K(v/d) = K(v/d') si, et seulement si, d’ = b>d o b € K*.

Exemples 1.4.1 Ona C=R(y/—1)et Q(v/—2) = Q(iv2). Le corps Q(v/—1) = Q(i) est le corps

des fractions de ’anneau Z[i] des entiers de GauB.

Réciproquement, soit K’ /K une extension de degré [K’ : K] = 2, ou extension quadratique. On
suppose de plus que K n’est pas de caractéristique 2. Alors K’ est de la forme K (\/Zi) En effet,
six € K'\ K, alors x> € K +Kx, i.e. x> = p+qx, p,q € K; et 'on peut prendre d := (2x — ¢)* =
g* +4p. En revanche, si K est de caractéristique 2, il peut y avoir des extensions quadratiques qui
ne sont pas de cette forme.

Exercice 1.4.2 Tous les éléments de F; sont des carrés et I’unique extension quadratique de F»
est Fp[X]/ (X2 +X +1).
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1.5 Extensions cyclotomiques

Encore des rappels et compléments

1. Le groupe u, des racines n°™® de I’unité dans C est un sous-groupe cyclique de C*. Ses
générateurs (les racines primitives n®™ de ['unité dans C) sont les ™" k€ {0,...,.n—1},
kAn=1. Leur nombre est ¢(n) (indicatrice d’Euler). Le nombre des éléments d’ordre d|n

dans y, est 0(d); on a donc Y ¢(d) = n.
dn
Les u,, sont les seuls sous-groupes finis de C*.

2. La fonction de Mobius u: N* — {—1,0,1} C N est définie ainsi:

e si n est divisible par un carré non trivial, u(n) := 0;

e sinest quadratfrei, n = p - -- p; (des nombres premiers distincts), alors u(n) := (—1)%;
par exemple u(1) = 1.

La fonction u est multiplicative: si a Ab = 1, alors u(ab) = u(a)u(b). Elle vérifie la formule
d’inversion de Mdobius: si f,g : N* — G sont a valeurs dans un groupe commutatif G, ici
noté additivement? et si:

VneN, g(n) =} f(d),

d|n
alors:
VneN", f(n) = Zl‘,u(d)g(n/d) = ;M(n/d)g(d)
d|n dln
Par exemple, puisque % 0(d) =n,onad(n) = d{\: du(n/d) = % (n/d)u(d).

3. Si P,Q € Q[X] sont unitaires et tels que PQ € Z[X], alors P € Z[X] et Q € Z[X]| (la preuve
utilise les décompositions P = aPy, Q = bQ1, ou a et b sont les contenus de P et Q et ou
P1,Q; € Z[X] sont primitifs).

Proposition 1.5.1 Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps est cyclique.

Preuve. - Soient K un corps (commutatif) et G C K* un sous-groupe fini. Notons n := |G|. Pour
tout d divisant n, notons y(d) le nombre d’éléments de G d’ordre exact d: d’apres le théoreme de
Lagrange, on a donc Y y(d) =n.
d|n

Soit d un diviseur de n tel que y(d) # 0 et soit x € G un élément d’ordre d (il en existe puisque
y(d) # 0). Le sous-groupe H engendré par x est cyclique d’ordre d et tous les y € H vérifient
y¢ = 1. Comme le polyndme X¢ — 1 a au plus d racines (dans un corps commutatif quelconque),
on a en fait: y* =1 < y € H. En particulier, tous les éléments d’ordre exact d appartiennent a
H; or, le nombre d’éléments d’ordre d dans un groupe cyclique d’ordre d est ¢(d). On en déduit
(toujours sous I’hypothese que y(d) # 0) que y(d) = ¢(d).

ZMais nous appliquerons également cette formule a des groupes notés multiplicativement.
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On a donc les propriétés suivantes:

Vd|n , y(d) < 6(d),

%(l)(d) =n,
rv(d)=n.
d|n

On en déduit que Vd|n , y(d) = ¢0(d). En particulier, y(n) = ¢(n) # 0, donc G admet un élément
d’ordre n, donc il est cyclique. [

Cyclotomie

Notons 1 1’ensemble des racines primitives n°™

est la réunion disjointe des 1 pour d|n.

de "unité dans C. On a donc |u};| = 0(n) et u,

Définition 1.5.2 Le n°™ polyndme cyclotomique est:

o,x):=[[x-0= ]I (X—ezm/">.

ok 0<k<n—1
Ceu, e

C’est donc un polyndme unitaire de degré ¢(n).

Proposition 1.5.3 (i) [[®;(X) =X"—1.
dln
(i) @, (X) € Z[X)].

Preuve. - (i) traduit le fait que X" — 1 = [] (X — () et que u, est la réunion disjointe des u; pour
Ceun

d|n.

(ii) Se prouve par récurrence forte sur n. On a bien entendu ®; =X — 1. Si les @y, d|n, d < n,

sont tous a coefficients entiers, leur produit P est unitaire et ®, est le quotient de X" — 1 par P

donc élément de Z[X]. O

Corollaire 1.5.4
q)n(X) = H(Xd — l)l'l(n/d) — H(Xl’l/d o l)l.l(d)
dln dln

Preuve. - On applique la formule d’inversion de Mobius dans le groupe commutatif Q(X)*. O

Exemples 1.5.5 1. &;(X)=X—1,0:(X)=X+1,&:(X) =X —j)(X— ) =X>+X +1,
By(X) = (X —)(X +1) = X2+ 1, B6(X) = (X + ) (X + 2) = X2 - X + 1.
. . XP - 1 —1 . N . .
2. Si p est premier, ®,(X) = Y1 = XP~'4---+ X+ 1. On sait (critere d’Eisenstein, cours
de L3) que ce polyndme est irréductible.
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3. D’apres le corollaire ci-dessus:

(X -1)(x0—1)

1@ 1) =X*—X+1.

D6(X) =

2 12
Pia(X) = (é4_11))(é6_ 11)) =X'-Xx*+1.

Exercice 1.5.6 Soitn=]] pf" (décomposition en facteurs premiers, les k; > 1). On note ng :=[] p;
et m := n/ng. Vérifier que ®,(X) = ®,,(X™). Examiner le cas n = 12.

Théoréme 1.5.7 (GauB) Le polyndme P, est irréductible dans Z[X| et dans Q[X].

Preuve. - Puisque ®, € Z[X] et qu’il est primitif (puisqu’unitaire), les deux assertions d’irréductibilité
sont équivalentes.

Soit § € yj, et soit f := ug o son polyndme minimal sur Q, qui est irréductible et qui divise ®,.
On va montrer que f = &, ce qui suffira pour conclure. Pour cela, on va montrer que tous les
éléments de u;, sont racines de f.

Or tout tel élément est de 1a forme " avec m € N*, mAn = 1 (cela vient directement de 1’ isomorphie
de u, avec Z/nZ et du fait que les générateurs du groupe Z/nZ sont les inversibles de 1’anneau
Z,/nZ). 11 suffit donc de prouver que, si p est premier et ne divise pas n, alors {7 est racine de f:
en effet, en itérant de telles puissances on obtiendra tous les {" avec m € N*, m An = 1, donc tous
les éléments de u;. On est donc ramené au lemme ci-dessous. [

Lemme 1.5.8 Avec les notations n, C, f, p ci-dessus, C est racine de f.

Preuve. - On sait que {? est racine de ®,. On va supposer qu’il n’est pas racine de f et aboutir a
une contradiction.

On écrit ®, = fg, ou f,g € Z[X] sont unitaires d’apres les rappels. D’apres I’hypothese, {7 est
racine de g, donc ( est racine de g(X?). Son polyndme minimal f divise donc g(X?):

g(X?) = F(X)h(X),

ol & € Z[X] est unitaire. On réduit modulo p cette relation, d’ ol une égalité dans F, [X|:

g(X") = F(X)h(X).

Mais, dans F,[X], I’application x — x” est un morphisme et c’est I’identité sur F,,, de sorte que
g(XP) =g(X)r -

g’ =rh
Cela entraine que les polyndmes non constants g et f ont un facteur commun non constant et donc
que le polyndome ®,, = fg a un facteur carré non constant, et donc qu’il en est de méme de X" — 1
(car c’en est un multiple). Or, si Q?|P, on a Q|P et Q|P’ (calcul immédiat). Avec P = X" —1 et
P =nx""!, d’ou (€ F, étant, par hypothese sur p, inversible) —P' — P = 1, on voit que c’est

7

bien impossible. [
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Corollaire 1.5.9 L’extension cyclotomique Q({) est la méme quel que soit le choix de € € u};
c’est une extension finie de degré [Q(C) : Q] = ¢(n).

Remarque 1.5.10 L’extension Q({)/Q est la plus petite contenant une racine de ®,, (“corps de
rupture ” de @, c¢f. 1.7) et elle les contient en fait toutes (“corps de décomposition ” de ®,,, cf.
1.9).

1.6 Extensions algébriques

Définition 1.6.1 Une extension algébrique est une extension L/K telle que tout élément de L est
algébrique sur K.

Proposition 1.6.2 Toute extension finie est algébrique.

Preuve. - En effet, si I’extension L/K est finie et si o € L, la dimension du sous-espace K (o) du
K-espace vectoriel de dimension finie L est elle méme finie (c’est le corollaire 1.3.6 page 29). [

Proposition 1.6.3 Soit L/K une extension quelconque et soient o, § € L des éléments algébriques
sur K. Alors 0.+ B et off sont algébriques sur K, ainsi que o~ si ot # 0.

Preuve. - 11 suffit, d’aprés la proposition précédente, de montrer que 1’extension K (o, f)/K est
finie; pour cela, il suffit de vérifier que les extentions K(o,B)/K(a) et K(a)/K le sont. Or, o
étant algébrique sur K, c’est vrai pour la seconde; et, B étant algébrique sur K, il I’est a fortiori sur
K(a), donc c’est aussi vrai pour la premiere. [

Remarque 1.6.4 On donnera au chapitre 1 de la partie [V une méthode basée sur le résultant pour
déterminer effectivement des polyndmes annulateurs de o+ [ et 3.

Exercice 1.6.5 Exprimer le polyndme minimal de o~! en fonction de celui de .

Corollaire 1.6.6 L’extension L/K étant quelconque, I’ensemble des éléments de L algébriques
sur K forme une sous-extension.

Définition 1.6.7 Cette sous-extension est la fermeture algébrique de K dans L. Le corps K est dit
algébriquement fermé dans L s’il est égal a sa fermeture algébrique dans L.

Proposition 1.6.8 Soient M/L et L/K des extensions algébriques. Alors M /K est une extension
algébrique.

Preuve. - Soit x € M et soient Op,...,0, € L tels que x" + oyx* ' +...4a, =0. Lextension

K(ay,...,0,,x)/K(ay,...,04) est donc finie. Chaque extension K(,...,01)/K(0,...,0)
est fine car, o4 étant algébrique sur K, il ’est a fortiori sur K(ap, ..., 0;). L’extension composée
K(ay,...,0,,x)/K est donc finie, d’ou la conclusion. [J

Corollaire 1.6.9 L’extension L/K étant quelconque, la fermeture algébrique de K dans L est al-
gébriquement fermée dans L.
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1.7 Corps de rupture

Définition 1.7.1 Soient K un corps et P € K[X| un polyndme irréductible. Une extension de
rupture (on dit aussi corps de rupture) de P au dessus de K est une extension L/K dans laquelle P
admet une racine o telle que L = K ().

Proposition 1.7.2 Toutes les extensions de rupture de P au dessus de K sont isomorphes 4K [X|/(P)
(et donc isomorphes entre elles).

Preuve. - Avec les notations de la définition, le morphisme de K-algebres F — F(a) de K[X] dans
L est surjectif de noyau (P). O

Les exemples ci-dessous veulent illustrer le fait que 1’unicité a isomorphisme pres n’est pas
exactement la méme chose que I’unicité tout court.

Exemples 1.7.3 1. Soit d un entier quadratfrei différent de 0 et 1. Alors Q(v/d) C C est un
corps de rupture de X2 —d. C’est le seul qui soit inclus dans C.

2. Soit £ € uii. Alors Q({) est un corps de rupture de @,. C’est le seul qui soit inclus dans C.

3. Chacun des corps Q(v/2) C C, Q(jv/2) C C, Q(j*v/2) C C, est un corps de rupture de
X3 —2 au dessus de Q. Ils sont deux a deux distincts.

La nuance est la suivante: si P est quadratique ou cyclotomique, toute extension qui contient
une racine de P les contient toutes (et donc P est scindé dans cette extension); ce n’est pas vrai
pour P := X3 — 2. L’importance de cette nuance sera détaillée  la section 1.9.

1.8 Cloture algébrique

Rappelons qu’un corps K est dit algébriquement clos si tout polyndme non constant de K[X]
admet une racine dans K. On en déduit immédiatement que tout polyndme non constant de K[X]
est scindé dans K et que les irréductibles de K[X] sont les polynomes de degré 1.

Proposition 1.8.1 (i) Soit L/K une extension telle que L est algébriquement clos. Alors la ferme-
ture algébrique K’ de K dans L est un corps algébriquement clos.
(ii) Toute extension algébrique L/K d’un corps algébriquement clos K est triviale, i.e. L= K.

Preuve. - Tout polyndme non constant de K’'[X| admet une racine dans L, et cette racine est dans
K’ car ce dernier est algébriquement fermé dans L d’apres le corollaire de la proposition 1.6.8, ce
qui prouve I’assertion (i). L assertion (ii) en découle immédiatement. []

Définition 1.8.2 Une cloture algébrique du corps K est une extension algébrique L/K telle que L
soit algébriquement clos.

Exemple 1.8.3 C est algébriquement clos.

Exercice 1.8.4 La fermeture algébrique Q de Q dans C est une cldture algébrique de Q.
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Proposition 1.8.5 Soient L/K une extension algébrique et M /K une extension de K telle que M
soit algébriquement clos. 1l existe alors un plongement de L dans M, autrement dit, un morphisme
d’extensions ¢ : L — M (c’est-a-dire un morphisme de corps qui induit I’identité sur K).

Preuve. - La preuve se fait en deux étapes. On suppose d’abord que L = K(a) pour un o ¢ K. Soit
P le polyndme minimal de o sur K et soit f € M une racine de P. Il y a alors un unique ¢ tel que

o(ar) = B.
Dans le cas général, on applique le lemme de Zorn a I’ensemble des couples (K’,¢’) tels que K’ /K
soit une sous-extension de L/K et ¢’ un morphisme d’extensions K’ — M, ordonné par la relation:

(K'0) < (K"0") <= K' C K" et ¢ = 0.

Cet ensemble est inductif (arguments standards) et un élément maximal est nécessairement de la
forme (L, ) car sinon on pourrait lui appliquer la premiere étape. [

Théoreme 1.8.6 (Steinitz) Tout corps admet une cléture algébrique et celle-ci est unique a iso-
morphisme pres.

Preuve. - Avant de prouver I’existence, nous aurons besoin de trois petits lemmes.

Lemme 1.8.7 Soient P, ..., P € K[X] non constants. Il existe une extension K' /K dans laquelle
tous les P; ont une racine.

Preuve. - 1l suffit de le prouver pour un polyndme puis d’itérer. Pour un polyndme, on prend une
extension de rupture de ’'un de ses facteurs irréductibles. [

Lemme 1.8.8 Soit (P;);c; une famille (pas nécessairement finie !) de polynémes non constants. I
existe une extension L/K dans laquelle tous les P; ont une racine.

Preuve. - Soient X := (X;) une famille d’indéterminées indexée par [ et A := K[X] := K[(X;)].
L’idéal 2( engendré par les P;(X;) est propre. En effet, s’il était égal a A, on aurait une relation:

Y 0i(X)P;(Xx;) =1

jeJ

pour un sous-ensemble fini J C I et des Qj(X) € A. D’apres le lemme précédent, on pourrait
choisir une extension L/K dans laquelle tous les P;, j € J aient une racine o;. En substituant X
par o; dans la relations ci-dessus (et X;, i € I'\ J, par ce qu’on veut), on obtiendrait une contradic-
tion.

Puisque 2 est propre, il est inclus dans un idéal maximal 90t; on peut alors prendre L := A /9. [

Lemme 1.8.9 II existe une extension K de K dans laquelle tous les polynémes non constants de
K[X] admettent une racine.

Preuve. - On applique le lemme précédent a la famille de tous les polyndmes non constants. []

Reprenons la démonstration du théoreme.
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Existence: Posons Ky := K et, pour tout n, K, := K, (notation du lemme précédent). Alors

L:= | K, estune extension algébriquement close de K: en effet, tout polyndme non constant de
neN
L[X] a tous ses coefficients dans ’'un des K,,, donc une racine dans K, ;. On peut alors prendre la

fermeture algébrique de K dans L.

Exercice 1.8.10 Le corps L lui-méme convient.

Unicité: Soient L/K et M /K deux clotures algébriques. D’apres la proposition qui précede le
théoréme, il existe un morphisme d’extensions de L dans M. Quitte a identifier, on a donc une
extension composée M/L/K. Comme L est algébriquement clos et comme M /L est algébrique
(car M/K I’est),ona L=M. O

1.9 Corps de décomposition, extensions normales

Dans cette section, qui arrive a la fin d’un long chapitre, aucune démonstration ne sera donnée.
Cependant, les exemples qui suivent devraient permettre de “comprendre ce qui se passe .

Soient K un corps, K une cloture algébrique de K et f € K[X] un polynome irréductible.
Notons K () le corps de rupture K[X]/(f), ob a.:=X (mod P). D’aprés la proposition 1.8.5,
il existe un plongement de I’extension K (o) dans K. En fait, notant o, ..., les racines de
f dans K, tout tel plongement est de la forme P(a) — P(o;) pour I'un des i € {1,...,m} et le
corps de rupture abstrait K (o) se “réalise ” comme 1’une des m extensions K(o;). Ces extensions
sont isomorphes a K(o), donc isomorphes entre elles, mais sont-elles distinctes ? Pour tenter
de le comprendre on va supposer que m = deg f, i.e. les o; en sont des racines simples. (C’est
certainement le cas si K est de caractéristique nulle ou fini ou plus généralement parfait.)

1. Si f=aX?>+bX +c,a,b,ccK,a#0,onam=2,0;+0,=—b/a,donc K(0) = K(0ty).
En adjoignant a K une racine de f, on lui adjoint automatiquement 1’ autre.

2. Si K =Qet f = ®, (polyndme cyclotomique), on a m = ¢(n) et si o) = e/ kAn=1,
tous les oy sont des puissances de o et les m corps K (o) sont encore égaux.

3. SiK=Qet f =X3—2, les racines de f dans C, donc dans la fermeture algébrique Q de Q
dans C (qui est bien une cloture algébrique de Q), sont o := V2,04 = joy etog = jzocl
(ol I’on note traditionnellement j := ¢*™3). L’extension K(a) est incluse dans R et pas
les deux autres, mais on peut vérifier directement que K (o) # K(0i3).

Dans les deux premiers cas, 1’extension de rupture contient toutes les racines de f, mais ce
n’est pas vrai dans le dernier cas.

Définition 1.9.1 Soit f € K[X] un polynéme non constant. Une extension de décomposition (on
dit aussi, et méme plus fréquemment, corps de décomposition) de f est une extension L/K dans
laquelle f est scindé et qui est engendrée (comme extension de K) par les racines de f:

fX)=cX—-04) - (X—0y),c€ K" a,...,0 €L,
L=K(ap,...,0).
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Proposition 1.9.2 Les extensions de décomposition de f existent et sont isomorphes entre elles
(en tant qu’extensions).

O

La définition et la proposition ci-dessus se généralisent sans peine au cas d’une famille de
polyndmes. Il existe une caractérisation intrinseque des extensions de décomposition. Pour en
simplifier la formulation, nous fixons une cloture algébrique K de K et considérons seulement des
sous-extensions de K (ce qui ne limite pas vraiment la généralité en vertu des résultats de la section
1.8). Notons que dans ce contexte, I’extension de décomposition d’une famille de polynémes est
unique au sens propre: ¢’est la sous-extension de K engendrée par les racines de ces polyndmes.

Théoréme 1.9.3 Soit L/K une sous-extension de K/K. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

1. L est I’extension de décomposition d’une famille de polyndmes.
2. Tout polynéme irréductible de K[X| qui admet une racine dans L est scindé dans L.

3. Tout morphisme d’extension de L dans K envoie L dans L.

O

Définition 1.9.4 Une telle extension est dite normale (ou “quasi-galoisienne ” dans Bourbaki,
mais cette terminologie est moins usitée).

Exemples 1.9.5 1. Toute extension quadratique de K est normale.

2. Toute extension cyclotomique de Q est normale.
3. L’extension Q (xﬁ) /Q n’est pas normale.

Soit L/K une sous-extension normale de K/K. D’aprés le troisieéme critere du théoreme, les
plongements de L dans K (c’est-a-dire les morphismes d’extension) sont en fait des automor-
phismes de L/K. IIs forment un groupe Aut(L/K).

Théoreme 1.9.6 (i) |[Aut(L/K)| < [L:K].
(ii) 11 y a égalité si K est partait (i.e. de caractéristique 0, ou de caractéristique p > 0 et tel que
x — xP soit un automorphisme de L: par exemple si K est fini).

O

Lorsque |Aut(L/K)| = [L : K], I’extension L/K est dite galoisienne et Aut(L/K) est appelé
groupe de Galois de I’extension et noté Gal(L/K).

Remarque 1.9.7 La cloture algébrique K étant fixée, toute extension normale L/K admet une
unique image dans K, mais le plongement n’est pas unique. Par exemple, il y a un unique corps
de décomposition de X2+ 1 dans Q, mais Q[X]/(X?+1) s’y plonge de deux maniéres induites
par X + +i. Vues depuis 1’extension de décomposition “intrinseque” Q[X]/(X? + 1), les “réali-
sations” +i et —i sont indiscernables. Cette ambiguité est au cceur de la théorie de Galois.
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1.10 Exercices sur le chapitre “Extensions de corps ”’
Premiere série

Exercice 1.10.1 (i) Justifier toutes les affirmations non triviales de la section 1.4.
(ii) Décrire toutes les extensions quadratiques de Q. (Elles sont paramétrées par les entiers
quadratfrei autres que O et 1.)

Exercice 1.10.2 (i) Sia € Q, a < 0, on note /a := i\/—a. Soient a,b € Q* non carrés et tels que
ab est non carré. Déterminer le polyndme minimal, le degré et les conjugués de \/a + /b, puis le
degré de la plus petite extension de Q contenant tous les conjugués.

(ii) Méme question avec /a (pris dans son sens habituel).

Exercice 1.10.3 On dit que L/K est une extension de type fini s’il existe E C L fini tel que L =
K(E). SiE = {x1,...,x,}, onnote K(x1,...,x,) := K(E). Démontrer I’équivalence logique:

L/K algébrique de type fini <= L/K finie.

Exercice 1.10.4 Démontrer que Q est dénombrable. Qu’en déduire concernant les nombres tran-
scendants ? (Existence, probabilité .. .)

Exercice 1.10.5 Soient K un corps et Ky C K son corps premier. Montrer que tout automorphisme
de K induit I’identité sur K.

Deuxiéme série

Exercice 1.10.6 (i) Montrer que le seul® automorphisme du corps R est I’identité. (Indication: les
nombres positifs et donc la relation d’ordre peuvent étre caractérisés algébriquement.)

(ii) Montrer que les groupes R et C sont isomorphes*. (Indication: les considérer comme des
espaces vectoriels sur Q et en mettre des bases en bijection.)

Exercice 1.10.7 (i) Calculer le groupe de Galois des extensions quadratiques et des extensions
cyclotomiques de Q.

(ii) Déterminer 1’extension de décomposition du polynéme minimal de v/2 + /3 sur Q et son
groupe de Galois.

(iii) Déterminer I’extension de décomposition du polyndme minimal de v/2 sur Q et son groupe
de Galois.

Exercice 1.10.8 Justifier toutes les assertions non triviales de la section 1.9.

30n peut montrer qu’il y a une infinité non dénombrable d’automorphismes de C.
4Cette bijection de la droite et du plan fit dire 2 Cantor, dans une lettre 2 Dedekind, “Je le vois mais ne le crois pas”.
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Chapter 2

Corps finis

2.1 Extensions quadratiques de F),

Soit p un nombre premier. Une extension quadratique de F, est de la forme F,[X]/(P), ou
P = X% +aX + b est irréductible. 11y a p? polyndmes unitaires de degré 2, ceux qui sont ré-
ductibles sont les (X — a)(X — ), au nombre de p(p+1)/2: il y a donc p(p — 1)/2 polynémes
unitaires irréductibles de degré 2.

Par exemple, pour p =2, il y en a un seul, X> 4 X + 1. Le corps de rupture Fy := F,[X]/(X? +
X + 1) a quatre éléments, les a + ba ot a,b € {0,1}. La table d’addition correspondante est
évidente (2 isomorphisme pres, c’est celle de (Z/2Z)?%). La table de multiplication s’obtient en
notant que o> = o+ 1, d’ott (a+ ba)(a’' +b'x) = (ad’ +bb') + (ab’ + bd' + bb")ov:

+ 0 1 a 1+o X 0 1 a 1+
0 0 1 o |l+a 0 0| O 0 0

1 1 0 I+a| o 1 0 1 o 1+
o o |[1+a| O 1 o 0] o |1+« 1
I+a|l4+a| o 1 0 I+a|0] 14+« 1 o

De méme, il y a 3 polyndmes unitaires irréductible de degré 2 sur F3, ce sont X>+1, X% +X — 1
et X2 —X — 1. Nous verrons que leurs corps de rupture sont isomorphes, mais on peut le véri-
fier directement en observant qu’ils s’obtiennent les uns a partir des autres par des substitutions
X — X+1. “Le” corps de rupture (bien déterminé a isomorphisme pres) est isomorphe, en
tant que groupe, a (Z/37Z)?, il est noté Fo. On peut par exemple coder ses éléments a + b,
a,b € {0,4+1} avec o> = —1, d’ott la méme formule de multiplication que pour les nombres com-

plexes: (a+ba)(a' +b'a) = (ad' — bb") + (ab’ + bd')o.

Si p est impair, I’endomorphisme x — x> du groupe F,* a pour noyau {£1}, qui a deux
éléments, son image a donc (d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme) (p — 1) /2 éléments!;
en comptant 0, il y a donc (p+ 1) /2 carrés dans F,,, donc (p —1)/2 non carrés et donc (p —1)/2

ICe sont les racines de X (P~1)/2 — 1: en effet, tout carré x? vérifie (xz)("’*l)/2 = xP~! =1 d’apres le théoreéme de
Lagrange, et le polynome X (?~1)/2 — 1 admet au plus (p — 1)/2 racines.
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polynomes irréductibles de la forme X% —d. Les substitutions X — X +a, a € F,, en font p(p —
1)/2 polynémes unitaires irréductibles de degré 2, en accord avec le dénombrement précédent.

2.2 Corps finis

Soit K un corps fini, commutatif d’aprés les hypothéses générales de cette partie’. On ne peut
pas avoir Q C K car Q est infini. La caractéristique de K est donc un nombre premier p et le
sous-corps premier est F,,. L’extension K /F), est finie car K lui-m&me est un systéme générateur
fini du F,-espace vectoriel K. Soit d := [K : F,| son degré. En tant qu’espace vectoriel, K ~ de .
On a donc en particulier:

K| =q:=p".

Proposition 2.2.1 Dans K[X], on a la décomposition:

X71-X =[](x-a).

ack

Preuve. - Tout élément de K* vérifie a?~! = 1 d’apres le théoréme de Lagrange. Tout a € K est
donc racine de X7 — X. Comme ce dernier est unitaire de degré g, la conclusion en découle. []

Proposition 2.2.2 Le groupe K* est cyclique.

Preuve. - C’est un cas particulier de la proposition 1.5.1. [

Corollaire 2.2.3 L’extension K /F,, admet un élément primitif, i.e. un o € K tel que K = F ().

Preuve. - N’importe quel générateur du groupe K* convient. []
Notons qu’un tel élément primitif o a pour degré [K : F,| =d.

Proposition 2.2.4 L’application Ok : x — x? est un automorphisme du corps K, I’ automorphisme
de Frobenius. Ses points fixes sont les éléments du corps premier F,,. Le groupe Aut(K/F ) des
automorphismes de K est cyclique d’ordre d, engendré par 6.

Preuve. -l est évident que (xy)? = xPyP. L’égalité (x+y)? = x” +yP, valable en caractéristique p,
vient de la formule du bindme et de ce que p)| (‘Z) pour 1 <k < p—1 (appliquer le lemme de Gaull
ak!|pN,ouN=(p—1)---(p—k+1)). On a donc bien un endomorphisme d’anneau, nécessaire-
ment injectif puisque K est un corps (ou parce que son noyau ne contient que des nilpotents), donc
bijectif puisque K est fini.

Tous les éléments de F, sont racines de X — X, c’est-a-dire points fixes de Og; ce sont les seuls
puisque ce polyndme est de degré p. _ _

L automorphisme 0% est défini par x — x”', ses points fixes sont racines de X' — X, il y en a donc
au plus p’. Ainsi 0% = Idg pour i < d. On a déja vu que 6% = Idg (c’est la relation x? = x pour
tout x € K).

Soit maintenant ¢ est un automorphisme quelconque de K. Il induit I’identité sur le corps premier

2 e théoreme de Wedderburn, que I’on démontrera 2 la section 2.4, dit que tout corps fini est commutatif.
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F, (cela se déduit simplement du fait que ¢(1) = 1), ce qui explique la notation ¢ € Aut(K/F,).
Soit o un élément primitif de K /F),; le degré de son polynome minimal f sur F, est donc d. Il a
donc au plus d racines. De I’égalité 0 = 0(f(at)) = f(¢(at)), on déduit que P := ¢(a) est I'une de
ces racines. Or la donnée de B détermine completement ¢ par la formule:

d—1 ) d—1 )
(I) <Z Cli(ll> = Z aiB'.
i=0 i=0

Il y a donc au plus d éléments dans Aut(K/F,). Comme ce groupe contient le groupe cyclique
d’ordre d engendré par O, ils sont égaux. [J

2.3 Sous-corpsde F,

On fixe un nombre premier p et une cloture algébrique F,, de F),. On note 0 : x — x” I’automorphisme
de Frobenius de F), (il est immédiat que c’en est bien un automorphisme).

Théoréme 2.3.1 Pour tout d > 1, notant g := p?,
F,:=Fix(8') = {x €F, | x? = x}

est I’'unique sous-corps de FT, ayant q éléments. Tout sous-corps fini de FT, est I'un des F ;. Notant
g :=p%, ona F, C Fy si, et seulement si, d|d’. Dans ce cas, d’ = de, oire := [Fy : F].

Preuve. - Par définition, Fix(6?) = {x € F, | x¢ = x}. C’est le corps fixé d’un automorphisme,
donc un sous-corps. Le polyndme X9 — X a exactement g racines distinctes car il est de degré ¢
sur un corps algébriquement clos et que son polyndme dérivé ne s’annule pas (c’est —1).

Tout corps fini a g éléments est inclus dans I’ensemble des racines de X¢ — X d’apres la proposition
2.2.1.

Si d' = de, 8 = (67)¢, d’ot I'inclusion Fix(8?) C Fix(8?). Réciproquement, si F, C F,,
I’extension est finie de degré e et d’ = de. [

Théoreme 2.3.2 Tout corps fini de caractéristique p est isomorphe a un et un seul des F,.

Preuve. - Cela découle de la proposition 1.8.5 et du téoréme précédent. [

Théoréme 2.3.3 Le groupe Aut(F, /F,) des automorphismes de F qui induisent I’identité sur
F, (“groupe de Galois de F; sur F,”) est cyclique d’ordre e = d'/d = [F,; : F,], engendré par 6.

Preuve. - C’est un sous-groupe de Aut(F, /F ), qui est cyclique engendré par la restriction de 8 a
F, d’apres la proposition 2.2.4. Le reste est laiss€ au lecteur (exercice 2.5.8). [
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2.4 Le théoreme de Wedderburn

Théoreme 2.4.1 (de Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

Preuve. - Soit K un corps fini non supposé commutatif. Le méme argument que précédemment
montre qu’il contient un corps premier F,; de plus, ce dernier est central. Le centre Z de K en est
un sous-corps et c’est une extension de F,,, donc ¢ := |Z| est de la forme p?. Comme précédem-
ment, K est un Z-espace vectoriel, donc |K| est de la forme ¢". Notre but est de prouver que n = 1.
Le groupe Z*, qui est d’ordre ¢ — 1, est le centre du groupe K*, qui est d’ordre ¢" — 1. Le nor-
malisateur de x € K* dans K* est le groupe des inversibles du corps {y € K | yx = xy}, qui a ¢
éléments pour un certain entier n,. La formule des classes s’écrit donc ici:

q —1

" l=g-1 :
q q +Zq,,x_1

Exercice 2.4.2 Soient a,b € N; alors ¢* — 1|¢” — 1 < alb.

n

Dans la formule ci-dessus, chaque 7, est donc un diviseur strict de n et donc chaque q est

Ny __ 1
divisible par ®,(g). On en déduit que ®,(g) divise ¢ — 1, mais on va voir que c’est imgossible si
n > 1, ce qui achevera la preuve du théoréme.

Sin>1,pourtout { € u ona || =1et{+# 1, d ou, par I'inégalité triangulaire, |¢g — | > g — 1.
On en déduit:

®@u(a)l = [T la—8l > (g—1)*" >q-1,
Cewy,

ce qui contredirait le fait que ®,(q) divise g — 1. O
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2.5 Exercices sur le chapitre “Corps finis
Premiére série
Exercice 2.5.1 Ecrire les tables d’addition et de multiplication de Fg et Fo.

Exercice 2.5.2 (i) Soit a,n € N*. Si 2" 41 est premier, alors n est une puissance de 2.

(i1) On note Fy := 2241, (Si Fy, est premier, c’est un nombre premier de Fermat.) Montrer suivant
Euler que, si p premier divise F%, alors p =1 (mod 2¥). (Raisonner sur I’ordre de 2 dans F,*.)
(iii) Fy et F5 sont-ils premiers ? (Fermat le pensait.)

(iv) Regarder ce qui concerne les nombres premiers de Fermat dans Wikipedia.

Exercice 2.5.3 (i) Soient a,n € N*. Si a" — 1 est premier, alors a = 2 et n est premier.

(i) Pour tout p premier, on note M, := 27 — 1. (Si M, est premier, c’est un nombre premier de
Mersenne.) Montrer suivant Euler que, si ¢ premier divise M, alors ¢ =1 (mod p). (Raisonner
sur I’ordre de 2 dans F,")

(iii) M1, et M3 sont-ils premiers ? Regarder ce qui concerne les nombres premiers de Mersenne
dans Wikipedia (en particulier les records).

Exercice 2.5.4 Soit p un nombre premier impair.

(i) Montrer que x — x(P=D/2 est I’'unique morphisme de F,* dans le groupe a deux éléments et
déterminer son noyau.

(i1) En déduire une caractérisation des résidus quadratiques modulo p (i.e. les entiers n tels qu’il
existe un entier a tel que n = a®> (mod p)).

Exercice 2.5.5 Soit L/K une extension du corps fini K et soit o € L algébrique sur K. Montrer que
o est racine simple de son polynéme minimal. (Ce résultat reste valable pour tout corps parfait.)

Exercice 2.5.6 (i) Soit K le corps de décomposition de X® — 1 sur F,. Montrer que K = F,(x) ol

x* = —1. Vérifier que a := x+x~! est tel que a> = 2. Montrer que 2 est un carré dans F, si, et

seulement si, a’~! = 1 et en déduire que dans tous les cas a” = (Z)a (symbole de Legendre).
ip==+1 d 8

aSl]? (mO )7 déduire que (2) _ (_1)(1,2_1)/8'

—asi p=+3 (mod 8), P

(i1) Des relations a” = xP +x77 = {
Deuxieme série

Exercice 2.5.7 (i) On note I, I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires de degré n de

F,[X]. Montrer que X7 —-X = HHpequ, P.
d|n '

1
(ii) En déduire la formule |1, ,| = ~ ¥ u(d)q"/?.
N gin
(iii) Calculer |I,1], |1, 2| et |I, 3| avec et sans cette formule.

(iv) Minorer Y, ,u(d)q"/ 4 par ¢" — ¢"/* — .- et en déduire que Iyn #0.
d|n

Exercice 2.5.8 (i) Achever la preuve du théoréme 2.3.3.
(i) Calculer Gal(F,/F,).
(iii) Décrire le groupe Aut(F,/F),).
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