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1.3.1 Filtrage linéaire des mesures atmosphériques . . . . . . . . 6
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champ moyen 84

5 Le Filtrage non linéaire 85
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champs moyens en interaction . . . . . . . . . . . . . . . . 159

7.3 Approximation particulaire pour l’estimation du processus d’acqui-

sition discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

7.4 Echantillonnage de l’acquisition d’un champ de vecteur . . . . . . 166
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modèle complet. Variance de l’erreur pour un nombre croissant de

particules en fonction du niveau de bruit . . . . . . . . . . . . . . 283
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modèles. A gauche les moyennes sur un jeux de 5 séries de simula-
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Chapitre 1

Introduction

Modéliser la turbulence pour filtrer des mesures réelles réalisées dans l’at-

mosphère en utilisant des estimations probabilistes des paramètres du milieu ob-

servé est un sujet à l’intersection de 3 domaines de la science. Les sciences de

l’ingénieur pour le volet sur la mesure expérimentale et le filtrage des données,

la physique pour l’étude et la modélisation de la turbulence et son application

à l’atmosphère, les mathématiques appliquées pour le corps théorique probabi-

liste permettant de poser rigoureusement les problèmes, de fonder la résolution et

donner des algorithmes consistants.

Dans ce mémoire nous allons tenter de nous adresser aux 3 communautés

nourrissant notre texte des acquis de chacune d’elle et plus modestement de notre

travail plus spécifique sur le filtrage non-linéaire des mesures bruitées d’un fluide

turbulent.

La mécanique statistique initiée par Boltzmann et Gibbs permet de passer

de l’analyse dynamique des molécules d’un fluide au comportement des volumes

élémentaires régi par les équations de l’hydrodynamique. Le passage s’opère par

un changement d’échelle et se trouve être une conséquence de résultats fondamen-

taux des probabilités, le théorème de la limite centrale et le principe des grandes

déviations (voir Ellis (1985)).

Rappelons ces résultats de mécanique statistique. Sur l’espace des phases E ⊂
R7 on considère le vecteur d’état (x, p, t) où les positions x = (xi)1≤i≤3 sont dans

R3 ainsi que les impulsions p = (pi)1≤i≤3, la dernière dimension est donnée par
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le temps. Pour le système physique décrit par son Hamiltonien H on suppose

l’existence d’une fonction de distribution de probabilité f , fonction de x de p et

de t et solution de l’équation de Liouville

∂f

∂t
+ [H, f ] = 0 (1.1)

où [H, f ] est le crochet de Poisson de H et de f . Cette équation avec un Hamilto-

nien particulier correspondant aux chocs entre 2 molécules mène à l’équation de

Boltzmann (voir Méléard (1996)). En intégrant formellement en p l’équation de

Boltzmann contre une fonction invariante par collision (comme la masse, la quan-

tité de mouvement, l’énergie interne) on déduit les équations de conservation des

fluides classiques, l’équation d’Euler pour les écoulements inviscides puis introdui-

sant de la viscosité avec une approximation du premier ordre de f , on aboutit à

l’équation bien connue de Navier-Stokes, valable pour le champ de vitesse u sur

un domaine D ∈ R3 :

∂u

∂t
+ u∇u+∇p− µ∆u = 0 (1.2)

où p est cette fois la force de pression qui est solution de l’équation de Poisson, sur

le même domaine D, ∆p = −∂U i

∂xj

∂Uj

∂xi
, écris ici en notation Einstein. On se donne

alors des conditions initiales et aux bords ∂D pour compléter le jeu d’équation.

Cette équation pose des problèmes de résolution, le terme de transport u∇u
amène des non-linéarités, un nombre de degrés de liberté infini. Elle contient in-

trinsèquement les régimes laminaires déterministes et les régimes turbulents chao-

tiques d’allure aléatoires. Pour préciser les caractéristiques des écoulements tur-

bulents, A.N. Kolmogorov a proposé une description statistique des incréments

de vitesses basée sur une analyse heuristiques des transferts d’énergies dans les

cascades tourbillonnaires en 1941 (Kolmogorov (1941)).

Du coté des mathématiques, la représentation probabiliste des équations aux

dérivées partielles est arrivée bien plus tard et repose sur les travaux de K. Itô,

A.N. Kolmogorov, M. Kac et H.P. McKean. On trouvera dans Karatzas et Shreve

(1998) les démonstrations des résultats qui suivent.

Soient d > 0, x ∈ Rd, t > 0, a, b et c des fonctions de x Lipschitziennes bornées

avec a = σσ∗ et L l’opérateur elliptique donné par

L =
1

2

d∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
(1.3)
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Soit le problème de Cauchy défini par l’équation aux dérivées partielles (EDP) :

{
∂
∂t
u(t, x) = Lu(t, x) + c(x)u(t, x)

u(0, x) = u0(x)
(1.4)

avec u0 une fonction bornée C∞. L’existence, l’unicité des solutions de cette EDP

et leur calcul (numérique) peuvent être obtenus par des techniques d’analyse clas-

sique mais possèdent aussi des représentations en terme de processus aléatoires.

Soit maintenant le processus de diffusion défini par l’équation différentielle

stochastique (EDS) sur l’espace de probabilité (Ω,F ,Ft,P)
{

dXx0
t = b(Xx0

t )dt+ σ(Xx0
t )dWt

Xx0
0 = x0

(1.5)

avec Wt un processus de Wiener standard par rapport à la filtration Ft.

On sait que (Xx0
t ,P) est un processus de Feller-Markov continu, et que Tt

donné pour une fonction C∞ bornée par

Ttf(x0) = E[f(Xx0
t ) exp(

∫ t

0

c(Xx0
s )ds)] = Ex0 [f(Xt) exp(

∫ t

0

c(Xs)ds)] (1.6)

est un semi-groupe de générateur infinitésimal L. Pour terminer, on peut montrer

que la formule de Feynman-Kac

u(t, x) = Ttf(x) = Ex[f(Xt) exp(

∫ t

0

c(Xs)ds)] (1.7)

donne la solution au problème de Cauchy.

La représentation des équations aux dérivées partielles en terme de processus

stochastique que l’on vient de voir dans le cas d’une diffusion est un retour de

l’échelle macroscopique, l’EDP, à l’échelle microscopique, l’EDS, et permet par

la simulation de l’évolution de systèmes de particules en interaction, comme les

a étudié Sznitman (1991), de donner des solutions numériques au problème de

Cauchy 1.4 et de représenter le semi-groupe d’évolution Tt.

Notre travail va donc se placer dans cette interface, où les équations d’écoulement

d’un fluide ou bien celles venant des problèmes de filtrage vont trouver des repré-

sentations probabilistes avec lesquelles on va pouvoir piloter des systèmes de parti-

cules en interaction donnant des solutions numériques approchées répondant ainsi

à l’attente de la communauté scientifique.
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1.1 Contexte et apport du filtrage non-linéaire

en mécanique des fluides

L’atmosphère dans le domaine de la turbulence, notamment dans la couche

limite de surface, pose des problèmes d’observation car les phénomènes y siégeant

sont rapides, de l’ordre de quelques dixièmes de seconde, et d’échelle spatiale de

l’ordre du mètre. Au sol il existe pour certains paramètres (vent, température, hu-

midité, ...) des capteurs rapides. Mais les moyens de mesures pour les phénomènes

en altitude sont en revanche limités, constitués de capteurs embarqués sur des

plates-formes évoluant in-situ (avion, ballon sonde ou captif), ou d’instruments

de télédétection comme les radars ou les sodars.

Quels que soient les systèmes de mesures, ils posent le problème de la représen-

tativité de la mesure qui est généralement perturbée par l’écoulement du fluide

atmosphérique autour du senseur ou par l’environnement électromagnétique du

capteur et il est difficile d’établir une relation entre les variables observées et les

variables d’état.

L’amélioration des observations de petite échelle dans l’atmosphère passe par

trois voies : un axe instrumental pour développer des capteurs peu bruités, un axe

météorologique permettant une meilleure modélisation fine de la dynamique du

fluide géophysique et un axe mathématique par la conception d’algorithmes de fil-

trage non-linéaire adaptés au problème spécifique de la mesure dans l’atmosphère

et permettant à terme une assimilation des observations filtrées et des paramètres

turbulents appris dans les modèles de simulation météorologique.

Le Centre National de Recherche Météorologique de Météo-France a un rôle

particulier dans la recherche atmosphérique en France puisqu’il doit conduire une

recherche finalisée pour répondre, à moyen ou long terme, aux besoins du ser-

vice météorologique et amener une prospective amont afin de comprendre plus

profondément les mécanismes en jeux dans l’atmosphère, mieux représenter les

interactions entre l’atmosphère et les autres composantes de la biosphère, de l’hy-

drosphère et de la lithosphère (au moins dans un sens). Le but de ces recherches

fondamentales ou appliquées est de faire progresser constamment les modèles de

prévision du temps et du climat, afin d’assurer la protection des personnes et des

biens sur le court et le long terme.

Dans ce contexte la turbulence amenant des couplages non-linéaires avec la

thermodynamique des écoulements et les phénomènes microphysiques de l’at-
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mosphère prend une part de plus en plus grande dans les préoccupations de la

communauté météorologique qui a une demande forte sur la production de données

rapides de haute qualité.

La mesure de la turbulence s’est faite jusqu’à présent sur des pas de temps

de plusieurs minutes, voire dizaines de minutes. Toute amélioration technique ou

théorique permettant de produire des données caractérisants la turbulence à haute

cadence sera alors un apport conséquent à ce domaine de mesure. Le filtrage non-

linéaire des observations proposé ici pourra à la fois fournir des mesures rapides

nettoyées des perturbations et des estimations des paramètres caractéristiques du

milieu turbulent.

1.2 Objectifs et Innovations

Le filtrage des mesures de la turbulence, qu’elles soient fixes ou mobiles,

nécessite une estimation non-linéaire qu’un filtre de Kalman classique n’est pas

en capacité de réaliser. En outre le filtrage non-linéaire se fait traditionnellement

avec une modélisation du signal suivi par le filtre. Pour le problème de la mesure

en atmosphère, surtout si le capteur se déplace dans celle-ci, nous n’avons pas

accès à de tels modèles comportementaux.

Le travail de cette thèse commence alors par la formalisation du problème de

filtrage d’une mesure exécutée sur un champ de vecteur stochastique le long d’un

chemin aléatoire indépendant de la réalisation du milieu. Pour la modélisation

stochastique, nous allons définir un nouvel objet, l’acquisition d’un champ le long

d’un chemin, en donner les premières propriétés et il pourra être appliqué de

manière plus large notamment pour décrire les flots stochastiques (Lagrangiens)

des EDS.

Localement un fluide peut être vu comme un milieu aléatoire dépendant de

la réalisation de grandeurs moyennes de large échelle. De manière naturelle les

processus aléatoires décrivant le milieu auront des termes de champs moyens ra-

menant l’évolution sur les moyennes de grandes échelles.

Le filtrage non-linéaire aura une solution avec des systèmes de particules en

interactions par leur champ moyen. On proposera et on étudiera l’asymptotique

d’algorithme de filtrage pour les processus à champ moyen dont les lois corres-
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pondent à des cas particuliers que l’on peut croiser en physique ou en mécanique

des fluides. On proposera alors de nouvelles démonstrations de convergence du

filtrage pour les processus à champ moyen.

Les modèles d’évolution du fluide que l’on utilisera pour conduire les esti-

mations du filtrage, pour s’adapter au processus d’acquisition le long du chemin

du capteur, seront locaux et on propose de considérer des modèles Lagrangiens

plutôt que des représentations probabilistes de l’EDP de Navier-Stokes. On pro-

posera alors des méthodes d’adaptation de ces modèles. De plus nous proposerons

une nouvelle méthode de fermeture par l’observation du fluide, technique nouvelle

en modélisation stochastique.

De ces analyses théoriques et appliquées, nous pourrons déduire des filtres

valables pour les écoulements uni, bi ou tridimensionnels que nous appliquerons à

des données simulées ou réelles. Ces applications innovantes permettent un filtrage

non-linéaire de haute cadence des mesures turbulentes mobiles.

Arrivés à ce point, les premiers objectifs de cette étude, sur la modélisation de

la turbulence afin d’en filtrer la mesure, seront réalisés.

1.3 Filtrage d’observations bruitées

1.3.1 Filtrage linéaire des mesures atmosphériques

Décrire même succinctement le phénomène de la turbulence doit se faire avec

un esprit de grande humilité car les difficultés conceptuelles sont très nombreuses

et nos connaissances bien minces, en témoigne l’absence de théorie unifiant l’en-

semble des points de vue. Nous n’allons alors présenter aux chapitres 2 et 3 que les

idées et modèles dont nous aurons besoin ainsi que les définitions qui nous seront

utiles.

Les méthodes classiques de traitement de la mesure sont basées sur le filtrage

linéaire et la décomposition de la série temporelle en coefficient de Fourier. Nous

verrons au chapitre 4 les différents filtres numériques et les réponses qu’ils peuvent

avoir notamment sur les densités spectrales de puissance. Quoiqu’il en soit, toutes

suppriment les composantes rapides pour ne garder que les structures de grandes

échelles avec comme inconvénient de garder les composantes basses fréquences
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Fig. 1.1 – Séries temporelles et densités spectrales de puissance, en noir d’une

composante de vent, en bleu de la composante bruitée par un bruit blanc et en

rouge du signal filtré par un filtre numérique à moyenne glissante

des bruits de mesures. Ces filtres ont l’avantage d’être rapides et de se passer de

toute modélisation du signal à traiter. C’est également de là que vient leur non-

optimalité. L’absence de modèle ne permet pas de réaliser une séparation efficace

du bruit et de l’état mesuré. Sur la figure 1.1 on trouve les séries temporelles et

densités spectrales de puissance pour un exemple de vent unidimensionnel simulé

et servant de référence en noir, en bleu ce vent bruité artificiellement avec un

processus blanc Gaussien et en rouge le signal filtré par un filtre numérique à

moyenne glissante centrée (ce filtre est alors un lisseur). On note que le signal

filtré permet de suivre les grandes échelles du signal mais que les variations rapides

sont gommées. Sur le spectre d’énergie, à droite de la figure 1.1, il est clair que

les cascades énergétiques sont rompues au dessus de 0.05 Hz. Ce filtre ne permet

pas de séparer proprement et complètement un vent turbulent d’un bruit blanc.

Il faut procéder différemment avec un estimateur non-linéaire.

1.3.2 Filtrage non-linéaire d’un signal perturbé

On présente ici un résultat classique de filtrage pour une diffusion Xt déter-

minée par la solution d’une EDS observée par un processus bruité Yt. Ce rapide

survol sera complété largement au chapitre 5.

Soit (Ω,F ,Ft,P) un espace de probabilité filtré. Pour résoudre le problème de

filtrage cherchant à calculer la Loi(X[0,t] | Yt), Yt étant la filtration engendrée par

le processus d’observation, on suppose que le couple (Xt, Yt) ∈ Rd × Rd évolue
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pour tout temps t ≥ 0 selon le système :

{

dXt = B(t,Xt)dt+ A(t,Xt)dWt

dYt = Ht(Xt)dt+ σdVt
(1.8)

où les Vt et Wt sont des processus de Wiener standard relativement à Ft et σ est

un paramètre positif. Les fonctions A sont à valeurs dans Rd ⊗ Rd, B et H dans

Rd.

Alors, le problème de filtrage revient à calculer pour toute f mesurable bornée,

E(ft((Xs)s≤t)/Yt) =
E0(ft((Xs)s≤t)Zt(X,Y )/Yt)

E0(Zt(X,Y )/Yt)
(1.9)

où le facteur de normalisation est

Zt(X,Y ) = exp(

∫ t

0

Hs(Xs)dYs −
∫ t

0

H∗
s (Xs)Hs(Xs)ds) (1.10)

L’indice 0 de l’espérance indique que l’on parle du processus filtré issu de (X0, Y0)

avec une loi de probabilité de référence, de plus Yt est indépendant de Xt en tout

temps t (voir le théorème 5.1.2).

Cette espérance est l’estimateur optimal η̂t(f) = E(f(X[0,t])/Yt) et l’égalité

1.9 est l’équation de Kallianpur-Striebel.

La mesure de probabilité η̂t est un semi-groupe et est solution de l’équation

du filtrage non-linéaire de Kushner-Stratonovitch :

dη̂t(f) = η̂t(Lt(f))dt+ η̂t((H − η̂t(H))∗f)(dYt − η̂t(H)dt)

Il faut s’affranchir de ce point de départ par un changement de probabilité

appliquant le théorème de Girsanov. On obtient les équations robustes du filtrage

que nous présenterons au chapitre 5.

Les équations intégrales que l’on vient d’écrire ont une expression analytique

dans le cas où les fonctions A, B et H ont des formes linéaires ou localement

linéarisables et les bruits de dynamique et d’observation sont Gaussiens. L’esti-

mateur est optimal au sens du maximum de vraisemblance, et les estimées se

calculent par le filtre de Kalman-Bucy. L’annexe A présente ce filtre ainsi que des

extensions permettant d’étendre les résultats aux fonctions non-linéaires.
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Hors de ce cas linéaire-Gaussien, l’estimateur optimal du filtrage non-linéaire

est donné par une formule de Feynman-Kac, qui peut-être approchée par des

systèmes de particules en interaction. Il y a alors des algorithmes permettant

d’apprendre les lois du filtrage.

On va écrire rapidement ces équations, laissant au chapitre sur le filtrage la

présentation complète. On se place dans le cadre de processus de dynamique et

d’observation discret.

Il faut supposer que pour tout pas de temps n > 0 l’équation d’observation

Yn = H(Xn) + σVn est telle que Yn et H(Xn) + σVn ont une densité. On suppose

que P(H(xn) + σVn ∈ dyn | Xn = xn) = gn(xn, yn)λn(dyn). Par un abus de

notation on pose Gn(xn)
def
= gn(xn, yn) oubliant yn. On définit pour toute fonction

f mesurable bornée, les 2 estimateurs, celui du filtrage et celui de la prédiction,

de cette manière

η̂n(f) = E[f(X0, . . . , Xn) | Y0 = y0, . . . Yn = yn] (1.11)

ηn(f) = E[f(X0, . . . , Xn) | Y0 = y0, . . . Yn−1 = yn−1] (1.12)

qui s’écrivent

ηn(fn) =
γn(fn)

γn(1)
(1.13)

η̂n(fn) =
γ̂n(fn)

γ̂n(1)
(1.14)

avec

γ̂n(fn) = Eη0(fn(X0, . . . , Xn)
n∏

p=0

Gp(X0, . . . , Xp)) (1.15)

γn(fn) = Eη0(fn(X0, . . . , Xn)
n−1∏

p=0

Gp(X0, . . . , Xp)) (1.16)

L’algorithme de filtrage qui se déduit de cet ensemble d’équations utilise le

noyau de Markov Mn associé à l’équation de dynamique

Xn+1 = Xn +Bn(Xn)∆t+ An(Xn)Wn

et le noyau de sélection génétique des états (qui est un choix non unique)

Sn,ηn(xn, dx) = Gn(xn)δxn(dx) + [1−Gn(xn)]
Gn(x)

ηn(Gn)
ηn(dx) (1.17)
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Ce qui donne l’algorithme du filtrage non-linéaire

ηn
Sn,ηn−−−→ η̂n = ηn Sn,ηn

Mn+1−−−→ ηn+1 = η̂n Mn+1 (1.18)

Cet algorithme a une interprétation particulaire, pour un ensemble de N par-

ticules (X i
n)1≤i≤N ensemencé à l’étape intiale par X i

0 selon la loi η0, qui possède

comme les méthodes de Monte-Carlo une convergence asymptotique en 1√
N

quand

le nombre de particules tend vers l’infini : pour tout instant n et p ≥ 1, il existe

des constantes C(p) telles que pour toute fonction mesurable bornée

sup
n≥0

E(|ηNn (f)− ηn(f)|p)
1
p ≤ C(p)√

N
‖f‖

Ce sont ces techniques classiques de filtrage particulaire que nous avons reprises

dans notre travail, et nous avons étendu ces résultats aux filtrage des processus à

champ moyen donnant alors des démonstrations de convergence nouvelles.

1.4 Les applications nouvelles obtenues dans ce

travail

A l’instar des cas usuels, pour arriver à filtrer pleinement et sans dégrader

l’énergie contenue dans les signaux à estimer, nous avons mis au point un al-

gorithme de filtrage innovant basé sur la dynamique de particules stochastiques

mises en interaction. Le filtre utilise des modèles de dynamique Lagrangienne

développés par les turbulenciers pour simuler des écoulements turbulents. Notre

traitement prend en compte également le processus d’acquisition pour suivre le

capteur dans son déplacement aléatoire, et intègre la dynamique Lagrangienne

sur des boules localisées autour du capteur. La sélection des particules est de type

génétique, comme on vient de le voir, avec des branchements sur les processus

historiques, ce qui correspond à un filtrage par arbres généalogiques (Del Moral

(2003, 2004)). La présentation de ces filtres est l’objet des chapitres 8 et 9.

1.4.1 Filtrage de mesures unidimensionnelles

Le filtrage non-linéaire repose sur un modèle de comportement du signal à

filtrer. Pour les fluides, il faut donc fournir un modèle pertinent. Dans le cas du
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filtrage d’image 2D d’un champ de vitesses turbulents (voir Cuzol (2006)), on

peut proposer comme modèle comportemental l’équation de Navier-Stokes. Dans

notre cas, le fluide doit être modélisé localement autour du capteur, et nous avons

avantage à prendre un modèle Lagrangien intégré autour de la position du capteur.

S.B. Pope a développé (voir Pope (2000)) une classe de modèles Lagrangiens

utilisant les grandeurs Eulériennes du fluide afin de modéliser le comportement

des suies dans les phénomènes de combustion. Ces modèles sont des équations

de Langevin faites pour relâcher la vitesse Lagrangienne vers le champ moyen

Eulérien. L’expression du temps Lagrangien TL a été recherchée pour correspondre

à la fois à l’équation de Navier-Stokes et aux lois statistiques de Kolmogorov pour

la turbulence localement homogène. On obtient des EDS à champ moyen. Dans

le cas de la turbulence isotrope en écoulement incompressible le modèle de Pope

simplifié s’écrit en temps continu :

dVt = −∇x < p > dt− (
1

2
+

3

4
C0)

εt
kt
(Vt− < v >) dt+

√

C0εtdBt

où les quantités < · > sont les moyennes Eulériennes du paramètre, Vt est la vi-

tesse Lagrangienne, ∇x < p > le gradient spatial de pression moyenne, kt l’énergie

cinétique turbulente moyenne, εt le taux moyen de dissipation turbulente, Bt est

un processus de Wiener et enfin C0 la constante de Kolmogorov que nous explici-

terons en détail aux chapitres 3 et 8.

Les modèles Lagrangiens de Pope sont des cas particuliers des équations de

McKean-Vlasov qui ont largement été étudiées par exemple par S. Méléard (1996)

et A.S. Sznitman (1991), mais ces EDS sont mal posées. Récemment M. Bossy,

J.F. Jabir et D. Talay ( article en préparation Bossy et al. (2009) ) ont établi pour

un modèle approché l’existence et l’unicité des solutions en trajectoire et la pro-

priété de propagation du chaos qui permet d’affirmer qu’un système particulaire

fini se comporte comme le système réel de taille infinie. On pourra aussi mettre

à profit la lecture de la thèse de doctorat de J.F Jabir (Jabir (2008)) portant sur

les modèles stochastiques Lagrangiens de type McKean-Vlasov conditionnels.

Notre algorithme d’estimation a d’abord été testé sur des mesures simulées en

dimension 1. Pour bruiter ce signal de référence nous avons pris un bruit blanc

Gaussien de variance connue. Notons que l’aspect gaussien du bruit n’est pas

nécessaire au fonctionnement du filtre, il pourrait avoir une loi de probabilité

quelconque. Notre filtre utilise alors 100 particules pour ses estimations. Pour

intégrer la dynamique Lagrangienne et suivre le processus d’acquisition une étape
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de conditionnement à une boule centrée sur la position du capteur a été rajoutée.

On verra le comportement de ce conditionnement au chapitre 7. L’étape d’explo-

ration de l’espace des phases utilise pour la vitesse du fluide Vt le modèle de Pope,

mais pour coupler le système d’acquisition à l’observation, le processus de Mar-

kov a été conditionné au processus d’observation. Des fermetures de l’équation de

Pope par l’observation ont ainsi pu être réalisées.

On voit sur la figure (1.2) en noir le signal de référence à retrouver, en bleu

clair le signal bruité, et en rouge les valeurs estimées. La différence avec le filtre

numérique à moyenne mobile est flagrant, on peut remarquer que les structures de

grandes échelles ont été parfaitement retrouvées, que le bruit artificiel a été éliminé

et sur le spectre de puissance que la structure énergétique du signal original a été

retrouvé, suivant la pente en −5/3 de la loi de Kolmogorov pour la turbulence

(voir chapitre 2)
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Fig. 1.2 – Filtrage d’un vent 1D simulé filtré par algorithme particulaire condi-

tionnel avec 100 particules. En cyan le signal bruité, en noir le signal de référence et

en rouge le vent estimé. A gauche la série temporelle, à droite la densité spectrale

de puissance

Les mêmes essais ont été réalisés sur des composantes de vent réellement me-

surées puis bruités artificiellement. Ces résultats sont montrés dans le chapitre

9
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1.4.2 Cas de mesures atmosphériques 3D réelles

L’étape suivante a été plus délicate et a mérité d’y consacrer plus de temps,

en passant au filtrage du vent en dimension 3. L’atmosphère est un fluide pe-

sant (les éléments fluides subissent l’attraction gravitationnelle de la terre) avec

une certaine flottabilité (les éléments fluides sont en suspension et subissent la

poussée d’Archimède), il faut alors changer de modèle de comportement, et nous

avons choisi un modèle de turbulence stratifiée où l’échelle verticale est couplée

par la flottaison au travers de terme de gradient verticaux de vitesse et surtout

de température. On doit alors adjoindre au système une équation d’évolution sur

cette température qui est alors mesurée. On verra que même en 3D, le filtre est

opérationnel mais comporte une faiblesse sur cette température qui est moins bien

perçue.

Pour un fluide pesant et stratifié comme dans l’atmosphère, il faut adap-

ter le modèle de Pope et on s’inspira du modèle de dispersion turbulente de

Das et Durbin (2005). Le modèle que l’on propose est couplé sur la verticale et

utilise la température locale du fluide. Il a pour expression continue a priori :






dVh,t = −∇h < p > .dt− C1
2
εt
kt
(Vh,t− < V >h,t).dt

+(C2θ − 1).(Wt− < W >t).
d<V >h,t

dz
.dt+ (C0.εt)

1
2dBVh

t

dWt = d < W >t −C1
2
εt
kt
(Wt− < W >t).dt

+(1− C5θ).β.g.(θt− < θ >t).dt+ (C0.εt)
1
2dBW

t

dθt = d < θ >t −
(
C1θ − C1

2

)
εt
kt
(θt− < θ >t).dt

−(Wt− < W >t).
d<θ>t
dz

.dt+ (Cθ)
1
2dBθ

t

où Vh,t est la vitesse 2D horizontale, W la vitesse verticale, θ la température,

comme plus haut les autres paramètres locaux de la turbulence seront détaillés

au chapitre 8.

Usant de la même technique, notamment avec les localisations et le condi-

tionnement à l’observation, le signal est filtré et nous approchons les grandeurs

cachées de l’observation, comme les gradients verticaux, ou le coefficient de flot-

tabilité, par des estimées sur le système de particules. C’est au cours de l’étape

de sélection en retenant les particules les mieux adaptées que l’on garde celles qui

présentent les bonnes caractéristiques dynamiques. Alors l’estimé de ces grandeurs
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Eulériennes cachées sur le système de particules prend un sens physique. L’appli-

cation se fait sur des mesures réelles du vent tridimensionnel et de température en

un point. Nous avons perturbé le signal de référence par un bruit gaussien dont la

variance augmente avec le niveau de turbulence. Sur la figure 1.3 nous retrouvons

les signaux de référence en noir, les signaux bruités en bleu ciel et filtrés en rouge.

Comme dans le cas 1D, il existe un bon accord entre les signaux de référence

et les signaux filtrés. On peut alors considérer que l’algorithme est utilisable pour

filtrer les mesures turbulentes. L’un des avantages de la technique est de per-

mettre la restitution a posteriori des grandeurs cachées (gradients divers, taux

de dissipation, coefficient de flottabilité, etc) qui ont été calculées pour ajuster le

modèle de dynamique. Sur la figure 1.4 on peut examiner, par exemple, le taux de

dissipation correspondant aux mesures filtrées précédemment ainsi que la pseudo-

trajectoire d’acquisition du capteur dans le fluide considéré là comme stationnaire

(turbulence figée).

Dans ces exemples que l’on confronte, qui à des données simulées, qui à des

données réelles, nous pouvons expérimentalement effectuer des calculs d’erreurs

en moyenne absolue ou en moyenne quadratique. Les résultats sont présentés et

commentés dans le chapitre 9. Ces erreurs montrent un comportement attendu

du filtre avec une décroissance par un nombre de particules qui augmente, ou

un bruit d’observation qui diminue. Nous pouvons aussi voir l’importance d’une

bonne modélisation de la dynamique en mesurant l’impact de modèles (volontai-

rement) dégradés.

Ces erreurs fournies par les expériences numériques peuvent être également

étudiées mathématiquement en analysant le filtrage de processus à champ moyen.

1.5 Les nouveaux outils théoriques développés

Dans cette introduction, pour comparer au filtrage linéaire actuellement en

vigueur dans le traitement des signaux atmosphériques, nous avons affiché en

premier lieu les résultats numériques et graphiques de nos filtres. Cela nous permet

de motiver les outils mathématiques nouveaux à mettre en place pour arriver à

ces productions. Dans ce mémoire l’exposé du cadre théorique ne se fera pas dans
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Fig. 1.3 – Filtrage d’un vent réel 3D et de la température par algorithme parti-

culaire conditionnel avec 500 particules. En pointillé bleu les signaux bruités, en

noir ceux de référence et en rouge les valeurs estimées par l’algorithme. En haut

les composantes horizontales du vent, en bas, la vitesse verticale et la température
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cet ordre avec :

1. au chapitre 6, les algorithmes de filtrage des processus à champ moyen avec

des démonstrations de convergence.

2. au chapitre 7, la définition et l’étude des processus d’acquisition d’un champ

de vecteurs le long d’un chemin aléatoire.

Le chapitre 8 donnera les algorithmes des filtres particulaires pour les mesures

d’un fluide turbulent qui ne seront que la combinaison de ces 2 techniques.

1.5.1 Filtrages non-linéaires de processus à champ moyen

et leur convergence

On s’intéresse à chaque pas de temps n ≥ 0 au filtrage de processus dont la dy-

namique est dépendante d’une loi de probabilité πn, connue ou non. L’algorithme

de filtrage aura alors 2 fonctions, apprendre les lois du filtrage et apprendre la loi

du champ moyen.

Le système d’équations servant au filtrage s’écrit :

{

Xn+1 = Xn + b(Xn, πn)∆t+ σXn .∆W
X
n

Yn = h(Xn) + σYn .W
Y
n

(1.19)

On montrera au chapitre 6 différents algorithmes selon que la loi πn est connue

ou pas et avec plusieurs méthodes pour apprendre cette mesure selon qu’elle est

indépendante du filtrage (loi a priori), qu’elle est la loi du prédicteur ηn ou qu’elle

est la loi du filtre η̂n. On s’intéressera également au cas où le champ moyen est

conditionné à la réalisation d’un processus de commande.

On peut rapidement esquisser ces algorithmes dans trois cas typiques.

Tout d’abord plaçons-nous dans la situation d’une loi de champ moyen a priori

et πn est à apprendre. Pour se faire, il est nécessaire d’user d’un système de par-

ticules auxiliaire indépendant du filtrage. La dynamique de ce système reproduit

ainsi l’évolution de πn.

Pour préciser les choses, on suppose que pour tout instant n ≥ 0, le couple
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dynamique/observation (Xn, Yn) suit le système :

{

Xn+1 = Xn + b(Xn, πn)∆t+ σXn .∆W
X
n

Yn = h(Xn) + σYn .W
Y
n

(1.20)

où πn est la loi de Xn. On suppose que la fonction b est de la forme

b(Xn, πn) = A(Xn) +

∫

B(Xn, x)πn(dx)

où B est linéaire en sa seconde variable et K-Lipschitzienne bornée et An est

mesurable bornée.

Pour apprendre πn, on forme un second système de particules (Z i
n)1≤i≤d, avec

d > 0. Chacune des particules Z i
n évolue en interagissant avec les autres, sans

subir de sélection par le filtre

Zi
n+1 = Z i

n + b(Z i
n, π

N
n )∆t+ σXn .∆W

X
n

où πNn est la loi empirique approchée par les (Z i
n)1≤i≤d

Une fois la loi πn approchée, le filtrage est classique et pour tout n ≤ 0 et tout

p ≤ 1, il existe des constantes Cn(p) et C
′
n(p) telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ [

Cn(p)√
N

+
C ′n(p)√

d
]I(H)

où I(H) est l’entropie intégrale sur une sous-classe de fonctions que l’on précisera

dans le chapitre 6. On rappelle que la semi-norme de Zolotarev sur la famille de

fonctions H pour 2 mesures η et η′ est définie par

‖η − η′‖H = sup{|η(h)− η′(h)| tel que h ∈ H}

Autre type d’algorithme, pour se rapprocher du filtre utilisé pour débruiter les

mesures issues d’un champ turbulent, considérons la loi de champ moyen donnée

par la loi du filtre lui-même η̂n = Loi(Xn|Y0 . . . Yn).

Le système servant au filtrage n’est modifié que pour l’équation de dynamique

qui s’écrit Xn+1 = Xn + b(Xn, η̂n)∆t+ σXn .∆W
X
n .

Pour estimer le champ moyen et les lois du filtrage cette fois un seul système

de N particules est nécessaire. L’algorithme de filtrage est simple et l’estimée
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d’erreur pour tout instant n ≥ 0 est directe et assure pour tout p ≤ 1, l’existence

de constantes Cn(p) telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ Cn(p)√

N
I(H)

Le couplage des systèmes d’acquisition que l’on va présenter dans la section

suivante nous ramènera dans cette situation. Si l’on n’avait pu l’effectuer on

se serait trouvé dans le cas plus délicat qui vient, avec pour tout n ≥ 0, un

processus de dynamique X2
n commandé par la réalisation du processus X1

n no-

tamment au travers du champ moyen. On définit alors la mesure de probabilité

θn = Loi(X2
n | X1

0 , . . . , X
1
n).

L’équation de dynamique est pour tout instant n ≥ 0

X2
n+1 = X2

n + b(X1
n, X

2
n, θn)∆t+ σXn .∆W

X
n

et on n’observe que le processus X2
n par l’équation de transfert

Yn = h(X2
n) + σYn .W

Y
n

Avec ce système le problème du filtrage consiste à trouver la Loi(X2
n | Y0 . . . Yn).

Sans rien changer au problème, on va définir par Bn la variable aléatoire

(X1
n, θn), l’équation de dynamique est alors X2

n+1 = X2
n+b(X

2
n, Bn)∆t+σ

X
n .∆W

X
n

A la n-ième itération, l’algorithme que l’on propose démarre par le tirage au

hasard selon une loi fixée ρn(dx) que l’on espère proche de PX
1
n de M commandes

(X1,i
n )1≤i≤M .

Pour chaque 1 ≤ i ≤ M , on fait évoluer a priori à chaque pas de temps M

systèmes de particules auxiliaires Z i,k avec 1 ≤ k ≤ d :

Zi,k
n+1 = Z i,k

n + b(X1,i
n , Z i,k

n , θi,dn )∆t+ σXn ∆W
X
n+1 (1.21)

Ces systèmes auxiliaires permettent d’approcher la loi de champ moyen condi-

tionnée par la réalisation de X1,i
n . On note cette loi empirique θi,dn . Le tirage de

X1,i
n et leur système de particules associés échantillonnent quant à eux la loi de

Bn en (Bi,d
n )1≤i≤M .

On tire alors parmi ces M échantillons, N milieux selon une loi uniforme pour

retenir les échantillons notés Bj,N
n , 1 ≤ j ≤ N
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Utilisant N particules (X2,j
n )1≤j≤N , en supposant par hypothèse que la fonction

b est Lipschitzienne bornée avec une forme que l’on explicitera au chapitre 6, on

résout le problème de filtrage de manière standard maintenant en utilisant pour

l’étape de mutation l’équation de dynamique approchée :

X2,j
n+1 = X2,j

n + b(X2,j
n , Bj,N

n )∆t+ σXn ∆W
X,j
n

Cet algorithme particulaire permet d’avoir pour tout instant n ≤ 0 et pour

tout p ≤ 1, un contrôle des erreurs de l’approximation et l’existence de constantes

CN
n (p), Cd

n(p) et C
M
n (p) telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ [

CN
n (p)√
N

+
Cd
n(p)√
d

+
CM
n (p)√
M

]I(H)

Ces trois exemples montrent le type de résultats auxquels on doit s’attendre

pour le filtrage de processus à champ moyen. Les algorithmes sont nouveaux et

sont plus ou moins lourds en fonction du niveau d’information dont on dispose

pour la loi du champ moyen et les démonstrations des résultats de convergence

complètent notre apport.

1.5.2 Processus d’acquisition d’un champ aléatoire multi-

dimensionnel

Le filtrage que l’on vient d’évoquer demande une modélisation stochastique

du signal à poursuivre. Mais un tel modèle n’existe pas forcément en particulier

pour un fluide présentant un écoulement bi ou tridimensionnel. Cependant on

dispose de représentations des champs de vitesses Eulériens de grandes échelles

ou de modèles Lagrangiens possédant une dynamique plus locale. En tous les

cas, aucune ne propose de solution pour modéliser le signal que prendrait un

capteur mobile dans l’écoulement. Pour y parvenir, nous devons d’abord définir

une quantité nouvelle, l’acquisition d’un champ multidimensionnel le long d’un

chemin aléatoire.

Cette acquisition est une notion assez générale pouvant servir en filtrage mais

aussi en modélisation ponctuelle des champs aléatoires.

Soit E ⊂ Rd, d ∈ N∗ un espace de points muni de la tribu E et E ′ ⊂ Rd′ , d′ ∈ N∗

l’espace des phases muni de la tribu E ′. On se donne également (Ω,F , (Ft)t≥0,P)
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un espace de probabilité filtré complet. Soient T < ∞ un réel, x ∈ E, Xt un

processus à valeurs dans (E, E) et X ′
t,x un champ de vecteurs de (E ′, E ′). On ap-

pellera le couple d’applications Ft-mesurables (Xt, X
′
t,x) un système d’acquisition

du champ de vecteur aléatoire, Xt est appelé le chemin du processus d’acquisition,

la famille X ′
t,x est le champ d’acquisition et pour terminer le processus At

def
= X ′

t,Xt

est appelé le processus d’acquisition de X ′
t,x le long de Xt.

Nous pouvons donner un exemple touchant au fluide en prenant le champ Ut,x
de vitesses Eulériennes du fluide aléatoire et en considérantXx0

t le flot stochastique

partant au temps initial d’une position x0 ∈ E. La vitesse Lagrangienne d’un

élément de fluide Vt = Ut,Xx0
t

est alors une acquisition.

On s’intéressera à l’estimation de l’espérance

E(f(Xt, At)|Xt) =

∫

E′
f(Xt, a)p

At|Xt(a|Xt) da

On peut noter que, voir le paragraphe 7.1.2, l’observation Yt de la quantité Xt

est un système d’acquisition du champ généré par la fonction d’observation H. Le

problème de filtrage est alors symétrique à celui de l’acquisition.

Pour appliquer cette notion au problème de filtrage, on va coupler 2 systèmes

d’acquisition, le premier correspond à une acquisition Lagrangienne partant du

point x0 : (Xx0
n , X

′
n,X

x0
n
) = (Xn, X

′
n), l’autre est le relevé de l’acquisition Lagran-

gienne le long d’un chemin indépendant du milieu Zn : (Zn, An = X ′
n,Zn

). On se

donne des boules suivant le chemin d’acquisition Bε
n(Zn) = {x ∈ E : |x−Zn| ≤ εn}

et on demande d’estimer les 2 mesures de probabilités, telles que pour toute fonc-

tion test f ,

χ̂n(f) = E(f(Xn, X
′
n) | X0 ∈ Bε

0(Z0), . . . , Xn ∈ Bε
n(Zn)) et

χn(f) = E(f(Xn, X
′
n) | X0 ∈ Bε

0(Z0), . . . , Xn−1 ∈ Bε
n−1(Zn−1))

Ces 2 mesures ont une structure de semi-groupe de Feynman-Kac et

χ̂n(f) =
E(f(Xn, X

′
n)

∏n
p=0

�
Bεp(Zp)(Xp))

E(
∏n

p=0

�
Bεp(Zp)(Xp))

(1.22)

χn(f) =
E(f(Xn, X

′
n)

∏n−1
p=0

�
Bεp(Zp)(Xp))

E(
∏n−1

p=0

�
Bεp(Zp)(Xp))

(1.23)

La figure 1.5 résume ce que montre le chapitre 7, on dispose d’un algorithme
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Fig. 1.5 – Schéma d’évolution discrète du processus d’acquisition pour une dyna-

mique Lagrangienne

d’estimation itératif de χn et χ̂n avec le schéma

χ̂n
Mn+1,πn−−−−−→ χn+1

SZn+1,χn+1−−−−−−→ χ̂n+1

qui correspond à des étapes de mutation-sélection des états où l’on a posé

Mn+1,πn((x, x
′), d(z, z′)) = P((Xn+1, X

′
n+1) ∈ d(z, z′)|(Xn, X

′
n) = (x, x′))

et

SZn+1,χn+1

(
(x, x′), d(y, y′)

)

=
�
Bεn+1(Zn+1)×E′(x, x

′)δ(x,x′)(d(y, y
′))

+
[
1− �

Bεn+1(Zn+1)×E′(x, x
′)
]

�
Bεn+1(Zn+1)×E′(y, y

′)χn+1(d(y, y
′))

χn+1(Bε
n+1(Zn+1)× E ′)

(1.24)

Ce processus de prédiction/correction du flot discret nous ouvre alors la pos-

sibilité de réaliser des estimations sur un fluide turbulent par un filtrage stochas-

tique, mais il conviendra d’ajouter un couplage supplémentaire avec le système

d’observation. Ce dernier couplage conditionne le modèle à l’observation et per-

mettra les fermetures du modèle Lagrangien.

Le champ d’application du flot discret d’acquisition est plus large que le seul

filtrage. En effet en modélisation d’écoulement sur grille de Gauss, en utilisant une

modélisation sous-maille Lagrangienne et des chemins d’acquisition stationnaires,

son utilisation rend possible la restitution sur ces points de grille de l’ensemble

des moments de paramètres du fluide. L’évolution Lagrangienne se fait selon le

modèle de transition et dans un second temps on conditionne au point de grille

les particules permettant ainsi d’échantillonner les fonctions de distribution de

probabilité.
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1.6 Organisation du mémoire

Pour détailler ce que l’on vient de présenter dans l’introduction et compléter

certains points, nous avons scindé ce manuscrit en 3 parties. La première com-

posée de 3 chapitres est une revue (partielle, forcément) des connaissances sur

l’étude de la turbulence et sa modélisation mathématique au chapitre 2, un ex-

posé des modèles Lagrangiens au chapitre 3 et un état de l’art en mesures et

traitement du signal en Micro-Météorologie donné chapitre 4. La seconde partie

plus mathématique a trait au filtrage avec au chapitre 5 un rappel de la théorie

du filtrage non-linéaire et au chapitre 6 le détail de nos travaux sur le filtrage

de processus à champ moyen. La dernière partie est plus tournée vers l’ingénierie

stochastique avec la présentation et l’étude des processus d’acquisition au cha-

pitre 7, leur application au chapitre 8 dans le cadre du problème de filtrage de la

mesure sur un champ aléatoire le long d’un chemin en prenant le cas spécifique

des fluides. Le chapitre 9 concerne la partie numérique de notre travail avec le

filtrage de données bruitées simulées ou réelles pour des écoulements uni, bi ou

tridimensionnels. Ce chapitre se conclut par un premier travail sur les estimées

d’erreur approchées numériquement. Dans la conclusion de ce mémoire, chapitre

10, on donnera les perspectives maintenant attendues de ce mémoire de thèse.
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mécanique des fluides

24



Chapitre 2

Introduction à l’étude de la

turbulence

Intuitivement la notion de turbulence est aisée à comprendre, mais difficile à

présenter rigoureusement. En effet, pour un même écoulement on peut rencon-

trer un état ordonné, plutôt linéaire, reproductible, semblant être un système

dynamique déterministe, on nomme cet état le régime laminaire, et par moment

ou localement dans un fluide on peut avoir un système sans ordre apparent, très

tourbillonnaire, d’allure aléatoire et d’un comportement énergétique tout différent,

le régime turbulent. Comme le font remarquer de nombreux physiciens, le vrai

problème posé par la turbulence ne tient pas dans sa description par telle ou telle

méthode mais dans le sentiment que l’on n’arrive pas à poser la bonne question

qui permettrait dans sa réponse de comprendre son émergence et de prévoir son

évolution.

Les deux états dont on vient de parler sont régis par le même système d’équa-

tions, dit de Navier-Stokes, et pourtant toutes les caractéristiques dynamiques

diffèrent entre le régime laminaire et le régime turbulent. Il est alors difficile de

décrire ‘proprement’ le phénomène de turbulence avec une limite précise du do-

maine d’application et avec des équations spécifiques. Qui plus est, les lois de la

mécanique semblent être rompues par la turbulence mais se trouvent être res-

taurées par les statistiques des mouvements du fluide. Cette remarque constitue

la première hypothèse de Kolmogorov dans ces premiers travaux pour décrire le

phénomène (Frisch, 1995, p74). Nous en reparlerons ci-après.
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Si les contours du domaine de la turbulence paraissent flous, on peut néanmoins

en dresser des caractéristiques qui permettent de classer les écoulement turbulents

en différentes familles (Chassaing, 2000, p7) :

– Existence d’échelles spatiales spécifiques.

– Comportement aléatoire.

– Spectres d’énergie caractéristiques.

– Structure bi ou tridimensionnelle des écoulements.

– Phénomènes intermittents.

– Cinématique Rotationnelle.

– Dynamique non-linéaire.

– Energétique Dissipative.

Ce sont ces différents aspects que l’on va balayer dans le paragraphe suivant

consacré à la présentation de la turbulence.

2.1 Présentation de la turbulence

Parler de la turbulence de manière exhaustive nécessiterait un texte d’une lon-

gueur hors de propos ici. Nous allons juste exposer les idées-forces présentent dans

une vision moderne de la turbulence en essayant de porter une ligne directrice qui

tend à montrer l’intérêt des méthodes probabilistes dans l’étude de ce phénomène.

Evoquer ainsi l’intérêt de l’aléatoire touche de suite à un sujet sensible pour

les physiciens. En effet la dynamique des fluides tout comme son équation phare,

l’équation aux dérivées partielles (EDP) de Navier-Stokes, sont tout à fait détermi-

nistes. Mais dans le phénomène de turbulence, qui est contenu dans l’EDP de

Navier-Stokes, on peut voir, selon l’école à laquelle on appartient, soit la mani-

festation d’un nombre infini de degrés de liberté dans l’espace des phases, soit

la présence d’un attracteur étrange d’un système dynamique non-linéaire dans

son espace des phases. Dans les deux cas, cela expliquerait l’hypersensibilité aux

conditions limites ou initiales et/ou structures de petites échelles dont font montre

les fluides dans certains écoulements. C’est avec cette idée, que l’on gagne à uti-

liser une formulation probabiliste du problème d’écoulement d’un fluide. En effet

on peut à loisir placer l’aléa soit dans les conditions initiales, soit dans l’EDP de
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résolution en lui enjoignant un bruit simulant l’erreur due aux petites structures.

Commençons par dresser un panorama des concepts classiques. Toute intro-

duction à la turbulence (par exemple lire Falkovich (2006)) commence par un

rappel de cette grandeur caractéristique qu’est le nombre de Reynolds. Nous ne

dérogeons pas à cette règle. Le nombre de Reynolds Re est défini par Re = L.V
µ

où L est la longueur caractéristique de l’écoulement (celle d’un objet présent dans

le flot par exemple), V sa vitesse, et µ le coefficient de viscosité cinématique.

Ce nombre Re est important car de ses valeurs dépendent les caractéristiques de

l’écoulement, laminaire (Re inférieur à une valeur critique) ou non, et niveau de

turbulence (d’autant plus marquée que le nombre de Reynolds augmente) et avec

l’intensité des intermittences (signaux transitoires rapides).

Ce nombre peut se lire comme le rapport entre le transport moyen du fluide

et le frottement moyen dû à la viscosité. On considère que la turbulence apparâıt

au delà d’un seuil d’instabilité caractérisé par un nombre de Reynolds que l’on

note Rel. Pour des nombres de Reynolds inférieurs à Rel les non-linéarités sont

négligeables et l’écoulement est considéré comme laminaire. Au delà de ce Rey-

nolds critique les symétries mathématiques de l’équation de Navier-Stokes sont

rompues et l’on se place dans le domaine turbulent. En général ce nombre limite

est autour de Rel = 100.

Pour se fixer des ordres de grandeurs, dans les écoulements atmosphériques

turbulents, les nombres de Reynolds peuvent atteindre 109 alors que dans des

expériences numériques on peut se trouver limité à 105 et selon les capacités

de calcul se contraindre à des Reynolds de quelques centaines. Dans les grandes

souffleries, il est possible de produire des écoulements turbulents jusqu’à des

nombres de Reynolds de 106, ce qui permet de représenter finement les écoulements

aérodynamiques.

Représenté par son nombre de Reynolds (voir Favre et al. (1976)), on qua-

lifie l’écoulement en fonction de la taille des phénomènes prépondérants. Si ce

sont les grandes structures qui apportent l’énergie, on dit que l’on est dans le do-

maine incrémental, a contrario si ce sont les effets de petites échelles qui dissipent

l’énergie on parle de domaine dissipatif. Entre les deux, se place le domaine iner-

tiel dans lequel se font les transferts d’énergie et autres cascades. C’est le domaine

par excellence pour étudier la turbulence. Ce sera celui de notre travail.
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On le sait, la vitesse d’un objet dépend du point de vue. En mécanique, les

vitesses sont soit Eulériennes, soit Lagrangiennes. Au chapitre 7 nous allons lier

ces 2 points de vue considérant la vitesse Lagrangienne comme l’acquisition du

champ Eulérien le long du flot. L’acquisition d’un champ multidimensionnel est

une notion que l’on introduira alors dans ce chapitre et pour laquelle on précisera

le comportement dans le cas d’une acquisition discrète. Pour une description plus

physique on peut lire Pope (2000). Disons simplement Eulérien quand l’observa-

teur est fixe par rapport au fluide (vitesse du fluide en un point fixe), et Lagrangien

quand il est porté par une particule fluide (vitesse du fluide en un point mobile).

De manière heuristique, le point de vue Lagrangien correspond pour chaque

instant t, à la donnée du couple position/vitesse : (Xt, Vt) et on cherche des

modèles d’évolution du type :

{

dXt = Vtdt

dVt = At(Xt, Vt, ηt)dt+Bt(Xt, Vt, ηt)dMt

où Mt est un processus aléatoire, ηt une loi donnée, At et Bt sont des opérateurs

supposés non-linéaires.

Le cas Eulérien est différent, il correspond à la donnée d’un champ de vitesse

Ut,x pour chaque point x et pour chaque instant t. Les équations d’évolution cor-

respondantes seront alors des EDP comme l’est l’équation de Navier-Stokes.

On peut dire que les vitesses Eulériennes sont plus souvent associées à des des-

criptions macroscopiques alors que les vitesse Lagrangiennes sont plutot réservées

aux descriptions microscopiques attachées à la dynamique particulaire.

Venons-en à l’équation de Navier-Stokes. Elle décrit, pour t ≥ 0, l’évolution

d’un champ de vitesses Eulériennes Ut,x d’un fluide dans un domaine D de Rd,

avec d = 1..3, et des conditions initiales U0,x = U0(x) et des conditions aux bords

que l’on suppose ici de Dirichlet Ut,x = f(t, x) sur ∂D, où f est une fonction

définie à chaque instant sur les points du bord :
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(
∂
∂t

+ Ut,x∇x

)
.Ut,x = − 1

ρ
∇xpt,x + µ.∆Ut,x dans le domaine D

Ut,x = f(t, x) sur ∂D
U0,x = U0(x)

(2.1)

Pour un fluide incompressible, on rajoute la condition de divergence nulle du

champ Eulérien div(Ut,x) = 0 dans D.

Le terme de pression pt,x est donné par une équation de Poisson en résolvant :

∆pt,x = −
∂U i

t,x

∂xj

∂U j
t,x

∂xi
(2.2)

où 1 ≤ i ≤ d et 1 ≤ j ≤ d, avec d la dimension de l’écoulement, équation que

l’on complète de conditions aux bords.

Dès à présent et pour le reste de ce manuscrit, nous allons nous placer dans le

cas d’une densité volumique ρ constante et égale à 1. S’il n’en était pas ainsi, il nous

faudrait adjoindre à l’équation de Navier-Stokes une équation dite de continuité

décrivant l’évolution de la masse et par là de la densité ρ :

∂ρ

∂t
+ div(ρUt,x) = 0 (2.3)

L’équation de Navier-Stokes (NSE) est d’allure simple, et permet une modéli-

sation ‘facile’, mais elle recèle bien des difficultés mathématiques. En effet en

dimension 3, il y a une compétition entre le terme de diffusion linéaire µ.∆Ut,x, et

le terme de non-linéarité (Ut,x∇x) Ut,x, qui rend délicat le choix d’un espace fonc-

tionnel adapté, et de ce fait il n’y a aucun résultat d’existence de solutions fortes

globales, d’unicité, de régularité et de comportement asymptotique. On dispose

de résultats partiels d’existence locale de solutions fortes, d’unicité de solution

avant un temps fini T , ou d’existence et d’unicité de solutions faibles dans le cas

incompressible. On pourra mettre à profit la lecture de Gibbon et Doering (2005)

sur la régularité des solutions et ou de Caffarelli et al. (1982) sur l’existence à

temps fini de singularités. Les espaces fonctionnels sont alors du type (Cannone

(1995)) Lp(R3) avec p > 3, de Sobolev Hs(R3) avec s > 1
2
ou plus généralement

des espaces de Besov Bα,qp (R3).
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En dimension 2 la situation est tout autre, en effet, on tire profit du noyau

de Leray qui permet de régulariser NSE. Depuis les travaux de Jean Leray en

1933 on a obtenu peu de résultats sur l’existence et l’unicité de solutions de NSE

incompressible. Présentons alors le théorème de Jean Leray ( pour un exposé

complet des autres résultats, on peut lire Cannone (1995)) :

Théorème 2.1.1 (Jean Leray 1933). Soit U0 ∈ L2(D) un champ de vecteurs de

divergence nulle.

Alors il existe une solution de NSE, Ut,x ∈ L∞(R+, L2(D)) ∩ L2(R+, H1
0 (D)) qui

vérifie l’inégalité d’énergie

∀t ≤ 0 ‖Ut,x‖2L2(D) + 2µ

∫ t

0

‖∇Us,x‖2L2(D)ds ≤ ‖U0‖2L2(D)

Dans le cas où D ⊂ R2, alors Ut,x est unique, Ut,x ∈ C0(R+, L2(D)) et l’inégalité

d’énergie est une égalité.

Pour la dimension 2, la formulation intégrale de la solution faible de NSE est :

Ut,x = et.∆.U0,x −
∫ t

0

e(t−s)∆P.[Us,x ⊗ Us,x] ds (2.4)

où P est le projecteur de Leray sur les champs de vecteurs à divergence nulle.

Nous n’irons pas plus loin dans la présentation de NSE qui requerrait bien

plus, mais nous compléterons un peu plus loin par un exposé sur la version sto-

chastique de NSE. Néanmoins, l’écoulement de fluides même en régime turbulent

relève toujours de NSE.

La notion suivante abordée en mécanique des fluides est plus délicate, elle

concerne la moyenne d’ensemble. Avec l’idée qu’un fluide est un système dyna-

mique très chaotique, on définit la moyenne empirique d’un ensemble de réalisations

de l’expérience avec des conditions initiales et aux bords de même nature (idéalement

elles devraient être identiques). Cette moyenne empirique est qualifiée de moyenne

d’ensemble.

La moyenne d’ensemble, limite infinie, est inaccessible à l’expérience mais l’es-

poir du mécanicien est de l’approcher par une moyenne sur un ensemble fini de me-

sures temporelles, conjecturant que son système est ergodique et que sa moyenne
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empirique va converger vers la moyenne d’ensemble (cf Pope (2000)). On en repar-

lera un peu plus loin. Pour une quantité eulérienne liée au fluide Qt,x, la moyenne

d’ensemble est notée < Q >t,x ou plus simplement < Q >.

On peut interpréter cette moyenne de manière probabiliste en considérant

le système aléatoire et en définissant la moyenne d’ensemble < Q > comme

l’espérance du processus Qt,x(ω) : < Q >t,x
def
=

∫
Qt,x(ω)P(dω).

Dans les exemples d’utilisation des moyennes d’ensemble on peut citer la

définition de l’énergie cinétique moyenne E =< 1
2
U2 > et s’intéresser, toujours en

exemple, à son comportement, son transport par les tourbillons (vortex) présents

dans la turbulence, on peut lire à ce sujet Favre et al. (1976). Dans la suite du

travail on utilisera cette moyenne d’ensemble, pour définir par exemple l’énergie

de dissipation turbulente :

εt =
def 1

2
< εi,it >=def µ.

∑

i,j

<
∂(Ut,x− < U >)i

∂xj
.
∂(Ut,x− < U >)i

∂xj
> (2.5)

avec 1 ≤ i ≤ d et 1 ≤ j ≤ d, où d est la dimension de l’écoulement.

L’équation de Navier-Stokes possède une version simplifiée bien connue, l’équa-

tion de Burgers
(
∂
∂t
+Ut,x∇x

)
.Ut,x = µ.∆Ut,x que l’on munira de conditions initiales

ou aux bords similaires à celle de NSE. Cela mène à une notion de turbulence

spécifique qui a été décrite par Polyakov (1995) où il montre l’existence d’une

intermittence associée à ces écoulements sans gradient de pression.

Cette équation de Burgers est utile, car c’est en quelque sorte un prototype

de Navier-Stokes. U. Frisch (voir par exemple Frisch (1995) ) nous fait d’ailleurs

remarquer que d’expérience, les idées ou schémas numériques qui ne fonctionnent

pas sur Burgers, ne fonctionneront pas sur Navier-Stokes. En quelque sorte, si

on dispose d’une méthode pour traiter l’équation de Navier-Stokes, il peut être

judicieux de la tester d’abord sur l’équation de Burgers qui est plus simple et si

la méthode est en échec, point n’est la peine d’aller plus loin . . .

Comme on vient de le dire avec l’étude de Polyakov, il existe une théorie de la

turbulence associée à l’équation de Burgers. On pourra lire en détail le mémoire

de thèse de Jérémie Bec (2002).
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Pour le probabiliste, l’équation de Burgers est connue et a conduit à une in-

terprétation particulaire bien étudiée, Sznitman (1991) ou Méléard (1996), par

exemple, ou Funaki et Woyczynski (1998) pour une version 1D avec un lapla-

cien fractionnaire en bruit de dynamique. A la suite de ces travaux pionniers, a

été formulée une interprétation particulaire pour NSE d’abord en dimension 1

Bossy et Talay (1996b), Bossy et Talay (1996a) et Bossy et al. (1997), puis en di-

mension 2 voir Méléard (2001), puis plus récemment en dimension 3 avec Fontbona

(2006).

Ces interprétations particulaires reposent sur l’écriture en vortex de NSE. En

définissant un vortex ζt,x par le rotationnel de la vitesse, en prenant le rotation-

nel de NSE on obtient l’équation en tourbillon associée à l’écoulement du fluide

incompressible :
{

∂ζt,x
∂t

+ Ut,x.∇xζt,x = ζt,x.∇xUt,x + µ∆ζt,x dans le domaine D
ζ0,x = ζ0(x) sur ∂D

(2.6)

Cette formulation est importante pour caractériser un écoulement turbulent

à composante fortement tourbillonnaire. On note qu’à présent le terme de pres-

sion a disparu. Néanmoins pour reconstituer le champ de vitesse il faut inverser

le rotationnel et pour retrouver le terme de pression inverser l’équation de Poisson.

Nous avons volontairement omis de décrire l’état des connaissances et des

interrogations sur l’équation d’Euler valable pour la limite des fluides inviscides.

Cette absence de viscosité donne des écoulements extrèmements turbulents avec

une analyse mathématiquement plus difficile par l’absence de régularisation que

permet le terme de diffusion représenté dans l’équation de Navier-Stokes par le

Laplacien de la vitesse. Pour plus de détails on pourra néanmoins se reporter aux

travaux de L. Onsager (Onsager (1949)) ou plus récemment de J. Duchon et R.

Robert (Duchon et Robert (2000)).

Quittant un peu l’analyse au travers des EDP, la turbulence peut être aussi

décrite par des propriétés d’échelle, Bensi et al. (1996), de hiérarchie de structure

She (1997) avec des interactions entre les incréments de vitesse et l’énergie, des

cascades énergétiques Renner et al. (2002) .

Ces aspects mènent à une description multifractale de l’intermittence en turbu-

lence pleinement développée dans Frisch (1980) ou Frisch (1995), Balkovsky et al.
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(1997); Kolokolov (2000)

Mais les descriptions comportementales que l’on vient d’évoquer nécessitent

en premier lieu une analyse statistique des écoulements fluides.

2.2 Description statistique de la turbulence

Pour étudier la turbulence, et au moins la décrire, soit il faut analyser un très

grand nombre de réalisations du même écoulement pour dégager les modes propres

dominants, soit on observe les structures formées sous l’effet de la dynamique tur-

bulente. La première approche correspond à l’étude des moments, la seconde à la

description des fonctions de structure et de leur apparence multifractale.

Les équations des moments de la turbulence passent par la commutation entre

la moyenne d’ensemble et les opérateurs de dérivation. Si cette opération est

l’évidence même pour le physicien, on va tout de même penser à considérer les

quantités bornées pour assurer mathématiquement cette commutation. On sépare

alors toute quantité eulérienne Qt,x en terme moyen et fluctuation :

Qt,x =< Q >t,x +qt,x

Sir Reynolds dans les années 1880 propose de prendre la moyenne de l’équation

de Navier-Stokes et d’utiliser une décomposition des paramètres en état moyen et

fluctuation. L’équation de Navier-Stokes devient alors l’équation de Reynolds :

(
∂

∂t
+ < U >t,x ∇) < U >t,x= − ∇x < P >t,x ( Pression moyenne )

+ µ∆ < U >t,x ( Viscosité moyenne )

− ∇x < u.uT >t,x ( Tensions de Reynolds )

(2.7)

Le nouveau terme, < u, u >t,x se nomme la tension de Reynolds et est le mo-

ment d’ordre 2 des fluctuations, on peut réitérer le procédé avec une équation sur

< u.uT > mais elle fera apparâıtre des moments d’ordre 3, et ainsi de suite sans

jamais fermer. On obtient ainsi une cascade d’équations portant sur les moments.

Pour fermer le système il faut à une étape se donner un modèle phénoménologique
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pour un de ces moments (voir Degond et Lemou (2002)). Ce sont les fermetures

à l’ordre 2 ou 3 qui sont les plus fréquentes.

On peut formuler de nombreux jeux d’équation sur les moments, ou sur les ten-

sions de Reynolds, notamment en utilisant les corrélations à 2 points (cf Chassaing

(2000)). Ces ensembles d’équations aux moments sont spécifiques aux problèmes

mis en valeur, comme les théories cinétiques (lire les travaux de Degond et Lemou

sur l’application à des écoulements turbulents Degond et Lemou (2002)). Mais

tous souffrent du même défaut, on ne les ferme pas sans hypothèses supplémen-

taires, en général d’ordre empirique.

L’autre façon de décrire statistiquement la turbulence a été initiée par le

météorologiste Richardson qui, en 1922, pense aux cascades d’énergie entre les

échelles, en conjecturant des interactions entre les tourbillons de différentes tailles.

En 1926, il découvre expérimentalement une loi qui stipule que le taux d’accrois-

sement du carré de la distance entre 2 particules placées dans un écoulement

turbulent varie comme la distance entre les particules élevée à la puissance 4
3
:

∂
∂t
< l2 >∼< l2 >

2
3 . Une dizaine d’années plus tard, Kolmogorov, inspiré par

Richardson, travaille dans ce contexte.

– en 39 puis 41, Kolmogorov écrit 2 articles sur les spirales de Wiener, ancêtres

des processus autosimilaires.

– en 41, il écrit un premier texte ( mathématique ) sur les processus localement

homogènes.

Il rédige alors son célébrissime article sur la turbulence : Kolmogorov (1941).

La théorie phénoménologique qu’il énonce pour la turbulence est universellement

cotée K41. Dans sa réflexion, il considère la turbulence localement homogène et

insiste lourdement sur le rôle des incréments de vitesse (il préfère l’accroissement

du processus aux fluctuations).

On nomme incrément spatial de vitesse la quantité :

δur(x) = U(x+ r)− U(x) (2.8)

où r est un vecteur auquel on donne une direction particulière, en général soit
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tangent à l’écoulement orienté dans son sens, soit orthogonal à l’écoulement avec

une direction que l’on précise.

On définit la fonction de structure spatiale longitudinale (resp. orthogonale)

d’ordre p pour l’écoulement comme étant le moment d’ordre p de l’incrément de

vitesse longitudinal (resp. orthogonal) :

Sp =< (δu‖r)
p > ( resp. < (δu⊥r )

p > ) (2.9)

Kolmogorov base sa réflexion sur une série d’hypothèses que voici (Frisch

(1995)) :

- H1 : Pour des nombres de Reynolds infinis, toutes les symétries des équations

de Navier-Stokes, détruites par la turbulence, sont restaurées dans les statistiques

de l’écoulement.

- H2 : Sous les hypothèses de H1, la turbulence est autosimilaire :

δu(x, λr) = λhδu(x, r) en loi.

- H3 : Sous les hypothèses de H1, la turbulence a un taux moyen de dissipation

par unité de masse ε fini non nul

Kolmogorov se place dans le domaine inertiel compris entre l’échelle où les dis-

sipations thermiques prédominent et l’échelle intégrale où les grandes structures

apportent les incréments d’énergie à la cascade. Dans ce domaine inertiel, pour

Kolmogorov, l’énergie est transférée des échelles les plus grandes vers les plus pe-

tites sans perte avec un taux ε qu’il suppose constant dans tout le domaine.

Loi des deux-tiers

Dans un fluide turbulent localement homogène, à des nombres de Reynolds ten-

dant à l’infini, la fonction de structure d’ordre 2, S2(r), entre deux points distants
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de la longueur r est une puissance deux-tiers de cette distance : < (δu
‖
r)2 >=

C0ε
2/3r2/3, où C0 est une constante adimensionnelle universelle, et ε est le taux

moyen de dissipation turbulente.

La démonstration de cette loi n’utilise pas explicitement l’équation de Navier-

Stokes mais seulement ses invariances et se trouve par des considérations dimen-

sionnelles.

Loi des quatre-cinquièmes .

Dans des écoulements turbulents localement homogènes, à très grands nombres

de Reynolds, la fonction de structure d’ordre 3, S3(r), entre deux points distants

de r est < (δu
‖
r)3 >= −4

5
εr où r est comparable à la longueur d’échelle.

Des deux lois précédentes on tire une expression de l’énergie pour un nombre

d’onde κ : E(κ) = C0.ε
2/3κ−5/3.

Cette dernière loi, conséquence des précédentes, est certainement celle qui est

la plus utilisée lorsqu’on modélise la turbulence, et que l’on fait référence à un

système avec un spectre de Kolmogorov. En effet on demandera au spectre des

processus que l’on modélise d’avoir une pente en − 5
3
dans le domaine inertiel.

Rappelons ici (Lumley (1970)) que le spectre de puissance est défini comme la

transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation SXX(f) = F(RXX) =
∫

R
RXX(s) e

−2iπ.f.s ds où RXX est la fonction d’autocorrélation du processus X

et f est une fréquence. Il faut alors se prémunir des problèmes d’existence en

considérant des processus finis stationnaires et d’énergie finie et des fonctions de

corrélation intégrables.

Les lois de Kolmogorov pour la turbulence homogène localement ont subi

des critiques notamment de Landau (Frisch (1995)) mais elles sont très utiles

et récemment Flandoli et al. (2008) ont montré leur pertinence sous certaines hy-

pothèses en les déduisant de la version stochastique de NSE.
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Mais dans notre description statistique, il faut aller plus avant en décrivant le

concept d’intermittence. Les zones d’intermittences ont des comportements éner-

gétiques très différents ( Frisch (1995), Novikov (1980), Vincenzi (2003), ou encore

Chertkov et al. (1998a) ). On définira conceptuellement l’intermittence comme la

présence d’évènements transitoires de forte intensité et désorganisés. Elles seront

caractérisées par les fonctions de structures et par l’écart à la gaussienne de leur

fonction de densité de probabilité.

Pour préciser cela il faut compléter le travail sur les fonctions de structure. On

trouvera dans les travaux de Polyakov (1995) puis Yakhot (2001, 1998) la descrip-

tion des cascades entre les fonctions de structures de différents ordres (n,m).

En définissant les incréments longitudinaux δu
‖
r et orthogonaux δu⊥r , on note

Sn,m(r) = < (δu‖r)
n .(δu⊥r )

m > (2.10)

les fonctions de structure spatiales généralisées (lire Frisch (1995) ou Chassaing

(2000) ).

A partir de NSE en dimension d, après quelques manipulations algébriques

Yakhot (2001) obtient la relation :

∂S2n,0

∂r
+
d− 1

r
S2n,0 −

(d− 1)(2n− 1)

r
S2n−2,2 = (2n− 1). < δpx (δu‖r)

2n−2 >

(2.11)

où δpx est l’incrément de pression. On note que les fonctions de structure dépendent

des ordres inférieurs et des corrélations entre incréments de pression et incréments

de vitesses. Là encore la cascade d’équations ne ferme pas.

D’autres équations sur ces moments sont possibles, Yakhot montre d’ailleurs

dans son article de 98 (Yakhot (1998)) que

Sn(r) = Anr
ξn + γ.An−3

n(n− 1)(n− 2)

n+B

r3+ξn−3

3 + ξn−3 − ξn
(2.12)

où les An, γ, B sont des paramètres qui ne dépendent pas de r, et ξn est un ex-

posant d’échelle.

Cette relation est intéressante pour deux choses. D’abord en prenant n = 3,

on retrouve S3(r) = −4
5
εr + O(r3), qui est la loi des quatre-cinquièmes qu’avait
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énoncé Kolmogorov en 1941.

L’équation 2.12 fait apparâıtre des puissances de r dans les fonctions de struc-

ture d’exposant ξn. Les ξn sont eux mêmes des fonctions et signent un écoulement

intermittent. De plus leur forme rationnelle suggère la présence de processus mul-

tifractaux par lequel des cascades d’énergie particulières apparaissent (voir Frisch

(1995) ou pour les cascades multifractales Hunt et al. (1991) Chainais (2001)

Chertkov et al. (1998b, 1997); Del Sole (1999), on peut aussi lire Schertzer et al.

(2002) pour un exposé sur les champs multifractaux).

Cette idée de lois en puissance pour les fonctions de structure n’est pas mise

en défaut par l’expérience, mais les exposants d’échelle mesurés ne varient pas

linéairement avec l’ordre p. On parle de lois d’échelle anormales et l’écart à la loi

de Kolmogorov ζp = p/3 marquent la présence d’intermittence et correspondent

à des processus à queues lourdes avec des temps d’autocorrélation infinis.

On vient de présenter succinctement les différentes manières de modéliser sta-

tistiquement la turbulence, nous allons maintenant évoquer la modélisation du

comportement du fluide turbulent à travers différentes méthodes.

2.3 Simulations numériques déterministes d’écou-

lements turbulents

Nous allons évoquer tout d’abord les modélisations déterministes de la turbu-

lence à des fins de simulations. Il en existe de plusieurs sortes, chacune utilisant

un aspect de nos connaissances sur la turbulence.

Nous démarrons avec la plus naturelle des méthodes, la Simulation Numérique

Directe (DNS) (voir la description dans Pope (2000)). Cette technique est la

manière la plus précise d’étudier numériquement un fluide turbulent. Dans ce

cadre, le champ de vitesse Eulérienne est directement résolu par l’équation de

Navier-Stokes, et il n’y a aucun moyennage d’effectué, ou de modélisation de la
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turbulence d’utilisée. Seules les erreurs dues aux schémas numériques dégradent

la solution. La DNS est l’approche la plus directe pour simuler les écoulements

fluides, mais c’est de loin la plus coûteuse en temps de calcul et en complexité.

Dans ce cas, le domaine de calcul doit être assez grand pour ne pas avoir d’effet de

bord, et le maillage serré pour prendre en compte les phénomènes les plus fins. Uti-

lisant la théorie de l’information, l’échelle la plus grande permise par le domaine

(correspondant à la longueur d’onde de Rayleigh), et la taille du maillage fourni le

nombre de Reynolds de l’écoulement (longueur d’onde de Shannon, lire Shannon

(1948) ou les conséquences du theorème 4.4.1). Par la lourdeur du procédé, la DNS

est utile pour étudier certains écoulements académiques, mais n’est pas adaptée

pour la simulation opérationnelle.

La seconde méthode est la LES (Large Eddy Simulation Chassaing (2000);

Pope (2000)). C’est une méthode utilisant 2 techniques. Les échelles les plus

grandes sont résolues par une équation de Navier-Stokes, et l’influence des plus

petites structures est fournie par un modèle empirique forcé par l’écoulement prin-

cipal. La séparation opère un filtrage. La LES est à rapprocher d’une troisième

méthode dite RANS (Reynolds Average Navier-Stokes) mais la LES est plus

proche de la DNS dans son esprit. Dans la méthode RANS les petites struc-

tures de la turbulence sont couplées sans tenir compte du maillage alors que dans

la méthode LES, ce sont les résultats sur la grille qui paramètrent le modèle

sous-grille. La méthode RANS a tendance à amortir les plus petites échelles du

mouvement quelle que soit la taille du maillage, alors que dans la LES c’est la

taille de la grille qui définit l’atténuation. Donc plus une grille est fine, moins il y

a d’atténuation des petites structures et plus on se rapproche de la DNS.

Il existe un nombre important de modèles pour calculer des écoulements tur-

bulents dans des environnements complexes, mais à la fois la DNS et la LES sont

trop coûteuses dans les applications d’ingénierie. Du fait de ces problèmes de coûts

numériques rédhibitoires, très souvent on utilise l’approche RANS avec un modèle

de turbulence k − ε avec des schémas de fermeture. Le modèle en k − ε est com-

posé de 2 équations qui fournissent l’énergie cinétique turbulente k, et le taux de

dissipation turbulente ε (Chassaing (2000); Pope (2000))

Pour établir le modèle en k−ε, on utilise l’équation de Reynolds incompressible

(2.7) sur les quantités moyennées, que l’on appelle aussi RANS, et on applique
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une modélisation ( empirique ) particulière des tensions de Reynolds pour avoir
{

∂kt,x
∂t

+ < U >t,x .∇xkt,x −∇x.(Dk∇xkt,x) + γkkt,x = Fk
∂εt,x
∂t

+ < U >t,x .∇xεt,x −∇x.(Dε∇xεt,x) + γεεt,x = Fε
(2.13)

Les Dk, Dε, γk, γε, Fk et Fε sont des fonctions de k et ε.

Dernière famille de méthodes présentée ici, les méthodes spectrales (Chassaing

(2000); Pope (2000)) sont d’autres types de technique, où le passage en espace de

Fourier permet certaines simplifications de calcul notamment lorsque le domaine

est périodique comme un cylindre, un tore ou la sphère. Le travail dans l’es-

pace de Fourier permet de mieux traiter les modes présents dans la simulation,

notamment en respectant les cascades d’énergie, l’approche spectrale permet un

traitement simple des corrélations (c’est une approche 2 points). Cette méthode

permet alors d’accéder à toutes les échelles de la turbulence ainsi qu’à la géométrie

des structures contribuant à l’écoulement. Qui plus est, en transformant les EDP

par Fourier, on remplace les opérateurs de dérivation (numériquement approchés)

par des opérations polynomiales (exactes). Comme pour la DNS, son problème

essentiel tient dans un coût non négligeable de calculs.

Toutes les méthodes que l’on vient de présenter souffrent du même défaut, elles

nécessitent des équations supplémentaires pour fermer les systèmes. Ce problème

est intrinsèquement due aux non-linéarités présentes dans les équations d’évolution

des fluides. Chacun des modèles fait apparâıtre plus d’inconnues que d’équations.

Il faut alors trouver des équations additionnelles pour fermer algébriquement

le système, ou bien il faut chercher des hypothèses physiques simplificatrices

fondées sur l’expérience. Les équations complémentaires sont souvent empiriques

et donnent de manière explicite le paramètre par lequel on veut faire la fermeture

( voir Chassaing (2000); Frisch (1995) ). Par exemple dans la méthode LES avec

le modèle grande échelle résolvant le système k − ε, on adjoint un modèle bulle

plus simple pour fermer. Pour ce qui est des modèles statistiques, en général la

fermeture se fait pour le moment à l’ordre deux Chassaing (2000); Pope (2000).

2.4 Modélisations probabilistes de la turbulence

Depuis 10 ans des développements substantiels ont été réalisés dans l’étude

probabiliste des fluides nous allons rapidement les passer en revue. Deux voies
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ont été explorées : soit l’écriture et l’étude d’une version stochastique de NSE

(voir Debussche et Odasso (2006)), soit la représentation des solutions de NSE en

processus aléatoire ( voir Fontbona (2006) ). Ces travaux nous permettent main-

tenant de parler de modélisations stochastiques des champs Eulériens turbulents

en dimension 2 et 3 Mikulevicius et Rozovskii (2004). L’étude des représentations

de NSE ou de SNSE a profité des avancées faites sur l’étude des systèmes infi-

nidimensionnels (la littérature est nombreuse, on peut lire par exemple les tra-

vaux de DaPrato et de ses différents collaborateurs Da Prato et Zabczyk (1992,

2003) ou bien Krylov et al. (1999) ) et sur l’approche particulaire des équations

aux dérivées partielles stochastiques (SPDE) (comme par exemple, parmi tant

d’autres, Kurtz et Xiong (1999)).

La représentation probabiliste des EDP est décrite dans Revuz et Yor (1990)

ou Ethier et Kurtz (1986). Elle permet d’associer à une EDP un processus stochas-

tique et/ou une équation différentielle stochastique (SDE) qui, lorsque la solution

n’est pas explicite, permet de trouver une solution approchée de type particulaire.

Pour revenir aux fluides, dans Menaldi et Sritharan (2002), les auteurs prouvent

pour la dimension 2 l’existence et l’unicité de solutions fortes qui dépendent tra-

jectoriellement du problème de martingale associé à l’équation de Navier-Stokes

en l’écrivant au sens faible comme une équation de Itô :

{

d(Ut,x, v) + (AUt,x +B(Ut,x, v))dt =
∑

k(gk(t, x), v)dwk,t
(U0,x, v) = (U0(x), v)

(2.14)

pour tout t ∈ [0, T ], x ∈ D et v ∈ V, où V =
{
v : D → Rd, v ∈ H1

0 (D)div(v) = 0
}
,

avec Av = −PV∆v, B(v) = PV(v.∇v) et PV est le projecteur orthogonal de L2(D)
dans (V ) (projecteur de Hodge-Leray) et pour terminer, wk,t est un brownien

cylindrique.

Pour NSE en dimension 3, dans Busnello et al. (2005) on trouvera une représen-

tation stochastique pour NSE en formulation vorticité et l’auteur donne un théo-

rème d’existence et d’unicité locale. Plus récemment Fontbona (2006) toujours

pour une représentation stochastique en formulation vorticité donne l’approche

particulaire correspondante. En outre Busnello montre la convergence de la métho-

de stochastique du vortex en la considérant comme une extension des modèles de

type McKean-Vlasov (voir Bossy (2005)) et prouve la convergence de son ap-

proche particulaire. Il exprime la solution en terme de flot de vortex stochastique

et s’approche de la modélisation Lagrangienne dont nous parlons au chapitre 3

dans une description plus physique ( on peut lire aussi Mikulevicius et Rozovskii
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(2004) pour une description du flot stochastique de SNSE en dimension 2). Avant

Fontbona et Busnello, LeJan et Sznitman ont exploré les cascades énergétiques de

NSE-3D Le Jan et Sznitman (1997), Sylvie Méléard (Méléard (2001)) avait réalisé

le même travail, mais en dimension 2, en étudiant la SDE

Xt = X0 +
√

2µBt +

∫ t

0

K ∗ P̃s(Xs)ds (2.15)

où X0 est une variable aléatoire de loi P0, Xt ∈ C(R,R2) pour t > 0, K est le

noyau de Biot-Savart K(x) = 1
2π

1
‖x‖(−x2, x1), x ∈ R2, et Ps est la loi de Xs et

P̃(Xs)ds = EP[
�
dXs(Xt)h(X0)] et h est la densité de P0 par rapport à la mesure

de Lebesgue.

On l’a évoqué au début de cette section, l’autre angle d’attaque est l’étude

de l’équation de Navier-Stokes Stochastique (SNSE) qui correspond à l’ajout d’un

bruit, souvent la dérivée en temps au sens de Malliavin d’un mouvement Brownien

Wt, sur NSE classique :

( ∂

∂t
+ Ut,x∇x

)
.Ut,x = −∇xpt,x + µ.∆Ut,x+

·
Wt (2.16)

En écrivant ce système on compte sur le bruit blanc additionnel, même en

étant faible, pour régulariser l’équation de Navier-Stokes et ainsi prévenir l’irrup-

tion de singularités.

Pour la dimension 2, Mikulevicius et Rozovskii (2001) nous ont fourni un

théorème de propagation du chaos pour le système de particules approchant SNSE.

Hairer et al. (2004) ont exploré quant à eux le calcul de Malliavin sur les flots sto-

chastiques du fluide bidimensionnel.

Depuis ces travaux précurseurs, les probabilistes ont obtenu un certain nombre

de résultats comme l’existence de solutions Markov, Debussche et Odasso (2006),

pour les écoulements tridimensionnels :

Théorème 2.4.1 (Debussche et Odasso 2006). Pour l’équation de Navier-Stokes

incompressible dans un domaine D de R3 avec des conditions de Dirichlet au bord

∂D et une condition initiale fournie, écrite sous forme de l’EDS

{

dUt,x = (AUt,x +B(Ut,x))dt+ φ(Ut,x)dWt

U0,x = U0(x)
(2.17)
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Il existe une famille de martingales (Ωx,Fx,Px, U(·, x))x∈D solutions Markoviennes

de 2.17. De plus le semi-groupe de transition (Pt)t≤0 du processus de Markov so-

lution est stochastiquement continu.

Les auteurs donnent ensuite des propriétés ergodiques du processus solution.

Auparavant en dimension 3, Flandoli et Romito (2007) avaient étudié la régula-

rité du semi-groupe des solutions par rapport aux conditions initiales, Romito

(2006) avait montré l’existence du problème de martingale et de solution faible

stationnaire pour NSE-3D, Da Prato et Debussche (2003) nous avaient donné des

conditions d’ergodicité par une approximation de type Galerkin, Flandoli et Romito

(2002) avaient analysé les singularités qui doivent être un ensemble vide avec une

probabilité 1 pour les solutions statistiquement stationnaires. Plus récemment,

Basson (2008) nous montre l’existence de solutions spatialement homogènes pour

les écoulements dans R3, c’est-à-dire distribuées selon la loi invariante. Dans un

autre registre, Swiech (2006) a étudié les grandes déviations pour les solutions de

SNSE ou Amirdjanova et Xiong (2006) pour les grandes déviations en dimension

2 pour NSE en formulation vorticité.

On le constate ces dernières années, les progrès sur la connaissance des équations

de Navier-Stokes en tant que processus stochastique ou sur les versions stochas-

tiques de NSE ont été conséquents et ont permis d’avoir des résultats probants.

Néanmoins, pour restituer des champs de vitesses du fluide, il perdure le

problème de fermeture inhérents aux équations non-linéaires.

Une nouvelle solution pour fermer le système va être proposée, elle utilise les

données de l’observation d’un fluide. Cette solution que l’on va détailler au cha-

pitre 8 a été utilisée en parallèle pour le suivi de vortex en 2d sur séquence d’image

par Anne Cuzol (2006).

Comme l’a fait remarquer Richard Feynman en 1979, l’étude des écoulements

turbulents est encore dans une phase de conceptualisation, et après 2 siècles nous

n’avons pas de théorie complète permettant de prévoir l’évolution de tous les

fluides. Des courants de pensée sont présents avec leurs points de vue et leur
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recettes pertinentes, mais il n’y a pour le moment pas d’unité, d’où l’interroga-

tion de ce début de chapitre, nous posons-nous la bonne question concernant la

turbulence ?

C’est dans ce contexte que l’on va essayer de présenter des techniques de

modélisation Lagrangiennes pour le mouvement de particules sans inertie placées

dans la turbulence. Ces techniques reposent sur les travaux de S.B. Pope ( voir

l’article de revue de Pope (1994a) ) pour la simulation des suies dans la combus-

tion.



Chapitre 3

Modèles Lagrangiens

stochastiques de Pope

Dans le chapitre précédent nous avons présenté succinctement les modélisations

statistiques de la turbulence, amenant d’un coté les lois de Kolmogorov pour

la turbulence homogène localement ou multifractales pour l’intermittence, et de

l’autre les modèles Eulériens déterministes ou stochastiques. Nous allons décrire

maintenant une autre forme de modélisation, celle qui prend le point de vue de

l’élément fluide se faisant transporter par un flot. Ces modèles sont appelés La-

grangiens. La particule fluide peut se définir comme un volume (déformable) non

vide de matière pour lequel les paramètres thermodynamiques (température, pres-

sion, densité, composés chimiques, . . .) sont constants ou homogènes. Elle subit

donc l’influence d’un milieu aléatoire qui conditionne son évolution. Il est donc

naturel de penser que la description Lagrangienne de l’évolution de la vitesse d’un

élément fluide va nécessiter la connaissance du champ Eulérien ou au minimum

de paramètres aléatoires issus de ce champ. C’est cette combinaison d’Eulérien et

de Lagrangien sous forme d’une marche aléatoire en milieu aléatoire (Varadhan

(2004)) qui constitue un Modèle Lagrangien Stochastique (SLM) pour la turbu-

lence.

Pour introduire les modèles Lagrangiens, dans un registre probabiliste, intéres-

sons-nous rapidement à l’article de Mikulevicius et Rozovskii (2004) qui est plein

d’enseignements. Les auteurs considèrent pour t > 0 le flot Lagrangien X(t,X0)

(positions prises par une particule placée dans un fluide) partant du point X0 à

l’instant initial t = 0. A la formulation classique et déterministe, où l’on peut écrire

∂tX(t,X0) = Ut,X(t,X0), avec X(0, X0) = X0, ils préfèrent un système dynamique
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stochastique avec un terme de diffusion turbulente supplémentaire et écrivent son

équation d’évolution dans (Ω,F ,P), espace de probabilité complet :

{

dX(t,X0) = Ut,X(t,X0) dt+ σt,X(t,X0) ◦ dWt

X(0, X0) = X0

(3.1)

où la fonction (t, x) → Ut,x est la solution d’une équation de Navier-Stokes dans

Rd, σt,x est fourni par le champ de vitesse Eulérien et Wt est un mouvement

Brownien cylindrique dans un Hilbert H (◦ symbolise l’intégration au sens de

Stratonovitch) .

Partant de 3.1 par dérivation pour obtenir une équation sur l’accélération, puis

en intégrant contre une fonction test ϕ ∈ C∞0 (R) on obtient

∫

ϕ(t) F (t,X(t,X0)) dt = −
∫

ϕ′(t) σt,X(t,X0) ◦ dWt +

∫

ϕ(t) dUt,X(t,X0) (3.2)

où F (t, x) est la force totale appliquée à l’élément fluide, en se rappelant la loi de

Newton qui exprime que

dUt,X(t,X0)

dt
= F (t,X(t,X0)) (3.3)

Par une formule d’Itô et après quelques manipulations les auteurs obtiennent

pour Ut,x l’équation :

dUt,x = [−U j
t,x.∂xjUt,x + f ].dt+ [g(t, x)− σptx.∂xpUt,x] ◦ dWt (3.4)

U0,x = U0(x)

où f : Ω × [0,∞) × Rd → Rd et g : Ω × [0,∞) × Rd → Hd sont des fonctions

FW
t -adaptées.

En prenant des cas particuliers bien choisis pour f et g, ils déduisent de cette

dernière équation 3.4 diverses formes de NSE, dont ils obtiennent, en dimension

2, un théorème d’existence globale de la solution (ainsi que son lot de problèmes

de fermeture).

Leur approche est intéressante (pour ne pas dire naturelle pour un probabi-

liste) mais elle ne permet pas de donner un modèle pour la vitesse Lagrangienne

Vt = Ut,X(t,X0) sans avoir sous la main le champ Eulérien complètement résolu. La
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modélisation Lagrangienne est le modèle le plus fin (celui de l’élément fluide) et

a besoin de la connaissance du milieu à cette même échelle pour être pertinent.

Si les champs Eulériens sont connus à des échelles plus grossières (i-e sur les

mailles d’un modèle résolvant le système de Navier-Stokes), alors la formulation

donnée par Mikulevicius et Rozovskii (2004) dans l’équation 3.1 perd de sa per-

tinence, et il faut un modèle prenant en compte la structure grande échelle pour

faire avancer des particules dans les plus petites structures. C’est ce que se pro-

posent de donner les modèles stochastiques Lagrangiens de S.B. Pope, que la

prochaine section détaille. On éclate alors le champs en composantes de grandes

échelles lentes et déterministes fournis par les moyennes d’ensemble de l’équation

de Navier-Stokes ( équation de Reynolds ) et en composantes de petites échelles

rapides et aléatoires données par la marche aléatoire.

3.1 Formulation du modèle Lagrangien

Nous allons dans cette section montrer comment le physicien conçoit ses mo-

dèles Lagrangiens en nous attachant à ceux élaborés par S.B. Pope, avant tout

conçus pour des problèmes de modélisations du mouvement de particules fines

lors de combustions.

S.B. Pope est sans conteste celui qui a exploré le plus ce domaine. On peut

lire la première description complète de ces techniques dans Pope (1985), une

revue rapide dans Pope (1994a) ou son livre Pope (2000) fruit d’un travail de 2

décennies, ou pour terminer son article de 2002 avec une description plus moderne

en terme d’opérateur Pope (2002b).

Néanmoins il existe de nombreuses formulations Lagrangiennes pour les fluides.

On vient de parler de Mikulevicius et Rozovskii (2004), mais on peut mettre à

profit la lecture Heppe (1998) ou E et Vanden Eijnden (2000) ou Olla et Paradisi

(2004) et toutes reposent sur l’analyse des forces agissant sur les volumes élémen-

taires et sur le bilan de ces forces qui forme une équation dite de Langevin (ajout

d’une force aléatoire à la loi de Newton visée au dessus).

On a évoqué la décomposition en structures Lagrangiennes aléatoires rapides

et en phénomènes Eulériens de grandes échelles déterministes lents. On définit

alors un temps caractéristique Lagrangien TL. L’équation de Langevin pour un
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élément fluide porte sur la vitesse Lagrangienne et s’écrit alors

dVt = −Vt
dt

TL
+ (

2σ2

TL
)
1
2dWt (3.5)

où σ est une constante, Wt est le mouvement Brownien standard. Le temps La-

grangien TL peut être également vu comme le temps d’autocorrélation de la vi-

tesse Lagrangienne : pour s > 0, la fonction d’autocorrélation s’écrit Γ(s) =

E(Vt.Vt+s) = σ2 exp(−s/TL) et nous avons
∫∞
0

exp(−s/TL)ds = TL.

Le processus stochastique associé à l’équation de Langevin 3.5 est bien connu

et décrit sous toutes ses coutures, il s’agit du processus d’Ornstein-Uhlenbeck dont

nous ne rappelons pas les propriétés (voir par exemple Karatzas et Shreve (1998)).

Pour élaborer notre modèle Lagrangien pour la turbulence, il nous faut alors :

– Trouver le temps caractéristique TL pour un fluide turbulent avec les pro-

priétés requises.

– Ecrire le modèle pour qu’il soit compatible avec l’équation de Navier-Stokes.

Plus précisément, comme on l’a décrit au dessus, on veut un modèle qui

respecte les grandes échelles données par NSE, donc ce sera l’équation de

Reynolds qui nous servira à la construction.

– Etre consistent avec les lois de Kolmogorov K41 sur la turbulence que l’on

a énoncé plus haut.

Cette construction se fait très formellement utilisant le sens physique pour

simplifier certaines équations et usant de modèles empiriques quand il le faut. Il

ne s’agit pas ici de prouver l’existence ou donner une démonstration des liens entre

les équations, juste de rapporter la logique propre au physicien, en l’occurrence

S.B. Pope, pour bâtir ses modèles (voir Pope (1994a, 2000)).

Néanmoins pour donner un sens à l’équation de Reynolds, nous allons suppo-

ser que toutes les quantités des équations à venir Qt,x sont bornées.

Réécrivons l’équation de Reynolds pour le champ Eulérien Ut,x (Afin d’alléger

les notations, nous omettons les indices (t, x) sur les variables Eulériennes et l’in-

dice d’espace x sur les gradients ∇) :

∂

∂t
< U >t,x + < U >t,x ∇x < U >t,x= ∇x < p > −µ∆ < U >t,x −divR (2.7)
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où R est le tenseur de Reynolds, R =< ut,xut,x >t,x avec ut,x = Ut,x− < U >t,x. A

l’échelle Lagrangienne la diffusion grande échelle est considérée comme négligeable

donc on pose µ∆ < U >t,x= 0. On introduit la dérivée Lagrangienne en écrivant :

D

Dt
< U >t,x

def
=

[ ∂

∂t
+ Ut,x.∇x

]
< U >t,x

=
[
Ut,x− < U >t,x

]

︸ ︷︷ ︸

u′t,x

∇x < U >t,x −∇x < p >t,x −div(R)

(3.6)

où u′t,x est la fluctuation autour de la moyenne locale < U >t,x et u′t,x.∇ < U >t,x

est le transport de la moyenne locale par la fluctuation.

Par des manipulations élémentaires, formellement, on écrit alors une équation

d’évolution ‘symétrique’ pour la fluctuation u′t,x :

D

Dt
u′t,x = −∇x < p >t,x +µ∆u

′
t,x − u′t,x∇x < U >t,x +divR (3.7)

Le terme −∇x < p >t,x +µ∆u′t,x est de dynamique très rapide et est très

difficile à appréhender. On lui donne alors un modèle aléatoire empirique :

(−∇x < p >t,x +µ∆u
′
t,x).dt = Giju′t,xdt+ σ dWt (3.8)

où Gij et σ sont des tenseurs qu’il faudra décrire par la suite pour remplir le cahier

des charges (compatibilité avec NSE et K41).

On peut alors sommer les équations 3.6 et 3.7 et former un modèle Lagran-

gien générique pour la vitesse Ut,x. Pour que cette description soit effectivement

Lagrangienne il faut lui adjoindre une équation sur l’évolution de la position

(dXt = Ut,Xt .dt) et considérer Vt la vitesse en Xt partant du point X0 = x0
et de la vitesse initiale V0 = v0. Dans les notations relatives aux équations La-

grangiennes nous allons omettre l’indice de temps et d’espace sur les moyennes

Eulériennes, sous-entendant qu’elles sont prises au temps considéré au point où se

trouve cette particule.






dXt = Vt dt

dVt = −∇x < p > dt− Gij[Vt− < V >] dt+ σ dWt

V0 = v0
X0 = x0

(3.9)
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La première loi de Kolmogorov, loi des deux-tiers 2.2, peut s’exprimer en

terme de fonction de structure temporelle. En écrivant le moment d’ordre 2 de

l’incrément temporel de vitesse, D2(s) =< [Ut+s,x − Ut,x]
2 >, K41 stipule que

D2(s) = C0.ε.s, où C0 > 0 est la constante de Kolmogorov (Il s’agit là d’un abus

que l’on commentera peu après). On utilise cette dernière expression pour donner

une forme à σ qui satisfasse à la loi des deux-tiers et qui soit valable pour la

turbulence homogène isotrope :

σ =
√

C0.εt (3.10)

Le taux de dissipation εt est pris comme la moyenne Eulérienne de la pseudo-

dissipation (trace du tenseur de dissipation) prise au temps t au point Xt définie

par εt =
1
2
< εi,i >t,Xt

On cherche à donner une expression au temps Lagrangien TL. Prenant le

modèle de Langevin 3.5, on trouve 1
TL

= C0.εt
2.u′t

2 . Dans cette expression la valeur

de u′t
2 nous fait défaut. Utilisant le modèle Lagrangien générique 3.9,

dVt = −∇x < p > dt−Gij[Vt− < V >] dt+
√
C0.εt dWt, on se place à un instant

t > 0, on note vt = Vt− < V > et on écrit, toujours de manière formelle, une

équation générale d’évolution pour les tensions de Reynolds :

d

dt
< vkvl >= Pkl + Gki < vivl > +Gli < vivk > +C0.εt.δkl (3.11)

où Pkl est le tenseur de production de la turbulence donné par

Pkl = − < vivk >
∂ < Vl >

∂xi
− < vivl >

∂ < Vk >

∂xi
(3.12)

C’est l’équation générale pour les tensions de Reynolds 3.11 qui va être parti-

cularisée pour donner différents modèles de turbulence, par exemple dans les cas

inhomogènes anisotropes, et déduire différents tenseur Gij. Pour le cas simple de

la turbulence homogène isotrope, en définissant le tenseur d’anisotropie bij par

bij =< vivj > / < vlvl > −
1

3
δij (3.13)

il existe un modèle comportementale empirique pour les tensions de Reynolds

formulé par Rotta en 1951 :

d

dt
< vkvl >= Pkl − (2 + 3.C0)εtbkl −

2

3
εt.δkl (3.14)

Pour notre modèle Lagrangien donc, on utilise cette équation de Rotta (lire

Pope (1994a)) avec son terme de rappel à l’isotropie (terme d’isotropisation) pour
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déduire G = (1
2
+ 3

4
C0)

εt
kt

où kt =
1
2
< v2t >= Gi,i pour tout i ∈ [1, d].

Dans notre étude (nous justifierons ce choix au chapitre 8), nous ne considérerons

que ce modèle Lagrangien simplifié (SLM) :






dXt = Vt dt

dVt = −∇x < p > dt− (1
2
+ 3

4
C0)

εt
kt

[Vt− < V >] dt+
√
C0.εt dWt

V0 = v0
X0 = x0

(3.15)

où εt et kt ont été définis précédemment.

On notera que lorsque kt =
1
2
< v2t > est nul, alors vt disparâıt et il n’y a pas

de turbulence, on sort donc du domaine d’utilisation de ce modèle. Pour kt → 0+

alors le rapport εt
kt
→∞, le temps Lagrangien TL → 0 et la turbulence est molle.

Le temps Lagrangien TL pour le modèle Lagrangien simplifié s’exprime par :

TL =
4

2 + 3.C0

kt
εt

(3.16)

Le paramètre εt note le taux de turbulence, quand ce terme grandit l’agitation

turbulente augmente. Inversement si εt → 0 on devient laminaire et à l’annulation

le modèle n’a plus de sens.

On reverra ces faits dans le chapitre 8 avec les limites naturelles du modèle

Lagrangien discrétisé, conditionné et localisé que l’on utilisera dans le filtrage des

mesures de vitesses d’un fluide turbulent.

Quoiqu’il en soit, nous avons effectivement déduit un modèle Lagrangien, utili-

sant la structure de grande échelle du fluide, mais de ce fait il n’est pas fermé. Les

2 termes −∇x < p > et εt sont extérieurs au modèle et traduisent l’influence du

milieu aléatoire. On notera qu’il existe un modèle de diffusion pour les gradients

de pression dans la turbulence Girimaji et Pope (1990) que l’on utilisera pas.

On peut porter quelques commentaires sur la constante de Kolmogorov C0.

Par simplification nous avons identifié la constante du modèle Lagrangien avec la



Chapitre 3. Modèles Lagrangiens stochastiques de Pope 52

constante de Kolmogorov. En fait l’égalité entre ces 2 constantes est une question

qui fait débat et n’est pas encore tranchée. Déjà dans l’esprit d’A.N. Kolmogorov

il s’agit d’une constante, mais pour rendre compte de l’intermittence, notamment,

cette constante ne peut être que locale. En fait elle doit dépendre de l’écoulement

et la résolution à laquelle on le regarde. D’après des essais numériques réalisés

par Pope, Yeung et Sawford (Pope (2002a)), par exemple, dans le cas du modèle

simplifié SLM, on peut prendre C0 = 2.1. On peut lire également l’article de Heinz

(2002), qui décrit expérimentalement en utilisant des simulations DNS les varia-

tions de la constante de Kolmogorov en fonction de la modélisation choisie, et du

nombre de Reynolds.

On notera que par construction les modèles de type SLM respectent les lois de

Kolmogorov pour la turbulence homogène. Notamment, le spectre de puissance

associé à Vt aura une pente en −5/3 répondant ainsi à la seconde loi de K41.

Ceci est particulièrement intéressant lorsqu’on cherche par la modélisation La-

grangienne à restituer des quantités énergétiques correspondant à cette gamme de

turbulence, par exemple en modélisation LES ou RANS.

Les modèles dont on vient de parler sont valables localement, et sont dénommés

modèles 1 point. On peut en déduire des modèles 2 points, qui vont décrire la

dispersion d’élément fluide Pope (1983). Sensiblement, ils auront les mêmes ca-

ractéristiques dynamiques, et sont générés directement par l’équation sur les fluc-

tuations ( voir Thomson (1986a,b, 1990), ou plus récemment Das et Durbin (2005)

pour la turbulence stratifiée en 3D).

Pope (1981) ou Haworth et Pope (1987) entre-autres se sont intéressés à la

modélisation de la pdf associée au flot des modèles Lagrangiens pour différents

types de turbulence ou même dans le cas d’écoulements autosimilaires. Mais ils

n’ont jamais abordé les problèmes de définition et d’existence de ces fonctions de

distribution.

S.B. Pope a décrit en 1995 pour une intégration numérique l’utilisation de

particules en interaction pour modéliser la dynamique Lagrangienne (nous repren-

drons cela en détail au chapitre 8). Pope estime alors l’erreur de la modélisation

particulaire avec une majoration en 1√
N

où N est le nombre de particules Pope

(1995). L’estimation qu’il donne est indépendante du temps, ne tient pas compte
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de la discrétisation de l’équation continue. Il conviendrait d’être un peu plus précis

à ce sujet et nous évoquerons donc cela dans le chapitre 8.

Apportons pour le moment un complément pour les flots de turbulence inho-

mogènes. Il existe des modèles de Langevin généralisés décrit dans Haworth et Pope

(1986), ou plus tard dans Van Slooten et Pope (1997). Ces modèles sont nécessaires

dans certains écoulement et à certaines échelles lorsque se révèlent des structures

dans la turbulence. On est alors amené à définir une quantité, la fréquence de tur-

bulence Ω = ε
k
et pour fermer le système il est nécessaire d’ajouter une équation sur

Ω ou sur les spectres d’énergie (voir Fox (1997) ou Fox (1999)). Les méthodes dans

ce cas doivent à la fois résoudre une équation portant sur la vitesse et sur le terme

de dissipation d’énergie (voir Pope et Chen (1990) ou Chevillard et al. (2003), ou

pour une application Pope (1991) ou Van Slooten et Pope (1997); Slooten et al.

(1998)). Mais les équations sur Ω sont compliquées et difficiles à manipuler, et les

modèles empiriques présentés par les physiciens pas forcément convaincants.

Plus récemment Pope avec le modèle Lagrangien généralisé a déduit un modèle

pour l’accélération (Pope (2002a)). Pour ces modèles comme pour ceux sur la vi-

tesse, on a des problèmes de fermeture, notamment au second ordre Pope (1994b).

On rentre alors dans le domaine des difficultés intrinsèques aux méthodes numériques

de résolution d’écoulements fluides.

3.2 Techniques Lagrangiennes en simulation des

flots turbulents

Les liens entre les modélisations Lagrangiennes et modélisations directes se

font dans les deux sens (Sawford et Yeung (2001)) à la fois pour de la validation

et pour de l’aide à la paramétrisation des petites échelles.

Il est nécessaire de valider les modèles Lagrangiens par des expériences numériques

de « terrain ». Le plus pertinent est de les confronter à la réalité. Mais on se trouver

face à des difficultés de 2 natures :

– les mesures faites lors d’expériences physiques n’ont pas la finesse requise

pour permettre d’obtenir des valeurs fiables des constantes, ou comportent
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des niveaux de bruits trop importants pour une exploitation à haute cadence.

C’est le cas lorsqu’on cherche à estimer des constantes.

– il est crucial, pour pouvoir valider un modèle Lagrangien, de suivre des

particules placées dans un flot turbulent et de leur mouvement déduire les

caractéristiques de l’écoulement. Ce suivi physique dans un fluide turbulent

voir fortement turbulent et de manière inhomogène est extrêmement délicat.

Pour palier ces difficultés expérimentales, on use alors de modélisations di-

rectes des écoulements de type DNS pour valider les modèles et/ou de confir-

mer des paramétrisations prises pour élaborer les modèles Lagrangiens (on peut

lire Sawford et Yeung (2001), Fox (1999) ou Malik et Vassilicos (1999) ou plus

récemment Laval et al. (2003)). Pour se faire, on est amené à utiliser un certain

nombre de cas test pour lesquels la résolution numérique est portée à son maxi-

mum, avec une paramétrisation physique la plus fine, pour rendre compte des

échelles les plus petites. C’est un travail lourd mais indispensable. Concernant le

suivi de particules, on peut retourner le problème. En effet le sujet du suivi de

particules reste délicat et les techniques Lagrangiennes peuvent être utilisées pour

suivre des éléments fluides dans des simulations DNS Yeung et Pope (1988). On

peut les voir aussi comme technique d’étude du transport de composants passifs

dans un fluide turbulent (lire par exemple Sawford et Yeung (2003) ou Fox (1997)).

Nous l’avons mentionné à plusieurs reprises, toutes les méthodes de simulation

sont en butte à des problèmes de fermeture et de paramétrisation de la dyna-

mique des petites échelles. C’est plus particulièrement le cas pour les méthodes

LES qui peuvent tirer profit de l’utilisation des méthodes Lagrangiennes pour

paramétrer l’apport énergétique ou dynamique des structures sous-maille sur les

grandes échelles ( lire Gicquel et al. (2002) ou Sheikhi et al. (2003) ou encore

Wang et al. (2004)). Dans ce cas la résolution particulaire s’effectue dans une

maille considérée comme une cellule contenant un certain nombre de particules

qui bougent avec une dynamique de grande échelle donnée par le solveur pour cette

maille (voir Xu et Pope (1997b)). Ce type de technique a été testé numériquement

et montre que les erreurs décroissent linéairement avec le nombre de particules et

avec le raffinement de la grille (dans une série de travaux sur ce thème Xu et Pope

(1997b) ou Xu et Pope (1997a) et finalement Xu et Pope (1999)).

Dans le même registre de méthode numérique, on citera les travaux en cours

conjointement à l’INRIA de Sophia-Antipolis et à l’ADEME pour la prévision

de vent atmosphériques locaux en utilisant des modèles de résolution différentes
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embôıtés avec pour les structures les plus fines des modèles Lagrangiens généralisés.

Les premiers résultats de faisabilité et l’approche théorique qui en est faite semblent

prometteurs, en attendant que sortent des résultats numériques sur lesquels on

pourra juger définitivement de l’intérêt des modèles Lagrangiens en météorologie,

on peut penser qu’il y aura là un fort potentiel à exploiter. La notion d’acquisition

d’un champ multidimensionnel le long d’un chemin que l’on a développé au cha-

pitre 7 va permettre d’amener une modélisation probabiliste du flot du système

dynamique passant par un point de grille qui pourra être utile à ces techniques

de modélisation utilisant des descriptions Lagrangiennes.

La turbulence étant décrite au moins dans ses grandes lignes nous examine-

rons le cas particulier de la turbulence atmosphériques et des méthodes de me-

sures et de traitement du signal actuellement en vigeur dans la communauté des

météorologistes.



Chapitre 4

Mesures et traitement du signal

en Micro-Météorologie

Après avoir parlé du phénomène de la turbulence dans son ensemble, ce cha-

pitre va permettre de dégager les points importants qui caractérisent la turbulence

atmosphérique.

Dans l’atmosphère, de manière plus aigüe que dans le laboratoire, la notion

d’échelle est primordiale. Il faut d’abord s’entendre sur le sens que peut avoir le

terme turbulence dans l’atmosphère. En effet les écoulements auxquels on peut

s’intéresser peuvent être de la taille d’un nuage, d’une ville, d’une vallée, d’une

région, d’un pays, d’un continent ou de la planète . . .L’atmosphère si elle est le

siège d’écoulements tridimensionnels, est un milieu où la dimension verticale (au

maximum 10km, on ne parle que de la troposphère) n’est pas du même ordre de

grandeur que les dimensions horizontales (c’est là qu’il faut distinguer les domaines

d’études). Si le domaine d’étude est petit (domaine local, la vallée par exemple,

ou microlocale comme la structure de la marge d’un nuage) les caractéristiques

des écoulements relèveront de la turbulence tridimensionnelle, alors qu’avec un

domaine de grande taille (échelle synoptique de la taille d’un pays, ou planétaire)

les mécanismes seront décrits par des écoulements en 2D. Intrinsèquement liée

à l’échelle spatiale du système d’étude, l’échelle temporelle va constituer une

autre caractéristique. En effet lorsque le modélisateur ou l’expérimentateur étudie

la dynamique du bord d’un nuage, il se place à l’échelle de quelques secondes,

alors qu’avec un système synoptique le temps caractéristique est de l’ordre de

quelques dizaines d’heures. On décrit d’ailleurs ces échelles par un nombre dit de

Rossby, similaire au nombre de Reynolds, défini par le rapport Ro = U
f.L

où f
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est l’ordre de grandeur de la force de Coriolis. Ainsi pour les latitudes moyennes,

l’échelle planétaire correspond à L = 10000 km soit Ro = 0.01, l’échelle synop-

tique L = 1000 km soit Ro = 0.1, la micro-échelle L = 0.1 km soit Ro = 1000.

La dynamique des fluides atmosphériques n’a pas comme seule particularité les

phénomènes liés à l’échelle. En fonction de la taille des systèmes, il devra aussi être

nécessaire de prendre en compte des effets donnés par (sans ordre d’importance) :

– Le caractère ondulatoire du fluide.

– La force de Coriolis induite par la rotation terrestre.

– La présence d’eau sous diverses formes (fluides polyphasiques).

– Des apports énergétiques variés (Rayonnements solaires ou terrestres, chan-

gements d’états).

– La force de gravitation.

– Des structures thermiques sur l’horizontal ou la verticale.

– La flottabilité des éléments du fluide (qui est une conséquence des 3 points

précédents).

– Des interactions avec les surfaces.

Pourtant les systèmes d’équations de base sont les mêmes quelle que soit

l’échelle et reposent sur la conservation de grandeurs lors du transport Lagran-

gien :

– conservation de la masse (équation de continuité).

– conservation de la quantité de mouvement (équation de Navier-Stokes avec

présence de forces extérieures).

– conservation de l’énergie.

Si on ne prend pas en compte des contenus en eau sous forme de vapeur ou dans

d’autres états, le système complet s’écrit pour un domaine D ⊆ S3(R+h)\S3(R)

compris entre deux sphères l’une ayant le rayon terrestre R et l’autre augmentée de

la hauteur de l’atmosphère modélisée. Ce sont des équations Eulériennes valables

en des points x de D et pour un temps t > 0 (voir De Moor (1983)) et modélisant

l’air sec :






∂ρ
∂t

= −∇(ρU) Equation de Continuité
∂U
∂t

= − 1
ρ
∇p− U.∇U + g + µ∆U − 2.Ω ∧ U Equation du mouvement

∂θ
∂t

= −U∇θ + µθ∆θ +
θ
T
dQ
dt

Equation sur l’énergie interne

p = ρ R T Equation des gaz parfaits

T = θ( p
p0
)
R
Cp Equation de la température

(4.1)
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où l’on a retrouvé la densité ρ, g le paramètre de gravité, Ω le paramètre de

la force de Coriolis, θ la température potentielle, µθ un coefficient scalaire, T la

température cinétique, Q l’apport extérieur de Chaleur, R le paramètre d’état des

gaz parfaits, Cp la capacité calorifique des gaz parfaits, p0 le champ de pression

sur S3(R).

La température potentielle θ est définie comme la température normalisée, cor-

rigée des effets de la pression (dilatation ou compression). Il manque à ce système

des conditions aux bords (S3(R) et S3(R+h)) et initiales (t = 0) pour les quantités

modélisées U , ρ, θ, p et T et la définition de leurs espaces pour que la solution du

système existe. On notera que les 2 dernières équations sont phénoménologiques

et servent à fermer le système. De même l’équation sur l’énergie interne n’est pas

exacte mais utilise l’approximation de gaz parfait de l’atmosphère.

Ces équations correspondent à un fluide qui n’est plus incompressible, et nous

ne connaissons pas de travaux sur l’existence et l’unicité de solutions faibles ou

fortes pour ce système précis, ni de représentations probabilistes pour le système

complet avec les fermetures que l’on y a adjoint. Nous ne nous étendrons pas

plus sur ce sujet qui mériterait une étude complète. Il existe pour l’équation

de Navier-Stokes compressible seule des résultats d’existence et de régularité

en temps petits de solutions faibles pour des formes particulières des champs

de température (comme des températures constantes) ou par exemple pour des

écoulements isentropiques. Il existe une simplification du système 4.1, dénommé

Système de Boussinesq, pour lequel on réintroduit un champ de vent à divergence

nulle (fluide incompressible) et on se donne une forme particulière pour l’équation

de l’énergie :∂θ
∂t

= −U∇θ+µθ∆θ+ |∇U |2. Pour le système de Boussinesq, dans le

cas d’un fluide non géophysique (on fait disparâıtre de l’équation du mouvement

le terme de Coriolis et l’équation des gaz parfaits), avec des conditions initiales et

aux bords régulières (de type Lp ou L2 ∩L∞) sur un domaine borné, il existe des

résultats sur l’existence des solutions dans L2∩L∞ mais on sait très peu de choses

sur leur unicité en dehors de la dimension 2, en effet l’unicité pour un tel système

est un sujet difficile par le couplage très non-linéaire entre les deux équations du

mouvement et de l’énergie. On peut lire sur ce thème Diaz et Galiano (1997).

A chaque échelle, il nous faut faire une analyse en ordre de grandeur qui

va permettre de mettre en valeur les termes importants dans chaque équation,

transformer les quantités pour correspondre à la géométrie, négliger les termes de
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faibles poids. Ces transformations sur les équations ont pour but de comprendre

les phénomènes et rendre évidents les mécanismes, alors que dans le cas simula-

tions, les modèles de prévisions utilisent des systèmes d’équations complets.

La météorologie à grande échelle nécessite des réseaux d’observations étendus

sur l’ensemble de la planète, pour être assimilés ensuite par des modèles météo-

rologiques, d’abord pour analyser le temps présent (techniques d’assimilation, qui

relèvent d’un problème de contrôle optimal proche du filtrage non-linéaire) puis

pour prévoir le temps à venir avec les conditions initiales assimilées. Ces prévisions

peuvent être à des fins opérationnelles (pour l’information ou la protection des per-

sonnes et des biens) ou de recherche (pour comprendre des mécanismes hors de

portée de l’analyse des équations). Ces modèles de prévision sont scindés en deux :

un coeur dynamique qui structure les mouvements de grandes échelles, mais tous

les processus physiques ne sont pas résolus, et une modélisation physique resti-

tuant l’effet moyen sur une maille des processus non résolus (échanges de chaleur

avec l’extérieur, chaleurs latentes libérées, flux d’énergie dus à la turbulence à

l’échelle de la maille ou sous maille . . .).

Pour régler ces paramétrisations physiques, il faut étudier des cas réels, mesurer

les quantités physiques dans l’atmosphère réelles et vérifier leur effet à l’initiali-

sation ou leur restitution lors des prévisions. On le voit, les quantités d’intérêt

correspondent aux échelles les plus petites, et c’est dans ce cadre que notre étude

se place. Les mesures servant à décrire pour le mieux les structures et les transferts

d’énergie dans ces échelles locales et microlocales.

Il va sans dire qu’à l’instant où l’on effectue une mesure expérimentale, on

introduit une erreur aléatoire et un bruit tout aussi aléatoire, et que pour pouvoir

exploiter cette mesure il faudra séparer le signal utile, pour ne pas dire utilisable,

de la partie sans information sur la quantité physique espérée. C’est le but du

filtrage des mesures.

Dans le domaine où l’on se place, celui de la turbulence tridimensionnelle de

petite échelle, les quantités mesurées ont une nature où l’aléa prédomine. On

est alors en face d’un problème de séparation d’un signal et d’un bruit qui sont

tous deux aléatoires. Plus les lois de probabilités des deux phénomènes seront

différentes, mieux on pourra séparer les deux parties. Nous reverrons cela dans le
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chapitre 9, en attendant nous commençons par une sommaire mise en revue de

l’état de l’art en mesures et traitement du signal en Micro-Météorologie.

4.1 Mesures expérimentales des vitesses d’un fluide

turbulent

La mesure des vitesses d’un fluide turbulent est d’un ouvrage difficile si l’on

cherche une certaine précision. En effet, il faut :

– Mesurer sans perturber l’écoulement.

– Rendre compte de structures fugaces et tridimensionnelles.

– Assurer que le système de mesures, d’enregistrement ou de traitement soit

sans biais.

– Ne pas introduire de bruits comportant des cascades d’énergie comparables

à la turbulence.

– Avoir une cadence de mesure la plus élevée possible (instrumentalement).

Le dernier point est la conséquence de la théorie de l’information de Shannon

(théorème 4.4.1) : Pour pouvoir restituer un phénomène de fréquence fp Hz il faut

le mesurer au minimum à la fréquence fs = 2.fp Hz (fréquence de Shannon). Ainsi

l’acquisition de mesures crée une discrétisation du signal qui opère un filtre passe-

bas dans les données. Les phénomènes de fréquence plus élevés que la fréquence

de Shannon sont à prendre comme des bruits sur la dynamique du signal. Nous

reverrons les conséquences de ce fait au chapitre 7.

Si l’on s’intéresse à la mesure de la vitesse d’un écoulement, les premiers

dispositifs étaient de simples fils chauffés électriquement (mesures à fils chauds

Favre et al. (1976)) dont le maintien à température signait le refroidissement du

senseur par ventilation et donc donnait la vitesse du fluide. Plus récemment, l’effet

Doppler a été utilisé avec des anémomètres à ultrason, la vitesse du fluide étant

donnée par le décalage fréquentiel du signal émis. Ces anémomètres soniques sont

ceux qui perturbent le moins le milieu (pas de transducteur dans l’écoulement),

voir Wieser et al. (2001), mais ils nécessitent une grande cadence d’acquisition et

un traitement statistique pour retrouver la vitesse à une cadence moindre. C’est ce

type d’appareil de mesures que nous utiliserons dans les applications de la partie

III
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On citera deux types de systèmes de mesures, que l’on n’abordera pas dans ce

travail et qui ont trait à la télédétection, l’un pour les mesures de vitesses en veine

d’écoulement, l’autre pour le vent atmosphérique en altitude. Ces techniques ont

en commun l’analyse du déplacement de traceur passif, c’est à dire de particules

physiques sans inertie se déplaçant dans le milieu observé comme les éléments

fluides eux-mêmes.

En laboratoire on peut citer la vélocimétrie par image de particules (PIV)

qui estime la vitesse de particules solides entrâınées par l’écoulement à partir de

deux photos successives prises à un très court intervalle de temps. Cela nécessite

d’ensemencer le milieu par des traceurs inertes (non réactant avec le milieu). Les

techniques basées sur le suivi de structure sur image ne sont pas l’objet de ce

travail mais ont été avantageusement traités par des méthodes particulaires de

même nature dans la thèse d’Anne Cuzol (Cuzol (2006)).

En mesures atmosphériques, les systèmes de télédetection utilisent la réflexion

d’onde électromagnétique (profileur de vent Radar ou Lidar) ou acoustique (So-

dar) soit sur des structures thermiques de petites échelles marquant la turbu-

lence atmosphèrique, soit sur des aérosols naturellement présents (qui peuvent

être d’origine terrestre ou anthropique) dans l’atmosphère. La mesure du vent est

alors dépendante de la présence des réflectants et peut notamment être un frein à

l’utilisation des Lidars dans les couches supérieures de l’atmosphère où les concen-

trations en aérosols deviennent trop faibles. Ces sondeurs ont un intérêt certain

en faisant des observations distantes et peuvent faire partie de la charge utile de

satellites dédiés aux mesures environnementales.

Enfin il y a une dernière grande classe d’observations atmosphériques avec

les mesures in-situ réalisées par des plateformes mobiles. Le vent n’est alors pas

directement mesuré mais déduit d’autres observations en retranchant la vitesse

de l’air par rapport à la plateforme de la vitesse du mobile par rapport au sol.

Dans les mesures aéroportées, ce n’est pas le vent relatif qui est lui-même mesuré

mais ces conséquences sur des senseurs divers comme des capteurs de pression,

de température, d’humidité multipliant ainsi les sources d’erreur. Le calcul se

fait au travers d’approximations thermodynamiques simples (Lenschow (1986))

qui permettent de déduire la vitesse relative du fluide par rapport à la plate-

forme. L’estimation des vitesses du fluide pour les plateformes mobiles est alors

un problème d’estimation par fusion de données, qui pourra être le prolongement

de l’étude menée dans ce mémoire.
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In fine, quelle qu’en soit la méthode, les mesures doivent restituer les particu-

larités des fluides atmosphériques que nous détaillons dans la section suivante.

4.2 Les spécificités de l’atmosphère relatives aux

mesures expérimentales

Nous n’effleurons ici que les particularités qui vont servir à étayer les choix de

modélisations que nous ferons dans la partie III. Les particularités de l’atmosphère

par rapport au fluide de laboratoire tiennent dans les structures verticales ou ho-

rizontales des écoulements, dans leur nature polyphasique hétérogène, avec la

présence de vapeur d’eau, d’eau liquide, de glace, de corps précipitants, d’aérosol,

de composés chimiques. Qui plus est, l’ensemble des composés réagit selon des

mécanismes non-linéaires où des ondes atmosphériques internes prennent part,

notamment avec des comportements particuliers à proximité des surfaces.

Les tranches d’atmosphère près des surface, que l’on nomme Couches Limites

Planétaires (CLP) ou de Surface (CLS), voir Favre et al. (1976) ou De Moor

(1983) seront nos domaines de mesure (entre 10 m et quelques km de la surface).

A proximité des limites inférieures du domaine, cette partie de l’atmosphère a une

dynamique que l’on ne retrouve pas dans les parties supérieures, en particulier

elles sont le siège des turbulences générées par les rugosités des sols ou les effets

thermiques dus aux chauffages ou refroidissements de la surface (on trouvera une

description des structures locales de l’atmosphère dans Hunt et al. (1991)).

Pour se donner une idée plus précise on peut faire appel à un modèle concep-

tuel de l’atmosphère. Si l’on considère l’atmosphère comme un domaine sphérique

compris entre deux surfaces limites (la surface planétaire et la tropopause), on peut

recouvrir le domaine global par des sous-domaines (aux limites variables et mo-

biles) constituants des zones possédant des caractéristiques physiques homogènes

et relevant d’un même type de régime d’écoulement, chacun de ces éléments du

recouvrement ayant des conditions aux bords et des circulations propres (modèles

de bulles homogènes). On est alors en mesure de voir chacun des sous domaines

comme un élément simplifié avec une dynamique descriptible soit par des condi-

tions limites propres ou par un jeu de paramètres caractéristiques. Ce modèle

conceptuel servira à justifier les méthodes de mesures classiques et les traitements
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qui seront opérés sur les données. Nous l’utiliserons également lors de la concep-

tion du filtre non-linéaire proposé dans la dernière partie de ce mémoire.

Les signaux que l’on va alors étudier proviendront d’un fluide turbulent tridi-

mensionnel. On y cherchera donc les caractéristiques que l’on a décrites au chapitre

2. En fonction de l’échelle et de la résolution dont on dispose, on pourra y voir

une turbulence homogène, stratifiée ou plus rarement complètement inhomogène.

Hormis dans ce dernier cas, un des critères de qualité des mesures de vent pourra

être la forme du spectre de puissances des signaux où l’on aimera y retrouver un

spectre dit de Kolmogorov suivant une loi en puissance en −5/3.

Correspondant aux travaux théoriques mentionnés au chapitre 2 et aux me-

sures faites en laboratoires, des études existent (Schmitt et al. (1994)) sur le ca-

ractère multifractal de la turbulence atmosphérique. De cette description statis-

tique, nous retiendrons deux choses :

– La présence dans les signaux atmosphériques d’intermittence fortes (écarts

importants aux lois de Kolmogorov).

– L’existence de densités spectrales à queues lourdes (évènements rares de

poids non négligeables).

Sur la figure 4.1, on examine une série temporelle, le spectre de puissance, la

série des incréments et leur histogramme empirique. Les données sont issues de

mesures réelles effectuées le 12 Mai 2006 sur le site de Météo-France à Toulouse

entre 09h00 et 09h30. Elles ont été relevées par anémomètre à ultrason qui permet

d’obtenir une grande fréquence de mesure et peu de perturbation de la mesure

par le capteur lui-même. Le vent est déduit de relevés de vitesses de propagation

et déphasages d’onde sonore dans un espace libre d’obstable. Pour cette série de

mesures, la fréquence d’échantillonnage de l’instrument était de 50 Hz, une me-

sure toutes les 0.02 seconde ce qui représente dans ce cas précis, en terme d’échelle

spatiale, un point de mesure tous les 8 cm. Ces graphiques illustrent l’allure de

marche aléatoire que peuvent avoir les mesures dynamiques dans l’atmosphère.

On y voit également un spectre de puissance aligné sur une pente en − 5
3
dans

un diagramme en échelle logarithmique ce qui correspond à la loi de Kolmogorov

sur l’énergie. En regardant plusieurs mesures, on pourrait noter qu’à cette échelle

les structures horizontales sont homogènes. La dimension verticale a un compor-

tement différent par l’existence des forces de pesanteur et de flottabilité, on le

verra plus en détail dans la partie III. Les incréments montrent des histogrammes

proches de lois gaussiennes, avec cependant des queues plus épaisses. C’est par

définition la manifestation de l’intermittence et de l’existence de lois légèrement
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différentes de celles proposées par Kolmogorov. La proximité avec les lois gaus-

siennes permet de justifier en traitement de la donnée météorologique standard

l’utilisation de techniques propres à ces lois, soit dans le traitement statistique des

phénomènes, soit dans leur modélisation mathématique.

Pour terminer cette courte présentation, nous n’y serons pas confrontés, mais

les signaux atmosphériques couvrant une très large gamme d’échelle montrent un

spectre de puissance avec deux signatures différentes et un trou spectral, comme

l’illustre la figure 4.2. Dans les échelles les plus larges on y trouve un spectre ca-

ractéristique de la turbulence bidimensionnelle en −3 avec une cascade d’énergie

inverse (l’énergie va vers les structures de plus en plus grande), puis une zone in-

termédiaire avec un trou qui raccorde le spectre de la turbulence de micro-échelle

tridimensionnelle Frisch (1980) en −5/3 correspondant à la cascade directe des

énergies de grandes structure vers les plus petites. Il s’agit de la manifestation de

la césure grandes/petites échelles que l’on évoquait au début de ce chapitre où les

plus grandes structures peuvent être considérées comme étant en 2D. En terme

d’échelle spatiale le changement de pente spectrale se situe entre 600 et 800 km,

bien au-delà du problème de la mesure expérimentale rapide qui nous concerne.

4.3 Etat des lieux en mesures atmosphériques

Nous nous intéressons aux mesures faites de manière systématique ou ponc-

tuellement lors de campagnes expérimentales. Il existe également des données

météorologiques recueillies quotidiennement dans le réseau d’observation mondial

à des fins d’analyse et de prévisions des conditions atmosphériques de grandes

échelles, mais appelent des problèmes de filtrage mais qui ne relèvent pas de notre

présent travail.

En micro-météorologie ou météorologie de moyenne échelle, les moyens mis en

œuvre pour effectuer ces mesures sont variés et fortement dépendants du but de

la mesure. Elles peuvent être faites sur des tours terrestres, sur des plates-formes

(plus ou moins mobiles) en mer comme les bouées ou les bateaux, à partir d’avions

spécialement instrumentés, de ballons emportant des capteurs dédiés, voire par des

satellites particuliers équipés de sondeurs.
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Fig. 4.1 – En haut série temporelle et spectre de puissance d’une composante du

vent mesurée à la fréquence d’acquisition de 50 Hz sur le site de Toulouse-météo

le 12/05/2006 de 09h00 à 09h30. En bas, série des incréments et histogramme

empirique des incréments pour cette composante du vent, avec en rouge une courbe

gaussienne théorique
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Fig. 4.2 – Spectres de puissance de vents atmosphériques 2D/3D

Il faut immédiatement noter, au travers des différents moyens que l’on vient

d’énoncer et en dehors des satellites et de quelques imageurs aéroportés, que les

mesures sont faites en un point alors que le fluide évolue en trois dimensions

et selon un champ de vitesse que l’on ne peut atteindre par une mesure ponc-

tuelle. Quand il s’agit de restituer des grandeurs nécessitant 2 points comme des

corrélations spatiales (empirique), voire de reconstituer le champs multidimen-

sionnel lui-même, on doit procéder à des estimations non forcément triviales. Pour

compliquer encore le problème, bien souvent les grandeurs d’intérêt ne sont pas

toujours directement mesurées, mais déduites de diverses mesures réalisées par

différents instruments. Par exemple près des surfaces il est souvent nécessaire de

quantifier les échanges d’énergie entre les milieux, ces flux ne sont pas directement

accessibles mais calculés via d’autres grandeurs (vents, température, humidité . . .)

qui elles sont mesurables Lee et al. (2004).

Le fait de ne pouvoir accéder directement aux mesures souhaitées n’est pas

propre aux grandeurs élaborées comme les flux de surface. Sur une plateforme

mobile il faut souvent corriger les valeurs de base mesurées (la température, le

vent, l’humidité, ...) des effets de la dynamique du mobile. En effet nombre de

paramètres sont affectés par la vitesse de l’air relatif sur le senseur : pour la
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température, par exemple, le capteur subit l’effet du flot d’air incident. Pour

d’autres paramètres comme le vent, le problème est différent : on mesure deux

vitesses, celle de la plateforme (avion, bateau, ...) par rapport à la surface et celle

de la plateforme par rapport à l’air. De la différence des deux mesures, on ob-

tient la vitesse du vent qui est définie comme la vitesse de l’air par rapport au

sol. Ces techniques de correction sont bien décrites, documentées et utilisées quo-

tidiennement, (Lenschow et Spyers-Duran, 1989) ou bien Lenschow (1986), mais

supposent que les mesures soient nettes et sans bruits. Dans certaines gammes

de fréquence, on le verra à la section suivante, cette approximation est justifiée.

En revanche dès que les cadences de mesures augmentent, les bruits deviennent

prépondérants et perturbent fortement les calculs. Il faut alors filtrer sans réduire

la résolution fréquentielle. Jusqu’à présent, ce travail d’estimation à partir de

données bruitées n’a jamais été réalisé.

Notons qu’il est possible (mais la technique n’est pas aisée) d’effectuer des

mesures Lagrangiennes à partir de ballons dérivants que l’on cale pour une cer-

taine altitude Johnson (2000). Une fois la méthode de mesure opérationnelle,

l’expérimentateur est confronté au manque de directivité du ballon qui peut

dériver hors des zones d’intérêt pour le météorologiste.

En tout état de cause, après avoir recueilli un jeu de données lors d’une

campagne expérimentale, il est indispensable de réaliser un contrôle de qualité,

Lee et al. (2004), afin de s’assurer de la bonne tenue des mesures et de la présence

ou non de bruits ou de perturbations aléatoires qui pourraient être néfastes aux

calculs. Il existe à ce sujet une littérature conséquente pour chaque technique

de mesures expérimentales ou pour des quantités particulières comme les flux

d’énergie ( Liebethal et Foken (2001) ).

La présence de bruits dans les mesures est en général détecté à l’examen visuel

des spectres de puissances, en espérant que les bruits soient bien signés, i-e avec

des spectres différents des quantités mesurées. Les perturbations les plus simples

dans ce registre reposent sur les bruits blancs ou colorés pour qui les spectres

sont très différents de ceux de la turbulence dans le domaine inertiel. La figure

4.3 montre sur une mesure de température, réalisée à Toulouse le 7 Avril 2006

entre 09h00 et 19h00 par un anémomètre sonique, un exemple de présence de

bruit s’étalant sur toute la partie haute fréquence du spectre de puissance. Le

signal physique turbulent devrait respecter un spectre de Kolmogorov avec une
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Fig. 4.3 – Série de données et densité spectrale de puissance pour une mesure

de température réalisée à Toulouse le 7 Avril 2006 entre 09h00 et 19h00 par un

anémomètre sonique. Le signal de base doit respecter un spectre de type Kolmo-

gorov, on note la présence de bruit structuré devenant prépondérant au-delà de 8

Hz avec présence de pics d’harmoniques après 5 Hz dues au système d’acquisition

de la mesure expérimentale.



Chapitre 4. Mesures et traitement du signal en Micro-Météorologie 69
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Fig. 4.4 – Spectres de puissance à 25 Hz calculés sur 1024 points pour les 3

composantes du vent déduits de mesures avion entre 12h07 et 12h10. On voit

la prédominance des bruits dans les DSP qui devraient suivre la pente en −5/3
tracée en rouge.

pente en −5/3, mais on constate que le bruit devient le signal le plus impor-

tant en terme de puissance au-delà de 8 Hz. On notera également la présence

de pics d’harmoniques après 5 Hz dues au système d’acquisition de la mesure

expérimentale. Dans un tel cas, après identification les différents bruits devraient

être supprimés par des techniques de filtrage appropriées avant toute exploitation.

Pour ce qui est des mesures aéroportées, on peut examiner sur la figure 4.4 les

spectres des 3 composantes du vent, non directement mesurées mais déduites des

mesures dynamiques (vitesses, accélérations, attitudes de la plateforme, pression

dynamique) et thermodynamiques (température, humidité, pression statique) ef-

fectivement relevées lors d’un vol. Les mesures viennent d’un vol de l’avion de

recherche de Météo-France ATR42 effectué le 06 Juin 2006 lors de la campagne

expérimentale AMMA au dessus du Niger. Les spectres de puissance présentés

sont calculés sur des données échantillonnées à 25 Hz entre 12h07 et 12h10 UTC.

On notera que les bruits sont alors les éléments prédominants, avec des spectres

déviant largement de la pente en −5/3. Au delà de 5 Hz on constate pour le
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spectre de puissance des pentes horizontales signant la présence de bruits blancs.

Dans la pratique, ces données ont été corrigées en atténuant empiriquement cer-

taines harmoniques dans les mesures venant d’un des instruments qui présentait

une anomalie et perturbait la chaine de calcul.

Si le débruitage des signaux aéroportés a motivé le démarrage de notre étude,

nous ne l’évoquerons pas plus dans ce mémoire. En effet par la complexité des

techniques d’évaluation du vent et la multiplicité des capteurs entrant dans le

calcul, il nous parait nécessaire de traiter différemment le cas de ces mesures indi-

rectes, en utilisant une technique de fusion de capteurs par estimation particulaire,

qui relèvera d’un travail d’ingéniérie stochastique à venir.

4.4 Les techniques de filtrage actuelles

Dans l’état actuel du savoir-faire, quelle que soit la plate-forme de mesures

(fixe ou mobile), les méthodes de traitement du signal utilisées relèvent du fil-

trage linéaire. Ce post-traitement des données peut d’ailleurs avoir deux objectifs.

En premier lieu la suppression des bruits indésirables pour ne garder que le signal

utilisable. Le second objectif est différent, il vise à séparer le signal moyen (censé

approcher la moyenne Eulérienne) de la fluctuation. Nous allons détailler ce point

dans la sous-section 4.4.2. Dans les 2 cas, on procède aux estimations à l’aide d’un

filtrage par des moyennes temporelles glissantes ou par bloc, ou par un filtrage

en agissant les coefficients des transformées de Fourier ou des transformées par

ondelettes.

Ces méthodes de filtrage empiriques habituellement mises en œuvre dans les

traitements de la mesure en micro-météorologie reposent sur l’idée communément

admise que le signal est aléatoire, de nature inaccessible, et que les composantes

indésirables (bruits ou fluctuations) sont centrées et de dynamiques rapides, c’est à

dire plus rapides que le signal support que l’on cherche à estimer. On n’utilise alors

absolument pas l’information contenue dans la structure aléatoire des signaux,

cherchant uniquement à exploiter la partie grande échelle du phénomène censée

être plus régulière pour ne pas dire déterministe.
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4.4.1 Filtrage linéaire des mesures météorologiques

En traitement du signal pour la micro-météorologie, les techniques de filtrage

que nous appellerons classiques reposent sur une représentation fréquentielle des

signaux et sur les conséquences de l’échantillonnage des quantités mesurées qui

elles évoluent de manière continue. Nous allons présenter cela avant d’introduire

les filtres linéaires communément utilisés.

Dans l’analyse des signaux, il faut distinguer 2 choses : le phénomène qui a

généré la série de données avec le problème mathématique posé par sa représentation

d’une part et le traitement et la mise en forme mathématique de la donnée discrète

d’autre part.

Dans les sciences appliquées, les données ont toujours une longueur finie, on a

donc tendance, pour les représenter, à ne considérer que des fonctions à support

compact ; ces signaux sont en outre d’énergie finie, on prendra alors des fonctions

L2. Muni de ces deux hypothèses par prolongation et en se plaçant sur le cylindre

[0, 2π] × R, on peut se restreindre à l’espace des fonctions périodiques de carré

intégrable. Toujours, en ignorant tout caractère probabiliste, le signal physique

peut alors être vu comme la superposition non-nécessairement finie d’ondes pures.

Chacune de ses harmoniques pures est représentée par une exponentielle com-

plexe eint, où n est le rang de l’harmonique. L’outil adapté à ce point de vue est la

transformée de Fourier et on définit la série de Fourier pour x fonction périodique

de L2 (donc intégrable) :

x(t) =
1

2π

n=+∞∑

n=−∞
x̂(n) eint (4.2)

x̂(n) =

∫ 2π

0

x(s)e−insds (4.3)

où x̂(n) est la contribution au signal de chacune des harmoniques pures. Avec

les hypothèses formulées, l’intégrale est bien définie et la série de Fourier est

convergente.

On sait que l’ensemble des ondes pures forment une base orthonormée de L2,

cette décomposition hilbertienne permet à la fois de représenter x une fonction L2

par ses coefficients de Fourier cn =
∫ 2π

0
x(s)e−insds mais aussi de la reconstruire à

partir de la suite (infinie) de coefficients (cn)
n=+∞
n=−∞, x(t) = 1

2π

∑n=+∞
n=−∞ cne

int.
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En pratique, cette représentation fréquentielle est utilisée, soit pour analyser

un signal physique, soit pour développer des traitements sur le signal ou alors

pour résoudre numériquement un système d’équation aux dérivées partielles. On

pourra examiner au chapitre 7 une simulation d’écoulement turbulent utilisant une

résolution numérique dans l’espace de Fourier. La base d’exponentielles complexes

n’est pas la seule utilisable, en modélisation sur la sphère, l’analyse harmonique

peut également se faire en utilisant des polynomes de Legendre ou des polynomes

d’Hermite (fonctions propres du Laplacien) selon la nature de l’EDP support.

Revenons au traitement du signal et notamment au traitement numérique (et

donc discret) du signal physique, l’ayant représenté de manière fréquentielle. Cette

étape nécessite l’utilisation d’un outil supplémentaire : les distributions de Laurent

Schwartz.

Le traitement numérique du signal et le filtrage que l’on appellera linéaire ne se

font correctement qu’au travers du formalisme des distributions. La fonction test

sera le signal à traiter et les opérateurs linéaires de traitement des distributions.

Echantillonnage d’un signal continu périodique d’énergie finie

Le premier de ces opérateurs à examiner est le peigne de Dirac noté X, composé

de la somme de distributions de Dirac décalées d’un pas de temps ∆t :

X∆t =
n=+∞∑

n=−∞
δn∆t (4.4)

Cet opérateur est utilisé pour définir l’échantillonnage d’un signal continu en

temps x : t ∈ R → x(t) et fournit la collection de valeur (xn)
n=+∞
n=−∞.

Claude Shannon (1948) a répondu aux deux questions que l’on peut se poser

sur l’échantillonnage de données continues :

– Quelles sont les hypothèses permettant d’échantillonner correctement un

signal ?

– Sous ces hypothèses peut-on revenir au signal continu partant de son échan-

tillonnage ?
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Théorème 4.4.1 (Théorème de Shannon).

Soit x une fonction périodique L2 telle que Supp(x̂) ⊂ [−λs, λs] pour λs ∈ [0,+∞]

(x ne contient pas d’onde de fréquence supérieure à λs). Alors

∀ ∆t > 0
n=+∞∑

n=−∞
|x(n.∆t)|2 < +∞ (4.5)

et, au sens des normes de L2, est vraie la formule d’interpolation de Shannon :

∀ ∆t ≤ 1

2.λs
, x(t) =

n=+∞∑

n=−∞
x(n.∆t)

sin[ π
∆t
(t− n∆t)]

π
∆t
(t− n∆t)

(4.6)

On rajoutera que si
∑n=+∞

n=−∞ |x(n.∆t)| < +∞ la formule de Shannon est vraie

au sens de la convergence uniforme ce qui est le cas ici puisque x est supposée

périodique.

Démonstration.

La preuve repose sur la transformée de Fourier de la fonction sinus cardinal sinc

qui est le rectangle
�
[−L,L] pour L > 0 dans l’espace de Fourier.

On considère pour tout temps t > 0 une fonction continue x(t), L2 périodique.

On donne un pas de temps d’échantillonnage ∆t > 0 ce qui correspond à une

fréquence d’échantillonnage λ = 1
∆t
.

Pour tout n ≥ 0 on a

xn =

∫ +∞

−∞
x(s)X∆tδ(s− n∆t)ds (4.7)

Au sens des distributions, pour X∆t la convolution et la transformée de Fourier

ont un sens puisque le peigne de Dirac est une distribution tempérée. Il est aisé

de calculer la transformée de Fourier du peigne de Dirac F(X∆t)(ξ) =
1
∆t

X 1
∆t
(ξ).

Les hypothèses sur x nous permettent de déduire :

F(X∆tx)(ξ) =
1

∆t
X 1

∆t
∗ x̂(ξ) (4.8)

soit en exprimant la convolution avec le peigne de Dirac :

F(X∆tx)(ξ) =
n=+∞∑

n=−∞

1

∆t
x̂(ξ − n

∆t
) (4.9)
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Cette égalité a lieu dans L2(0, 1
∆t
) d’où l’on tire :

n=+∞∑

n=−∞
|x(n∆t)|2 < +∞ (4.10)

Ainsi le spectre du signal échantillonné est la somme infinie de translations du

spectre (fini par hypothèse) de x, les translations étant des multiples de 1
∆t
.

On définit la fonction rectangle par uL comme l’indicatrice de l’intervalle

[−L
2
, L
2
], pour tout réel L > 0. Avec ce rectangle on va encadrer le spectre de

x et annuler les répliques translatées.

La fonction uL est une distribution pour laquelle la transformée de Fourier

F(uL) existe et se réduit à l’intégrale de l’exponentielle complexe sur l’intervalle

[−L
2
, L
2
] :

(F(uL))(n) =
∫ +L

2

−L
2

e−insds (4.11)

qui par simple calcul donne :

(F(uL))(n) =
sin πnL

πn
(4.12)

Il ne reste plus qu’à déduire la formule de Shannon.

La condition ∆t ≤ 1
2.λs

est nécessaire pour fenêtrer le spectre de la fonction x

sans perte. Si le spectre de Fourier de la fonction x est plus large que la fenètre

[− 1
2∆t

, 1
2∆t

] la reconstruction est inexacte.

En conséquence, le théorème de Shannon stipule qu’il faut échantillonner au

moins à la fréquence de 2n Hz un signal comportant des harmoniques oscillant

au plus à n Hz. Si cette condition est valide on obtient une information discrète

équivalente à l’information continue reconstruite par la formule de Shannon.

Inversement si le spectre du signal x est plus large, par l’échantillonnage on

commet une erreur, et la valeur échantillonné est la somme du signal effective-

ment admissible ne comportant que des fréquences plus petites que la fréquence
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de Shannon et d’un terme d’erreur de plus hautes fréquences agissant comme un

bruit. Ce théorème est important dans notre travail, il amène un certain nombre

de conclusions et permet de justifier certains points de notre modélisation Lagran-

gienne de la turbulence, nous verrons cela au chapitre 7.

Filtrage linéaire d’un signal discret

On appelle signal discret au pas de temps ∆t > 0, la distribution x telle qu’il

existe une collection (xn)
n=+∞
n=−∞ d’éléments de R, pour laquelle

x =
+∞∑

−∞
xn.δn∆t (4.13)

On note E ′∆t l’ensemble des signaux discrets tel que

E ′∆t = {x ∈ D′ | x =
n=+∞∑

n=−∞
xδn∆t}

Doté de la représentation des signaux discrets, on définit les filtres discrets :

Définition 4.4.1. On appelle filtre discret tout opérateur A : E ′ → E ′∆t linéaire,
continu et invariant par les translations temporelle τk∆t, k ∈ Z. L’ensemble E ′ est
un sous espace de E ′∆t contenant la distribution de Dirac δ et E ′ est muni de la

topologie induite par D′.

En routine, pour le traitement du signal appliqué à la micro-météorologie, ne

sont utilisés que des filtres discrets du type moyennes mobiles pondérées ou du

type convolutif.

Les filtres discrets à moyennes (empiriques) mobiles sont, pour une longueur

de moyenne L, de la forme :

yn =
1

L

L∑

k=1

wkxn−k

On peut aussi l’écrire sous la forme d’une moyenne centrée de longueur 2L+ 1 :

yn =
1

2L+ 1

k=L/2
∑

k=−L/2
wkxn−k
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Les filtres discrets de convolution sont définis par la donnée d’une distribution

à support bornée h et on a :

A : E ′∆t → E ′∆t
x → h ∗ x

La distribution h = A.δ est appelée réponse impulsionnelle du filtre A.

Si les coefficients hn sont à décroissances rapides et xn à croissances lentes,

alors la transformée de Fourier de la convolution à un sens et on a

ĥ ∗ x = ĥ.x̂ (4.14)

Dans les applications numériques, il est souvent utilisé cette propriété 4.14

pour filtrer les signaux discrets, la transformée de Fourier rapide permet d’obtenir

des algorithmes efficaces et peu coûteux.

En guise de conclusion sur les techniques linéaires de filtrage, nous allons

présenter les résultats de différents filtrages typiques sur une série de mesures

synthétiques. Il s’agit de la simulation d’un écoulement turbulent homogène uni-

dimensionnel utilisant le modèle de Pope simplifié. Le détail de cette simulation

apparait dans la partie III au chapitre 9. Il est alors demandé de séparer le signal

utile du bruit (de loi normale centrée réduite) que l’on rajoute artificiellement. Le

filtrage doit récupérer toutes les caractéristiques structurelles et énergétiques du

signal turbulent. En terme de spectre d’énergie, la turbulence répartit sa puissance

sur toutes les fréquences selon une puissance en −5/3 comme le suggère la loi de

Kolmogorov.

La figure 4.5 présente le spectre du signal original en bleu, ainsi que le spectre

du bruit blanc que l’on a choisi en vert. La somme des 2 composantes détermine

le signal bruité, en rouge, qui va être soumis à 3 filtres linéaires caractéristiques.

On le voit sur cet exemple, il existe une fréquence à laquelle le bruit devient

prépondérant dans le signal bruité, ici vers 4 Hz, alors qu’en deça l’influence

de la partie bruitée est moindre. Cette fréquence limite détermine la coupure

fréquentielle que l’on va chercher à obtenir en supprimant le signal de plus haute
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Fig. 4.5 – Densités spectrales de puissance du signal brut, du bruit blanc et de

signal bruité.

fréquence. Dans ce filtrage on ne fait pas d’estimation au sens probabiliste mais

un filtrage par atténuation ou suppression de la partie du signal inexploitable.

Le premier type de filtre discret est une moyenne mobile centrée simple sur une

longueur de 25 pas de temps. On note sur la figure 4.6 que la coupure spectrale

se fait effectivement à 4 Hz, et au dessus de cette fréquence on retrouve des lobes

caractéristiques des fenètres rectangulaires.

Le second type est une troncature des coefficients de la série de Fourier. Cette

technique s’apparente à un système de convolution. En effet dans ce cas la trans-

formée de Fourier de la réponse impulsionnelle h est ĥ =
�
[−L/2,+L/2], ce qui donne

pour h une fonction sinus cardinal. Ce filtre est souvent considéré comme le filtre

passe-bas idéal. Sur la figure 4.7 on note que les filtres de ce type ont une cou-

pure du spectre franche éliminant dans notre cas toutes fréquences plus élevés

que 4 Hz. Il faut aussi constater qu’avant la coupure aucun filtrage n’est réalisé

(par construction d’ailleurs) et que le signal filtré contient les perturbations basses

fréquences du bruit blanc.

Le dernier filtre linéaire présenté ici est le filtre de convolution de Butterworth

où la transformée de Fourier de h est l’inverse d’un polynôme de degré n. Ici nous

avons choisi un polynôme du 2nd ordre. On remarque sur la figure 4.8 que le
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Fig. 4.6 – Densités spectrales de puissance des données brutes, bruitées et filtrées

par moyenne glissante.
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Fig. 4.7 – Densités spectrales de puissance des données brutes, bruitées et filtrées

par méthode Fourier.



Chapitre 4. Mesures et traitement du signal en Micro-Météorologie 79
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Fig. 4.8 – Densités spectrales de puissance des données brutes, bruitées et filtrées

par un filtre de Butterworth du 2ème ordre.

spectre de puissance du signal filtré subit une atténuation au delà de 4 Hz sans

couper complétement les harmoniques de hautes fréquences. En élevant le degré du

polynôme, il est possible d’obtenir des coupures plus franches du spectre, mais se

faisant on se rapproche du filtre obtenu par troncature des coefficients de Fourier.

En deçà de la fréquence de coupure le spectre de puissance n’est pas épuré mais

seulement atténué à l’approche de la fréquence critique.

La figure 4.9 montre les séries temporelles de ces exemples de filtrage avec en

bleu clair le signal bruité à traiter, en bleu foncé le signal de référence à retrouver.

La courbe rouge correspond au résultat du filtrage par moyenne mobile. On voit

que les signaux transtoires sont ignorés et que le signal filtré possède une variabilité

trop lente par rapport au signal de référence. Pourtant avec la même coupure à 4

Hz, le filtre utilisant la troncature des coefficients de Fourier en vert est bien plus

pertinent.

Quoi qu’il en soit, les méthodes de filtrages linéaires, temporelles ou fréquentiel-

les, sont des filtres passe-bas : elles laissent passer la totalité du signal de fréquence

inférieure à une certaine fréquence de coupure et atténue jusqu’à l’éteindre toutes

fréquences supérieures. Ces techniques se traduisent donc par une perte d’infor-

mation de hautes fréquences, et par l’absence de filtrage sous la fréquence de

coupure. Bien que facile d’utilisation, efficace en temps de calcul, elles ne sont pas
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Fig. 4.9 – Séries de données brutes, bruitées, filtrées par moyenne glissante et par

méthode Fourier.

adaptées à la suppression de bruits aléatoires qui répartissent leur puissance sur

tout le spectre de mesure, qui plus est lorsque le signal utile en fait de même.

Nous pourrions citer également les méthodes de filtrage par ondelettes. Mais

elles souffrent des mêmes genres de difficultés. Les bruits aléatoires répartissent

également leur énergie sur toutes les gammes d’échelle. Il est possible d’isoler les

échelles où le bruit est prédominant, mais supprimant ou atténuant ces échelles,

on dégrade le signal utile dans la même proportion, ce qui se traduit, comme pour

le traitement fréquentiel, par une perte de l’information .

Il faut alors proposer des méthodes de filtrage de processus stochastiques per-

turbés par des bruits aléatoires qui respectent la dynamique du processus aléatoire

tout en écartant la partie indésirable du signal mesuré. En outre le filtrage stochas-

tique doit permettre de traiter des processus non-linéaires tels que ceux exposés

aux chapitres précédents pour décrire la turbulence.

Sur ce thème du filtrage stochastique des mesures issues d’un fluide turbulent,

il n’existe aucun travail connu, et c’est dans ce cadre innovant et plein de perspec-
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Fig. 4.10 – Densités spectrales de puissance des données brutes, bruitées, filtrées

par un filtre particulaire présenté dans la partie III de ce mémoire.

tive que s’est placé notre étude sur le filtrage des mesures issues de la turbulence

atmosphérique.

Nous avons représenté à la figure 4.10 un exemple de résultat de filtrage par-

ticulaire pour des mesures turbulentes comme on le présente dans ce travail. Par

rapport aux techniques classiques, sur la représentation spectrale du signal filtré

on note une nette différence avec un spectre de signal estimé qui a la même allure

que celui de référence. Sur la figure de détail 4.11, on peut voir que les structures

centrales ont été parfaitement retrouvées et ont ainsi une cohérence physique que

ne permettaient pas les méthodes linéaires.

4.4.2 Estimation des grandeurs Eulériennes en météorologie

Les filtres linéaires sont également utilisées en pratique pour estimer les moyennes

Eulériennes des grandeurs mesurées expérimentalement. Il n’est en général pas

possible d’accéder à la moyenne locale (moyenne Eulérienne) à partir d’une moyenne

temporelle (qui plus est empirique et de longueur finie) sauf si le processus mesuré

est ergodique. Ce fait n’est en général pas vérifiable, et les experts de la mesure en
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Fig. 4.11 – Détail sur les densités spectrales de puissance des données brutes,

bruitées, filtrées par un filtre particulaire montrant le respect des structures

présentes dans la donnée initiale.

turbulence atmosphérique (lire à ce sujet Lee et al. (2004)) proposent des séries

de tests statistiques pour éprouver cette hypothèse.

Une fois les tests statistiques réalisés (stationnarité des mesures, homogéné̈ıté

au besoin assurée par les conditions de l’expérience de terrain), les expérimentateurs

considèrent la moyenne locale comme la partie basse fréquence du signal et séparent

ce signal de base des fluctuations par des filtres linéaires comme on l’a présenté

dans la section précédente. Le plus souvent dans les applications pratiques on

retrouve des filtrages par moyennes mobiles ou des filtres RC (filtre de Butter-

worth d’ordre 1) plus rarement des traitements par ondelettes qui ont l’avantage

de proposer une séparation d’échelle.

Dans tous les cas, pour utiliser les filtres linéaires, le « turbulencier » doit ef-

fectuer le choix de la longueur ou de la fréquence de coupure qui va déterminer

la forme du signal dit de moyenne. Le choix de la troncature est empirique et en

général basé sur des considérations physiques caractérisant le champ sur lequel les

mesures ont été faites. La coupure est alors constante sur l’ensemble de la série de

mesures ou au mieux l’est sur des intervalles où le contexte physique parait ho-

mogène. En météorologie, les choix de coupure fréquentielle ou les vérifications de
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validité des hypothèses d’ergodicité se font situation par situation chacune ayant

des critères dynamiques propres.

Comme pour le filtrage linéaire en vue de supprimer des bruits parasites,

on perd en résolution dans ces techniques d’estimation linéaire pour la moyenne

Eulérienne et une partie de l’information du signal effectivement mesuré est sup-

primé.

Les méthodes de traitement que l’on développe ici pourront également être

une alternative aux filtres linéaires pour estimer les quantités Eulériennes d’un

écoulement. On verra dans la partie III qu’afin de filtrer les bruits parasites, on

estime à partir de modèles d’évolution Lagrangien du fluide les moments Eulériens

que l’on peut restituer a postériori. Au sens du filtrage réalisé par le modèle que

l’on a choisi, les moyennes Eulériennes que l’on propose sont alors les meilleures

estimées que l’on peut faire sur la série de données présentée.
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Chapitre 5

Le Filtrage non linéaire

Le filtrage de processus stochastique non linéaire correspond à un saut qualita-

tif important dans les techniques de filtrage des mesures expérimentales. L’histoire

du filtrage optimal commence dès l’arrivée de mesures électroniques et le besoin

d’estimation optimale, notamment à des fins militaires lors du dernier conflit mon-

dial. Jusqu’alors, les filtres reposaient sur des techniques fréquentielles et sur la

notion de coupure en détruisant à la fois bruit et signal utile. Les travaux de Wie-

ner dans les années 40 ont été une première amélioration, suivis de la description

par Kalman et Bucy en 1958 d’un algorithme permettant de traiter correctement

les processus à dynamique linéaire de loi gaussienne entachés de bruits gaussiens.

Outre l’existence de l’algorithme, l’étude théorique complète a pu être menée et

a permis de voir que dans ce cas précis le filtre de Kalman-Bucy était exactement

le filtre optimal. Dans un deuxième temps une extension (1962) a été faite de ce

filtre pour les dynamiques seulement différentiables toujours dans le cas gaussien.

Il manquait alors le cas des processus non-linéarisables et des bruits non-gaussiens.

Stratonovich décrit en 1960 (Stratonovich (1960)) le générateur du filtrage non-

linéaire qui sera complété par Zakai (1969) et Kallianpur et Striebel (1967), puis

dans les années 70 (Fujisaki et al. (1972)). Le problème est alors entièrement décrit

par les probabilistes en terme de calcul de Itô et d’application de la théorie des

martingales stochastiques Yor (1977) ; on peut lire Pardoux (1991) pour une mise

en revue complète du sujet. Si cette description théorique était terminée, il n’exis-

tait alors aucun algorithme de traitement en dehors du cas linéaire-gaussien. C’est

à la fin des années 80 qu’arrive l’interprétation particulaire des processus de fil-

trage. L’étude de ces approches par particules prendra toute la décennie dernière

(Crisan et al. (1999a)) et le début de ce siècle pour déboucher sur une théorie et

des algorithmes complets traitant les processus non-linéaires à bruits quelconques

et s’articulant autour de la dynamique des formules et des mesures de Feynman-
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Kac (lire Del Moral (2004)).

Dans ce chapitre consacré à la théorie du filtrage de processus non-linéaire,

nous allons présenter le filtrage stochastique de processus aléatoires d’abord dans

le cas continu puis dans le cas discret, pour ensuite traiter l’approximation par-

ticulaire du filtrage dans le cas discret. Le chapitre suivant détaillera le filtrage

particulaire pour différents types de processus à champ moyen. Nous aurons une

application de ces techniques de filtrage dans la partie III de ce mémoire.

Essayons de définir les contours de ce que l’on nomme Filtrage Stochastique.

C’est avant toute autre chose un problème d’estimation. En effet on considère

pour un temps t ≥ 0 qu’un vecteur d’état Xt caractérise notre système d’étude et

on suppose que Xt est un processus stochastique de l’espace probabilisé (Ω,F ,P)
dans l’espace mesuré (E, E) dont nous avons une description d’évolution par une

EDS, par exemple dXt = F (Xt,W
X
t )dt où WX

t signe l’aléa sur X, par exemple,

un mouvement Brownien standard.

Xt est la quantité d’intérêt à estimer, mais cet état n’est aperçu qu’au travers

d’un second processus stochastique Yt lié à Xt par une autre équation comportant

l’aléa W V : Yt = H(Xt,W
V
t ).

Cette liaison, nommée équation d’observation, peut également être sous forme

différentielle, mais pour le moment omettons cette possibilité. Le cas d’un signal

Xt observé par une quantité Yt expérimentalement mesurée n’est qu’une particu-

larisation du problème d’estimation plus général.

En l’absence d’aléas sur l’équation d’observation, avec les hypothèses qu’il

faut sur H, pour tout t ≥ 0, nous avons un accès direct à Xt. Non seulement

Yt nous permet d’avoir Xt mais l’observation contient aussi une information sur

l’aléa WX
t qui s’est réalisé. Nous pouvons alors reconstituer toute la trajectoire

des (Xs)0≤s<t mais aussi du mouvement Brownien (WX
s )0≤s<t. L’estimation de Xt

s’est alors changée en estimation d’une trajectoire dont il est possible de donner

la loi.

Hors de ce cas somme toute pathologique, en présence de bruit, le problème

de filtrage sera résolu par :
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– La reconstitution de la trajectoire de Xt sachant les observations recueillies.

– Le calcul de la loi de la trajectoire (Xs)0≤s≤t sachant la trajectoire du pro-

cessus d’observations depuis l’instant 0, Y0
t = (Ys)0≤s≤t.

Le problème de filtrage stochastique ainsi énoncé requiert un certain nombre

d’hypothèses, notamment d’adaptation des processus aux filtrations engendrées

ainsi que de régularité des fonctions entrant dans les EDS de dynamique ou d’ob-

servation.

Une fois le filtrage de processus stochastique correctement décrit, il a une so-

lution abstraite exacte, on détaille cette solution et son existence dans la première

section 5.1 et nous verrons qu’il est possible par des approximations particulaires

d’en donner une résolution approchée. En effet, nous savons qu’en l’absence de

bruit, le problème se résoud tout seul. En discrétisant la loi du bruit d’observa-

tion, c’est à dire en simulant tout un ensemble de N réalisations possibles de ce

bruit (on appelle ces réalisations des particules), N devant être assez grand pour

couvrir la gamme d’aléas possibles, on retombe pour chacune des particules sur

un problème quasiment déterministe sans bruit. Dit brutalement, les particules ne

sont pas bruitées. Si par un heureux miracle, il était possible de déterminer exacte-

ment la réalisation qui s’est produite, avec un nombre de particules immensément

grand, on formulerait alors la solution exacte du processus de filtrage. Mais tout

au plus pouvons-nous donner à chacune des particules une probabilité de s’être

réalisée. En ce cas, il nous est permis de calculer l’espérance de Xt sachant les

observations Y0
t et de reconstituer les lois du filtrage. Cette approximation par

particules correspond à la résolution particulaire du problème de filtrage que nous

présenterons dans la deuxième section (5.2) de ce chapitre.

Pour les applications du filtrage aux processus linéaires gaussiens pour les-

quels l’estimateur de Kalman est optimal, nous proposons dans l’annexe A une

description de l’algorithme de Kalman-Bucy et ainsi que 2 extensions de ce filtre,

les filtres de Kalman en intéraction et les filtres de Kalman d’ensemble. Il en

existe d’autres comme les Unscented Kalman Filter (Julier et Uhlmann. (1997)),

les Kalman Filter Linear Mixing (Chuin-Mu et al. (2004)), les Kalman Filter

Bank (Kobayashi et Simon (2005)), etc... que le lecteur pourra retrouver dans

la littérature en ingénierie du signal vers laquelle nous renvoyons. Toutes ces ex-

tensions ont pour but d’approcher les non-linéarités du processus de dynamique.

Chacune contient une particularité qui la rend intéressante dans les applications

pratiques. Mais ce ne sont que des palliatifs d’ingénierie aux méthodes particu-
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laires que nous présentons ici et qui permettent d’approcher au mieux l’estimateur

non-linéaire optimal.

5.1 Filtrage Stochastique pour les processus non-

linéaires

5.1.1 Le filtrage à temps continu

Nous commencerons par détailler le cas du filtrage non-linéaire en temps

continu. Les problèmes de filtrage non-linéaires et le calcul stochastique sont très

liés, et d’ailleurs ils se sont nourris mutuellement pour aboutir à des théories

complètes. Nous ne présenterons pas le calcul stochastique pour lequel on se référa

au livre de Revuz et Yor (1990).

Commençons par une analyse du processus d’observation seul. On se donne

pour se faire un espace de probabilité (Ω,F ,Ft,P), avec Ft la filtration Brow-

nienne associée au mouvement Brownien Vt, Vt est une martingale de crochet

< Vt, Vt >= t, voir Revuz et Yor (1990). Dans le texte qui suit tous les processus

sont scalaires, pour simplifer la lecture, mais la même démonstration est possible

pour des processus d−dimensionnels.

Pour tout temps s ∈ [0, T ], soit Hs ∈ L2
loc(Vt)[0,T ] un processus progressivement

mesurable par rapport à Ft tel qu’on ait E[
∫ T

0
H2
sds] < +∞.

On définit alors le processus Yt par : Yt =
∫ t

0
Hs ds+ Vt et on note également

pour un processus ξt FY
t -adapté πt(ξt) = E(ξt | FY

t ) où FY
t est la filtration natu-

relle de Yt.

On appelle alors processus d’innovation le processus définit par :

It = Yt −
∫ t

0

πs(Hs) ds (5.1)

Proposition 5.1.1. Le processus Yt admet la représentation

Yt = Y0 +

∫ t

0

πs(Hs)ds+ It (5.2)
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et It est un FY
t -mouvement brownien.

Démonstration. La preuve, voir Fujisaki et al. (1972) ou Pardoux (1991), utilise

le fait que It = Yt −
∫ t

0
πs(Hs) ds et que Vt est un vecteur gaussien, donc on a

E(eiλ(It−Is)|FY
t ) = e−

1
2
λ2(t−s) (5.3)

où λ est un réel. En considérant la fonction eiλIt et en lui appliquant la formule

d’Itô on obtient

eiλIt = eiλIs+ iλ

∫ t

s

eiλIudWu+ iλ

∫ t

s

eiλIu [Hu−πu(Hu)]du−
1

2
λ2
∫ t

s

eiλIudu (5.4)

Or Vt est un mouvement Brownien par rapport à FV
t ∨ FY

t donc on obtient

E[
∫ t

s
eiλIudWu|FY

s ] = 0. De même on a E[
∫ t

s
eiλIu [Hu − πu(Hu)]du|FY

s ] = 0.

Alors ρt = E(eiλIt|FY
s ) s’écrit

ρt = ρs −
1

2
λ2
∫ t

s

ρudu (5.5)

qui vérifie l’équation 5.3, donc l’innovation est un FY
t -mouvement Brownien.

Il est important que le processus d’innovation soit un mouvement Brownien

par rapport à la filtration engendrée par le processus Yt. Ce qui revient à dire

que dans FY
t on dispose de toute l’information sur Yt. Mais attention, It n’est pas

forcément un mouvement Brownien par rapport au bruit Vt. On a ainsi décomposé

Yt comme une FY
t -semimartingale.

On va particulariser ce qu’on vient de voir sur l’innovation en introduisant

maintenant le processus de dynamique Xt de telle manière que le couple (Xt, Yt) ∈
(Ω,Ft,P). On se donne comme hypothèse supplémentaire que pour tout t > 0 on

ait une fonction Ft ∈ L2
loc et une Ft-martingale Mt, telles que

Xt = X0 +

∫ t

0

Fsds+Mt

où Mt pourrait être un processus de Poisson ou de Wiener. En dernier lieu on va

supposer que pour tout t > 0 Vt ⊥⊥ Xt avec Yt =
∫ t

0
Hs ds+ Vt.
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Théorème 5.1.1 (Fujisaki-Kallianpur-Kunita-1972). Avec les hypothèses que l’on

vient de mentionner, pour tout t ∈ [0, T ], P-ps on a :

πt(X) = π0(X) +

∫ t

0

πs(F )ds+

∫ t

0

[πs(H.X)− πs(H).πs(X)]dIt (5.6)

Démonstration. Voir Fujisaki et al. (1972), Th. 4.1 p 29.

On notera que l’équation 5.6 (FKK) est à valeur mesure où l’inconnue est une

mesure, ici πt. Elle est très générale et demande peu de structure aux 2 processus,

on peut améliorer la description en effectuant un couplage entre Xt et Yt, mais elle

est difficile d’application. Néanmoins on peut montrer que dans le cas de processus

de diffusion bornés, s’il existe une fonction qt vérifiant une certaine EDS, que l’on

verra plus bas, alors qt est une densité pour πt pour la mesure de Lebesgue : pour

toute fonction ϕ bornée de la v.a.r ξt, πt(ϕ)(ξt) = E(ϕ(ξt)|FY
t ) =

∫

R
ϕ(x) qt(x) dx.

Voyons ça en quelques lignes.

On suppose que le couple (Xt, Yt) est solution forte du système différentiel

stochastique :







dXt = F (Xt) dt+G(Xt) dWt

dYt = H(Xt) dt+ dVt
X0 = ξ ∼ q0(x)

Y0 = 0

Wt ⊥⊥ Vt

(5.7)

avec F,G,H des fonctions [0, T ]× R → R Lipschitz bornées.

En tant que solution forte de l’EDS, Xt est un processus de Markov. On note

pour tout t ≥ 0 Pt le semigroupe de transition associé à Xt et L le générateur

infinitésimal (Lϕ = limτ→0
1
τ
{Ptϕ − ϕ}) et on a pour toute fonction ϕ deux fois

différentiable, (Lϕ)(x) = F (x) ∂
∂x
ϕ + 1

2
G2(x) ∂2

∂x2
ϕ(x). L est un opérateur du se-

cond ordre qui suit l’équation de Kolmogorov ∂tPtϕ = PtLϕ = L∗Ptϕ où L∗ est

l’opérateur adjoint avec (L∗ϕ)(x) = − ∂
∂x
[F (x)ϕ(x)] + 1

2
∂2

∂x2
[G2(x)ϕ(x)].

On suppose alors qu’il existe pour tout temps t positif une fonction positive qt
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qui vérifie pour tout x ∈ R

qt(x) = q0(x) +

∫ t

0

(L∗qs)ds+
∫ t

0

qs(x)[H(x)− πs(H)]dIs (5.8)

Cette équation sera appelée l’équation de Kushner-Stratonovich pour la densité

conditionnelle.

Alors, on obtient immédiatement πs((Lϕ)(X)) =
∫

R
(L∗qs)(x)ϕ(x)dx

et par calcul direct πs(ϕH)− πs(ϕ)πs(H) =
∫

R
ϕ(x)qs(x)[H(x)− πs(H)]dx

En utilisant (FKK) et l’équation 5.8 pour qt on peut écrire :

πt(ϕ) = π0(ϕ) +

∫ t

0

πs(Lϕ)ds+
∫ t

0

[πs(ϕH)− πs(ϕ)πs(H)]dIs

=

∫

R

ϕ(x)[q0(x) +

∫ t

0

(L∗qs)ds+
∫ t

0

qs(x)[H(x)− πs(H)]dIs]ds

=

∫

R

ϕ(x)qt(x)dx

On a vérifié que si qt satisfait 5.8, alors πt avait qt pour densité.

On voit la difficulté d’utilisation de ce résultat. Assurer l’existence d’une fonc-

tion pour 5.8 n’est pas aisé. Pour établir les équations du filtrage non-linéaire

nous allons utiliser le changement de probabilité de référence comme application

du théorème de Girsanov Karatzas et Shreve (1998) ou Revuz et Yor (1990).

On revient au cas général pour Xt qui n’est plus forcément une diffusion mais

se conformera aux hypothèses que l’on avait énoncer dans le théorème connu sous

le nom de Kallianpur-Striebel. On se référera soit à Pardoux (1991), soit à Zakai

(1969) ou directement Kallianpur et Striebel (1967)

Théorème 5.1.2 (Kallianpur et Striebel (1967)). On suppose que ∀s ∈ [0, T ]

Yt =
∫ t

0
Hs(Xs)ds+ Vt et Hs(Xs)ds ∈ L2

loc. On pose

Zt = Zt(X,Y ) = exp{
∫ t

0

Hs(Xs)dYs −
1

2

∫ t

0

|Hs(Xs)|2ds} (5.9)



Chapitre 5. Le Filtrage non linéaire 92

On suppose pour l’instant que E(Z−1t ) = 1. On définit
◦
P telle que :

dP

d
◦
P






Ft

= Zt 0 ≤ t ≤ T (5.10)

Alors pour toute fonction ϕ : R → R, Xt 7→ ϕ(Xt) avec ϕ ∈ L1(Ω,Ft,P) et

ϕZt ∈ L1(Ω,Ft,P) on a

E(ϕ(Xt)|FY
t ) =

◦
E (ϕ(Xt)Zt | FY

t )
◦
E (Zt | FY

t )
P− ps (5.11)

Ce changement de probabilité de référence est fait pour que Yt devienne sous

la loi
◦
P un mouvement Brownien.

Démonstration. La plus directe se trouve dans Pardoux (1991) et la voici.

On a évidemment pour tout temps t ≥ 0, Zt > 0 P − ps, donc également sous

la probabilité
◦
P, et de même

◦
E (Zt|FY

t ) > 0 P − ps et
◦
P −ps. Le théorème de

Novikov nous assure aussi que E(Zt) = 1.

Se faisant on se donne ∀t > 0 ξt une variable aléatoire FY
t -mesurable. Alors

E(ϕ(Xt)ξt) =
◦
E (ϕ(Xt) ξt Zt)

=
◦
E (ξt

◦
E (ϕ(Xt) Zt | FY

t ))

=
◦
E

(

ξt
Zt

◦
E (Zt | FY

t )

◦
E (ϕ(Xt) Zt | FY

t )
)

= E

(

ξt

◦
E (ϕ(Xt) Zt | FY

t )
◦
E (Zt | FY

t )

)

Donc sous
◦
P, Yt est un mouvement Brownien, Xt a la même distribution sous

P et sous
◦
P, et pour tout t > 0, Xt ⊥⊥ Yt. On notera aussi que la formule de

Kallianpur-Striebel est une forme de la formule de Bayes et on a :

E(ϕ(Xt) | FY
t )(ω) =

∫
ϕ(x)Zt(x, Yt(ω))P

X(dx)
∫
Zt(x, Yt(ω))PX(dx)

(5.12)

A ce stade, la seule hypothèse que l’on ait fait sur Xt est que pour tout t ≥ 0

on a Ht(Xt) ∈ L2
loc et E(Z−1t ) existe. Il n’y a aucune structure sous-jacente pour

Xt lui même.
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Dans le cas où Xt est une diffusion à coefficient uniformément borné, on notera

que les hypothèses sur Zt sont satisfaites.

Pour que πt décrive une EDS d’évolution, on va justement se placer dans le

cadre des diffusions et on définit la mesure de filtrage non-normalisée :

Définition 5.1.1. Soit (σt)t≥0 à valeurs dans l’espace des mesures, telle que pour

toute fonction ϕ bornée et tout t ≥ 0

σt(ϕ) =
◦
E (ϕ(Xt) Zt |FY

t ) (5.13)

avec Xt défini par la diffusion

Xt = X0 +

∫ t

0

F (Xs) ds+

∫ t

0

G(Xs) dWs (5.14)

On rappelle que la probabilité de filtrage définie par πt(ϕ) = E(ϕ(Xt) | FY
t ),

pour tout fonction bornée ϕ, est une mesure normalisée. En effet d’après la formule

de Kallianpur-Striebel 5.11 que l’on vient de voir πt(ϕ) =
σt(ϕ)
σt( � ) .

Le problème de filtrage s’écrit alors par le système :







Xt = X0 +
∫ t

0
F (Xs) ds+

∫ t

0
G(Xs) dWs

Yt = Y0 +
∫ t

0
H(Xs) ds+ Vt

X0 = ξ0 ∼ q0(x)

Y0 = 0

Wt ⊥⊥ Vt

(5.15)

et F,G,H sont des fonctions [0, T ]× R → R Lipschitz bornées.

Partant de l’équation sur Xt dans ce système, pour une fonction bornée ϕ par

la formule d’Itô on a :

ϕ(Xt) = ϕ(X0) +

∫ t

0

Lsϕ(Xs) ds+

∫ t

0

G(Xs) dWs

et par sa définition Zt = 1 +
∫ t

0
Zs Hs(Xs)dYs. La quantité Zt ϕ(Xt) peut être

écrite comme

Zt ϕ(Xt) = ϕ(X0) +

∫ t

0

Zsd(ϕ(Xs)) +

∫ t

0

ϕ(Xs)dZs (5.16)
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On peut alors évaluer la différentielle dZt :

dZt = Zt Ht(Xt)dYt

alors en intégrant contre la fonction test ϕ

Ztϕ(Xt) = ϕ(X0) +

∫ t

0

ZsLsϕ(Xs)ds

+

∫ t

0

ZsGs(Xs)dWs

+

∫ t

0

ZsHs(Xs)ϕ(Xs)dYs

Le lemme 2.2.4 de Pardoux (1991) nous indique que

◦
E (

∫ t

0

ZsGs(Xs)dWs|FY
t ) = 0

et que
◦
E (

∫ t

0

ZsHsϕ(Xs)dYs|FY
t ) =

∫ t

0

◦
E (ZsHsϕ(Xs)|FY

t )dYs

Alors on a établi le

Théorème 5.1.3 (Zakai (1969)). Pour toute fonction ϕ bornée deux fois différentiable,

σt(ϕ) = σ0(ϕ) +

∫ t

0

σs(L(ϕ(Xs))ds+

∫ t

0

σs(Hsϕ(Xs))dYs (5.17)

et

πt(ϕ) =
σt(ϕ)

σt(
�
)

(5.18)

Il est alors possible de donner une EDS pour la mesure de probabilité de filtrage

normalisée πt, en effet avec l’équation 5.16 et l’équation de Kallianpur-Striebel 5.11

on a pour σt(
�
) :

σt(
�
) =

◦
E (Zt |FY

t )

= 1 +

∫ t

0

◦
E (Zs |FY

t )πs(Hs)dYs

Usant de la formule de Itô, σt(
�
)−1 s’évalue par :

σt(
�
)−1 = 1−

∫ t

0

σs(
�
)−1πs(Hs)dYs +

∫ t

0

σs(
�
)−1|πs(Hs)|2ds (5.19)

ce qui nous permet de prouver le théorème de Kushner-Stratonovich
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Théorème 5.1.4 (Kushner-Stratonovich). Pour toute fonction ϕ bornée deux fois

différentiable,

πt(ϕ) = π0(ϕ) +

∫ t

0

πs((Lϕ)(Xs))ds

+

∫ t

0

πs(Hsϕ(Xs))− πs(Hs)πs(ϕ(Xs))dIs (5.20)

Démonstration. On calcule σt(
�
)−1σt(ϕ) avec pour l’expression de σt(ϕ) l’EDS de

Zakai 5.17 et en utilisant la formule de Kallianpur-Striebel 5.11.

On remarque ici la présence du terme d’innovation dYs−πs(Hs)ds contre lequel

on intègre πs(Hsϕ(Xs))−πs(Hs)πs(ϕ(Xs)) sorte de quantification de l’indépendance

entre Hs(Xs) et ϕ(Xs).

Le traitement de ces équations en temps continu est difficile. On a vu no-

tamment que l’existence des densités pour les probabilités conditionnelles pouvait

poser problème. Seul le cas linéaire gaussien se résout explicitement avec l’estima-

teur de filtre de Kalman-Bucy à temps continu, dans tous les autres cas, il n’y a

pas d’expression analytique de ces solutions.

L’existence de solutions au problème du filtrage à temps continu est presque

obtenu si le signal physique bouge moins vite que les observations d’où la nécessité

des capteurs rapides. En cas d’existence de la solution, on peut développer des al-

gorithmes particulaires à temps continu. Alors l’équation de Kushner-Stratonovitch

n’est pas suffisante, et on passe à l’équation robuste (voir Del Moral et Miclo

(2000) ou Rousset (2006)). Si cette existence n’est pas acquise, on peut s’intéresser

au problème discret et la formule de Kushner-Stratonovitch est remplacée par la

formule de Bayes (voir Crisan et Lyons (1997) ou Crisan et al. (1999b)) ou au

problème continu à observations discrètes (voir Del Moral et al. (2001a)).

Nous avons choisi le parti-pris d’exprimer dès le départ le problème à temps

discret en modélisant les conséquences de cette formulation notamment sur les

équations d’évolution. Cette modélisation discrète sera vue dans le cas de la tur-

bulence dans la partie III de ce mémoire, en attendant, nous présentons le filtrage

trajectoriel discret et les mesures de Feynman-Kac qui sont les outils nécessaires

au filtrage non-linéaire.
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5.1.2 Le filtrage trajectoriel à temps discret

Le filtrage d’un processus à temps discret observé peut se faire ponctuelle-

ment, mais on gagne à le considérer comme un processus trajectoriel. En effet

Miclo et Del Moral (2001) ont montré que pour le filtrage d’un processus de Mar-

kov, la mesure empirique associée au processus historique converge vers la loi

conditionnelle de la trajectoire du signal par rapport à une suite d’observations.

De plus les lois de probabilités du filtrage dans l’espace des chemins correspondent

à des mesures de Feynman-Kac ayant la même structure que pour le problème

ponctuel. Pour le cas du filtrage trajectoriel, les auteurs montrent des résultats

de convergence et aussi de propagation du chaos ( la propagation du chaos quan-

tifie l’indépendance entre les trajectoires ). On peut aussi montrer dans le cas

d’approximation particulaire que les variances d’erreur sur les trajectoires sont

moindres que dans le cas ponctuel. Avant de parler de l’approche particulaire,

c’est à la présentation des Feynman-Kac et du filtrage trajectoriel auxquels on va

s’attacher maintenant.

Dans la suite du texte on va adopter pour toute mesure finie µ définie sur

l’espace mesurable (E, E), tout noyau de transition Q de (E, E) dans (F,F) espace

mesurable, toute fonction f bornée mesurable sur l’espace E et tout élément A

de la tribu F , les notations pour les moyennes suivantes :

µ(f) =

∫

E

f(x) µ(dx) (5.21)

Q(f)(x) =

∫

F

Q(x, dy) f(y) (5.22)

ce qui donne pour l’indicatrice

Q(
�
A)(x) = Q(x,A) (5.23)

µ(
�
A) = µ(A) (5.24)

et pour terminer

(µQ)(A) =

∫

E

µ(dx) Q(x,A) (5.25)

On suppose que pour tout n ≥ 0, Xn est un processus de Markov de loi

de transition Mn et de loi initiale η0 dans un espace mesurable (En, En) qui est

observé par un processus Yn vivant dans un espace (Fn,Fn). On considère le pro-

cessus historique (X0, . . . , Xn) ∈ ⊗n
p=0Ep . On suppose que pour tout n ≥ 0,
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Yn est lié à la dynamique du processus historique (X0, . . . , Xn) par la relation

Yn = Hn( (X0, . . . , Xn) , Vn) où Vn est un bruit d’observation Markovien. De plus

on supposera que le couple (Xn, Yn) ∈ En×Fn est Markovien pour chaque pas de

temps n ≥ 0. On va également considérer alors le processus historique de l’obser-

vation (Y0, . . . , Yn) ∈ ⊗n
p=0Fp.

Le problème de filtrage non-linéaire se résout en trouvant la loi conditionnelle,

pour toute fonction f mesurable bornée :

η̂n(f) = E[f(X0, . . . , Xn) | Y0 = y0, . . . , Yn = yn] (5.26)

De la même manière on définit le prédicteur du filtre (la loi conditionnelle

prédisant la position à venir sachant les observations disponibles) par

ηn(f) = E[f(X0, . . . , Xn) | Y0 = y0, . . . , Yn−1 = yn−1] (5.27)

Bien que le processus soit non-linéaire, on montre que ce filtre correspond à

l’estimateur optimal. Il n’a pas de solution analytique sauf dans des cas particu-

liers comme les processus de dynamique et d’observation linéaires gaussiens. Nous

allons en étudier les caractéristiques, et il faudra dans le cas général l’approcher

par des méthodes particulaires qui seront l’objet de la section suivante.

On réduit un peu notre modèle d’observation qui est très général, en considérant

que l’observation Yn ne se fait que sur l’état courant Xn et pas sur la trajectoire,

on a alors Yn = Hn( (X0, . . . , Xn) , Vn) = Hn(Xn, Vn) et on rajoute une hypothèse

supplémentaire avec l’existence à chaque pas de temps d’une fonction gn ∈ [0, 1] et

d’une mesure qn telles que P(Hn(xn, vn) ∈ dyn) = gn(xn, yn) qn(dyn), c’est-à-dire

que Hn(Xn, Vn) et Vn sont absolument continues de densité gn.

Les 2 mesures η̂n et ηn sont appelées des mesures de Feynman-Kac (Del Moral

(1998, 2004)). Elles peuvent être définies dans un cadre plus large que celui du

filtrage par la donnée d’une fonction de potentiel Gn, avec 0 ≤ Gn ≤ 1 et ici

Gn(Xn) = gn(Xn, Yn), et par la donnée d’un noyau de transition Mn, ici la dy-

namique du processus observé. On lira à profit le livre de P. Del Moral (2004)

présentant un certain nombre de sujet de la physique, la biologie ou l’ingénierie

où ces mesures ont un intérêt d’application.
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On va noter l’espace dans lequel vit le processus historique (X0, . . . , Xn)n≥0,

E[0,n] = E0×· · ·×En. On notera que le passage du processus du temps n au temps

n+ 1, se fait par augmentation d’état, et en utilisant le noyau de transition Mar-

kovienne Mn+1 : (X0, . . . , Xn, Xn+1) = ((X0, . . . , Xn), Xn+1) et Xn
Mn+1−−−→ Xn+1.

Avec la dynamique Markovien de Xn on peut écrire la loi du processus histo-

rique de manière multiplicative

PX0,...,Xn(d(x0, . . . , xn)) = η0(dx0) M1(x0, dx1) . . .Mn(xn−1, dxn)

et pour une fonction bornée dans l’espace E[0,n] on a l’espérance

E(fn(X0, . . . , Xn)) =

∫

E[0,n]

fn(x0, . . . , xn)P
X0,...,Xn(d(x0, . . . , xn))

De même pour le processus d’observation :

PY0,...,Yn(d(y0, . . . , yn)) =
{
∫

E[0,n]

n∏

p=0

gp(xp, yp)P
X0,...,Xn(d(x0, . . . , xn))

}
n∏

p=0

qp(dyp)

(5.28)

alors la loi du filtre (que l’on appelle souvent mise à jour) s’écrit trajectoriellement :

E(fn(X0, . . . , Xn)|(Y0, . . . , Yn) = (y0, . . . , yn))

=

∫

E[0,n]
PXn (d(x0, . . . , xn))

∏n
p=0 gp(xp, Yp)fn(x0, . . . , xn)

∫

E[0,n]
PXn (d(x0, . . . , xn))

∏n
p=0 gp(xp, Yp)

(5.29)

=

∫

E[0,n]
η0(dx0)

∏n
p=1Mp(xp−1, dxp)

∏n
p=0 gp(xp, Yp)fn(x0, . . . , xn)

∫

E[0,n]
η0(dx0)

∏n
p=1Mp(xp−1, dxp)

∏n
p=0 gp(xp, Yp)

(5.30)

On définit les mesures trajectorielles non-normalisées toujours pour des fonc-

tions mesurables bornées :

γ̂n(fn) = Eη0(fn(X0, . . . , Xn)
n∏

p=0

Gp(X0, . . . , Xp)) (5.31)

et

γn(fn) = Eη0(fn(X0, . . . , Xn)
n−1∏

p=0

Gp(X0, . . . , Xp)) (5.32)

avec Gp(X0, . . . , Xp) = g(Xp, Yp) = Gp(Xp) puisque l’observateur ne voit que

l’état courant.
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Pour tout n ≥ 0 les mesures de Feynman-Kac du filtrage peuvent être formulées

au moyen des mesures non-normalisées :

ηn(fn) =
γn(fn)

γn(1)
(5.33)

et

η̂n(fn) =
γ̂n(fn)

γ̂n(1)
(5.34)

De plus la formule de la mise à jour, qui est valable pour tout pas de temps,

η̂n(fn) =
ηn(Gn.fn)

ηn(Gn)

montre que la loi du filtre η̂n est une mesure de Boltzmann-Gibbs et qu’il existe

un transformation de Boltzmann-Gibbs Ψn telle que η̂n = Ψn(ηn) et

Ψn(ηn)(d(x0, . . . , xn)) =
Gn(xn)ηn(d(x0, . . . , xn))

ηn(Gn)
= η̂n(d(x0, . . . , xn)) (5.35)

De ce fait on peut définir 2 transformations Φn+1 et Φ̂n telles que

Φn+1(ηn)
def
= Ψn(ηn)Mn+1 et Φ̂(η̂n−1)

def
= Ψn(η̂n−1Mn)

Ces 2 transformations permettent d’écrire l’évolution des mesures de Feynman-

Kac, la prédiction ηn et la mise à jour η̂n :

ηn+1 = Φn+1(ηn) et η̂n+1 = Φ̂n+1(η̂n)

On résume cela sur un diagramme :

ηn−1
Ψn−−−−−−→ η̂n

Mn−−−−−−→−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Φn

ηn

On définit alors une dernière quantité, la transformation de Boltzmann-Gibs

pour la mesure de mise à jour.

En effet en notant Ĝn+1 =Mn(Gn) et M̂n(fn) =
Mn(Gnfn)
Mn(Gn)

on obtient

Ψn(η̂n−1Mn)(fn) =
η̂n−1Mn(Gnfn)

η̂n−1Mn(Gn)
=
η̂n−1(Ĝn−1M̂n(fn))

η̂n−1(Ĝn−1)
(5.36)
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Par la définition suivante

Ψ̂n(η̂n)(d(x0, . . . , xn))
def
=

Ĝn(xn)η̂n(d(x0, . . . , xn))

η̂n(Ĝn)
(5.37)

et exprimant ηn à partir des mises à jour,

ηn(fn) =
Eη̂0 [fn(X̂0, . . . , X̂n)

∏n−1
p=0 Ĝp(X̂p)]

Eη̂0 [
∏n−1

p=0 Ĝp(X̂p)]
(5.38)

où X̂p est la châıne de Markov de loi initiale η̂0 et de loi de transition élémentaire

M̂n, on peut écrire l’évolution du flot des mises à jour comme le système dynamique

η̂n+1 = Φ̂n+1(η̂n) = Ψ̂n(η̂n)M̂n+1 (5.39)

On l’a déjà mentionné ces processus à valeurs mesures ne sont en général pas

calculables sauf dans le cas déjà cité des processus linéaires à bruits de dynamique

et d’observation gaussiens, pour lesquels une solution exacte explicite a été donnée

par Kalman et Bucy dans leur estimateur qui porte maintenant leur nom (voir

annexe A).

Hors de ce cas plein d’enseignements et qui a marqué une étape importante

dans les techniques de filtrage optimal, il faut se donner les moyens de traiter les

mesures de Feynman-Kac avec des algorithmes séquentiels qui vont généraliser le

filtre de Kalman-Bucy. Les pionniers (voir la mise en revue de ces premiers travaux

dans Del Moral et al. (1995)) se sont inspirés des méthodes de Monte-Carlo et ont

eu l’idée d’approcher ces mesures par des lois empiriques en utilisant des particules

en interaction. C’est ce que l’on nomme l’ approximation particulaire que l’on va

présenter maintenant.

5.2 Approximation particulaire du filtrage non-

linéaire

Les approximations particulaires de mesures de probabilité pour un système

dynamique aléatoire sont des méthodes de Monte Carlo séquentielles. Les parti-

cules explorent l’espace d’état, en évoluant de manière indépendante obéissant à

la dynamique du processus sous-jacent. Elles peuvent interagir sous l’action d’un

processus de sélection ou par une évolution utilisant la loi du système dynamique
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(processus à champ moyen comme ceux étudiés au chapitre 6). La sélection a

pour effet de placer ou de garder les particules dans les régions d’intérêt de l’es-

pace d’état.

Les méthodes particulaires ont été développées pour de nombreux domaines de

la physique. On citera notamment leur utilisation pour résoudre les équations de

Boltzmann (Sznitman (1991); Méléard (1996)) ou pour les équations de Burgers

(Bossy et Talay (1996a); Sznitman (1991)) ou plus récemment pour l’équation de

Navier-Stokes en 2D dans Méléard (2001) ou 3D dans Fontbona (2006). D’une

manière plus générale on trouvera des résultats d’existence et d’unicité pour cer-

taines SPDE non-linéaires dans Kurtz et Xiong (1999).

S’inspirant des méthodes particulaires utilisées en modélisation d’équations de

la physique, on a pu développer à la fin des années 80 des techniques de filtrage

d’un processus bruité par des particules stochastiques. La littérature est mainte-

nant conséquente, on peut lire par exemple Doucet et al. (2001a)).

A partir d’un processus physique évoluant à temps continu on peut construire

une estimation particulaire continue utilisant des observations discrètes, Del Moral et al.

(2001a) ou Del Moral et Miclo (2000), mais dans ce travail on va privilégier une

dynamique et des observations entièrement discrètes.

Pour mieux cerner l’approximation particulaire du filtrage reposant sur la des-

cription du problème par les flots de mesures de Feynman-Kac, nous commence-

rons par présenter l’interprétation de McKean de ces flots qui est une particula-

risation de la dynamique des Feynman-Kac se prêtant bien au problème de filtrage.

Dans ce paragraphe, pour que les notations soient moins lourdes, et sans rien

enlever à la généralité nous allons utiliser une dynamique ponctuelle de Xn en lieu

et place du processus historique (X0, . . . , Xn). Rappelons que nous nous sommes

placés dans le cas où la fonction potentiel ne considère que l’état courant. Nous

reprendrons un peu plus bas, paragraphe 5.3, le problème de l’estimation trajec-

torielle.

Nous avons vu que les mesures de Feynman-Kac évoluaient selon η̂n = Ψn(ηn)
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et ηn+1 = η̂nMn+1, soit

ηn+1 = Ψn(ηn)Mn+1 (5.40)

Cette équation intégrale peut également être vue comme une équation récursive

de la forme

ηn+1 = ηn Kn+1,ηn

où Kn+1,ηn serait un noyau défini par

Kn+1,ηn = Sn,ηn Mn+1

et il faut alors préciser ce qu’est Sn,ηn . Cette écriture est appelée l’interprétation

de McKean de 5.40. Elle n’est pas unique et on peut définir le noyau Sn,ηn de

multiples manières.

Par exemple,

Sn,ηn(xn, ·) = Ψn(ηn)(·)
est un choix possible ou bien

Sn,ηn(xn, ·) = Gn(xn)δxn(·) + [1−Gn(xn)]Ψn(ηn)(·)

en est un autre, avec Ψn(ηn)(dx) =
Gn(x)
ηn(Gn)

ηn(dx).

Une fois le choix du noyau Sn,ηn effectué, par exemple le second, on a l’évolution

récursive pour les mesures de probabilité du filtrage

ηn
Sn,ηn−−−→ η̂n = ηn Sn,ηn

Mn+1−−−→ ηn+1 = η̂n Mn+1 (5.41)

Il est possible de montrer (Del Moral et al. (2001c)) que pour le noyau

Sn,ηn(xn, ·) = Gn(xn)δxn(·)+[1−Gn(xn)]Ψn(ηn)(·) la variance d’erreur est moindre

et que l’algorithme est numériquement plus stable utilisant le premier noyau de

sélection.

C’est ce type de noyaux que nous l’utiliserons dans la suite de cette étude.

Il existe d’autres noyaux plus performant, par exemple en choisissant le noyau

de sélection Sn,ηn(xn, ·) = Gn(xn)
ηn−ess sup(Gn)δxn + [1 − Gn(xn)

ηn−ess sup(Gn) ]Ψn(ηn) on peut

montrer que les estimations sont plus précises, la meilleure des particules étant

automatiquement conservée lors de la sélection, mais ce noyau a un coût de calcul

nettement supérieur que nous bannissons ici.



Chapitre 5. Le Filtrage non linéaire 103

Avec 0 ≤ Gn ≤ 1, cette sélection correspond à une transition de marche

aléatoire de type loi de Bernoulli où le marcheur reste où il est avec la probabilité

Gn et se redistribue selon la probabilité complémentaire sur un nouveau site tiré

aléatoirement en accord avec la loi Ψn(ηn). Le noyau Sn,ηn est appelé le noyau de

sélection, il renforce ainsi les positions de l’espace d’état à fort potentiel.

Le modèle d’évolution pour les Feynman-Kac que l’on a décrit en 5.41 corres-

pond à une dynamique dans l’espace des phases en deux étapes :

– Un temps de sélection qui adapte la dynamique pour favoriser les zones

de forts potentiels. Elle favorise les zones de l’espace des phases les mieux

adaptées au milieu aléatoire.

– Une fois la sélection opérée, un temps d’évolution Markovienne, que l’on va

nommer mutation.

Ainsi parallèlement au schéma d’évolution des probabilités conditionnelles de

filtrage, on peut donner pour tout n ≥ 0 un schéma d’évolution pour le vecteur

d’état :

Xn ∈ En
Sélection−−−−−→ X̂n ∈ En

Mutation−−−−−→ Xn+1 ∈ En+1 (5.42)

Les noms de sélection et mutation viennent de la biologie où ont été décrits

pour la première fois les algorithmes génétiques. Dans ce cadre un groupe d’in-

dividus (pour nous l’ensemble des marcheurs de la marche aléatoire) subit des

sélections, les individus les moins adaptés au milieu environnant disparaissent au

profit des plus pertinents, et d’une génération à l’autre des mutations se pro-

duisent. Dans ce cadre l’utilisation des flots de Feynman-Kac est assez pertinente

et permet une formalisation des algorithmes génétiques avec des estimations d’er-

reur des schémas d’approximation Del Moral et al. (2001b). Dans le filtrage par-

ticulaire, c’est en quelque sorte ce type de dynamique que l’on reproduit, avec un

renforcement des états les plus probables au détriment des autres, et une explo-

ration aléatoire de l’espace des phases entre deux pas de temps. On va retenir le

langage de la biologie qui est assez parlant, et qui plus est, on va pouvoir parler

pour chaque marcheur, de descendant (au pas de temps après), d’ancêtres (pas

de temps précédent), de lignes ancestrales et finalement d’arbres généalogiques.

Autrement dit en filtrant sur une trajectoire à un instant n, ce que l’on cherche

à optimiser c’est la ligne ancestrale qui a généré l’état courant Xn (lire le filtrage

par arbres généalogique dans Del Moral (2003) ou Del Moral (2004)). Nous allons

balayer ces idées en présentant l’interprétation particulaire du filtrage non-linéaire.
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On appelle particules des points test de l’espace d’état En, n ≥ 0, que l’on

note (ξin)1≤i≤N ∈ EN
n pour N > 0. Ces particules explorent l’espace En et avec la

dynamique que l’on va donner échantillonnent empiriquement la loi ηn.

On appelle système de particules en interactions associé au noyau

Kn+1,ηn = Sn,ηn Mn+1 issu de la distribution initiale η0, la suite de châınes de Mar-

kov inhomogènes (ΩN =
∏

n≥0E
N
n , ((F )

N
n )n≥0, (ξn)n≥0,P

N
η0
) à valeurs dans l’espace

produit EN
n où ξn = (ξ1n . . . ξ

N
n ) ∈ EN

n .

L’état initial ξ0 se compose de N copies iid selon η0. La transition élémentaire

du système de particules en interaction est donnée en notantm(ξn−1) =
1
N

∑N
j=1 δξjn−1

PNη0(ξn ∈ dxn | ξn−1) =
N∏

i=1

Kn,m(ξn−1)(ξ
i
n−1, dx

i
n)

Le noyau de transition peut s’exprimer par

PNη0(ξn ∈ dxn | ξn−1) =
∫

ENn

S(ξn, dxn)Mn+1(xn, dxn+1)

où S(ξn, dxn) =
∏N

i=1 Sn,m(ξn)(ξ
i
n, dx

i
n) et M(xn, dxn+1) =

∏N
i=1Mn+1(x

i
n, dx

i
n+1).

Pour préciser l’évolution et les erreurs commises avec un système de particules

en interaction, à l’instant initial, n = 0, on distribue aléatoirement, selon η0 qui

est une loi de probabilité connue (fournit dans les données du problème), N points

de l’espace d’état ξi0. L’ensemble de ces points échantillonne la loi η0 et définit la

distribution empirique

ηN0 =
1

N

N∑

i=1

δξi0

La loi empirique ηN0 approche la loi exacte η0 et la loi faible des grands nombres

nous donne pour toute fonction f bornée l’existence d’une constante C0 telle que :

E|ηN0 (f)− η0(f)| ≤
C0√
N
‖f‖ (5.43)

Pour tout n ≥ 1, l’ensemble des particules ξn = (ξin)1≥i≥N va suivre le schéma

d’évolution du vecteur d’état :

ξn ∈ EN
n

Sélection−−−−−→ ξ̂n ∈ EN
n

Prédiction−−−−−→ ξn+1 ∈ EN
n+1 (5.44)
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avec pour chaque temps n > 0, EN
n = ⊗N

i=1En. Le paquet de particules ξn
échantillonne une loi empirique notée

ηNn =
1

N

N∑

i=1

δξin (5.45)

pour laquelle il faut vérifier qu’elle approche suffisamment la loi ηn, quelque soit

le pas de temps.

De même pour l’étape de sélection on note :

η̂Nn =
1

N

N∑

i=1

δξ̂in (5.46)

la mesure empirique qui va correspondre à η̂n. On va préciser en quel sens cela est

vrai plus bas.

Lors de l’étape de mutation chaque particule évolue selon le noyau de transi-

tion exacte Mn+1. Ce n’est pas toujours le cas, on verra au chapitre suivant (6)

que pour une dynamique à champ moyen, l’évolution ne se fait qu’avec un noyau

de Markov approché ce qui induit des erreurs de propagation que l’on va quantifier.

Au cours de l’étape de sélection, pour tout pas de temps n, le noyau Sn,ηn est

approché. Il s’agit là pour chaque particule d’un mécanisme d’acceptation/rejet,

où chaque particule interagit avec les autres par le calcul du potentiel relatif de

chacune. Le noyau de sélection approché s’écrit :

Sn,ηNn (ξ
i
n, ·) = Gn(ξ

i
n)δξin(·) + [1−Gn(ξ

i
n)]Ψn(η

N
n )(·) (5.47)

avec

Ψn(η
N
n )(dx)

def
=

N∑

j=1

Gn(ξ
j
n)

∑N
k=1Gn(ξkn)

δξjn(dx)

On peut rappeler que le potentiel Gn dans le cas du filtrage a été défini par la

fonction de vraisemblance et donne le poids de chaque particule ξin, 1 ≤ i ≤ N

relativement à l’observation courante Yn.

Partant de l’approximation initiale on peut déduire par récurrence le compor-

tement asymptotique des mesures empiriques ηNn et η̂Nn avec des estimées d’erreur

Lp et on peut formuler le théorème :
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Théorème 5.2.1 (Del Moral et al. (2001c)). Pour tout temps n ≥ 0 et p ≥ 1, il

existe des constantes finies C
(p)
n <∞ telle que

∀f ∈ Bb(E) sup
n≥0

E(|ηNn (f)− ηn(f)|p)
1
p ≤ C(p)

√
N
‖f‖ (5.48)

De plus pour tout fonction f ∈ Bb(E) et n ≥ 0 la suite {ηNn f,N ≥ 1} converge

presque sûrement quand N →∞ vers ηnf .

Nous passons pour le moment sur la démonstration de 5.48, on peut la trouver

dans Del Moral et Guionnet (2001) ou dans le livre Del Moral (2004), et surtout

nous allons l’étendre dans le chapitre suivant (6) au cas des processus à champs

moyen. Pour la convergence de la suite {ηNn (f), N ≥ 1} c’est une conséquence

directe du lemme de Borel-Cantelli.

Au cours de la dernière décennie, de nombreux résultats ont été démontrés sur

les approximations particulaires des distributions de Feynman-Kac. Donnons-en

quelques références non-exhaustives.

Dans l’article de Del Moral et Ledoux (2000), les auteurs fournissent une dé-

monstration de la convergence des processus empiriques qui nous sera utile au

chapitre suivant. Del Moral et Guionnet (1999) formulent d’ailleurs un théorème

centrale limite, avec la convergence du terme d’erreur vers une variable aléatoire

gaussienne. On peut également citer des travaux sur la propagation du chaos dans

les systèmes de particules approchant les Feynman-Kac Del Moral et al. (2006),

sur les principes de grandes déviations Del Moral et Miclo (2000).

La description des algorithmes stochastiques par les flots de Feynman-Kac est

porteuse d’enseignement, Del Moral et Guionnet (2001) ont montré la stabilité

des algorithmes génétiques, puis plus tournés vers le filtrage particulaire avec la

première forme de noyau de sélection, Sn,ηn(xn, ·) = Ψn(ηn)(·), Le Gland et Oudjane

(2004) ont également réalisé une étude de la stabilité et donné des approximations

uniformes.

Plus spécifiquement sur le filtrage particulaire il existe une littérature conséquen-

te et plusieurs ouvrages et on peut citer parmi d’autres : Doucet et al. (2001a),

Del Moral (2004), Crisan et al. (1999a), Del Moral et Jacod (2001), Doucet et al.

(2001b), Del Moral et al. (2001a)
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5.3 Filtrage trajectoriel et approximations par-

ticulaires

Reprenons le cas des dynamiques trajectorielles et montrons que l’interprétation

particulaire des mesures de Feynman-Kac dans l’espace des chemins est un modèle

d’arbres généalogiques (Del Moral (2004) ou Miclo et Del Moral (2001)). Les arbres

généalogiques représentent l’évolution des lignes ancestrales d’un ensemble d’in-

dividus (voir également Del Moral et al. (2001c)).

On considère X ′
n une châıne de Markov évoluant pour tout n ≥ 0 dans un

espace E ′n mesuré de tribu E ′n, de distribution initiale η′0 ∈ P(E ′0) et de loi de

transition M ′
n+1 de (E ′n, E ′n) dans (E ′n+1, E ′n+1).

On suppose que pour chaque n ≥ 0 il existe une fonction potentiel G′n de la

variable X ′
n de E ′n dans [0, 1].

Utilisant le couple (M ′
n, G

′
n), on peut donc définir des flots de Feynman-Kac

associés tels que pour toute fonction fn bornée mesurable sur (E ′n, E ′n) :

ηX
′

n (fn) =
γX

′

n (fn)

γX′n (1)
et η̂X

′

n (fn) =
γ̂X

′

n (fn)

γ̂X′n (1)

avec

γX
′

n (fn) = Eη′0
[f(X ′

n)
n−1∏

p=1

G′p(X
′
p)] et γ̂X

′

n (fn) = Eη′0
[f(X ′

n)
n∏

p=1

G′p(X
′
p)]

A partir de la marche aléatoire X ′
n on peut construire le processus de trajec-

toire :

Xn
def
= (X ′

0 . . . X
′
n)

[
∈ En

def
= E ′0 × · · · × E ′n

]

L’espace En est muni de tribu produit En =
∏n

p=0 E ′p.

Alors Xn est également une châıne de Markov sur (En, En), de loi initiale

η0 = η′0 ∈ P(X0), de point et d’espace de départ X0 = X ′
0 et E0 = E ′0, et enfin de

loi de transition de En dans En+1 :

Mn+1(xn, dxn+1) = δXn(dxn).M
′
n+1(x

′
n, dx

′
n+1) (5.49)

avec xn = (x′0 . . . x
′
n) et dxn+1 = (dx′0, . . . , dx

′
n+1).
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On suppose que pour la trajectoire Xn le potentiel, toujours noté Gn est défini

par Gn(Xn) = G′n(X
′
n).

Le flot de Feynman-Kac est donné pour une fonction mesurable bornée f ∈
B(En) par

ηXn (f) = Eη0(f(Xn)
n−1∏

p=0

G′p(X
′
p)) / Eη0(

n−1∏

p=0

G′p(X
′
p)) (5.50)

et ce que l’on a déjà écrit sur les Feynman-Kac dans le cas ponctuel pour la

représentation de McKean ou pour l’approximation particulaire reste toujours

valable, la sélection ne se faisant que sur le point terminal.

Pour mettre en correspondance la châıne de Markov X ′
n et les marginales de

son processus historique Xn, on va définir des projecteurs canoniques πn :

πn : Xn ∈ En → πn(Xn) = X ′
n ∈ E ′n (5.51)

A partir de ce projecteur on va définir pour une mesure ρ ∈M(En), la mesure

image ρ′ = ρ ◦ π−1n ∈ M(E ′n) et vérifier que ηX
′

n = ηXn ◦ π−1n et se trouve être la

n-ième marginale de ηXn .

Comme il sera nécessaire pour les particules trajectorielles, on note πNn le

projecteur sur l’espace produit EN
n = En × · · · × En

︸ ︷︷ ︸

N fois

définit par :

πNn : EN
n −→ (E ′n)

N

(X1
n, . . . , X

N
n ) 7−→ (πn(X

1
n), . . . , πn(X

N
n )) = (X1′

n , . . . , X
N ′

n )

avec X i
n = (X i′

0 , . . . , X
i′

n ) et 0 ≤ i ≤ N

On définit alors les particules trajectorielles ξin et ξ̂in par

ξin = (ζ i0,n, . . . , ζ
i
n,n) et ξ̂in = (ζ̂ i0,n, . . . , ζ̂

i
n,n)

Usant de la structure des Feynman-Kac à la fois pour X ′
n et Xn on peut définir

la mesure de Boltzmann-Gibbs et les noyaux de sélection empiriques :

ΨX
n (

1

N

N∑

j=1

δξjn)(dx) =
N∑

j=1

G′n(ζ
j
n,n)

∑N
k=1G

′
n(ζ

k
n,n)

δξjn(dx) (5.52)

SX
n, 1
N

PN
j=1 δξjn

(ξin, ·) = G′n(ζ
i
n,n)δξin(·) + [1−G′n(ζ

i
n,n)]Ψ

X
n (

1

N

N∑

j=1

δξjn)(·) (5.53)
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La définition de la sélection trajectorielle nous donne

1

N

N∑

j=1

δζjn,n =
1

N

N∑

j=1

δπn(ξjn)

alors on peut vérifier que la sélection du point terminal correspond au noyau de

sélection SX
′

n, 1
N

PN
j=1 δζjn,n

:

SX
′

n, 1
N

PN
j=1 δζjn,n

(ζ in,n, ·) = G′n(ζ
i
n,n)δζin,n(·) + [1−G′n(ζ

i
n,n)]Ψ

X′

n (
1

N

N∑

j=1

δζjn,n)(·)

(5.54)

avec la transformation de Boltzmann-Gibbs :

ΨX′

n (
1

N

N∑

j=1

δζjn,n)(dx)
def
=

N∑

j=1

G′n(ζ
j
n,n)

∑N
k=1G

′
n(ζ

k
n,n)

δζjn,n(dx) (5.55)

On notera que si la sélection se fait sur ζ in,n le seul point terminal de ξin,

c’est toute la trajectoire ξin qui reste inchangée ou branche sur une autre. ξ̂in est

la nouvelle ligne ancestrale et dans l’étape suivante, par augmentation d’état, la

mutation rajoute un point à la trajectoire et ξin+1 = (ξ̂in, ζ
i
n+1,n+1).

En notant ξn = (ξin)
N
i=1 l’ensemble des N trajectoires, on montre une corres-

pondance entre les modèles ponctuels d’évolution et des marginales du modèle

trajectoriel d’évolution.

Proposition 5.3.1 (Del Moral (2004)). Soit (ξn, ξ̂n) le modèle d’évolution à N

particules trajectorielles associées à la mesure de Feynman-Kac ηXn . Le processus

stochastique défini par

ζn = πNn (ξn) et ζ̂n = πNn (ξ̂n)

cöıncide avec le modèle d’évolution à N particules associé à la mesure de Feynman-

Kac ηX
′

n .

Démonstration. Pour n ≥ 0, soient xn = (x′0, . . . , x
′
n) ∈ En et zn = (z′0, . . . , z

′
n) ∈

En, on note dzn = (dz′0, . . . , dz
′
n). Soit fn ∈ Bb(E ′n) une fonction mesurable bornée.

Pour une mesure η ∈M(E), un calcul direct sur SXn,η amène :

∫

En

fn(πn(zn))S
X
n,η(xn, dzn) =

∫

E′n

fn(z
′
n)S

X′

n,η◦π−1n (πn(xn), dz
′
n)
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De même un autre calcul nous permet d’écrire :

∫

En

fn(πn(zn))Mn(xn−1, dzn) =

∫

E′n

fn(z
′
n)M

′
n(πn−1(xn−1), dz

′
n)

Utilisant ces égalités, on déduit les expressions suivantes, d’abord pour l’étape

de mise à jour :

EN
η0
(fn(π

N
n (ξ̂n))|ξn) =

∫

ENn

fn(π
N
n (xn))

N∏

i=1

SX
n, 1
N

PN
j=1 δξjn

(ξin, dx
i
n)

=

∫

E
′N
n

fn(x
′
n)

N∏

i=1

SX
′

n, 1
N

PN
j=1 δζjn,n

(ζ in,n, dx
′i
n)

= EN
η0
(fn(ζ̂n,n)|ζn,n)

puis pour l’étape de prédiction

EN
η0
(fn+1(π

N
n+1(ξn+1))|ξ̂n) =

∫

ENn+1

fn+1(π
N
n+1(xn+1))

N∏

i=1

Mn+1(ξ̂
i
n, dx

i
n+1)

=

∫

E
′N
n+1

fn+1(x
′
n+1)

N∏

i=1

M ′
n+1(ζ̂

i
n,n, dx

′i
n+1)

= EN
η0
(fn+1(ζn+1,n+1)|ζ̂n,n)

d’où l’on déduit directement la proposition.

En supposant que ηXn soit une suite de loi de probabilités possédant une in-

terprétation de McKean, c’est à dire qu’il existe KX
n+1,ηXn

telle que

ηXn+1 = ηXn K
X
n+1,ηXn

et en supposant que ηX
′

n ait une interprétation de McKean,

ηX
′

n+1 = ηX
′

n KX′

n+1,ηX
′

n

alors on peut montrer que si les noyaux de McKean sont tels que

KX
n+1,ηXn

(xn, ·) ◦ π−1n+1 = KX′

n+1,ηXn ◦π−1n
(πn(xn), ·)

il y a cöıncidence entre les modèles particulaires d’évolution au sens donné par la

proposition précédente 5.3.1.
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Les collections de noyaux de McKean, KX′

n+1,ηX
′

n
et KX

n+1,ηXn
permettent de

définir la mesure de McKean associé à ces noyaux et à η0 :

KX
η0,n

((dx1, dx2, . . . , dxn)) = η0(dx0) K
X
1,η0

(x0, dx1) . . . K
X
n,ηXn−1

(xn−1, dxn)

KX′

η0,n
((dx′1, dx

′
2, . . . , dx

′
n)) = η0(dx

′
0) K

X′

1,η0
(x′0, dx

′
1) . . . K

X′

n,ηX
′

n−1
(x′n−1, dx

′
n)

Alors ηXn est la loi de Xn sous KX
η0,n

et

Eη0(f(Xn)) =

∫

En

f(xn) (ηn−1K
X
n−1,ηn−1)(dxn)

= ηn(f) (5.56)

Au travers de l’interprétation de McKean, on met en valeur la notion d’arbre

généalogique attachée à la trajectoire Xn, qui est une châıne de Markov de loi

de transition KX
n,ηXn−1

et de loi initiale η0. Dans l’approximation particulaire, les

mesures approchées sont données par :

KX′,N
η0,n

=
1

N

N∑

i=1

δ(ζ10 ,...,ζin) (5.57)

KX,N
η0,n

=
1

N

N∑

i=1

δ(ξ10 ,...,ξin) (5.58)

=
1

N

N∑

i=1

δ((ζi0,0),(ζi0,1,ζi1,1),(ζi0,2,ζi1,2,ζi2,2),...,(ζi0,n,ζi1,n,...,ζin,n)) (5.59)

Alors la mesure de prédiction de Feynamn-Kac normalisée empirique s’écrit :

ηX,Nn =
1

N

N∑

i=1

δ(ζi0,n,...,ζin,n) (5.60)

Pour terminer sur l’approximation particulaire du filtrage trajectoriel, se référant

à Del Moral et al. (2001c) où l’on en trouvera la démonstration, on peut formuler

le théorème suivant :

Théorème 5.3.1. Sous une hypothèse de régularité des noyaux de transitions

KX
n+1,ηXn

(voir Del Moral et al. (2001c)) pour tout p ≥ 1 et n ≥ 0 il existe des

constantes finies cn(p) telles que pour toute fonction bornée f ∈ Bb(En)

E
(
|ηX,Nn (f)− ηXn (f)|p

) 1
p ≤ cn(p)√

N
‖f‖ (5.61)
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La démonstration complète se trouve dans Del Moral (2004).

Ce chapitre était une mise en revue du filtrage de processus non-linéaire, et

nous a permis de voir comment pouvait s’écrire le processus de filtrage en temps

continu. On a pu mesurer la difficulté de la mise en œuvre hors du cas de pro-

cessus linéaires gaussiens. On pourra lire dans l’annexe A une présentation de

différents types de filtrage basés sur le filtre de Kalman-Bucy. Nous avons ensuite

traité le problème du filtrage discret trajectoriel où l’estimateur optimal du fil-

trage non-linéaire s’exprime exactement au moyen des mesures de Feynman-Kac.

Ces mesures se révèlent des opérateurs intégraux sans solutions analytiques et

nous avons présenté les techniques particulaires permettant d’obtenir une solu-

tion approchée. L’interprétation de McKean du filtrage non-linéaire, bien qu’elle

ne soit pas toujours possible, permet de décrire une dynamique des lois du filtrage

qui se révèle pratique dans l’étude des flots de Feynman-Kac et dans la technique

du filtrage par arbres généalogiques. En plus d’une approximation, les méthodes

particulaires fournissent des algorithmes de résolution séquentiels, la solution op-

timale est alors obtenue de manière récursive, ce qui permet une exploitation en

temps réél du filtrage non-linéaire. Si le filtrage a été la motivation de ces tra-

vaux, il faut noter que l’on peut également les utiliser en modélisation des champs

aléatoires observés et en particulier lors des l’étape d’assimilation des données.

Cette assimilation, de type 4D, permet alors d’obtenir les trajectoires optimales

pour les modèles de simulation.

Dans les chapitres qui suivent, nous allons poursuivre par l’étude que nous

avons faite du filtrage des processus à champ moyen, puis nous verrons une ap-

plication développée pour le filtrage des mesures expérimentales des vitesses d’un

fluide turbulent. Pour se faire, nous avons mis en place un algorithme de filtrage

original permettant d’optimiser les performances en temps de calcul de l’estima-

teur à champ moyen classique.



Chapitre 6

Filtrage de processus à champ

moyen

Pour la conceptualisation ou pour la modélisation des phénomènes physiques, il

est courant de séparer les échelles en appliquant des méthodes d’analyse différentes

selon leur nature. Ainsi il est possible de considérer la nature microscopique

d’un côté et macroscopique de l’autre, ou bien d’effectuer la séparation entre

des structures de grandes échelles d’évolution lente, d’allure déterministe et des

phénomènes de plus petites échelles semblant aléatoires.

Au delà de cette séparation phénoménologique, il y a des différences dans les

méthodes mathématiques employées pour traiter chacune des parties des domaines

séparés. Cela conduit également à des questions ou des difficultés spécifiques. Par

exemple le traitement microscopique va nécessiter de modéliser le comportement

des particules, il faudra vérifier que le traitement d’un nombre limité de particules

à le même comportement qu’un nombre naturellement illimité (ou presque), c’est

le phénomène de propagation du chaos, ou bien qu’il existe une convergence de la

mesure empirique associée au système de particules vers une densité correspondant

à la description macroscopique, c’est la limite de champ moyen.

Dans une représentation probabiliste des équations de dynamiques des systèmes

physiques, Kac propose (voir Kac (1956)) d’étudier non pas les systèmes d’équa-

tions eux-mêmes, qui peuvent s’avérer complexes, mais d’utiliser un modèle plus

simple, Markovien, pour le comportement d’un ensemble de particules. McKean

(1966) propose alors une modélisation des diffusions par des systèmes de particules

interagissant entre elles au travers du champ moyen. Pour écrire ces systèmes on

se place sur l’espace canonique Ω = C([0, T ],Rd), avec T > 0 et d la dimension du
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vecteur d’état x et , à chaque instant 0 ≤ t ≤ T , le système d’équations a comme

inconnue une mesure de probabilités πt solution de :

∂

∂t
πt =

1

2

d∑

i,j

∂2

∂xi∂xj

{
ai,j(x, πt).πt

}
−

d∑

i=1

∂

∂xi

{
bi(x, πt).πt

}
(6.1)

McKean (1967) en premier lieu a étudié l’existence des solutions martin-

gales et la propagation du chaos pour le système de particules associé. Utili-

sant des mesures-martingales Méléard et Roelly-Coppoletta (1988) ont particula-

risé l’étude pour le cas où a(x, πt) =
∫
a(x, y)πt(dy) et b(x, πt) =

∫
b(x, y)πt(dy).

Tanaka (1978) montre l’application de ces représentations probabilistes à l’équation

de Boltzmann puis Sznitman (1991) a terminé l’étude avec la convergence et la pro-

pagation du chaos du système particulaire et a étendu ses résultats à l’équation de

Burgers. Bossy et Talay (1996a) ont quant à eux quantifié les erreurs du schéma

d’intégration d’Euler associé aux méthodes particulaires pour les équations de

McKean-Vlasov et Burgers. On peut lire également sur ce sujet de la discrétisation

le cours CIME de Denis Talay (1996) sur les méthodes numériques probabilistes.

Plus récemment dans le cadre du transport de la mesure pour des problèmes

du type champ moyen et de leur approche particulaire, Bolley (2005) a repris

et étendu des résultats sur les inégalités de concentration ou de déviations. Ses

résultats sont appliqués aux équations de transport de Vlasov ou d’Euler pour les

fluides inviscides.

La séparation grandes/petites structures est d’une autre nature. La compo-

sante grande échelle est vue comme un champ moyen du système autour duquel

des fluctuations rendent compte des signaux transitoires et sont de moyennes

nulles. Ce type d’analyse pose le problème de la méthode à utiliser pour effectuer

la césure. Les mécaniciens des fluides ont pour habitude de procéder à cette dis-

jonction par un filtrage fréquentiel de type Fourier voire par des ondelettes. Ces

outils ont leur utilité pratique, mais ne correspondent pas à l’idée d’un champ

moyen support du phénomènes. En effet le champ moyen peut se répartir sur

tous les coefficients de la transformée de Fourier. Mais utiliser la vraie nature de

ce type de séparation impliquerait la connaissance de la loi de ce vecteur d’état

ou bien que l’on dispose d’un moyen permettant de l’approcher. Cette voie est

peu explorée et c’est celle que l’on a choisi pour effectuer le filtrage des mesures

expérimentales de vitesses d’un fluide.

Ce chapitre va maintenant caractériser le filtrage des mesures expérimentales

d’un processus à champ moyen pour divers types de lois et donner des démonstrations
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nouvelles de convergence pour le filtrage de processus à champ moyen. D’abord

pour le cas d’un processus utilisant la loi a priori du vecteur d’état, ensuite pour

le cas où la loi est conditionnée par la réalisation d’une variable aléatoire jouant

le rôle de commande, et pour terminer lorsque la loi du champ moyen est condi-

tionnée par les observations de la dynamique.

On trouvera dans Del Moral et al. (2001c) le cas du filtrage pour des processus

utilisant la loi a priori, on va reprendre cela en détail, et dans Crisan et al. (1999a)

l’étude du filtrage pour un processus de Markov dont le noyau de transition dépend

conditionnellement de l’observation. Seulement les auteurs utilisent pour le noyau

de Markov une hypothèse qu’il sera difficile de satisfaire dans le cas de modèles

physiques non triviaux. Pour notre part, nous allons adopter une description de

la dynamique telle que l’a proposée Sznitman (1991).

6.1 Cadre général du filtrage de processus à champ

moyen

Commençons par poser les notations du chapitre et retracer les démonstrations

de convergence des méthodes particulaires dans les cas les plus simples où la loi

de champ moyen est connue exactement. Ce n’est pas très réaliste mais cela revêt

un caractère pédagogique, les estimations établies à cette occasion serviront pour

tous les autres types de champ moyen. Ensuite on s’appliquera à détailler les cas

d’intérêt pour le filtrage des mesures effectuées sur la turbulence.

Soit un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Fn)n≥0,P), et (E,B) l’espace d’état
que l’on prend métrique, localement compact et que l’on munit de la tribu Borélienne

B.

Comme au chapitre précédent on prend les notations intégrales suivantes pour

toute mesure finie µ définie sur l’espace mesurable (E, E), pour tout noyau de

transition Q de (E, E) dans (F,F) espace mesurable, pour toute fonction f bornée

mesurable sur l’espace E et pour tout élément A de la tribu F :

µ(f) =

∫

E

f(x) µ(dx)

(Qf)(x) =

∫

F

Q(x, dy) f(y)

(µQ)(A) =

∫

E

µ(dx) Q(x,A)
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De plus pour toute fonction mesurable bornée f sur l’espace E, on définit la norme

‖f‖ = supx∈E |f(x)|.

Soit Xn un processus discret à valeurs dans (E,B) de loi πn, avec pour valeur à
l’instant t = 0, X0 une variable aléatoire distribuée selon la mesure de probabilité

η0, loi initiale du processus. On suppose que Xn est un processus de type champ

moyen, c’est à dire que Xn seul n’est pas Markovien, mais que le processus de

Markov est donné par le couple (Xn, πn). De plus on va supposer que l’équation

d’évolution pour (Xn, πn) a la forme particulière suivante :

Xn+1 = Xn + b(Xn, πn)∆t+ σXn .∆W
X
n (6.2)

où WX
n est un Fn-mouvement Brownien, b est une fonction localement bornée et

Lipschitzienne en loi, ∆t est le pas de temps de la discrétisation et σXn est une

fonction en temps positive.

Ce type de modèle de dynamique appartient à la classe des équations de

McKean-Vlasov. Cette classe d’équations a fait l’objet de nombreuses études,

notamment par A.S Sznitman et S. Méléard dans les cas continus (Sznitman

(1991); Méléard (1996)). Avec les hypothèses que l’on a formulé, on est assuré

de l’existence et de l’unicité trajectorielle et en loi des solutions de l’équation

(6.2). Pour les systèmes de particules en interaction associés à ces équations de

McKean-Vlasov, Sznitman (1991) nous montre qu’ils vérifient la propriété de pro-

pagation du chaos, et nous fournit les erreurs de l’approximation particulaire.

Bossy et Talay (1996b) donnent quant à eux des estimations de convergence des

erreurs du schéma de discrétisation d’Euler.

Pour la suite de l’étude il sera nécessaire de particulariser la forme de la fonc-

tion b. On prendra alors pour b l’écriture

b(Xn, πn) = A(Xn) +

∫

B(Xn, x)πn(dx) (6.3)

où A et B seront des fonctions bien définies. Dans tout ce chapitre la fonction A

est choisie bornée, la fonction B est supposée bornée en sa première variable, c’est

à dire qu’il existe CB tel que pour tout x′ ∈ E, ‖B(., x′)‖ ≤ CB et la fonction

b : (x′, µ) ∈ E×M1(E)→ b(x′, µ) est supposée Lipschitzienne de paramètre LB en

sa seconde variable, c’est à dire que pour tout x ∈ E et (µ, ν) ∈M1(E)×M1(E),

‖b(x, µ)− b(x, ν)‖ ≤ LB . CB . ‖µ− ν‖H (6.4)
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où ‖·‖H est une norme sur une classe de fonction H que l’on explicitera par après.

Notre intérêt se porte sur le filtrage non-linéaire d’un processus à champ

moyen.

Le problème formel a été entièrement décrit au chapitre précédent, rappelons-

en les grandes lignes en adaptant les notations à la situation présente. Dans ce

cadre Xn est maintenant inatteignable, et seulement observé par le paramètre Yn
pour lequel on dispose pour chaque instant n d’une fonction de transfert appelée

équation d’observation. On écrit alors le système du filtrage :







Xn+1 = Xn + b(Xn, πn)∆t+ σXn .∆W
X
n

Yn = h(Xn) + σYn .W
Y
n

X0 ∼ η0
Y0 = y0

(6.5)

où h : Xn → Yn est une fonction bornée, W Y
n est un Fn-mouvement Brownien, et

σYn une fonction positive du temps.

On note les deux flots de Feynman-Kac (ηn, η̂n), où le prédicteur est défini pour

toute fonction-test f bornée mesurable par ηn(f) = E[f(X0 . . . Xn) | Y0 . . . Yn−1]
et le flot du filtre par η̂n(f) = E[f(X0 . . . Xn) | Y0 . . . Yn].

Le problème du filtrage stochastique se résout en calculant la

Loi(X0 . . . Xn|Y0 . . . Yn)

Nous avons vu au chapitre précédent que le filtrage sur le processus historique

se ramenait à un processus Markov particulier. Dans ce chapitre, pour simpli-

fier les notations, on se ramène au problème de filtrage réduit au calcul de la

loi(Xn|Y0 . . . Yn). Tout ce que l’on va écrire alors sera transposable sans diffi-

culté au filtrage dans l’espace des trajectoires en utilisant un filtrage par arbre

généalogique (voir chapitre 5) au lieu du filtrage génétique ponctuel que l’on

présente ici. Dans ce cas ponctuel les distributions de Feynman-Kac s’écrivent

comme :

ηn = Loi(Xn|Y0 . . . Yn−1)
η̂n = Loi(Xn|Y0 . . . Yn)
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On suppose que Yn et h(Xn) + σYn .W
Y
n sont absolument continues (c’est géné-

ralement vrai), on définit la fonction de potentiel

Gn(Xn) = e
− (Yn−h(Xn))

2

2.σY 2n (6.6)

Le filtrage est un processus séquentiel et l’on a le schéma d’évolution tempo-

relle :

Xn
Mise à jour−−−−−−→ X̂n

Prédiction−−−−−→ Xn+1 (6.7)

ηn
Sn,ηn−−−−−−→ η̂n

Mn+1,πn−−−−−→ ηn+1 (6.8)

où

– Le noyau de sélection s’écrit

Sn,ηn(x, dy) = Gn(x)δx(dy) + (1−Gn(x))Ψn(ηn)(dy) (6.9)

avec la loi de redistribution de Boltzmann-Gibbs

Ψn(ηn)(dy) =
Gn(y).ηn(dy)

ηn(Gn)
(6.10)

– Le noyau de transition Mn+1,πn utilise l’équation de dynamique :

Xn+1 = Xn + b(Xn, πn)∆t+ σXn .∆W
X
n = F(Xn, πn,∆W

X
n ) (6.11)

et on a

Mn+1,πn(xn, dxn+1) = P(Xn+1 ∈ dxn+1|Xn = xn)

= P(F(Xn, πn,∆W
X
n ) ∈ dxn+1)

Selon la représentation de McKean on suppose que le flot de prédiction peut

prendre la forme

ηn+1 = ηn.Kn+1,ηn,πn (6.12)

avec

Kn+1,ηn,πn(x, dy) = Sn,ηn .Mn+1,πn(x, dy)

=

∫

Sn,ηn(x, dz).Mn+1,πn(z, dy) (6.13)

Ce problème de filtrage est infini-dimensionnel par la nature du couple Mar-

kovien (Xn, πn).

Dans ce chapitre, nous allons générer toute une famille de processus à champ

moyen, avec en lieu et place de la loi a priori et exacte πn :
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– la loi a priori πnd approchée empiriquement par un système de d particules.

– la loi du prédicteur apprise par l’algorithme de filtrage ηNn .

– la loi du filtre empirique η̂Nn .

– la loi deX
(2)
n sachantX

(1)
n pour le cas oùX

(2)
n dépend de la châıne (X

(1)
0 . . . X

(1)
n )

agissant comme une commande.

– une combinaison des 2 dernières, avec la loi de X
(2)
n sachant X

(1)
n et sachant

les observations Y0 . . . Yn.

Chacune de ces lois de champ moyen correspond à une situation physique

différente et donc à un modèle sous-jacent différent. La loi a priori peut être vue

comme celle qui dépend de la position du vecteur d’état ignorant toute autre

information comme la série d’observation. Même si cette loi est très naturelle,

il se peut que la quantité à filtrer soit pilotée par des observations (problème

de type contrôle actif) ou que le nombre de degrés de liberté du système soit

trop important et qu’il soit astucieux dans la modélisation de le conditionner à

l’observation. Dans ce second cas nous aurons à utiliser la loi du prédicteur ou

du filtre lui-même. Dans cette dernière situation, le processus évolue selon les lois

apprises par la technique de filtrage et de fait la dynamique se trouve étroitement

liée aux observations. La qualité du filtrage sera très dépendante de la bonne

modélisation de l’équation de transfert. Voyons avec des démonstrations nouvelles,

l’estimation des erreurs commises dans le filtrage particulaire pour chacune des

situations que l’on vient d’évoquer.

6.1.1 Lemmes techniques

Pour réaliser nos estimations d’erreur, nous aurons besoin de quelques lemmes

sur la convergence des processus empiriques que l’on peut trouver dans Del Moral

(2004), qui étendent les résultats de Del Moral et Ledoux (2000).

On rappelle pour commencer un résultat bien utile dans l’établissement de

majoration Lp, l’inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund :

Lemme 6.1.1. Soit (ξi)1≤i≤n une suite de variables aléatoires intégrables, indépendantes

et centrées. Alors pour p ≥ 1 il existe des constantes Ap, Bp telle que, pour tout

n ≥ 1, presque sûrement on a

Ap‖(
n∑

i=1

ξ2i )
1
2‖p ≤ ‖

n∑

i=1

ξi‖p ≤ Bp‖(
n∑

i=1

ξ2i )
1
2‖p
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Avec pour toute fonction suffisamment intégrable ‖ · ‖p = E[ | · |p ]
1
p

SoitH un sous-ensemble des fonctions h mesurables bornées telles que ‖h‖ ≤ 1

complété de la fonction unité. Pour 2 mesures µ et ν deM1(E), on note la semi-

norme sur H :

‖µ− ν‖H = sup{ |µ(h)− ν(h)| tel que h ∈ H }

Pour mesurer la taille d’une classe deH on compte le nombre minimal de boules

Lp de rayon ε > 0 nécessaires pour la recouvrir. Ce nombre est noté N (ε,H).

On définit également l’entropie intégrale I(H) =
∫ 1

0

√

ln(1 +N (ε,H))dε.

Pour tout noyau de transition Markovien M et toute fonction de potentiel G

telle que ‖G‖ ≤ 1, on note G.MH = {G.M(h), h ∈ H}.
Lemme 6.1.2. Avec les hypothèses précedentes, pour tout ε > 0 on obtient

l’inégalité pour le nombre de recouvrement

N (ε,G.MH) ≤ N (ε,H) (6.14)

et pour l’entropie intégrale

I(G.MH) ≤ I(H) (6.15)

Ce premier lemme conduit au résultat suivant qui nous sera utile par la suite

donnant un contrôle Lp pour le processus empirique.

Lemme 6.1.3. Pour tout N > 0, soit (µi)1≤i≤N une suite de mesures sur (E, E),
(X i)i≥1 une suite de v.a. distribuées selon µi. On note m(X) = 1

N

∑N
i=1 δXi le

processus empirique et µ = 1
N

∑N
i=1 µi la mesure moyenne.

Pour tout p ≥ 1, on a la majoration

√
NE(‖m(X)− µ‖pH)

1
p ≤ CpI(H) (6.16)

Les démonstrations de ces inégalités se trouvent dans le chapitre 7 de Del Moral

(2004).
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6.2 Filtrage particulaire pour des lois de champ

moyen exactes ϑn

Dans ce premier cas, on suppose que l’évolution de la dynamique utilise un flot

de mesure connu et explicitement donné ϑn. Après coup cette loi exacte pourra

être la loi a-priori πn ou la loi d’un paramètre externe non décrit par la dynamique

mais parfaitement connue.

Pour tout temps n ≥ 0, on suppose donné le système dynamique suivi par le

couple (Xn, Yn) :






Xn+1 = Xn + b(Xn, ϑn)∆t+ σXn .∆W
X
n

Yn = h(Xn) + σYn .W
Y
n

X0 ∼ η0
Y0 = y0

(6.17)

où ϑn est la loi du champ moyen que l’on suppose parfaitement décrite, σXn et

σYn sont des constantes strictement positives, ∆WX
n et W Y

n sont des variables

aléatoires de loi normale centrées réduites. La fonction h est supposée bornée.

Pour pouvoir travailler on s’est donné des hypothèses sur la fonction (x, ϑ)→
b(x, ϑ) qui est bornée en sa première variable et Lipschitz en la seconde. Dans

ces conditions, pour l’EDS 6.17, il y a existence d’une solution trajectorielle et en

loi (voir par exemple Sznitman (1991)) qui est unique et le couple (Xn, ϑn) est

Markovien en tout temps.

Le système de particules mis en place est alors uniquement destiné à apprendre

et approcher les flots de Feynman-Kac ηn et η̂n par des lois empiriques ηNn et η̂Nn .

Dans cette approximation, les erreurs ne viennent que de l’évaluation em-

pirique du noyau de sélection et de l’échantillonnage opéré par le système de

particules.

En effet dans l’expression exacte nous avons le schéma d’évolution

ηn
Sn,ηn−−−→ η̂n

Mn+1,ϑn−−−−−→ ηn+1

et pour toute fonction bornée f la forme exacte

ηn+1(f) = ηnSn,ηnMn,ϑn(f)
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sera estimée par

ηNn Sn,ηNn Mn,ϑn(f)

qui approche ηNn+1(f).

Dans la section qui vient, on verra qu’il y a une partition naturelle entre les

erreurs dues au processus de filtrage de celle dues à l’estimation de la loi du champ

moyen. C’est cette séparation que l’on utilisera par la suite pour ne traiter que

ce qui est spécifique à l’estimation de la distribution du champ moyen par la

technique de filtrage.

6.2.1 Erreurs d’estimations dans la séquence de filtrage

Nous allons prendre quelques lignes pour démontrer le théorème suivant :

Théorème 6.2.1. Pour tout n ≥ 0 et tout p ≥ 1, il existe des constantes finies

0 ≤ Cn(p) telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ Cn(p)√

N
I(H) (6.18)

Démonstration. Pour tout temps n ≥ 0, soit (ξin)1≤i≤N un système de N parti-

cules en interaction utilisé pour apprendre les distributions de Feynman-Kac ηn
et η̂n. L’algorithme de filtrage comporte deux étapes, d’abord avec une mise à

jour utilisant le noyau de sélection Sn,ηn et puis une mutation selon le noyau de

transition Markovienne Mn+1,ϑn .

Les particules sont initialisées au temps n = 0 par une distribution η0-i.i.d qui

fixe le point de départ du système dynamique de Feynman-Kac, puis suivent le

schéma d’évolution :

ξin
Sélection∼Sn,ηn−−−−−−−−−→ ξ̂in

Mutation∼Mn+1,ϑn−−−−−−−−−−−→ ξin+1 (6.19)

C’est ce système de N particules qui nous permet d’approcher les lois, et pour

lequel on va démontrer le théorème 6.2.1

On va procéder par une récurrence dont le lemme 6.1.3 nous donne le germe

avec la majoration

E(‖ηN0 − η0‖pH)
1
p ≤ cp(0)√

N
I(H) (6.20)
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L’induction est alors supposée vérifiée jusqu’à l’étape n.

Pour toute fonction f mesurable telle que ‖f‖ ≤ 1, le terme ηNn+1(f)− ηn+1(f)

est décomposé en 2 parties :

ηNn+1(f)− ηn+1(f) =
[
ηNn+1(f)− ηNn Kn+1,ηNn ,ϑn

(f)
]

(∗)
+

[
ηNn Kn+1,ηNn ,ϑn

(f)− ηnKn+1,ηn,ϑn(f)
]

(∗∗) (6.21)

La majoration du terme (∗) sera un calcul sur les fluctuations pour lesquelles

E((∗)2 | ηNn ) ≤ 1
N
‖f‖2, alors que le second membre (∗∗) fera apparaitre des écarts

sur certaines fonctions et utilisera l’hypothèse de récurrence.

Explicitons les différents noyaux qui vont être utilisés. Pour l’équation de dyna-

mique Xn+1 = Xn+ b(Xn, ϑn)∆t+σXn .∆W
X
n , le noyau de transition Markovienne

Mn+1,ϑn est tel que :

Mn+1,ϑn(f)(x) =

∫

dy f(y)
1

√

2.π.σX2
n

exp(−(y + x+ b(x, ϑn)∆t)
2

2σX2
n

) (6.22)

L’étape de sélection est conduite par le noyau utilisant le potentiel Gn(x) :

Sn,ηn(x, dy) = Gn(x)δx(dy)+(1−Gn(x))
Gn(y).ηn(dy)

ηn(Gn)
, ce qui donne le noyau d’évolution

de McKean Kn+1,ηn,ϑn = Sn,ηnMn+1,ϑn et pour toute fonction bornée f

ηnKn+1,ηn,ϑn(f) =

∫

ηn(dx) f(y) Sn,ηn(x, dz) Mn+1,ϑn(z, dy) (6.23)

A l’étape n, le système de particules ξin évolue selon la sélection Sn,ηn puis

selon la mutation Mn+1,ϑn et donne à l’étape n+1 les particules ξin+1 et la mesure

empirique est approchée par ηNn+1(f) =
1
N

∑N
i=1 f(ξ

i
n+1).

En notant I = ηNn+1(f) − ηNn Kn+1,ηNn ,ϑn
(f), le terme de fluctuations s’évalue

par :

I =
1

N

N∑

i=1

[f(ξin+1)−Kn+1,ηNn ,ϑn
(f)(ξin)] (6.24)

qui donne

E[I2 | ηNn ] =
1

N2

N∑

i=1

Kn+1,ηNn ,ϑn
([f −Kn+1,ηNn ,ϑn

(f)(ξin)]
2)(ξin) (6.25)
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Avec une erreur petite que l’on néglige :

1

N

N∑

i=1

Kn+1,ηNn ,ϑn
([f −Kn+1,ηNn ,ϑn

(f)(ξin)]
2)(ξin)

∼ ηNn (Kn+1,ηNn ,ϑn
([f −Kn+1,ηNn ,ϑn

(f)(·)]2)(·)) (6.26)

Or ‖Kn+1,ηNn ,ϑn
([f −Kn+1,ηNn ,ϑn

(f)(·)]2)(·)‖ ≤ C‖f‖2 et l’inégalité de Marcin-

kiewicz-Zygmund permet de controlé le terme I par

E(|ηNn+1(f)− ηNn Kn+1,ηNn ,ϑn
(f)|p / ηNn )

1
p ≤ Cp√

N
‖f‖ (6.27)

Nous établissons maintenant une inégalité de majoration pour le second terme

de la décomposition : ηNn Kn+1,ηNn ,ϑn
(f)− ηn Kn+1,ηn,ϑn(f).

Pour tout instant n ≥ 0, tout z ∈ E et tout dy ∈ E , soit le noyau de transition

Qn+1,ϑn(z, dy) = Gn(z).Mn+1,ϑ(z, dy).

Pour toute fonction bornée f , on obtient par développement des noyaux de

McKean :

ηNn Kn+1,ηNn ,ϑn
(f)− ηnKn+1,ηn,ϑn(f)

= ηNn Kn+1,ηNn ,ϑn
(f)− ηNn Kn+1,ηn,ϑn(f) + ηNn Kn+1,ηn,ϑn(f)− ηnKn+1,ηn,ϑn(f)

Un simple calcul utilisant la structure du noyau de McKean donne

= [1− ηNn (Gn)]
( ηNn
ηNn (Gn)

− ηn
ηn(Gn)

)
Qn+1,ϑn(f) + (ηNn − ηn)Kn+1,ηn,ϑn(f)

=
[1− ηNn (Gn)]

ηNn (Gn)

(
(ηNn − ηn)Qn+1,ϑn(f) + (ηNn − ηn)(

Gn

ηn(Gn)
)ηnQn+1,ϑn(f)

)

+(ηNn − ηn)Kn+1,ηn,ϑn(f) (6.28)

utilisant l’hypothèse de récurrence et les lemmes 6.1.2 et 6.1.3 on conclut à l’exis-

tence de constantes de majoration de la borne de l’erreur Lp et le théorème 6.2.1

est prouvé.

Remarque : les constantes Cn(p) s’éclatent en fait en un terme fonction de n

et un terme fonction de p.

Ce cas simple nous a montré l’action du filtre sur les termes d’erreur nous

devons maintenant considérer les cas plus porteur où la loi du champ moyen est

apprise par l’algorithme de filtrage.
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6.3 Filtrage particulaire d’un processus de Mar-

kov à champ moyen du type Loi(Xn)

Dans un filtre particulaire, lorsque la loi du champ moyen n’est pas connue

exactement, il faut l’approcher par un système de particules en interaction auxi-

liaire. On dispose pour tout instant n ≥ 0 d’un système de particules (X i)1≤i≤N ,

N > 0, pour filtrer la série temporelle Yn et d’un système (Z i
n)i≤i≤d, d > 0 pour

apprendre la loi a priori.

Pour ce second système à l’instant initial les particules (Z i
0)1≤i≤d sont distribués

selon la loi η0 = Loi(X0) et on suppose que pour tout temps n > 0, chaque

particule Z i
n évolue selon le noyau de transition Mn+1,πn où πn est la loi de Xn qui

correspond à l’équation de dynamique Z i
n+1 = Z i

n + b(Z i
n, πn)∆t+ σXn .∆W

Z,i
n

On peur résumer cela par :

Z1
n évolue selon Mn,πdn−1

(Z1
n−1, ·)

...
...

Zd−1
n évolue selon Mn,πdn−1

(Zd−1
n−1, ·)

Zd
n évolue selon Mn,πdn−1

(Zd
n−1, ·)

avec πdn−1 =
1
d

∑d
i=1 δZin−1 .

On peut alors évaluer l’écart à la loi exacte :

πn − πdn = πn−1Mn,πn−1 − πdn−1Mn,πdn−1

−[πdn − πdn−1Mn,πdn−1
] (6.29)

Classiquement
√
d[πdn − πdn−1Mn,πdn−1

] converge faiblement vers 0 fonction par

fonction ou presque sûrement vers une variable aléatoire gaussienne. On ne retient

alors que la première partie de l’expression et on considère que (πn − πdn) est

approché par (πn−1Mn,πn−1 − πdn−1Mn,πdn−1
) que le lemme 6.1.3 nous permet de

controler. Cette approximation sera utilisée un peu plus bas.

Retournons au problème du filtrage d’un processus à champ moyen. On sup-

pose que pour tout instant n ≥ 0, le couple dynamique/observation (Xn, Yn) est
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Markovien et suit le système suivant :







Xn+1 = Xn + b(Xn, πn)∆t+ σXn .∆W
X
n

Yn = h(Xn) + σYn .W
Y
n

X0 ∼ η0
Y0 = y0

(6.30)

où πn est la loi a priori.

Pour une fonction-test bornée f , le processus de filtrage lui évolue selon le

système dynamique

ηn+1(f) = ηnKn+1,ηn,πn(f) = ηnSn,ηnMn+1,πn(f) (6.31)

Comme annoncé précédemment on utilise un ensemble de N particules pour

estimer les lois du filtrage, et un ensemble de d particules pour simuler la loi du

champ moyen πn.

Pour tout instant n ≥ 0, les d particules (Z i
n)1≤i≤d sont en interaction à travers

le champ moyen, évoluant selon la dynamique empirique :

Zi,d
n+1 = Z i,d

n + b(Z i,d
n , πdn)∆t+ σZn .∆W

Z,i,d
n (6.32)

Ces particules Z i
n ignorent les observations et évoluent seules sans sélection.

Dans cette approximation particulaire du filtre, nous obtenons la loi empirique

du processus de filtrage, les noyaux de sélection et de mutation approchés

ηNn+1(f) ∼ ηNn Sn,ηNn Mn,πdn
(f) (6.33)

qui sont calculés en utilisant le système de particules en interaction (X i
n)1≤i≤N :

X i,N
n+1 = X i,N

n + b(X i,N
n , πdn)∆t+ σXn .∆W

X,i
n (6.34)

Alors nous devons estimer pour chaque n, et toute fonction-test f , l’erreur

commise par l’approximation de ηn+1(f) par ηNn+1(f) et plus précisément établir

le théorème :
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Théorème 6.3.1. Avec les hypothèses générales, pour tout n ≥ 0 et tout p ≥ 1,

il existe des constantes finies Cn(p) > 0 et C ′n(p) > 0 telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ [

Cn(p)√
N

+
C ′n(p)√

d
] I(H) (6.35)

Démonstration. La preuve s’effectue de nouveau par induction. Au rang initial,

le lemme 6.1.3 nous donne l’inégalité

E(‖ηN0 − η0‖pH)
1
p ≤ cp(0)√

N
I(H) (6.36)

est donc C0(p) = cp(0) et C
′
0(p) = 0 qui nous permet de démarrer la récurrence.

On suppose alors qu’elle est réalisée au rang n, et on montre qu’elle se propage

au rang n + 1. Les résultats de la section précédente vont nous permettre de

majorer 2 des termes de la décomposition suivante qui en contient 3 :

ηNn+1(f)− ηn+1(f) = ηNn+1(f)− ηNn Kn+1,ηNn ,π
d
n
(f) (∗)

+ ηNn Kn+1,ηNn ,π
d
n
(f)− ηNn Kn+1,ηn,πn(f) (∗∗)

+ ηNn Kn+1,ηn,πn(f)− ηnKn+1,ηn,πn(f) (∗ ∗ ∗) (6.37)

La quantité (∗) correspond au terme de fluctuation déjà traité, la différence

(∗ ∗ ∗) amène l’utilisation de l’hypothèse de récurrence telle qu’elle a été traitée

au paragraphe précédent. Il reste à estimer le second membre (∗∗) qui utilisera

l’hypothèse Lipschitz sur la fonction b.

La différence des noyaux de McKean contre une fonction test f mesurable

bornée moyennée empiriquement s’écrivent :

ηNn Kn+1,ηNn ,π
d
n
(f)− ηNn Kn+1,ηNn ,πn

(f)

=

∫

f(y)ηNn (dx)Sn,ηNn (x, dz)[Mn+1,πdn
−Mn+1,πn ](z, dy) (6.38)

Pour toutes mesures µ et ν de M(E), tout point x ∈ E, toute une fonction

mesurable bornée f ,

Mn+1,µf(x)−Mn+1,µf(x) =

∫

dyf(y)
[
e
−A(x,y,µ)2

2σX2n − e
−A(x,y,ν)2

2σX2n

]
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avec A(x, y, µ) = y + x+ b(x, µ)∆t.

En utilisant les propriétés des fonctions Lipschitziennes, pour b et pour la

Gaussienne, la borne supérieure de la fonction b on obtient pour tout p > 0 et

toute une fonction mesurable bornée f
(
E‖ηNn Kn+1,ηNn ,π

d
n
(f)− ηNn Kn+1,ηNn ,πn

(f)‖p
) 1
p ≤ C ′n(p)

1√
d
I(H) (6.39)

Joignant cette estimation à celle obtenue pour les 2 autres termes de la décom-

position et par les lemmes techniques nous venons de démontrer l’inégalité

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ [Cn(p)√

N
+ C′n(p)√

d
] I(H) du théorème (6.3.1).

L’estimation du champ moyen conjointement au filtrage nous a demandé la

somme de 2 systèmes de particules l’un de taille N l’autre de taille d pour obtenir

des erreurs en 1√
N
+ 1√

d
. La section suivante va effectuer le même type d’estimation

pour les processus à champ moyen conditionnés aux observations.

6.4 Filtrage particulaire d’un processus de Mar-

kov à champ moyen conditionné aux obser-

vations

Pour certaines applications physiques, il peut être intéressant de changer de

modèle et de conditionner la loi du champ moyen aux observations. C’est par

exemple le cas d’un mobile contrôlé par les observations qui en sont faites, comme

peut l’être dans le domaine aéronautique un drône. Mais ce pourrait être en

ingénierie aussi un moyen de réduire le nombre de degré de liberté d’un système

exact mais trop coûteux à simuler. Le conditionnement donne un modèle différent,

n’ayant pas les mêmes caractéristiques mais qui peut approcher localement le

système a priori. Dans la partie concernant le filtrage de mesures issues de la tur-

bulence atmosphériques, le couplage des processus d’acquisition que l’on présente

au chapitre 7 nous amènera dans cette situation.

Dans cette section seront examinés les 2 cas possibles de conditionnement aux

observations possibles dans un filtrage, d’abord avec l’utilisation comme loi du

champ moyen du prédicteur du filtre ηn puis dans un second temps avec la loi du

filtre lui-même η̂n.
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6.4.1 Filtrage d’un champ moyen du type Loi(Xn | Y0 . . . Yn−1)

Dans cette situation, le processus est à un champ moyen de loi

ηn = Loi(Xn | Y0 . . . Yn−1)

qui est le prédicteur du filtre non-linéaire.

Le problème de filtrage que l’on cherche à résoudre repose donc sur le système :







Xn+1 = Xn + b(Xn, ηn)∆t+ σXn .∆W
X
n

Yn = h(Xn) + σYn .W
Y
n

X0 ∼ η0
Y0 = y0

(6.40)

Utilisant les mêmes notations que dans les sections précédentes, au temps n

après l’étape de sélection selon le noyau Sn,ηn et l’étape de mutation par le noyau

de transition Markovienne Mn+1,ηn , on a le système dynamique dont le flot de

Feynman-Kac ηn est solution :

ηn+1 = ηnSn,ηnMn+1,ηn (6.41)

Pour poursuivre notre étude, on établit le théorème suivant donnant l’esti-

mation Lp de l’erreur de l’approximation particulaire pour un ensemble de N

particules en interaction :

Théorème 6.4.1. Avec les hypothèses précédentes valables pour ce chapitre, pour

tout n ≥ 0 et tout p > 0 il existe des constantes 0 ≤ Cn(p) <∞ telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ Cn(p)√

N
I(H) (6.42)

Démonstration. Le théorème sera de nouveau démontré par récurrence, pour l’étape

intiale on reprend ce qui a été dit précédemment et

E(‖ηN0 − η0‖pH)
1
p ≤ cp(0)√

N
I(H) (6.43)
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Maintenant on suppose que l’induction est vraie au temps n et on calcule l’er-

reur à l’étape n+1 pour toute fonction mesurable bornée, f avec la décomposition :

ηNn+1(f)− ηn+1(f) = ηNn+1(f) − ηNn Kn+1,ηNn ,η
N
n
(f) (∗)

+ ηNn Kn+1,ηNn ,η
N
n
(f)− ηNn Kn+1,ηNn ,ηn

(f) (∗∗)
+ ηNn Kn+1,ηNn ,ηn

(f)− ηn Kn+1,ηn,ηn(f) (∗ ∗ ∗) (6.44)

La démonstration est alors en tout point conforme à celle du théorème 6.3.1

sauf pour le terme (∗∗) où l’on utilise l’hypothèse Lipschitzienne pour la fonction

b qui amène à utiliser l’hypothèse de récurrence sur la classe de fonction H pour

conclure à la proposition annoncée.

6.4.2 Filtrage d’un champ moyen du type Loi(Xn | Y0 . . . Yn)

Avec une légère modification de la loi du champ moyen, on peut utiliser non pas

la loi du prédicteur, mais celle du filtre lui-même, c’est-à-dire la loi de dynamique

sachant les observations jusqu’à la dernière Yn. Le système servant au filtrage est

donné par :







Xn+1 = Xn + b(Xn, η̂n)∆t+ σXn .∆W
X
n

Yn = h(Xn) + σYn .W
Y
n

X0 ∼ η0
Y0 = y0

(6.45)

où η̂n est la loi du filtre Loi(Xn|Y0 . . . Yn).

Pour estimer l’erreur, nous allons établir que E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ Cn(p)√

N
I(H)

Il s’agit de la même analyse par récurrence que dans les sections précédentes.

L’étape initiale est validée toujours par le lemme 6.1.3.

On suppose la récurrence réalisée pour tout p > 0 et tout n > 0. Pour toute

fonction f mesurable bornée, on reprend la décomposition des différences entre
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ηNn+1(f)− ηn+1(f) :

ηNn+1(f)− ηn+1(f) = ηNn+1(f) − ηNn Kn+1,ηNn ,η̂
N
n
(f) (∗)

+ ηNn Kn+1,ηNn ,η̂
N
n
(f)− ηNn Kn+1,ηNn ,η̂n

(f) (∗∗)
+ ηNn Kn+1,ηNn ,η̂n

(f)− ηn Kn+1,ηn,η̂n(f) (∗ ∗ ∗) (6.46)

Les termes (∗) et (∗ ∗ ∗) sont connus, il reste à traiter (∗∗) en utilisant de

nouveau l’hypothèse Lipschitzienne pour b et avec une inégalité supplémentaire

qui amène l’hypothèse de récurrence.

En effet par construction on a η̂n = ηnSn,ηn , alors il vient la majoration

|ηnSn,ηn(f)− ηNn Sn,ηNn (f)|
≤ |ηnSn,ηn(f)− ηnSn,ηNn (f)|+ |ηnSn,ηNn (f)− ηNn Sn,ηNn (f)| (6.47)

Quelques calculs sur le noyaux de sélection permettent d’obtenir la majoration

sup
‖f‖≤1

E|ηnSn,ηn(f)− ηnSn,ηNn (f)| ≤ 2
1− ηn(Gn)

ηn(Gn)
‖Gn‖ sup

‖f‖≤1
E|ηn(f)− ηNn (f)|

(6.48)

Les 2 membres de l’inégalité 6.47 permettent alors d’utiliser l’hypothèse de

récurrence pour porter l’inégalité Lp au rang n+ 1

On vient donc de démontrer le théorème :

Théorème 6.4.2. Avec les hypothèses précédentes valables pour ce chapitre, pour

tout n ≥ 0 et tout p > 0 il existe des constantes 0 ≤ Cn(p) <∞ telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ Cn(p)√

N
I(H) (6.49)

On notera que pour avoir des erreurs sur les flots de Feynman-Kac en 1√
N
, les

deux dernières situations ne nécessitent que N particules. On peut alors penser

réduire un problème du type champ moyen a priori, en l’approchant par un autre

modèle, conditionnel, qui sera moins coûteux numériquement, tant que l’on puisse

assurer que les 2 modèles, bien que très différents, se comportent localement de

la même manière. La contrepartie de cette approximation tient dans l’équation

d’observation. Pour peu qu’elle représente mal, ou par moment moins fidèlement,

le capteur, l’estimation que l’on fera en usant du système conditionné aux obser-

vations perdra son sens et son acuité.
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6.5 Filtrage d’un processus avec commande aléa-

toire X1
n à champ moyen Loi(X2

n | X1
0 . . . X1

n)

Cette section est dédiée à un tout autre modèle. Cette fois on considère que le

processus a un champ moyen conditionné à la réalisation d’une commande.

Plus précisément, on note pour tout n ≥ 0, vn une suite déterministe de réels,

commandant le champ moyen de loi πv0,...,vnn = πvn = Loi(Xv0,...,vn
n ) la loi du vecteur

d’état Xn et on suppose l’ensemble suivant le modèle de dynamique

Xn+1 = Xn + b(vn,Xn, πvn)∆t+ σX∆WX
n (6.50)

et vn est une série de commandes inconnues et déterministes. La fonction b re-

prend les hypothèses en cours dans ce chapitre avec une forme différente que nous

expliciterons peu après.

Le fait que la commande soit inconnue est un problème pour la simulation. Il

serait possible d’atteindre ce paramètre inconnu par des méthodes variationnelles,

ou de point fixe. Mais ces méthodes peuvent être délicates ou numériquement

coûteuses lors d’une arrivée séquentielle des données, notamment quand le système

est utilisé dans un but de filtrage en temps réel. On propose alors de modéliser vn
par une variable aléatoire et on va donner un algorithme de résolution correspon-

dant au problème de filtrage associé.

L’espoir dans cette technique stochastique porte sur l’estimation à chaque pas

de temps du paramètre inconnu en explorant l’espace des phases et en sélectionnant

les points les plus pertinents relativement aux observations. En effet si le vecteur

d’état Xn est observé et estimé par X n , la séquence des X 0 . . .X n contient de

l’information quand à la suite de commandes s’étant réalisée v0, . . . , vn.

On suppose que l’on a pour temps instant n ≥ 0 une suite de variables

aléatoires X1
n d’une loi que l’on précisera après, et on modélise la réalisation du

processus Xn par un processus aléatoire commandé par la suite X1
0 , . . . , X

1
n. On

note alors la loi conditionnelle πX
1

n = Loi(Xn | X1
0 , . . . , X

1
n), elle sera la loi du

champ moyen par lequel on cherche à modéliser la dynamique de Xn. Par cette

exploration aléatoire nous espérons obtenir une modélisation pertinente de Xn
utilisable dans un filtre non-linéaire.

Formalisons cela pour en traiter le problème de filtrage associé.
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Soit l’espace d’état polonais (E, E), où pour chaque temps n ≥ 0 est définit le

vecteur d’état Xn. On suppose que Xn contient deux parties ayant des propriétés

différentes :

Xn =

[

X1
n

X2
n

(6.51)

Soit E(1) et E(2) les sous espaces de E tels que en tout temps n, X1
n ∈ E(1) et

X2
n ∈ E(2).

La première partie X1
n est considérée comme étant une commande de la se-

conde partie X2
n et elle fournit le champ moyen par la Loi(X2

n | X1
0 . . . X

1
n). On

suppose que seule la seconde partie du vecteur d’état est connue de l’observation.

Le processus X2
n correspond à une marche aléatoire en milieu aléatoire.

Il est possible d’avoir une représentation complète du problème de filtrage dans

le cas où Xn = (X1
n, X

2
n) est un processus de Markov sans champ moyen avec

Mn((x
1
n−1, x

2
n−1), d(x

1
n, x

2
n)) =M (1)

n (x1n−1, dx
1
n)M

(2)

x1n,n
(x2n−1, dxn) (6.52)

oùM
(1)
n etM

(2)

x1n,n
sont des transitions Markoviennes avec l’état initial η0(d(x

1
0, x

2
0)) =

η
(1)
0 (dx10)η

(2)

x10,0
(dx20).

On peut lire dans Del Moral (2004) le traitement complet du problème de

filtrage associé à l’observation de la seconde composante X2
n par un processus Yn.

On se donne la fonction potentiel

Gn : (x1n, x
2
n)→ Gn(x

1
n, x

2
n) = Gx1n,n

(x2n) <∞

et pour toute fonction mesurable bornée f la mesure de Feynman-Kac non-

normalisée γ
(2)

[x1],n(f) = E[x1]

(
f(X2

n)
∏n−1

p=0 Gx1p,p
(X2

p )
)
. Le filtrage cherche alors à

estimer la variable aléatoire X ′
n = (X1

n, η
(2)

[x1],n) avec η
(2)

[x1],n(f) =
γ
(2)

[x1],n
(f)

γ
(2)

[x1],n
(1)

.

Cette procédure s’apparente également aux méthodes dites de Rao-Blackwel-

lisation, voir Doucet et al. (2001a).

Pour des processus à dynamique linéaire et à bruits Gaussiens, une solution

approchée est fournie par les filtres de Kalman en interaction. Ces filtres sont

présentés en annexe A et l’application est entièrement décrite dans le livre de P.

Del Moral.
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En fait le problème devient délicat en l’absence d’information sur le comporte-

ment dynamique de X1
n et de sa loi PX

1
n . Ce cas presque dégénéré peut intervenir

en ingénierie physique, et serait applicable au cas du filtrage de mesures des vi-

tesses d’un fluide quand la vitesse du fluide n’est pas mesurée directement, mais

déduite de la vitesse relative du fluide par rapport au capteur mobile. Néanmoins

nous pourrons revenir à la situation plus simple du filtrage d’un processus dont

la dynamique est conditionnée à l’observation grâce au couplage des processus

d’acquisition montrés au chapitre 7. On ferme alors le système en apprenant les

paramètres du milieu aléatoire par l’observation et en conditionnant la dynamique

à l’acquisition. Le problème modifié permet alors de se ramener à une des situa-

tions vue précédemment (section 6.4.2) et numériquement moins coûteuse. Mais

il est des situations où cette simplification par le couplage d’acquisition ne sera

pas possible et il faudra considérer la commande comme un paramètre caché.

Dans des applications pratiques, ce type de système avec un processus à champ

moyen conditionné à la réalisation d’une variable aléatoire auxiliaire a déjà été uti-

lisé par Elise Arnaud et Etienne Memin (voir par exemple Arnaud et al. (2005)).

On se place dans ce chapitre dans la situation d’une dynamique pour le pro-

cessus X2
n dépendante du champ moyen donné par la loi θn = Loi(X2

n | X1
0 . . . X

1
n).

Le problème du filtrage consiste à trouver pour tout n ≥ 0 la Loi(X2
n | Y0 . . . Yn)

en utilisant le système :







X2
n+1 = X2

n + b(X1
n, X

2
n, θn)∆t+ σXn .∆W

X
n

Yn = h(X2
n) + σYn .W

Y
n

X2
0 ∼ η0
Y0 = y0

(6.53)

où θn est à déterminer, σXn est une constante bornée en tout temps. b et h re-

prennent les hypothèses générales du chapitre les concernant, σYn est une famille

de constantes.

La fonction b : (X1, X2, θ)→ b(X1, X2, θ) est donnée par

b(X1, X2, θ) = A(X1, X2) + C(X1) .

∫

B(X2, x)θ(dx) (6.54)

avec les hypothèses générales de ce chapitre pour les fonctions A et B (bornées et

Lipschitzienne), et la fonction C : X1 ∈ E1 → C(X1) est bornée pour tout temps.
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6.5.1 Cas de la commande avec modèle Markovien

Pour déduire un algorithme de filtrage, avoir un modèle Markovien pour la

commande X1
n est intéressant et montre comment on peut se ramener à un cas

déjà traité précédemment. Cela permet également de se rendre compte de l’intérêt

de posséder une modélisation pour le paramètre ou a contrario de mesurer le coût

numérique d’absence d’information.

Dans ce cas le système de filtrage s’écrit







X1
n+1 = X1

n + F (X1
n)∆t++σX1

n .∆WX1
n

X2
n+1 = X2

n + b(X1
n, X

2
n, θn)∆t+ σXn .∆W

X
n

Yn = h(X2
n) + σYn .W

Y
n

X1
0 ∼ η10

X2
0 ∼ η0
Y0 = y0

(6.55)

En écrivant Xn = (X1
n, X

2
n), les 2 composantes étant supposées absolument

continues, pour résoudre ce problème de filtrage on se ramène à l’algorithme où

le champ moyen est donné par la loi conjointe a priori, Loi(Xn). Une fois la loi

conjointe apprise par un système auxiliaire, on calcule par régularisation faible

du Dirac une loi approchée θδn qui converge p.s. vers θn quand δ → 0. Cette

loi approchée θδn sert alors à estimer le processus X2
n. On verra au chapitre 7,

paragraphe 7.1.1, plus précisément cette régularisation.

On sait alors par la section 6.3 que la résolution du problème de ce type de

filtrage nécessite 2 systèmes de particules, l’un de taille d > 0 pour apprendre la

loi conjointe, l’autre de taille N > 0 pour approcher les mesures de Feynman-Kac.

L’erreur de filtrage pour toute fonction-test mesurable bornée est alors majorée

par [Cn(p)√
N

+ C′n(p)√
d
]I(H), où Cn(p) et C ′n(p) sont des constantes finies pour tout

n > 0 et tout p ≥ 1.

Cette approche mériterait une analyse plus rigoureuse que nous laissons pour

des travaux à venir, mais nous gardons en mémoire que dans ce cas, N + d parti-

cules permettent de filtrer avec une erreur en 1√
N
+ 1√

d
.
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6.5.2 Cas de la commande sans modèle Markovien

On revient au système 6.53 et cette fois la commande n’est pas connue par un

modèle Markovien, mais elle est donnée à tout instant par une loi ρn(dx), au besoin

pouvant être indépendante du temps. Ce peut être par exemple une quantité

multifractale pour laquelle on ne dispose pas de représentation Markovienne.

On pose Bn = (X1
n, θn) ∈ E(1) ×M(E(2)), avec θn = Loi(X2

n | X1
0 . . . X

1
n). On

note βn la loi de Bn où la marginale de βn en la première variable est ρn, la loi de

X1
n. Le système 6.53 se réécrit alors

{

X2
n+1 = X2

n + b(X2
n, Bn)∆t+ σXn .∆W

X
n

Yn = h(X2
n) + σYn .W

Y
n

(6.56)

La connaissance de Bn fixe le système 6.56 et nous ramène au cas 6.2 traité au

début de ce chapitre. Le filtrage associé au système 6.56 revient donc à apprendre

la variable aléatoire Bn qui détermine le milieu aléatoire.

La dynamique du modèle fournit le noyau de transition Markovienne Mn+1,βn

et l’équation d’observation nous donne en tout instant, une fonction de potentiel

Gn, avec lequel il est défini le noyau de sélection

Sn,ηn(x, dz) = Gn(x)δx(dz) + [1−Gn(x)]
Gn(z)

ηn(Gn)
(dz)

où l’on a posé

ηn(f) = E(f(X2
n)|Y0, . . . Yn−1) (6.57)

Pour terminer on se donne une représentation de McKean de ce problème de

filtrage :

Kn+1,ηn,βn = Sn,ηn .Mn+1,βn (6.58)

et l’on a le système dynamique

{

ηn+1 = ηnKn+1,ηn,βn

η0(dx) = PX
2
0 (dx)

On ne connâıt pas la seconde marginale de βn, on propose alors un algorithme

d’approximation utilisant des systèmes de particules en interaction pour résoudre

cette inconnue et fournir une solution au problème de filtrage.
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On propose l’algorithme particulaire suivant où l’on va proposer des solutions

de milieux (commande et loi conditionnelle) au système de filtrage. Les milieux

les moins pertinents seront éliminés par filtrage en favorisant les plus adaptés.

Soit M un entier non nul. On définit les états X1,i
0 , 1 ≤ i ≤ M , distribué iid

selon ρ0(du) = η10(du). On se place alors à la n-ième itération où lesM commandes

sont X1,i
n , 1 ≤ i ≤M .

On note θin = Loi(X2
n | X1,i

0 . . . X1,i
n ) et la variable aléatoire Bi

n = (X1,i
n , θin) et

on note sa loi βin.

Soit d > 0 un entier et on forme le système de particules interagissant par le

champ moyen :

Zi,k
n+1 = Z i,k

n + b(X1,i
n , Z i,k

n , θi,dn )∆t+ σXn ∆W
X,k
n+1 (6.59)

pour tout 1 ≤ k ≤ d avec θi,dn = 1
d

∑d
k=1 δZi,kn .

On note alors la variable aléatoire empirique Bi,d
n = (X1,i

n , θi,dn ) de loi notée

βi,dn .

Pour une séquence de commandes X1,i
0 , . . . X1,i

n quand d tend à l’infini, d’aprés

le lemme 6.1.3 θi,dn converge sur la classe de fontion H vers θin avec une vitesse en
1√
d
.

Pour une fonction-test mesurable F tel que F (x,m) = f1(x).f2(m(g)), avec f1
et g bornées et f2 bornée et Lipschitz, on a :

|βi,dn (F )− βin(F )| = |f1(X1,i
n ).[f2(θ

i,d
n (g))− f2(θ

i
n(g))]| (6.60)

ce qui nous assure l’existence pour tout instant n ≥ 0 de constantes Cd
n

|βi,dn (F )− βin(F )| ≤
Cd
n√
d
‖f1‖ ‖g‖ (6.61)

On dispose alors de M variables aléatoires Bi
n = (X1,i

n , θin), c’est à dire M

variable Bi
n approchant chacune la loi de X2

n sachant la suite X1,i
0 , . . . , X1,i

n . On

note BM
n

def
= 1

M

∑M
i=1B

i
n

Toujours grâce aux hypothèses dont on s’est doté et suivant ce qui a déjà été

fait, on montre que pour toute fonction test F ayant les propriétés énoncées plus
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haut :

|βMn (F )− βn(F )| ≤ [
Cd
n√
d
+
CM
n√
M

] ‖f1‖ ‖g‖ (6.62)

On peut passer à la partie filtrage de l’algorithme, en tirant parmi les M

variables des milieux aléatoires que l’on soumet au système de particules filtrantes.

Soient N > 0, soit (X2,j
0 )1≤j≤N un système de N particules identiquement

distribuées selon η0(dx) = PX
2
0 (dx). On suppose que le filtre les a fait évoluer

jusqu’au n-ième pas de temps, pour avoir la famille (X2,j
n )1≤j≤N .

On tire iid parmi les (Bi
n)1≤i≤M N couples Bj,N

n

def
= (X1,j

n , θj,dn )1≤j≤N . Avec ces

N variables aléatoires on construit la mesure empirique βNn
def
= 1

N

∑N
j=1 δ(X1,jn ,θj,dn ).

On peut définir la fonction d’évolution

b(X2,j
n , Bj,N

n ) =
1

N

N∑

i=1

A(X1,i
n , X2,j

n ) + C(X1,i
n )

∫

B(X2,j
n , x) θi,dn (dx) (6.63)

et le système permettant de résoudre le problème de filtrage Loi(X2
n|Y0 . . . Yn)

pour tout temps n et pour 1 ≤ j ≤ N évolue selon :

X2,j
n+1 = X2,j

n + b(X2,j
n , Bj,N

n )∆t+ σXn ∆W
X,j
n (6.64)

ce qui correspond au noyau Mn+1,βNn
et l’on a le schéma d’évolution approchée :

X2,i
n

Sélection ∼S
n,ηNn−−−−−−−−−−→ X̂2,i

n

Mutation ∼M
n+1,βNn−−−−−−−−−−−−→ X2,i

n+1 (6.65)

Invoquant de nouveau nos hypothèses et utilisant les mêmes techniques pour

toute fonction test F de la même nature que précédemment on montre l’inégalité

|βNn (F )− βMn (F )| ≤ CN
n√
N
‖f1‖ ‖g‖ (6.66)

On peut alors analyser l’erreur commise par l’algorithme particulaire proposé

avec la décomposition pour toute fonction f mesurable respectant les hypothèses

placées plus tôt :

|ηNn+1(f)− ηn+1(f)| ≤ |ηNn+1(f)− ηNn Kn,ηNn ,β
N
n
(f)|

+ |ηNn Kn,ηNn ,β
N
n
(f)− ηNn Kn,ηNn ,βn

(f)|
+ |ηNn Kn,ηNn ,βn

(f)− ηn Kn,ηn,βn(f)| (6.67)
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Nous sommes maintenant dans des estimations classiques du filtrage des champs

moyens qui ont été traitées dans les sections précédentes. On peut alors formuler

le théorème suivant :

Théorème 6.5.1. Avec les hypothèses générales, l’algorithme particulaire permet

d’avoir pour tout instant n ≥ 0 et pour tout p > 0, l’existence des constantes finies

dépendantes de p, Cd
n, C

M
n et CN

n telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ [

Cd
n(p)√
d

+
CM
n (p)√
M

+
CN
n (p)√
N

] I(H) (6.68)

Il est possible de compléter le modèle de dynamique pour le rendre un peu

plus général en considérant que la variance du bruit de dynamique est fonction

des commandes. On écrit alors l’équation de dynamique comme :

X2
n+1 = X2

n + b(X1
n, X

2
n, θn)∆t+ σ(X1

n).∆W
X
n (6.69)

où la fonction b a les mêmes propriétés que précédemment et σ est une fonction

telle que pour tout X1
n on a 0 < σmin ≤ σ(X1

n) ≤ σmax.

On considère le même problème de filtrage que précédemment en cherchant la

Loi(X2|Y[0,n]).

Cette nouvelle situation conduit à la même analyse, avec une approche parti-

culaire équivalente et des estimées d’erreur identiques. La seule différence inter-

viendra dans la démonstration avec l’erreur entre les noyaux de McKean exact

et approché qui va demander de majorer l’écart entre 2 gaussiennes de moyennes

et de variances différentes : l’une étant l’exacte, l’autre celle de l’approximation

particulaire.

Il est alors aisé de montrer que pour deux gaussiennes moyennes µ et µN et de

variances respectives σ2 et σ2N , avec σmin ≤ σ ≤ σmax, qu’il existe des constantes

Cµ et Cσ telles que :

∫

|e−
(x−µ)2

2σ2 − e
− (x−µN )

2

2σ2
N |dx ≤ Cµ |µ− µN |2 + Cσ |σ − σN | (6.70)

Les contrôles sur les moyennes et sur les variances, les propriétés sur la fonc-

tion b nous permettent alors de fournir les estimées d’erreur.
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Pour clore ce chapitre nous allons examiner un dernier cas combinant les deux

derniers types de champ moyen avec une loi conditionnée à la trajectoire d’une

commande et de la série d’observation.

6.6 Filtrage d’un processus commandé et condi-

tionné de champ moyen Loi(X2
n | X1

[0,n], Y[0,n])

Il s’agit de la combinaison des modèles précédents, et on considère le champ

moyen Loi(X2
n | X1

[0,n], Y[0,n]). Ce cas est en fait celui qui est le plus courant notam-

ment en assimilation de données géophysiques pour lesquels les filtres de Kalman

d’ensemble, dont nous avons parlé en introduction, ont été développés. Mais ils ne

traitent qu’un problème de filtrage ponctuel sans champ moyen avec des modèles

différentiables et des bruits gaussiens. Nous allons proposer une résolution parti-

culaire du problème de filtrage avec des commandes et des observations trajecto-

rielles.

Soit l’espace d’état mesuré (E, E). Soit E(1) et E(2) les sous espaces de E tel

que E = E(1) × E(2), où pour tout n ≥ 0 Xn = (X1
n, X

2
n), avec X

1
n ∈ E(1) et

X2
n ∈ E(2).

Le système servant au filtrage est :






X2
n+1 = X2

n + b(X1
n, X

2
n, πn)∆t+ σX∆WX

n

Yn = H(X2
n) + σYW Y

n

X1
n ∼ ρn(dx)

πn = Loi(X2
n|X1

[0,n]Y[0,n])

X2
0 ∼ η0(dx)

(6.71)

avec πn = Loi(X2
n | X1

[0,n]Y[0,n])

La fonction b est définie par (X1, X2, π) ∈ (E(1)×E(2)×M(E2))→ b(X1, X2, π)

telle que :

b(X1, X2, π) = A(X1, X2) + C(X1
n).

∫

B(X2, x) π(dx) (6.72)

où les fonctions A et C sont bornées, la fonction B est bornée en ses 2 variables

et Lipschitzienne en la seconde reprenant les hypothèses de ce chapitre.

L’équation de dynamique permet de définir le noyau de Markov

Mn+1,X1n,πn
(f)(x) = E(f(X2

n+1) | X2
n = x).
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Le problème du filtrage consiste à estimer la η̂n = Loi(X2
n | Y[0,n]) pour tout

temps n ≥ 0.

Sur une recommandation explicative de François Le Gland et suivant ce qui a

été fait à la section précédente dans le cas d’une commande à modèle Markovien,

nous allons d’abord traiter un problème auxiliaire.

On définit un nouvel observateur Zn = (X1
n, Yn), et la loi du champ moyen est

alors πn = Loi(X2
n|Z[0,n]) qui est aussi la loi de filtrage à retrouver. Ce système

correspond au cas traité au paragraphe 6.4.2 par une estimation non-linéaire par

particules avec des erreurs d’estimations majorées par 1√
N
.

Une fois le problème auxiliaire traité il faut revenir au problème initial et ex-

primer pour toute fonction test mesurable bornée f , η̂n(f) =
∫
f(x)P(X2n|Y[0,n])(dx)

en fonction de πn(f).

L’équation d’observation Yn = H(X2
n) + σYW Y

n par l’hypothèse de densité

conduit à la fonction potentiel X2
n → gn(X

2
n) pour tout temps n > 0.

La moyenne πn(f) = E(f(X2
n)|X1

[0,n], Y[0,n]) s’écrit alors

πn(f) =
E
(
f(X2

n)
∏n

k=0 gk(X
2
k) | X1

[0,n] = x[0,n]
)

E
(∏n

k=0 gk(X
2
k) | X1

[0,n] = x[0,n]
) (6.73)

Le numérateur de l’expression de la loi de champ moyen est la Feynman-Kac

non normalisée :

γ̂1n(f)(x[0,n])
def
= E

(
f(X2

n)
n∏

k=0

gk(X
2
k) | X1

[0,n] = x[0,n]
)

(6.74)

Avec des notations abusives

P
(X2n,X

1
[0,n]

|Y[0,n])(d(x1[0,n], x
2
n) | y[0,n])

= P
(X2n|X1[0,n],Y[0,n])(dx2n | x1[0,n], y[0,n]).P(X1

[0,n]
| Y[0,n])(dx1[0,n] | y[0,n])

Pour résoudre le problème de filtrage, on cherche η̂n(f) = E(f(X2
n) | Y[0,n]), et

on obtient l’expression intégrale

η̂n(f) =

∫
ρ0(dx0) . . . ρn(dxn)γ̂

1
n(f)(x0, . . . , xn)

∫
ρ0(dx0) . . . ρn(dxn)γ̂1n(1)(x0, . . . , xn)

(6.75)
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Avec ce que l’on vient de voir, la Feynman-Kac non normalisée pour la fonction

unité s’écrit :

γ̂1n(1) = E[
n∏

k=0

gk(X
2
k) | X1

[0,n] = x[0,n]]

=
E
[
gn(X

2
n)
∏n−1

k=0 gk(X
2
k) | X1

[0,n] = x[0,n]
]

E
[∏n−1

k=0 gk(X
2
k) | X1

[0,n] = x[0,n]
] γ1n−1(1) (6.76)

or le terme en fraction correspond à la Feynman-Kac normalisée :

η1n(gn) =
E
[
gn(X

2
n)
∏n−1

k=0 gk(X
2
k) | X1

[0,n] = x[0,n]
]

E
[∏n−1

k=0 gk(X
2
k) | X1

[0,n] = x[0,n]
] (6.77)

d’où l’on déduit

γ̂1n(1) =
n∏

p=0

η1p(gp) (6.78)

Pour toute fonction mesurable bornée f on peut alors écrire

γ̂1n(f) =
γ̂1n(f)

γ̂1n(1)
γ̂1n(1) (6.79)

et γ̂1n(f)
γ̂1n(1)

est le filtre optimal :

γ̂1n(f)

γ̂1n(1)
= η̂1n(f) = πn(f) (6.80)

La loi de champ moyen πn a été apprise par filtrage. Pour tout temps p ≥ 0, la

fonction η1p(gp) est le potentiel qui mesure la vraisemblance du prédicteur piloté

par les commandes X1
p . On note alors Gp(X1

p ) = η1p(gp)

Le filtre optimal est alors donné par :

η̂n(f) =
E
[
η̂1n(f) γ̂

1
n(1)

]

E
[
γ̂1n(1)

]

=
E
[
η̂1n(f)

∏n
p=0 Gp(X1

p )
]

E
[∏n

p=0 Gp(X1
p )
] (6.81)

Alors le couple (X1
n, η

1
n) est Markovien pour tout instant n ≥ 0 et l’on est

ramené au filtrage présenté à la section précédente et détaillée dans Del Moral

(2004), section 2.6 et 12.6.7.
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Cette analyse nous permet alors de proposer un nouvel algorithme de résolution

particulaire du problème de filtrage.

A l’étape initiale on se donne un ensemble de i commandes X1
0 , 1 ≤ i ≤ N iid

selon ρ0(dx). Pour 1 ≤ α ≤ d, et pour chaque i on distribue X2,i,α
0 iid selon une

loi η0(dx).

A l’étape n on tire aléatoirement des commandes X1
n iid selon ρ0(dx) et on

dispose de l’étape précédente des particules X̂2,i,α
n qui approchent empiriquement

πin = loi(X2,i
n |X1,i

[0,n], Y[0,n]).

Dans la première étape, qui est la mutation, on utilise le modèle d’état pour

obtenir X2,i,α
n+1 avec une transition approchant Mn+1,X1,in ,πn

.

Avec la nouvelle observation Yn+1 on calcule les 2 fonctions potentiel :

1. 1
d

∑d
α=1 gn+1(X

2,i,α
n+1 )

def
= Gi

n+1

2. gn+1(X
2,i,α
n+1 )

def
= gi,αn+1

Avec les 2 potentiels on obtient deux sélections sur le modèle

Sµ(x, dz) = G(x)δx(dz) + [1−G(x)]
G(z)

µ(G)
(dz)

– la première porte sur l’indice i et utilise la fonction Gi
n+1. Elle permet de

sélectionner pour obtenir X̂1,i
n , X̃2,i,α

n+1 , π̂
i,α
n+1, π̂

i
n.

– la seconde porte sur le α et utilise la fonction ĝin+1 et permet de sélectionner

sur le α et donne X̂2,i,α
n+1

Les 2 étapes de cette double sélection sont évidemment commutatives et terminent

cet algorithme.

On peut esquisser l’analyse des erreurs d’approximation faites par la résolution

particulaire des lois de probabilités. La conclusion repose sur une hypothèse que

des travaux à venir devrait permettre de lever.

La loi du filtre

η̂n(f) =
E[πn(f)

∏n
p=0 Gp(X1

p )]

E[
∏n

p=0 Gp(X1
p )]

que l’on approche d’abord par la loi obtenue pour chaque trajectoire η̂Nn (f) =
1
N

∑N
i=1 π

i
n(f) mais cette dernière quantité, πin(f), n’est pas connue et on utilise

l’équation de dynamique pour approcher la Feynman-Kac η̂Nn (f) par ηN,dn (f) =
1
d

∑d
α=1 f(X

2,i,α
n ). Il faut donc évaluer l’écart entre η̂n(f) et η

N,d
n (f). Avec le travail
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réalisé dans les sections précédentes, on peut formuler l’existence de constantes

Cn et C ′n qui produisent les inégalités :

|η̂n(f)− ηN,dn (f)| ≤ |η̂n(f)− η̂Nn (f)|

+ | 1
N

N∑

i=1

[πin(f)−
1

d

d∑

α=1

f(X2,1,α
n )]| (6.82)

≤ Cn√
N

+
1√
d

1

N

N∑

i=1

C ′(X1,i
0 . . . X1,i

n ) (6.83)

On va supposer (hypothèse à lever) que pour tout temps n ≥ 0, la moyenne

empirique 1
N

∑N
i=1 C

′(X1,i
0 . . . X1,i

n ) est bornée. Cette hypothèse donne l’existence

de la seconde constante et termine l’établissement du théorème suivant :

Théorème 6.6.1. Avec les hypothèses sur la fonctionnelle b(X1
n, X

2
n, πn), l’algo-

rithme particulaire permet d’avoir pour tout instant n ≥ 0 et tout p ≥ 1, l’existence

de constantes finies Cn(p) > 0 et C ′n(p) > 0 telles que

E(‖ηNn − ηn‖pH)
1
p ≤ [

Cn(p)√
N

+
C ′n(p)√

d
] I(H) (6.84)

Ce théorème termine cette section sur l’estimation d’un processus à champ

moyen conditionné à la réalisation d’une commande aléatoire et des observations.

Dans ce chapitre consacré à l’étude du filtrage de processus à champ moyen,

nous avons balayé un certain nombre de lois possibles pour le champ moyen et

proposé des algorithmes adaptés à chaque situation. L’analyse des erreurs de l’ap-

proximation particulaire a permis d’obtenir l’existence de constantes bornées avec

des contrôles en 1
N
, où N est le nombre de particules nécessaires pour le filtrage.

On trouvera dans la table 6.6 un résumé des estimations, du nombre de systèmes

de particules nécessaires et de l’erreur produite par l’approche particulaire.
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Lois de champ moyen

Nombre de

systèmes

de

particules

Nombres de

particules

Majoration de

l’Erreur d’Ap-

proximation

Loi exacte ϑn 1 N 1√
N

Loi(Xn) 2 N + d 1√
N
+ 1√

d

Loi(Xn | Y0 . . . Yn−1) 1 N 1√
N

Loi(Xn | Y0 . . . Yn) 1 N 1√
N

Loi(X2
n | X1

0 . . . X
1
n) 2 N+d 1√

N
+ 1√

davec modèle markovien pour X1
n

Loi(X2
n | X1

0 . . . X
1
n) M+1 M × d+N 1√

N
+ 1√

d
+ 1√

Msans modèle markovien

Loi(X2
n | X1

[0,n], Y[0,n]) 1 N × d 1√
N
+ 1√

d

Tab. 6.1 – Tableau des erreurs de l’approximation particulaire du filtrage d’un

processus à champ moyen pour les diverses lois de champ moyen examinées dans

ce chapitre

Il est à noter un point important touchant à la nécessité d’avoir un bon modèle.

La qualité d’un modèle va impacter positivement sur la pertinence du filtrage

et il faut la même finesse pour ce modèle sur toutes les composantes du vecteur

d’état. C’est en effet particulièrement spectaculaire dans le cas d’un champ moyen

dépendant d’une commande aléatoire. Pour obtenir un même contrôle de l’erreur

en Cn√
N
+ C′n√

d
, on doit avec un modèle Markovien pour la commande utiliser N + d

particules alors qu’en l’absence de ce modèle il nous faut des systèmes de particules

en parallèle avec des tirages iid faisant monter le nombres de particules àM×d+N .

Dans tous les cas, le conditionnement des champs moyens aux observations réduit

les coûts numériques. Heuristiquement on peut voir cette réduction comme le

profit que l’on a à tirer du processus d’observation de l’information sur le vecteur

d’état. Ce peut être la conclusion de ce chapitre.

Nous allons utiliser ces résultats dans l’application pratique qui va être détaillée

dans la partie III. En effet le modèle utilisé pour filtrer les mesures issues d’un

fluide turbulent est du type champ moyen avec commandes aléatoires et pour
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optimiser le coût de calcul, on adjoindra un modèle déduit de la physique pour

ces entrées inconnues réduisant ainsi le nombre de particules et fermant le système.
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Chapitre 7

Acquisition d’un champ vectoriel

stochastique le long d’un chemin

aléatoire

Ce chapitre présente la modélisation stochastique du « signal fluide » que nous

avons créé et qui est essentielle pour pouvoir filtrer des mesures effectuées le long

d’un chemin sur un milieu aléatoire.

La théorie du filtrage et son application aux processus à champ moyen que

l’on vient de développer reposent sur la donnée d’un paramètre d’état pour lequel

on dispose d’un modèle de comportement en tout temps. La dynamique de l’état

est alors donnée par une équation nous permettant de le suivre dans l’espace des

phases.

Typiquement nous avons écrit un système avec une équation de dynamique

pour un vecteur d’état Xt pour t ≥ 0 et une équation d’observation liant Yt à

l’état qui l’a généré.
{

Xt+dt = Ft(Xt,WX
t )

Yt = Ht(Xt,W Y
t )

(7.1)

où Ft et Ht sont des fonctions avec les propriétés suffisantes, WX
t et W Y

t sont des

variables aléatoires de lois connues.

Dans cette situation, l’équation de dynamique sur Xt donne l’évolution tem-

porelle de l’état observé. Si l’état n’est pas décrit par une équation de dyna-

mique mais par un champ vectoriel d’un Système Dynamique Aléatoire reposant,
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par exemple, sur une EDS ou bien est donné par un modèle local alors que le

point d’observation se déplace, nous ne sommes plus dans la situation générale du

système 7.1 et dont la résolution du problème de filtrage associé a été présentée

dans les chapitres précédents.

Si l’état observé est un champ de vecteur de dimension d et que l’observation

est de la même dimension, on se retrouve dans notre cas général. C’est le cas du

travail d’Anne Cuzol (2006) où le filtrage stochastique est utilisé pour suivre des

structures bidimensionnelles reposant sur NSE-2D au moyen d’images elles-aussi

bidimensionnelles.

Pour rester dans l’application aux fluides, l’observation d’un paramètre dans

un fluide au moyen d’un capteur, qu’il soit mobile ou fixe, qu’il ait une trajectoire

déterministe ou aléatoire s’identifie à un problème d’estimation d’une quantité

ponctuelle dans un champ de dimension supérieure. Le capteur ne nous fournit

qu’une valeur, pouvant être vectorielle, à son point de localisation. Le champ du

paramètre acquis pouvant être uni, bi, ou tridimensionnel. Quoiqu’il en soit tant

que l’on fait des mesures ponctuelles on se trouve en difficulté pour estimer un

champ de dimension supérieure. Il manque énormément d’information. La figure

7.1 illustre le problème qui nous est posé et qui porte sur l’estimation d’une quan-

tité du champ prise sur une trajectoire. On peut compenser ce manque d’informa-

tion en simulant un ensemble important de champs et en prenant pour chacun une

valeur ponctuelle à des fins de filtrage, mais cette technique serait particulièrement

coûteuse et pas très subtile. Dans une première amélioration on pourrait penser

mesurer des gradients de la quantité en plus de la quantité elle-même, pour per-

mettre d’avoir un modèle local de la grandeur. Mais instrumentalement la mesure

directe de gradient n’est que rarement possible.

Avant de parler de filtrage et d’observation, il faut donner un sens aux relevés

faits sur un champ en des points d’une trajectoire potentiellement décorrélée de

la dynamique relevée.

Ce problème va nous obliger à élaborer une modélisation stochastique de la

situation et à définir une nouvelle quantité que l’on appellera l’acquisition d’un

champ de vecteur stochastique le long d’un chemin aléatoire.
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Fig. 7.1 – Représentation de la trajectoire d’acquisition ponctuelle dans un champ

multidimensionnel dont l’évolution est symbolisée par ses lignes de courant en

supposant stationnaire l’évolution du champ d’intérêt

7.1 Estimations de l’acquisition d’un champ vec-

toriel stochastique

Supposons que l’on ait pour tout temps 0 ≤ t ≤ ∞ un champ vectoriel aléatoire

X ′
t,x de dimension d′ ≥ 1, c’est à dire une famille de variables aléatoires à valeurs

dans un espace E ′ indexées par des temps t et des points x d’un espace E de

dimension d ≥ 1, et qu’au lieu de l’examiner en chacun des points de E, on ac-

quiert les valeurs prises par notre champ vectoriel sur Xt ∈ E un chemin aléatoire

indépendant des évolutions propres au vecteur d’état. Utilisant ce seul relevé, il

est alors impossible de restituer pleinement le champ vectoriel sur E mais on peut

souhaiter en donner des propriétés locales par exemple en estimant l’espérance de

notre champ X ′
t,x sachant notre position Xt. C’est le but de ce chapitre où l’on se

place dans le cas le plus général pour définir ce que l’on appelle le processus d’ac-

quisition d’un champ vectoriel puis en particularisant les situations d’en déduire

un certain nombre de conséquences. On verra également que l’on peut définir un

système d’acquisition relatif à l’observation, et voir que le problème de filtrage

standard présenté au chapitre 5 est de nature symétrique à celui de l’acquisi-

tion. Dans la section suivante, on mettra ensuite pour le cas discret en évidence

la structure de mesure de Feynman-Kac de la loi de distribution du processus

d’acquisition. On ajoutera section 7.4 une application numérique de l’acquisition

discrète d’un champ aléatoire continu montrant qu’on opère naturellement par
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échantillonnage un filtrage des échelles les plus petites. Cette application utilisera

une simulation du champ de vortex d’un fluide turbulent. In fine la question du

filtrage des mesures réalisées sur un champ aléatoire apparâıtra comme le cou-

plage entre plusieurs systèmes d’acquisition et sera mis en œuvre dans le chapitre

8 consacré au filtrage des vitesses du fluide turbulent atmosphérique.

7.1.1 Définitions et premières applications

Nous allons commencer par donner quelques définitions de nos nouveaux objets

et fournir des exemples d’applications qui nous serviront directement par la suite.

Définition 7.1.1. Soit E ⊂ Rd, d ∈ N∗ un espace de points que l’on nommera

espace des configurations ou espace des sites. On munit E de la tribu E.
Soit E ′ ⊂ Rd′, d′ ∈ N∗ que l’on nommera espace des phases que l’on munit de la

tribu E ′. On se donne enfin un espace de probabilité filtré complet (Ω,F , (Ft)t≥0,P).

Soit T < ∞ un réel, x ∈ E un point de l’espace des sites. Soit Xt la famille

de variables aléatoires sur (Ω,F ,Ft) à valeurs dans (E, E) indexée par le temps

t ∈ [0, T ] et soit X ′
t,x la famille de variables aléatoires sur (Ω,F ,Ft) à valeurs

dans (E ′, E ′) indexée par le temps t ∈ [0, T ] et le point x ∈ E.

Alors le couple d’applications Ft-mesurables (Xt, X
′
t,x) est appelé système d’ac-

quisition du champ de vecteur aléatoire.

Le processus Xt est appelé le chemin du processus d’acquisition et la famille

X ′
t,x est le champ d’acquisition.

Cette définition est suffisamment générale et ne repose pas sur des structures

particulières pour le champ ou le chemin d’acquisition, pour pouvoir être adapté

et permettre de structurer le système afin de correspondre à des objets précis dans

des situations d’intérêt.

Un système d’acquisition peut alors être un champ de vecteurs de l’espace

des phases et une marche aléatoire de l’espace des sites, ou plus simplement un

champ de vecteur et un ensemble de points fixes de l’espace des sites. Dans tous

les cas, c’est le couplage entre les processus Xt et X
′
t,x qui va donner son sens au

système d’acquisition. Lorsque cette association est réalisée on peut définir ce que

l’on appelle le processus d’acquisition, c’est à dire le relevé du champ X ′
t,x le long
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du chemin Xt.

Définition 7.1.2. Soit (Xt, X
′
t,x) un système d’acquisition sur l’espace de proba-

bilité
(
Ω,F ,Ft,P

)
à valeurs dans

(
(E, E)× (E ′, E ′)

)
.

On définit pour tout temps t ∈ [0, T ] le processus d’acquisition At sur (Ω,F ,Ft)
à valeurs dans (E ′, E ′) par

At
def
= X ′

t,Xt (7.2)

Dans cette définition le champ peut être donné par un système dynamique

stochastique (ce ne sera pas le cas ici, mais on peut l’envisager déterministe), et

le chemin d’acquisition peut être continu, à sauts ou discret, il peut aussi être

aléatoire ou déterministe selon la nature du problème à traiter.

Exemple 1 Soit x un point fixé de E. On prend pour tout temps t le processus

stationnaire Xt = x. Le système d’acquisition est (x,X ′
t,x) et l’acquisition est

At = X ′
t,x. Se référant à la physique on qualifiera cette acquisition d’Eulérienne.

C’est dans ce cadre que se place la modélisation stochastique discrète d’un

phénomène aléatoire sur des points de grille, chaque point de grille réalisant une

coordonnée de l’acquisition :

On note pour deux ensembles d’indices i ∈ [0, N ] ⊂ N et j ∈ [0,M ] ⊂ N, les

points de l’espace des sites par x = (xi,j), alors on définit l’acquisition

At = (Ai,j
t )(i,j)∈I×J = (X ′

t,xi,j
) = X ′

t,x

Exemple 2 Soit X ′
t,x un champ de vecteur aléatoire C∞ bornés à valeurs dans

(E ′, E ′). Soit x0 un point de E et pour tout 0 ≤ t ≤ T , Wt un Ft-Mouvement

Brownien standard sur (Ω,F ,Ft,P). On définit alors le flot stochastique (voir

Ben Arous (1989) pour l’existence de ce type de flot ) :

Xx0
t = x0 +

∫ t

0

X ′
s(X

x0
s ) ◦ dWs (7.3)

Le processus d’acquisition est alors At = X ′
t,X

x0
t

. Par analogie avec le cas phy-

sique on dira cette acquisition Lagrangienne. On se trouve dans le cas d’une

Marche Aléatoire en Milieu Aléatoire. On peut lire sur ce sujet Zeitouni (2003)

ou Varadhan (2004) dans le cas de dynamiques dans Zd.

Exemple 3 Pour illustrer l’exemple 2, on considère que X ′
t,x représente le

champ de vitesses Eulérien d’un fluide Ut,x. Sur un domaine D de l’espace d’état
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E, on définit pour tout temps t ∈ [0, T ], le champ de vitesses Eulériennes Ut,x par

la solution de l’équation aux dérivées partielles de Navier-Stokes :






(
∂
∂t

+ Ut,x∇x

)
.Ut,x = −∇xpt,x + µ.∆Ut,x dans le domaine D

Ut,x = f(t, x) sur ∂D
U0,x = U0(x)

(7.4)

où f est une fonction définie à chaque instant. On donne alors la position d’un

élément de fluide par la condition initiale x0 et l’équation d’évolution du flot :
{

dX(t,X0) = Ut,X(t,X0) dt+ σt,X(t,X0) ◦ dWt

X(0, X0) = X0

(7.5)

où Wt est un mouvement Brownien standard et σt,x est une fonction connue.

Avec les hypothèses de régularité que Mikulevicius et Rozovskii (2004) ont

donné, il y a existence des solutions faibles pour les 2 systèmes (on s’est placé

en temps petit). Le couple (Xt, Ut,x) est un système d’acquisition sur ((E, E) ×
(E ′, E ′)). On définit alors l’acquisition At = Ut,Xx0

t
. At est la vitesse Lagrangienne

notée habituellement Vt d’une particule issue de x0 et portée par le flot Xx0
t .

Dans ces 3 exemples simples, on voit que le processus stochastique At pris seul

s’affranchit de la connaissance du champ en tout autre point que Xt. Sauf pour des

cas particuliers, comme les champs déterministes ou stationnaires et homogènes

en tous points, les propriétés probabilistes du champ (Markovien, martingale,

ergodique, etc) ne vont pas être transportées à la variable aléatoire At, mais plus

sûrement au couple (Xt, At). Il peut être alors pertinent de s’intéresser, quand elle

existe pour toute fonction mesurable bornée f , à la mesure de probabilité χt que

l’on définit telle que χt(f) = E(f(Xt, At) | Xt). La variable At ne peut être seule

Markovienne, c’est le couple (Xt, At) qui pourra avoir ce caractère. On commence

par définir l’espérance conditionnelle pour le couple (Xt, At) sachant la position

Xt.

Définition 7.1.3. Pour tout temps t ∈ [0, T ] soit At le processus d’acquisition sur

(Ω,F ,Ft) à valeurs dans (E ′, E ′) le long du chemin d’acquisition Xt à valeurs dans

(E, E). On suppose que le couple de variables aléatoires (Xt, At) est absolument

continu de densité pXt,At. On définit pour tout temps t l’espérance conditionnelle

de (Xt, At) en Xt par la fonction mesurable

E(f(Xt, At)|Xt) =

∫

E′
f(Xt, a)p

At|Xt(a|Xt) da (7.6)

avec la loi conditionnelle

pAt|Xt(a|x) = pXt,At(x, a)
∫

E′
pXt,At(x, a)da

(7.7)
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Dans les applications pratiques, le point généralement difficile à réaliser dans

cette définition est l’hypothèse, ici supposée, de densité du couple (Xt, At) par

rapport à la mesure de Lebesgue. L’existence d’une dérivée de Radon sera dans le

cas continu une première étape à franchir dans l’étude du processus d’acquisition.

Parfois, on peut être amené à non pas s’intéresser à l’espérance d’une fonction

prise sur le couple (Xt, At) mais seulement sur l’acquisition At. Il nous faut utiliser

une régularisation faible de la mesure de Dirac et on peut approcher l’espérance

recherchée :

Proposition 7.1.1. Pour tout temps t ∈ [0, T ] soit At le processus d’acquisition

sur (Ω,F) à valeurs dans (E ′, E ′) le long du chemin d’acquisition Xt à valeurs

dans (E, E). On suppose que (Xt, At) est absolument continu et Markovien. Soit

Kδ un noyau de régularisation faible de classe C∞ de la mesure de Dirac. On

approche pour tout temps t l’espérance conditionnelle d’une fonction mesurable

bornée f de At en Xt par :

Eδ(f(At)|Xt) =

∫

E×E′
f(a) Kδ(Xt, z) p

At|Xt(a|z) da dz (7.8)

On a alors

lim
δ→0

Eδ(f(At)|Xt) = E(f(At)|Xt)
def
= χt(f) (7.9)

On commence par poser une intégrale non normalisée pour toute fonction f

une fonction mesurable bornée :

F(f(At))(Xt) =

∫

E×E′
f(a) pXt,At(z, a) dz da (7.10)

Cette intégrale est mal posée relativement à la loi de (Xt, At), on la régularise

par le noyauKδ introduit dans le théorème 7.1.1 pour définir l’intégrale régularisée :

Fδ(f(At))(Xt) =

∫

E×E′
f(a)Kδ(Xt, z)p

Xt,At(z, a)dzda (7.11)

Par construction du noyau régularisant on a

lim
δ→0

Fδ(f(At))(Xt) = lim
δ→0

∫

E×E′
f(a)Kδ(Xt, z)p

Xt,At(z, a)dzda

= F(f(At))(Xt) (7.12)
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Bien entendu l’espérance conditionnelle s’exprime en fonction de la loi conjointe

et on peut écrire l’espérance régularisée en normalisant F δ :

Eδ(f(At)|Xt) =
Fδ(f(At))(Xt)

Fδ(1)(Xt)
(7.13)

On obtient alors le résultat :

lim
δ→0

Eδ(f(At)|Xt) = E(f(At)|Xt) (7.14)

On peut reprendre nos exemples pour illustrer cette espérance régularisée que

l’on vient d’estimer E(f(At)|Xt).

Application 1 Prenons le cas particulier où le chemin d’acquisition est déter-

ministe Xt = ϕ(t) ∈ E. Pour toute fonction f mesurable et bornée, on a évidem-

ment E(f(At)|Xt) = E(f(At)) P-ps.

C’est une situation déjà vue en mécanique des fluides au chapitre 2 en consi-

dérant le cas stationnaire, c’est à dire, que pour tout t Xt = x et en prenant

pour X ′
t,x le champ de vitesses Ut,x donné par NSE 7.4. En notant Ut la valeur de

Ut,x prise en x, alors E(f(Ut)|x) p.s.
= E(f(Ut)) est dans cette situation la moyenne

Eulérienne de la vitesse au point x et au temps t plus habituellement notée en

mécanique des fluides < f(U) >t,x.

Application 2 Toujours pour rester proche de la dynamique des fluides, on

reprend l’exemple 3 qui considérait X ′
t,x comme le champ Eulérien de vitesse d’un

fluide Ut,x. On prend comme chemin le flot associé au champ X ′
t,x, partant d’un

point x0 ∈ E, et noté pour tout temps t : Xx0
t .

L’acquisition Lagrangienne se définit par Vt = Ut,Xx0
t

et on s’intéresse à la

moyenne de Vt sachant la position de la particule sur son flot Xx0
t . On omettra le

x0 en exposant pour alléger le texte et Xx0
t = Xt. On suppose que le problème est

posé de telle manière qu’il y ait existence de la densité de (Xt, Vt) par rapport à la

mesure de Lebesgue. L’espérance Lagrangienne doit être régularisée et on obtient

E(f(Vt)|Xt) = lim
δ→0

Fδ(f(Vt))(Xt)

Fδ(1)(Xt)
(7.15)

avec Fδ(f(Vt))(Xt) =
∫

E×E′ f(v) K
δ(Xt, x) p

Xt,Vt(x, v) dx dv.

Si dans la dynamique du fluide on utilise une loi de Newton additionnée d’un
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bruit Gaussien, le noyau de régularisation sera également gaussien avec :

Kδ(Xt, x) = Gδ(Xt − x) = e
−‖Xt−x‖

2

2δ (7.16)

Les dynamiciens des fluides utilisent ce type de noyau pour régulariser cette

espérance lorsqu’ils cherchent à les calculer dans leurs applications numériques.

Avec des considérations physiques, ils emploient également des fonctions splines

(voir Pope (2000)).

7.1.2 Systèmes d’acquisitions d’observations

Ce paragraphe est avant tout une remarque permettant de rapprocher le

problème de l’estimation du processus d’acquisition du problème de filtrage que

l’on a vu précédemment dans ce mémoire. On se place dans le cas d’un problème

de filtrage classique tel qu’il a été décrit au chapitre 5. On se donne alors un état

Xt évoluant dans un espace E et une observation Yt ∈ E ′.

Le couple (Xt, Yt) est alors un système d’acquisition que l’on qualifiera d’ob-

servation.

En effet dans le problème de filtrage, on s’est donné une équation liant Xt et Yt
de la forme générale Yt = H(t,Xt,Wt) où Wt est un processus aléatoire supposé

canonique et H la fonction de transfert. La fonction Ht,Xt(·) joue clairement le

rôle de champ et Yt est l’acquisition de H le long de la trajectoire de Xt dans E.

Dans le cas de l’acquisition telle qu’on l’a définie plus haut, on s’intéresse

pour une bonne fonction f à l’estimation de E(f(Yt)|Xt). Le problème de fil-

trage est exactement symétrique avec la recherche de la loi permettant de calculer

E(f(Xt)|Yt), ce qui pourrait se formuler en trouver le chemin sachant l’acquisition.

Les algorithmes que l’on a présenté chapitres 5 et 6 résolvent ce problème. Il nous

faut délivrer une méthode d’estimation du processus d’acquisition.

On peut utiliser ce commentaire sur l’observation et utilisant la résolution du

problème de filtrage, donner une solution à l’estimation du processus d’acquisition

recherché. Effectivement écrit formellement, on cherche

E(f(Xt, At)|Xt) =

∫

f(Xt, a) p
At|Xt(a|Xt) da (7.17)
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pour toute fonction f . Utilisant la formule de Bayes on peut écrire pour les den-

sités :

pAt|Xt(a|x) = pXt|At(x|a) p
At(a)

pXt(x)
(7.18)

Dans le problème de filtrage on cherche à estimer la Loi(Xt|At). Donc si l’on était

en capacité de calculer la densité pXt|At par filtrage, il resterait à estimer le rapport
pAt (a)

pXt (x)
pour obtenir une estimation de l’acquisition At sachant Xt. Mais traiter ce

problème de filtrage en premier alourdit la procédure d’estimation et on va voir

paragraphe 7.2.1, dans le cas discret, qu’il est possible d’estimer directement le

processus d’acquisition le long de son chemin.

7.1.3 Acquisition sur un milieu localement homogène en

loi

Pour clore la présentation des processus d’acquisition, nous nous plaçons dans

le cas d’un milieu considéré comme localement homogène en loi. L’application

physique qui va suivre ce chapitre utilisera ce type de milieu. Nous rajoutons le

qualificatif « en loi » pour qu’il n’y ait pas d’ambigüıté avec la littérature physique.

Définissons en premier lieu pour ce type de milieu l’acquisition à laquelle on va

s’intéresser.

Définition 7.1.4. Pour tout temps t ∈ [0, T ], soit (Xt, X
′
t,x) un système d’acqui-

sition sur l’espace produit (E × E ′) et At = X ′
t,Xt

le processus d’acquisition de ce

système. On dira que le système d’acquisition est localement homogène en loi si :

– E est un espace localement convexe métrisable possédant un recouvrement

convexe A =
⋃

i∈I Ai, I étant un ensemble d’indice.

– ∀t ∈ [0, T ] et ∀x ∈ E, il existe εt > 0 et i ∈ I tel que :

B(x, εt) ⊂ Ai avec B(x, εt) =
{
z ∈ E t.q. |x− z| ≤ εt

}

et ∀y ∈ B(x, εt) = Bε
t , on a pour tout a ∈ E ′,

P(At ∈ da | Xt = x) = P(At ∈ da | Xt = y) (7.19)

Pour l’acquisition At associée à ce système on appellera cette probabilité la loi de

At sachant que Xt appartient à la boule Bε
t , notée Loi(At | Xt ∈ Bε

t ).

Dans le cas d’une acquisition localement homogène on peut chercher à calculer

pour tout fonction f mesurable bornée, l’espérance E(f(At) | Xt ∈ Bε
t ). On peut



Chapitre 7. Acquisition d’un champ le long d’un chemin aléatoire 158

Fig. 7.2 – Exemple sur une trajectoire d’acquisition de l’ensemble des boules

d’homogénéité

exprimer trivialement cette espérance par

E(f(Xt, At) | Xt ∈ Bε
t ) =

∫

E×E′
f(x, a) pAt|Xt∈B

ε
t (a|x) dx da

=

∫

E×E′
f(x, a)

�
Bεt
(x) pXt,At(x, a)

∫

E

�
Bεt
(x)pXt (x)dx

dx da

=
E(f(Xt, At)

�
Bεt
(Xt))

E(
�
Bεt
(Xt))

(7.20)

Afin de respecter des conditions de différentiabilité aux bords, on pourra

considérer pour K un noyau faible régularisant C∞ de support inclus dans la

boule Bε
t .

Cette définition peut s’étendre naturellement au cas trajectoriel. Pour t > 0,

on dénote X[0,t] = {Xs, s ∈ [0, t]} la trajectoire du processus Xt par hypothèse

continue. On va noter B[0,t] l’enveloppe des boules (Bε
s)s≤t :

B[0,t] =
⋃

s∈[0,t]
Bε
s (7.21)

La situation est décrite dans le schéma 7.2 et on va chercher à estimer la mesure

de probabilité χt telle que pour toute fonction mesurable bornée f on obtienne

l’espérance de l’acquisition le long du chemin X[0,t] par

χt(f) = E(f(Xt, At)|X[0,t] ∈ B[0,t]) (7.22)

Il faut alors proposer un moyen d’estimer de cette mesure χt valable pour tout

temps. Dans le cas discret on va montrer à la section suivante 7.2.1 que χt est une
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mesure de Feynman-Kac et proposer un algorithme de calcul. L’approximation

sera particulaire et on pourra donner des estimés d’erreur.

7.2 Processus d’acquisition discret dans un mi-

lieu homogène en loi

Nous avons présenté les systèmes d’acquisition avec différentes applications

notamment à la mécanique des fluides. Ces processus généraux ont une structure

proche de ceux intervenants dans les problèmes de filtrage. Il y a une évolution a

priori du milieu ( i-e sans intervention du chemin d’acquisition ) puis un condi-

tionnement du relevé du champ au chemin d’acquisition. Cette procédure peut

donc se faire en 2 temps, une première étape correspondant à une prédiction du

milieu et la seconde une sélection sur le chemin d’acquisition.

Nous allons profiter de cette analyse pour proposer une description et un al-

gorithme d’estimation dans le cas de processus discrets décrit par une dynamique

Lagrangienne.

7.2.1 Interprétation de l’acquisition discrète comme pro-

cessus à champs moyens en interaction

On se donne un ensemble de temps 0 ≤ t0 < · · · < ti < · · · < tn, avec ti = i.∆t

où ∆t > 0 est le pas de temps de la discrétisation. Soit pour n ∈ N et pour

tout i ∈ [0, n], (Xti , X
′
ti,x

) = (Xi, X
′
i,x) un système d’acquisition à valeurs dans

(E×E ′). Pour un point initial x0 on note X ′
i = X ′

i,X
x0
i

l’acquisition Lagrangienne

discrète associée. Enfin soit Z0, . . . , Zn un chemin discret dans l’espace des sites

E indépendant de la dynamique de l’acquisition Lagrangienne.

Nous allons poursuivre dans le cadre d’un milieu localement homogène en

loi. D’après le paragraphe précédent, on sait qu’en chaque temps la connaissance

du champ d’acquisition peut être restreinte à une boule Bε
n. Il n’est alors pas

nécessaire d’avoir la valeur du champ dans l’espace hors de cette boule. Montrons

comment utiliser un modèle Lagrangien (modèle 1 point) pour estimer l’espérance

de l’acquisition le long du chemin Z0 . . . Zn.
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Fig. 7.3 – Couplage de systèmes d’acquisitions Lagrangiennes et d’une acquisition

le long d’un chemin indépendant

Pour mener à bien cette description, on mixe 2 systèmes d’acquisitions :

– le premier correspond au modèle un point et fournit une acquisition Lagran-

gienne partant du point x0 : (Xx0
n , X

′
n,X

x0
n
) = (Xn, X

′
n)

– l’autre système est le relevé de l’acquisition Lagrangienne le long d’un che-

min indépendant du milieu Zn : (Zn, An)

Pour exprimer ce qu’est An il faut considérer un ensemble d’acquisitions La-

grangiennes partant de points initiaux différents et arrivant aux points de relevé

du chemin d’acquisition. Au temps n− 1, le chemin d’acquisition est en Zn−1, et

acquiert la valeur de X ′
n−1 dans l’espace des phases prise par l’acquisition Lagran-

gienne en X
xn−10
n−1 = Zn−1 partie de xn−10 et donc A

xn−10
n−1 = X ′

n−1,Zn−1 . Au temps n

on change d’acquisition Lagrangienne pour relever celle qui est partie à l’instant

initial de xn0 et est arrivée en Zn. Alors on a A
xn0
n = X ′

n,Zn
. On illustre la situation

sur la figure 7.3.

Mais nous n’avons pas accès aux points de départ de chacune des trajectoires

Lagrangiennes. Il conviendrait de calculer l’espérance An =
∫
Ax
nP

X0(dx). Mais

cette espérance est difficile à approcher, elle intégre sur les lignes ancestrales. Sur

les flots stochastiques, on peut lire l’article de G. Ben Arous (1989) ou le livre de

F. Baudoin (2005).

On propose alors, utilisant l’hypothèse de milieu localement homogène de se

donner en chaque point du chemin Zn un paramètre εn et une boule Bε
n(Zn) =

{x ∈ E : |x− Zn| ≤ εn}, et de chercher à estimer 2 mesures de probabilités χn et

χ̂n telle que pour toute fonction test f :

χ̂n(f) = E(f(Xn, X
′
n) | X0 ∈ Bε

0(Z0), . . . , Xn ∈ Bε
n(Zn)) (7.23)

χn(f) = E(f(Xn, X
′
n) | X0 ∈ Bε

0(Z0), . . . , Xn−1 ∈ Bε
n−1(Zn−1)) (7.24)
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Fig. 7.4 – Schéma d’évolution discrète du processus d’acquisition pour une dyna-

mique Lagrangienne

Par hypothèse le modèle le couple (Xn, X
′
n) est supposé Markovien et l’évolution

est décrite par le noyau de transition à champ moyen

Mn+1,πn((x, x
′), d(z, z′)) = P((Xn+1, X

′
n+1) ∈ d(z, z′)|(Xn, X

′
n) = (x, x′))

où πn est la loi de (Xn, X
′
n). L’hypothèse de champ moyen ne cherche qu’à étendre

la généralité de l’évolution du processus (Xn, X
′
n).

S’inspirant de 7.20 on peut écrire :

χ̂n(f) =
E(f(Xn, X

′
n)

∏n
p=0

�
Bεp(Zp)(Xp))

E(
∏n

p=0

�
Bεp(Zp)(Xp))

(7.25)

χn(f) =
E(f(Xn, X

′
n)

∏n−1
p=0

�
Bεp(Zp)(Xp))

E(
∏n−1

p=0

�
Bεp(Zp)(Xp))

(7.26)

ce qui confère aux deux mesures de probabilité χ̂n et χn leur caractère de

distribution de Feynman-Kac.

Sans changer cette expression on ne va pas considérer le conditionnement et

l’indicatrice sur la boule
�
Bεp(Zp) mais sur le cylindre

�
Bεp(Zp) × E ′ et on se donne

le potentiel Gp pour (Xp, X
′
p) :

Gp

(
(Xp, X

′
p)
)

=
�
Bεp(Zp)(Xp)×

�
E′(X

′
p)

=
�
Bεp(Zp)×E′

(
(Xp, X

′
p)
)

(7.27)
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Associé à ce potentiel on définit le noyau de sélection :

SZn+1,χn+1

(
(x, x′), d(y, y′)

)

=
�
Bεn+1(Zn+1)×E′(x, x

′)δ(x,x′)(d(y, y
′))

+
[
1− �

Bεn+1(Zn+1)×E′(x, x
′)
]

�
Bεn+1(Zn+1)×E′(y, y

′)χn+1(d(y, y
′))

χn+1(Bε
n+1(Zn+1)× E ′)

(7.28)

avec χn+1(d(y, y
′)) = P((Xn+1, X

′
n+1) ∈ d(y, y′) | X0 ∈ Bε

0(Z0), . . . , Xn ∈ Bε
n(Zn))

Alors partant de la distribution initiale de l’acquisition

χ0(d(x, x
′)) = P((X0, X

′
0) ∈ d(x, x′))

on a le schéma d’évolution temporelle, n ≥ 0 :

χ̂n
Mn+1,πn−−−−−→ χn+1

SZn+1,χn+1−−−−−−→ χ̂n+1 (7.29)

ce qui peut s’écrire comme un système dynamique stochastique issu de χ0 :

χn+1 = χnS
Z
n,χnMn+1,πn (7.30)

En terme d’évolution des états nous avons le schéma illustré par la figure 7.4

et correspondant à :

(X̂n, X̂
′
n)

Mutation−−−−−→ (Xn+1, X
′
n+1)

Sélection−−−−−→ (X̂n+1, X̂
′
n+1) (7.31)

Après l’étape de sélection l’état (X̂n+1, X̂
′
n+1) est l’estimée du système d’ac-

quisition, où X̂n+1 est la position du système et X̂ ′
n+1 est l’estimée du processus

d’acquisition recherché An+1 = X ′
n+1,Zn+1

.

Le couplage entre les 2 systèmes d’acquisition est une localisation après la

mutation Lagrangienne. Ecrite comme telle l’évolution n’est pas Markovienne, le

potentiel pouvant être nul. La figure 7.4 est à ce titre abusive, il faut voir un recou-

vrement de la trajectoire Z0, . . . , Zn par des boules (Bε
j (Zj))0≤j≤n d’intersection

non nulle comme l’a montré le schéma 7.3 .

On va supposer qu’à tout instant n et pour tout point d’état, (x, x′) , on ait

Mn+1,πn(
�
Bεn+1(Zn+1)×E′)(x, x

′) > 0 c’est à dire que la probabilité d’arriver dans la

boule Bε
n+1(Zn+1) partant de x n’est pas strictement nulle.

Maintenant on peut redéfinir le noyau de Markov et le potentiel pour restituer

le caractère Markovien :

M̃n+1,πn

(
(x, x′), d(y, y′)

)
=
Mn+1,πn

(
(x, x′), d(y, y′)

) �
Bεn+1(Zn+1)×E′(y, y

′)

Mn+1,πn(
�
Bεn+1(Zn+1)×E′)(x, x

′)
(7.32)
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et

G̃n+1(x, x
′) =Mn+1,πn(

�
Bεn+1(Zn+1)×E′)(x, x

′) (7.33)

Le noyau Markovien M̃n+1,πn((x, x
′), d(y, y′)) est une transition locale res-

treinte au domaine Bε
n+1(Zn+1) alors que la fonction de potentiel G̃n+1(x, x

′) donne

les chances de rester dans Bε
n+1(Zn+1)×E ′, c’est à dire que l’acquisition Lagran-

gienne suive le chemin Z0, . . . , Zn+1. Dans ce cas le potentiel ne dégénère plus.

On part à l’instant initial du cylindre Bε
0(Z0)×E ′ avec la distribution χB0 , de

la loi π0 du couple (X0, X
′
0) et on utilise pour tout temps les potentiel/noyau de

Feynman-Kac (G̃n, M̃n+1,πn).

On note χBn et χ̂Bn les flots du processus restreint aux cylindres Bε
n+1(Zn+1)×E ′.

Ils peuvent être interprétés comme des processus à champ moyen en interaction

et sont solutions de l’équation non-linéaire χBn+1 = χBnK
B
n+1,χBn ,πn

.

On choisit de donner au noyau de MacKean la forme (non unique) :

KB
n+1,χBn ,πn

= S̃n,χBn M̃n+1,πn

Le noyau de sélection S̃n,χBn exploite la fonction de potentiel G̃n+1, et on prend

la forme de sélection habituelle :

S̃n+1,χBn
((x, x′), d(y, y′))

= G̃n+1(x, x
′)δ(x,x′)(d(y, y

′)) + [1− G̃n+1(x, x
′)]
G̃n+1(y, y

′)χBn (d(y, y
′))

χBn (G̃n+1)

(7.34)

ce qui donne le schéma d’évolution pour les lois d’évolution restreintes au chemin

d’acquisition :

χ̂Bn
M̃n+1,πn−−−−−→ χBn+1

S̃
n+1,χB

n+1−−−−−−→ χ̂Bn+1 (7.35)

et pour les états :

(XB
n , X

′B
n )

︸ ︷︷ ︸

∈ (Bεn(Zn)×E′)

Sélection−−−−−→ (X̂B
n , X̂

′B
n )

︸ ︷︷ ︸

∈ (Bεn(Zn)×E′)

Mutation restreinte à Bεn+1−−−−−−−−−−−−−−−→ (XB
n+1, X

′B
n+1)

︸ ︷︷ ︸

∈ (Bεn+1(Zn+1)×E′)

(7.36)
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Le flot d’acquisition restreint aux boules centrées sur le chemin d’acquisition

est donc solution du système dynamique χBn+1 = χBn S̃n,χBn M̃n+1,πn initialement

en χB0 et décrit le couplage entre les 2 systèmes d’acquisition le long du chemin

Z0, . . . , Zn. C’est un processus à champ moyen comme il en a été étudié au chapitre

précédent.

Cela nous permet d’envisager une interprétation particulaire de l’estimation

d’acquisition que nous examinons dans le paragraphe suivant.

7.3 Approximation particulaire pour l’estimation

du processus d’acquisition discret

Les intégrales que l’on vient de calculer n’ont de solutions qu’approchées. Nous

décrivons succinctement l’algorithme d’estimations particulaires. Le cas présent

est identique à celui du filtrage étudié au chapitre 6 paragraphe 6.3, dont nous

avons d’ores et déjà les estimés d’erreur.

On dispose par hypothèse d’un chemin d’acquisition (Z0, . . . , Zn) à valeurs

dans E et d’un ensemble de réel 0 < (εi)0≤i≤n permettant d’assurer l’existence de

boules d’homogénéité Bε
i (Zi) pour i ∈ [0, n].

On va supposer que la transition Markovienne M̃n+1,πn vérifie une hypothèse

de régularité pour utiliser le travail du chapitre 6 :

. Hypothèse : Pour toute fonction mesurable bornée f , toute mesure π et n ∈ N, il

existe des constantes cn(π) et un ensemble fini de fonctions h bornées avec ‖h‖ ≤ 1

tels que pour toute mesure µ

‖M̃n+1,π(f)− M̃n+1,µ(f)‖ ≤ cn(π)‖f‖
∑

h

|π(h)− µ(h)| (7.37)

A l’instant initial on se donne dans Bε
0(Z0)×E ′ une population de taille N > 0

de particules (ξi0, ξ
′i
0 )1≤i≤N i.i.d. selon χB0 et on note :

χB,N0 =
1

N

N∑

i=1

δξi0,ξ
′i
0

(7.38)

La loi empirique χB,N0 approche la loi exacte χB0 et le lemme 6.1.3 nous donne
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pour tout p > 0 l’existence d’une constante C0 telle que :

E(‖χB,N0 − χB0 ‖pH)
1
p ≤ Cp(0)√

N
I(H) (7.39)

Au pas de temps n, on dispose des particules (ξ̂in, ξ̂
′i
n )1≤i≤N dans Bε

n(Zn)× E ′

et évoluant selon

(ξ̂in, ξ̂
′i
n )

Mutation−−−−−→ (ξin+1, ξ
′i
n+1)

Sélection−−−−−→ (ξ̂in+1, ξ̂
′i
n+1) (7.40)

Le flot exact χBn+1 = χBnK
B
n+1,χBn ,πn

est approché par χB,Nn+1 avec une propagation

empirique de χB,Nn = 1
N

∑N
i=1 δ(ξin,ξ

′i
n )

. Pour estimer la loi a priori du milieu πn,

nous avons besoin d’un système de d particules auxiliaires qui évoluent à part

selon le noyau de transition M̃n+1,πn .

On peut alors reprendre la proposition 6.3.1 et l’adapter à cette situation :

Théorème 7.3.1. Pour tout n ≥ 0, pour tout p ≥ 1, il existe des constantes Cn

et C ′n telles que

E(‖χB,Nn − χBn ‖pH)
1
p ≤ [

Cn√
N

+
C ′n√
d
]I(H) (7.41)

On le voit pour une acquisition en temps discret le long d’un chemin recou-

vert par un ensemble de boules, la difficulté vient de l’annulation possible du

potentiel Gn(x, x
′) =

�
Bεn(Zn)×E′(x, x

′) ou bien de l’invalidation de l’hypothèse

Mn+1,πn(
�
Bεn+1(Zn+1)×E′)(x, x

′) > 0.

On peut alors prendre le problème de manière différente en autorisant une

extinction de l’algorithme dès que le potentiel s’annule. L’estimation de ce temps

d’arrêt est un problème encore ouvert. On peut trouver dans Del Moral et Lezaud

(2006) ou dans la version originale Del Moral (2004) ce type de méthode alterna-

tive avec une idée de la probabilité d’extinction qui possède une borne exponen-

tielle.

Ramené à notre cas, leur travail apporte une autre approximation particulaire

qui repose sur le flot χn+1 = χnS
Z
n,χnMn+1,πn . On crée alors un système de par-

ticules en interaction qui a la possibilité d’aller sur un point cimetière f quand

le potentiel est nul. Le système de particules évolue de la même manière que

précédemment, mais au premier instant où le potentiel s’annule, il est envoyé sur

f et la châıne de Markov est stoppée. Si l’on note τN cet instant, on trouvera

dans Del Moral (2004) le théorème :
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Théorème 7.3.2 (Théorème 7.4.1 p 232). On suppose que pour tout n ≥ 0 la

mesure non-normalisée γn(1) > 0. Alors pour N ≥ 1 on a l’estimation

P(τN ≤ n) ≤ a(n)e−N/b(n) (7.42)

La démonstration utilise un ensemble contenant l’évènement {τN ≤ n} pour

lequel on obtient une inégalité de Chernov-Hoeffding. Les coefficients de la borne

exponentielle sont pour a(n) fonction de n seul et pour b(n) fonction de n et

γn+1(1) ( = Eχ0(
∏n

j=1

�
Bεn(Zn)×E′) non nul par hypothèse ) . L’inégalité n’est pas

« optimale », mais permet de penser qu’avec un nombre suffisamment grand de

particules, l’extinction devient peu probable.

Néanmoins dans le traitement numérique de l’estimation du processus d’ac-

quisition, il faudra veiller à ce que les boules le long du chemin d’acquisition ne

soient pas trop petites.

On peut maintenant montrer un exemple d’acquisition sur un champ de vecteur

simulé, qui nous permettra de nous rassurer sur la taille des boules nécessaires à

une estimation sur milieu localement homogène dans un problème d’acquisition

discrète.

7.4 Echantillonnage de l’acquisition d’un champ

de vecteur

En milieu localement homogène, l’estimation peut se faire sur un chemin recou-

vert de boules dans lesquelles le milieu est identiquement distribué. On l’a vu, pour

qu’un algorithme particulaire soit pérenne il faut que ces boules soient atteignables

au moins en moyenne sous peine d’extinction de la châıne de Markov. Si cette as-

surance peut parâıtre difficile à première vue, on va pouvoir apaiser les craintes

par une propriété des champs discrétisés. L’échantillonnage d’un champ opère un

filtrage des échelles les plus petites et impose naturellement une résolution. Nous

détaillons cela dans le paragraphe suivant.
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7.4.1 Acquisition d’un champ à une résolution donnée

La réflexion se base sur une Analyse Multi-Résolution (AMR) d’un Champ

Vectoriel (voir Meyer (1990)). En quelques mots, une AMR de L2(Rd), avec d ≥ 1

est une suite croissante de sous-espaces (Vj)j∈Z de L2(Rd) telle que pour toute

fonction f de L2 :

1. ∀(j, k) ∈ Z2, f(x) ∈ Vj ⇔ f(x− 2−jk) ∈ Vj
2. ∀j ∈ Z, · · · ⊂ Vj−1 ⊂ Vj ⊂ · · · ⊂ L2(R)

3. ∀j ∈ Z, f(x) ∈ Vj ⇔ f(2.x) ∈ Vj+1

4. limj→−∞ Vj = {0}, ∩j=+∞
j=−∞Vj = {0}

et limj→+∞ Vj = L2(Rd),∪j=+∞
j=−∞Vj = L2(Rd)

5. ∃ϕ ∈ V0 telle que {ϕ(x− k)}k∈Z est une base orthonormée de L2(Rd)

Avec une AMR on dispose donc d’une base hilbertienne de L2(Rd) sur laquelle

il est possible de définir des projections.

Les sous-espaces Vj sont appelés des espaces d’approximations de résolution j,

et l’approximation multirésolution de f à la résolution 2−j, notée fj, est définie

comme la projection orthogonale dans le sous-espace Vj.

Les sous espaces Vj+1 sont définis par embôıtement et on peut les décomposer

selon Vj et un complément Wj et on a la somme orthogonale Vj+1 = Vj
⊥
⊕ Wj.

Le sous-espace Wj est appelé l’espace de détail au niveau de résolution j et est

orthogonal à Vj.

En prenant des projections successives, la différence entre fj et fj+1 est l’informa-

tion ajoutée par les détails à l’échelle 2−(j+1) que l’on note dj = fj+1 − fj.

Dans la base hilbertienne, le projecteur est donné par

PVjf =
n=+∞∑

n=−∞
< f, ϕj,n > ϕj,n(x)

où ϕj,n(x) = 2
j
2ϕ(2jx − n), la fonction ϕ est appelée la fonction d’échelle. L’ap-

proximation discrète fj =< f, ϕj,n > est un filtre passe-bas échantillonné tous

les 2−j points. Si l’on dispose d’une approximation d’échelle, ou d’une échelle de

résolution J , on a directement : L2(Rd) = ⊕j∈ZWj = VJ ⊕j≥J Wj.

On ne s’intéressera pas ici aux problèmes de convergence de l’AMR dans le

cas de champs de vecteurs aléatoires, mais on ne retiendra qu’un échantillonnage

correspond à un filtre passe-bas et à une projection dans un espace de résolution
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induit par le pas d’échantillonnage avec un résidu correspondant aux structures

plus fines.

C’est une autre façon de prendre ce que l’on a présenté au chapitre 4 sur les

conséquences en traitement du signal de la théorie de l’information de Shannon

(1948).

Dit rudement, l’AMR ou la théorie de Shannon nous disent que pour qu’une

structure informationnelle soit accessible en échelle ou fréquentiellement, elle doit

être vue 2 fois. Dans le cas contraire, on peut la considérer comme une variable

aléatoire décorrélée, c’est à dire un bruit blanc.

Il y a un lien entre fréquence et échelle dans tous les systèmes physiques ayant

des inerties dynamiques (voir Daubechies (1992)). L’AMR décompose les struc-

tures d’un champ en niveaux d’échelle discrets, dyadiques et pour un domaine de

taille finie, cette décomposition est également finie. En analyse fréquentielle il y

a la même concordance. Pour une série temporelle discrète de longueur n < ∞,

on connâıt l’ensemble des fréquences échantillonnées et accessibles à la série. Si le

pas de temps de l’échantillonnage est ∆t, on sait que la fréquence la plus élevée

contenue dans l’échantillonnage est la fréquence de Shannon, FS = 1
2.∆t

, que la

fréquence la plus basse est la fréquence de Rayleigh, FR = 1
n.∆t

et qu’entre, les

fréquences accessibles sont données par fe(i) = 1
i.∆t

avec i ∈ [2, n]. Tout autre

fréquence originellement dans le signal à temps continu n’est pas observée.

Appliquant ces considérations fréquences/échelles, un champ aléatoire à temps

continu, après discrétisation en temps et en espace, subit un filtrage des structures

plus fines que la maille d’échantillonnage, ce que l’on nommera après un filtrage

d’échelle, et est nettement plus « mou »avec des zones plus homogènes. Ainsi

l’échantillonnage spatio/temporel va nous permettre d’assurer des plages assez

grandes de zones homogènes qui vont, lors de l’estimation du processus d’acqui-

sition, maintenir valide l’hypothèse nécessaire à la non-extinction de la châıne de

Markov.

Ces propriétés d’échelle des champs échantillonnés ont aussi des conséquences

pour les processus d’acquisitions eux-mêmes.

Soit (Xt, X
′
t,x) un système d’acquisition à temps continu sur E×E ′. Le champ

X ′
t,x est supposé être dans L2(Rd′). On se place à une résolution donnée J . Par

la suite cette résolution sera fourni par les pas de discrétisation. On dispose alors
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des sous espaces VJ et WJ . On note X
′f
t,x la projection de X ′

t,x dans VJ et X
′b
t,x le

résidu correspondant au bruit d’échelle.

On peut alors considérer pour un même chemin d’acquisition Xt différents pro-

cessus d’acquisition. On note AT
t = X ′

t,Xt
l’acquisition totale. On va comparer AT

t

avec le processus d’acquisition partielle utilisant le même chemin mais acquérant

le champ X
′f
t,x filtré des petites structures non accessibles à l’échantillonnage :

Af
t = X

′f
t,Xt

.

Les 2 acquisitions voient le même champ mais l’acquisition totale est bruitée

par les structures de petites échelles. On peut remarquer que les opérations d’ac-

quisition et de filtrage échelles sont additives. En effet non seulement le champ

total X ′
t,x est la somme X

′f
t,x +X

′b
t,x mais l’acquisition totale est : AT

t = Af
t + Ab

t .

D’un autre coté, on peut traiter de manière fréquentielle l’acquisition totale

AT
t = X ′

t,x en filtrant les fréquences plus élevées qu’une fréquence donnée. En

considérant une résolution J , une fréquence de coupure fc lui est physiquement

associée, on peut alors filtrer dans AT
t les fréquences plus élevées que fc et obtenir

Ac
t .

Par l’additivité des différentes décompositions, on voit que l’acquisition filtrée

Af
t égale l’acquisition Ac

t . Les résidus Ab
t = AT

t − Af
t sont les bruits d’échelle

contenus dans l’acquisition totale.

En ingénierie, que ce soit en assimilation de champ dynamique ou en mesures

expérimentales ou alors en modélisation sur points de grille, les systèmes d’acqui-

sition ou de traitement de la donnée suppriment ou tentent de supprimer le terme

Ab
t au moyen d’un filtre fréquentiel de type Fourier appelé filtre anti-repliement (ou

anti-aliasing, ou anti-crénelage selon le domaine d’application). On va prendre ce

parti et considèrer dans la suite de cette section que l’acquisition At a été correcte-

ment filtrée du bruit de petite échelle et ne contient que la composante accessible

At = Af
t .

7.4.2 Exemple d’acquisition sur une simulation de champ

turbulent

Pour illustrer ce propos sur les échelles des structures contenues dans une

acquisition discrète et les conséquences sur les tailles de zones d’homogénéité,
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nous allons présenter une application numérique.

Sur un cas simulé de champ aléatoire continu, nous décrirons un chemin d’ac-

quisition aléatoire sur lequel on relève le champ. Dans un deuxième temps on filtre

le champ aléatoire des structures plus petites que la résolution d’échantillonnage.

Pour terminer on va comparer numériquement les acquisitions totales, les acquisi-

tions filtrées et celles continues puis correctement échantillonnées (sans repliement

de spectre).

Pour être en relation avec la suite de ce mémoire, nous allons simuler un

écoulement d’un fluide turbulent bidimensionnel homogène isotrope ayant comme

condition initiale une variable aléatoire gaussienne. Pour simplifier la résolution

numérique de l’équation de Navier-Stokes qui guide le fluide nous allons prendre

un domaine torique T 2 = [0, 2π]2. On intègre alors l’équation de Navier-Stokes

exprimée en vorticité :

∂ζt,x
∂t

+ Ut,x.∇xζt,x = ζt,x.∇xUt,x + µ∆ζt,x (7.43)

ζ0,x = ζ0(x) ∼ N (0, 1) (7.44)

Comme le domaine est torique, il n’y a pas de conditions aux bords, et on a donné

au système une condition initiale aléatoire décorrélée Gaussienne.

Pour simplifier on se place dans le cas d’un écoulement barotrope, c’est-à-dire

que la variation de pression ne se fait qu’en suivant la variation de la densité.

De manière classique on résout dans ces conditions l’EDP de Navier-Stokes en

formulation vorticité en passant dans l’espace de Fourier. Les opérateurs différentiels

deviennent alors multiplicatif sur la grille [−π, π]2 de l’espace de Fourier. On

avance d’un pas de temps dans cet espace, puis par une transformée de Fourier

inverse qui nous ramène dans l’espace physique, on restitue le champ de vortex.

Sur la figure 7.5 on montre le résultat de l’intégration après 1 unité de temps

et un pas de temps de 5.10−5 unité de temps soit 2.104 itérations. Cette expérience

numérique a été effectuée au moyen du logiciel de calcul Scilab et avec une bi-

bliothèque de simulation porté dans cet environnement par Olivier Pannekoucke

du groupe de recherche en modélisation de Météo-France.

La simulation comporte une domaine de 128 par 128 points. Une fois réalisée,

nous filtrons pour avoir un échantillonnage sur 8 points au lieu de 128 par un

filtre sur les coefficients de Fourier. On montre alors sur un domaine ‘déplié’ carré

le champ initial simulé et le même champ mais filtré des petites échelles par
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Fig. 7.5 – Champ de turbulence 2D en représentation tourbillon et sa fonction de

courant après 1 seconde de simulation
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l’échantillonnage. Sur la figure 7.5 on voit en haut le champ de tourbillon simulé

et en bas la correspondance en fonction de courant. La figure 7.6 illustre l’impact

du filtrage des hautes fréquences. On rappelle que la fonction de courant Ψn,x se

déduit du tourbillon ζn,x en inversant quand c’est possible l’équation différentielle

ζn,x = −∆Ψn,x. L’inversion du Laplacien se fait dans l’espace de Fourier.

On peut voir que dans le cas filtré les structures les plus fines ont disparu, ne

laissant que le champ de grande longueur d’onde. Les trajectoires (si on suppose

l’écoulement stationnaire, elles se confondent avec la fonction Ψ) sont plus tendues.

On remarque que le fluide change alors d’aspect de forme.

Après la génération des champs vectoriels simulés, on a construit un exemple

de chemin d’acquisition sur lequel on a relevé la fonction de courant Ψn,x. Comme

chemin d’acquisition nous avons choisi une marche aléatoire sur la grille de simu-

lation de 128×128 points où à chaque pas de temps on choisit une des 4 directions

(on ne reste pas sur place) avec la même probabilité. Le point de départ est fixé

au centre de la grille. Figure 7.7 en haut, on illustre une réalisation de la marche

aléatoire avec pour fond le champ turbulent original à gauche et le champ filtré

à droite. Ici, le chemin a été construit pour tomber sur les points de grille du

champ échantillonné le moins fin. Entre deux de ces points nous avons rajouté des

segments pour donner le chemin sur le champs de résolution la plus fine.

En bas de l’illustration 7.7 nous avons l’acquisition totale AT
n comportant du

bruit d’échelle en couleur cyan, l’acquisition Af
n sur le champ d’échelle filtré (7.6)

qui ne comporte pas de bruit est en rouge. Pour la troisième courbe en noir,

nous sommes partis de l’acquisition totale puis nous avons filtré les échelles les

plus petites pour obtenir une nouvelle série temporelle Ae
n et qui se compare à

l’acquisition filtrée Af
n. Sauf au début de l’acquisition où la turbulence est la plus

forte car la dissipation n’a pas encore réorganisé les structures par dissipation

d’énergie, les 2 acquisitions se comparent assez nettement et on a ainsi illustré

l’égalité (Ae
i = Af

i )1≤i≤n.

Bien sûr le bruit d’échelle est plus ou moins important en fonction de la struc-

ture du champ multidimensionnel et de l’existence de forts gradients qu’il peut

contenir. Ici, nous sommes en turbulence homogène assez douce (le domaine est

petit, le nombre de Reynolds est faible), le bruit d’échelle est donc faible mais

perceptible, notamment dans la première partie de la série temporelle. Le filtrage

fréquentiel partant de l’acquisition la plus fine permet de retrouver et de sup-

primer presque tout le bruit dû à l’échantillonnage, mais pas complètement. Il

faudrait un vrai traitement probabiliste pour l’épurer. Les systèmes d’ingénierie
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tourbillon et sa fonction de courant après 1 seconde de simulation
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n’usent que de la méthode fréquentielle au travers des filtres anti-aliasing pour

traiter cet effet.

Cette séparation d’échelle est très stricte, c’est le sens de l’AMR qui donne

des décompositions orthogonales. C’est ce que l’on fait naturellement dans la

procédure d’échantillonnage. Il faut bien entendre ce que l’on entend par structures

de petites échelles lorsqu’on se réfère à un objet physique. Dans le cas d’un fluide,

si un tourbillon d’échelle plus petite que la longueur de Shannon impacte sur les

échelles plus grandes, sans voir le phénomène on peut en avoir les conséquences

(injection d’énergie, modification du champ des vitesses, du taux de déformation,

etc).

Remarque : Nous avons vu que la vitesse Lagrangienne pouvait être vue comme

l’acquisition du champ de vitesse eulérienne le long de la trajectoire de la parti-

cule. Avec ce que l’on vient de voir, il existe également le long de ce chemin

d’acquisition une série de boules maintenant l’homogénéité du milieu autour de la

particule fluide. Dans le cas des fluides, le rayon de cette boule sera fonction du

taux de turbulence : plus l’environnement est turbulent plus la boule sera petite, et

a contrario, un écoulement laminaire aura des boules d’homogénéisation grandes.

Ce que l’on vient de voir sur l’acquisition dans le cas d’une dynamique La-

grangienne pourrait s’appliquer au cas de la modélisation numérique sur grille de

Gauss de quantités Lagrangiennes, comme le font Bossy et al. (2007) pour la si-

mulation locale du vent dans un modèle météorologique non-hydrostatique. Bien

souvent les statistiques calculées sont réappliquées sur des points de grille après

interpolations en utilisant seulement les 2 premiers moments. On pourrait tirer

partie de la dynamique des processus d’acquisition discrets exposé en 7.2 pour

obtenir tous les moments du processus sur les points de la grille de simulation.

Ce travail nouveau sur le processus d’acquisition nous a fourni les outils nécessaires

au filtrage d’observations réalisées sur un fluide. Nous sommes alors dans le cas

d’une acquisition bruitée a posteriori.



Chapitre 8

Filtre non-linéaire pour les

mesures mobiles d’un fluide

Avec des observations multidimensionnelles des champs d’écoulement, il serait

possible de filtrer comme l’a fait Anne Cuzol (2006) en utilisant des simulations

multidimensionnelles mais outre la lourdeur qu’imposerait la résolution de champ-

particule par un solveur de l’équation de Navier-Stokes, cette méthode serait peu

adaptée à notre problème d’estimation ponctuelle. De plus les paramètres que l’on

cherche à mesurer sont issus d’écoulements turbulents considérés comme locale-

ment homogènes. On peut mentionner le travail de Sritharan (1995) qui développe

le filtrage d’images bruitées d’un champ de vecteur solution de l’équation de

Navier-Stokes Stochastique 2D incompressible sur le tore R2/2πZ2. Il donne alors

l’existence et l’unicité des solutions du problème de filtrage associé. Il n’existe

pas à notre connaissance de travaux équivalents pour le problème en dimension 3.

Quoiqu’il en soit nous ne sommes pas ici dans le cadre du filtrage d’image plan.

Dans les chapitres précédents nous avons donc développé les outils nouveaux

nécessaires et formalisé le problème de la mesure mobile par des systèmes d’ac-

quisition. Maintenant nous sommes en capacité de proposer un filtre non-linéaire

pour débruiter les signaux issus des mesures faites sur un fluide turbulent. Ce filtre

pour les mesures mobiles sur un fluide est l’application et la mise en forme de ces

outils. Le problème de filtrage d’une mesure mobile dans un fluide est devenu

maintenant le débruitage d’un processus d’acquisition.

Plus précisément il faut parler de couplage entre 3 systèmes d’acquisitions :

– le système d’acquisition d’observation qui trouve sa solution dans la résolution

du problème de filtrage et l’approximation particulaire présentée chapitre 5
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et 6.

– le système d’acquisition Lagrangien qui utilisera un modèle Markovien d’évo-

lution d’un fluide comme vu au chapitre 3.

– le système d’acquisition d’un champ vectoriel localement homogène le long

d’un chemin indépendant du milieu tel qu’exposé chapitre 7.

La prochaine étape consiste à mettre en forme et rendre compatible le modèle

de turbulence. Ces modèles Lagrangiens vus en 3.1 sont ceux proposés par S.B.

Pope. La nature de la mesure nous permet de nous contenter de modèles ho-

mogènes, dans un premier temps isotropes. Lors de l’application dans l’atmosphère

avec des mesures tridimensionnelles, une amélioration sera nécessaire et on s’ins-

pirera du modèle de turbulence stratifiée présentée par Das et Durbin (2005). Ces

modèles ont des interactions de champ moyen, le problème de filtrage associé uti-

lisera les algorithmes présentés dans le chapitre 6. Mais avant il faut discrétiser

les modèles Lagrangiens et proposer des méthodes de fermetures.

8.1 Discrétisation et fermeture du modèle La-

grangien pour les fluides turbulents

Deux types de modèles vont être utilisés. Un modèle simplifié pour apprendre

les techniques que l’on va montrer et un modèle plus complet et plus réaliste qui

étendra ces méthodes. Pour mettre en forme les modèles on utilise une méthode

commune : en premier lieu, on les discrétise par des schémas d’Euler explicites

qui sont les plus adaptés aux processus de Itô puis on propose une estimation des

moyennes Eulériennes et on termine en apprenant les paramètres de commandes.

Le modèle Lagrangien de la vitesse d’un fluide Vt dans le régime de la turbu-

lence homogène isotrope est celui développé par S.B. Pope pour décrire le compor-

tement de particules placées dans un fluide turbulent incompressible. On rappelle

que la partie dynamique s’écrit en temps continu :

dVt = −∇x < p > dt+ (
1

2
+

3

4
C0) .

εt
kt
. [Vt− < v >] dt+

√

C0.εt dWt (8.1)

Ce n’est d’ailleurs pas à proprement parlé un modèle d’évolution d’un fluide,

il est déduit pour des éléments fluides sans inertie placés dans un champ Eulérien

dont ils reçoivent les caractéristiques d’échelles Eulérienne. Dans sa mise en œuvre

en simulation, pour être fermé, le modèle stochastique Lagrangien demande à être
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plongé dans un champ Eulérien issu d’un solveur de NSE.

Dans notre problème d’ingénierie, nous n’aurons pas le champ Eulérien servant

de support. Nous allons fermer le système par l’observation des vitesses du fluide.

Les observations contiennent naturellement les éléments d’échelles Eulériennes du

fluide. Nous allons les retrouver par un conditionnement aux observations et fer-

mer le système de Pope. Il sera alors sensiblement modifié pour correspondre à ce

fait. C’est ici que se fera le couplage du modèle Lagrangien au système d’acquisi-

tion d’observation.

Le processus d’observation est à temps discret, on a vu les conséquences pour

l’acquisition en temps discret du filtrage d’échelle, le modèle de Pope conditionné

devra rendre compte du filtrage des petites structures. Ensuite il faudra le coupler

au système d’acquisition de la mesure en localisant le processus dans des domaines

d’homogénéité.

8.1.1 Approximation des moyennes Eulériennes

Ces moyennes Eulériennes sont importantes dans tout travail sur les fluides,

mais nous n’y avons pas accès, il faut pouvoir les approcher avec le modèle Lagran-

gien lui-même. On changera alors la moyenne Eulérienne < v > par la moyenne

Lagrangienne apprise E(Vt|Xt) et régularisée.

Reprenons les définitions de ces moyennes au travers de différents systèmes

d’acquisition. La discussion ne sera que formelle, on supposera l’existence des

flots et des densités ou de l’absolue continuité des mesures que l’on va utiliser.

On lira dans Minier et Peirano (2001) ou dans Pope (2000) une étude physique

des pdf Eulériennes. Pour se fixer un cadre, on peut se rapprocher du travail

de Mikulevicius et Rozovskii (2004). Nous ne connaissons pas de résultat d’exis-

tence des flots associés aux modèles de Pope, même simplifiés comme 8.1. On

a des résultats quand le modèle Lagrangien conduit à un processus d’Ornstein-

Uhlenbeck. Une avancée récente a été fait par D. Talay, M. Bossy et J.F. Jabir

avec l’étude d’un modèle Lagrangien simplifié pour lequel on trouvera les détails

dans un article en préparation Bossy et al. (2009). Pour notre part, on laissera

donc l’existence des objets sous forme d’hypothèses.
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Pour tout temps t ∈ [0, T ] avec T ≤ ∞, soit (Xt, Ut,x) un système d’acquisition

sur (Ω,F ,P) à valeurs dans (E × E ′, E × E ′). Le champ Ut,x donne les vitesses

d’un fluide en tout point de l’espace mesuré (E, E).

On prend en premier lieu le chemin d’acquisition stationnaire Xt = x ∈ E pour

tout temps. La moyenne Eulérienne est alors pour toute fonction f mesurable

bornée : < f(U) >t,x= E[f(Ut,x)] P− ps.

On prend d’autre part à l’instant initial un point x0 ∈ E fixé. On considère le

système d’acquisition Lagrangienne (Xx0
t , Ut,Xx0

t
= Vt) où Xx0

t est le flot partant

de x0. Pour toute fonction mesurable f on a

Ex0(f(Vt)|Xx0
t ) =

δ→0

Fδx0(f(Vt))

Fδx0(1)
(Xx0

t ) (8.2)

utilisant le noyau de régularisation faible Gδ de paramètre δ ≥ 0 :

Fδx0(f(Vt))(X
x0
t ) =

∫

f(v)Gδ(Xx0
t , z)p

X
x0
t ,Vt(z, v)dzdv (8.3)

On considère maintenant que le transport se fait sans variation de densité (la

masse d’un élément de volume ne varie pas le long du flot), on prend comme point

de départ une variable aléatoire X0 distribuée selon π0 et l’ensemble des systèmes

d’acquisition qui sont arrivés au temps t au point x ∈ E. On s’intéresse alors à la

moyenne E[f(Vt) | Xt = x,X0].

De la même manière on définit l’espérance régularisée en notant Xt l’ensemble

des flots arrivés en x quels que soient leur points de départ distribués selon π0 :

Fδ(f(Vt))(Xt) =

∫

f(v)Gδ(Xt(x0), z)p
Xt,Vt|X0(z, v|x0)π0(x0)dzdvdx0 (8.4)

On pose alors pour une fonction mesurable f :

Πδ
t (f)(t, x)

def
= Eδ[f(Vt)|Xt = x,X0]

def
=

Fδ(f(Vt))

Fδ(
�
)

(x) (8.5)

ce qui pour un flot à densité constante donne P− ps :

< f(U) >t,x= lim
δ→0

Πδ
t (f(Vt))(x) (8.6)
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C’est l’expression que l’on va utiliser pour modéliser et approcher la moyenne

Eulérienne hors d’atteinte, en supposant que l’on ne s’éloigne pas des hypothèses

de validité.

Le système Lagrangien à temps continu s’écrit alors

{

dXt = Vt dt

dVt = −∇x < p > dt+ (1
2
+ 3

4
C0)

εt
kt
[Vt − Πδ

t (Vt)(Xt)]dt+
√
C0.εtdWt

(8.7)

C’est la première transformation du système de dynamique. Dans cette démarche,

on espère que le couplage avec le système d’acquisition d’observation et la résolution

du problème de filtrage nous donneront une estimation correcte de Πδ
t (Vt)(Xt)

8.1.2 Discrétisation du système Lagrangien

On considère le système d’acquisition Lagrangien (Xt, Vt = Ut,Xt) à valeurs

dans (E,E ′), en ne mentionnant pas en exposant le point de départ x0 ∈ E

pour alléger les notations. Pour opérer la discrétisation on va supposer en outre

que le système associé 8.7 est Markovien. La discrétisation se fait par un schéma

d’Euler explicite simple qui est préférable pour un processus de Itô. Pour des

temps 0 < t0 < · · · < tn avec n > 0 régulièrement espacés d’un intervalle ∆t, on

considère les vitesses V0 = Vt0 , . . . , Vn = Vtn et l’équation d’évolution sur la vitesse

s’écrit :

Vn+1 = Vn − ∇x < p >n ∆t

+ C1
εn
kn

[Vn − Πδ
n(Vn)(Xn)]∆t

+
√

C0.εn∆Wn (8.8)

avec ∆Wn ∼ N (0, 1) et C1 =
1
2
+ 3

4
C0. On note Πδ

n(Vn)(Xn) au temps tn la valeur

de Πδ
n(Vtn)(Xtn) = Eδ[Vtn |Xtn = x,Xtn−1 ] en usant du caractère Markovien.

Ce type d’équation est un modèle du type McKean-Vlasov, et sur les erreurs

des schémas de discrétisations explicites d’Euler et sur l’approximation particu-

laire de ces processus, on dispose pour des domaines finis des travaux pionniers

de Denis Talay avec Vlad Bally (Bally et Talay (1996a), Bally et Talay (1996b))

ou ensuite avec Mireille Bossy (Bossy et Talay (1996b) ou Bossy et Talay (1995))

puis plus récemment Antonelli et Kohatsu-Higa (2002).
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On sait alors que l’erreur commise par le schéma temporel est en ∆t et

pour les particules en 1√
N
. Sur les représentations particulaires on peut aussi

lire également Kurtz et Xiong (2001) ou Gobet et al. (2007). Les démonstrations

utilisent l’intégration sur les trajectoires aléatoires pour estimer les erreurs et re-

posent sur le calcul de Malliavin (lire par exemple Nualart (1995) ou Bally (2001)).

Nous ne les présentons pas ici pour ne retenir que le résultat résumé dans

le théorème que l’on peut lire dans l’article de revue de Mireille Bossy (2005)

et qui est dû à F. Antonelli et A. Kohatsu-Higa. Ce théorème ne s’appliquent

pas complètement à notre situation, nous ne sommes pas en mesure de satisfaire

entièrement les hypothèses présentées dans Antonelli et Kohatsu-Higa (2002) (no-

tamment b doit être une fonction infiniment dérivable à dérivées bornées), mais

permet de se rassurer sur un comportement potentiellement raisonnable de la

discrétisation 8.8 hors des régions « à problème ».

Théorème 8.1.1 (Antonelli-Kohatsu-Higa 2002). Sur l’espace des fonctions conti-

nues munis de la tribu de Borel (C([0,+∞];Rd),B([0,+∞];Rd)), d ∈ N , on

considère le processus canonique V solution pour tout temps t > 0 de :

Vt = V0 +

∫ t

0

b[Vs, πs]ds+

∫ t

0

σ(Vs, πs)dWs (8.9)

avec πt = loi(Vt) et V0 est la condition initiale distribuée selon π0. On considère

l’ensemble de N particules V i
t indépendantes de loi initiale π0 suivant l’équation

de dynamique :

V i,N
t = V i,N

0 +

∫ t

0

b[V i,N
s , πNs ]ds+

∫ t

0

σ(V i,N
s , πNs )dW

i
s (8.10)

avec πNt = 1
N

∑N
i=1 δV i,Nt

. Soit Φδ un noyau de régularisation de paramètre δ > 0

(cut-off) et on définit πN,δt (v) = (Φδ ? πNt )(v) = 1
N

∑N
i=1Φ

δ(v − V i
t ). Enfin pour

un pas de discrétisation ∆t, pour T = K∆t avec K > 0, on note tk = k.∆t et on

définit le processus discret V i
k = V i

k.∆t par le système de dynamique :

V i,N
n+1 = V i,N

n +
1

N

N∑

j=1

b[V i,N
n , V j,N

n ]∆t+
1

N

N∑

j=1

σ(V i,N
n , V j,N

n )∆W i
n+1

V i,N
0 = V i

0

et on note πN,δ,∆tn (x) = 1
N

∑N
i=1Φ

δ(v − V i,N
n ).

Alors pour b et σ deux fonctions Lipschitz bornées à dérivées bornées, Φδ un

noyau gaussien et le paramètre de cut-off tel que δ2 = ∆t et t ∈ [0, T ], on a le
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contrôle :

E‖πN,δ,∆tn∆t − πN∆t‖L1(R) ≤ Cb,σ,T,π0
[ 1√

N∆t
+∆t+

1√
N

]
(8.11)

Nous venons de voir la discrétisation du modèle Lagrangien pour la partie re-

lative à la vitesse. Pour les positions, la situation est différente. Pour tout temps

t > 0, l’équation continue dXt = Vt dt est discrétisable par un schéma d’Euler

explicite pour avoir Xn+1 = Xn + Vn ∆t, mais la vitesse V ′n qui va être uti-

lisée dans le filtrage sera filtrée des échelles les plus petites. Il faut donc corriger

l’équation d’évolution des positions pour prendre en compte l’influence de toutes

les structures y compris celles qui ont été éliminées par l’acquisition Lagrangienne

discrète et filtrée.

Pour modéliser cela, on rajoute un bruit, l’erreur due aux petites structures,

sur l’équation discrète. On caractérise ce bruit par un processus de Wiener pour

correspondre à la description de la turbulence fait par Kraichnan dans le cas d’un

champ homogène. C’est une exploration aléatoire que l’on peut voir comme une

diffusion turbulente, mais l’esprit de ce bruit est plus celui de la modélisation de

l’erreur. On l’a aperçu au chapitre 2 dans l’article de Mikulevicius et Rozovskii

(2004) où l’équation 3.1 comportait sur la position Lagrangienne un bruit du type

σn,Xn .∆Wn.

Pour simplifier les notations, on note toujours Vn la vitesse filtrée d’échelle et

le système discrétisé pour la turbulence homogène s’écrit :







Xn+1 = Xn + Vn ∆t + σXn ∆W
X
n

Vn+1 = Vn −∇x < p >n ∆t+ C1
εn
kn
[Vn − Πδ

n(Vn)(Xn)]∆t

+
√
C0.εn∆W

V
n

(8.12)

On peut immédiatement formuler l’approximation de la quantité physique kn
définie comme la variance de la vitesse estimée par Πδ

n :

kn =
1

2
Πδ
n[(Vn − Πδ

n(Vn)(Xn))
2](Xn) (8.13)

Le modèle est maintenant discret et on va tirer partie d’une caractéristique de

ce modèle pour proposer une méthode de fermeture en apprenant les paramètres

externes.
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8.1.3 Couplage micro-macro pour le système Lagrangien

discrétisé

Dans ce système discret 8.12, il reste deux quantités ∇x < p >n et εn qu’il faut

traiter pour le clore algébriquement. Ces 2 paramètres sont extérieurs à 8.12 et

agissent comme 2 commandes. Ce sont des termes moyens déterministes et c’est

par leur entremise que s’effectue l’interaction micro-macro.

Le terme micro-macro signifie qu’il existe de deux échelles spatiales ou tempo-

relles distinctes couplées par des équations chacune relative à leur niveau d’échelle

respectif. C’est ce que l’on écrit quand on modélise le mouvement Lagrangien

d’une particule (niveau micro) à l’aide de moyennes Eulériennes issues d’un champ

(niveau macro) déduit de l’équation de Navier-Stokes. Ce couplage micro-macro

est intrinsèquement contenu dans la modélisation en champ moyen d’un proces-

sus. Le champ moyen correspond aux grandes échelles de temps caractéristiques

élevés alors que le reste du modèle porte sur la composante rapide relative aux

petites structures. En simulation cette séparation d’échelle qui amène également

une séparation des techniques numériques permettant de résoudre chaque échelle

porte le nom de Lagrangian Splitting (voir Weynans (2006)).

Pour résoudre notre problème de filtrage nous proposons au contraire de ne pas

éclater les 2 niveaux mais de réaliser le couplage micro-macro par l’utilisation des

informations contenues dans l’observation en apprenant par filtrage le milieu ma-

cro, ce qui nous permettra en même temps de proposer une fermeture algébrique

originale pour 8.12. Sur le schéma 8.1 on a illustré en parallèle les méthodes de

simulations des fluides turbulents avec le couplage et les fermetures des échelles

micro-macro d’un côté et la technique que nous avons développée utilisant le fil-

trage pour coupler et fermer algébriquement les équations.

Cette technique de fermeture par l’observation permet de réduire le nombre

de niveaux à simuler. En contrepartie elle conditionne à l’observation les densités

de probabilités que l’on va estimer. Cela modifie profondément le problème initial

qui n’use plus des lois a priori πn mais des lois conditionnelles. De fait ce n’est plus

un fluide qui est simulé, mais le fluide observé à chaque instant. Nous verrons les

implications peu après.
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Fig. 8.1 – Couplage et Fermeture des échelles micro et macro dans le cas de la

simulation et pour le filtrage des fluides turbulents
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Les 2 paramètres ∇x < p >n et εn sont des commandes aléatoires et nous

sommes dans la situation du filtrage d’un champ moyen comme traité dans la

section 6.6 du chapitre 6 avec des lois conditionnelles du type Loi(X2
n|X1

[0,n], Y[0,n]).

On a vu alors que ces processus à champ moyen en terme de nombre de particules

étaient coûteux à filtrer. Il est alors possible de réduire le nombre de ces systèmes

de particules, en se dotant de modèles Markoviens pour les 2 commandes. La

nature du modèle de Pope va nous le permettre. Nous détaillerons le problème de

filtrage dans la section 8.2.

On repart du système discret 8.12 :






Xn+1 = Xn + Vn ∆t + σXn ∆W
X
n

Vn+1 = Vn −∇x < p >n ∆t+ C1
εn
kn
[Vn − Πδ

n(Vn)(Xn)]∆t

+
√
C0.εn∆W

V
n

On commence par définir l’incrément de vitesse discret ∆Vn = Vn+1 − Vn.

On peut alors voir sur l’équation de la vitesse que l’espérance des incréments

de vitesse va converger vers le gradient de pression moyenne. En effet pour le

paramètre de régularisation tendant vers 0 on a :

E[ Vn − Πδ
n(Vn)(Xn) ]

δ→0−−→ 0 (8.14)

et puisque ∇x < p >n est indépendant du couple (Xn, Vn), il vient :

lim
δ→0

E[ ∆Vn ] = −∇x < p >n ∆t (8.15)

La quantité −∇x < p >n ∆t vient du couplage avec l’échelle macro, elle est

donc extérieure à la dynamique de (Xn, Vn). On va la modéliser par l’espérance

d’une variable aléatoire αn inconnue : on pose

E[ ∆Vn ]
def
= E[ αn ] (8.16)

qui sera le premier terme de l’équation sur la vitesse.

Pour trouver un modèle concernant la quantité εn intervenant dans le terme

quadratique, on revient à l’équation continue :

dVt = −∇x < p > dt+ (
1

2
+

3

4
C0)

εt
kt
[Vt − Πδ

t (Vt)(Xt)]dt+
√

C0.εtdWt
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On voit alors que lim
δ→0

E[dVt dVt] = C0.εt.dt. On va utiliser cette remarque pour

proposer de modéliser εn par l’espérance d’une nouvelle variable aléatoire encore

notée εn et on pose :

E[ εn ]
def
=

E[ ∆Vn ∆Vn ]

C0∆t
(8.17)

Pour des pas de temps ∆t et un paramètre de régularisation δ suffisamment

petits, les erreurs de modélisation seront faibles.

Le modèle de Pope discret et adapté que l’on va utiliser s’écrit alors







Xn+1 = Xn + Vn ∆t + σXn ∆W
X
n

Vn+1 = Vn + E(αn) + C1
E(εn)
kn

[Vn − Πδ
n(Vn)(Xn)]∆t

+
√

C0.E(εn)∆W
V
n

(8.18)

On rappelle que le modèle recherché est valable pour la turbulence isotrope

et que le taux de dissipation turbulent εn doit être un tenseur diagonal ce que

respecte notre modèle. Il en va de même pour l’énergie cinétique turbulente kn.

8.1.4 Comportement du modèle de Pope adapté en régime

laminaire

En écrivant cela on a profondément changé la nature du modèle de Pope, il

perd de sa cohérence physique, notamment l’incompressibilité n’est plus assurée

par le terme exact −∇x < p >. Mais ce modèle est destiné à être utiliser dans

un problème de filtrage, et les propriétés qui sont rompus vont être restaurées en

observant et en apprenant les paramètres d’un fluide qui lui les a. C’est le condi-

tionnement aux observations qui nous permet de garder cette cohérence. Nous

l’explicitons au paragraphe 8.2.1.

Dans le processus de filtrage, les équations 8.16 et 8.17 sur les gradients de

pression et le taux de dissipation turbulente sont des modèles de commande nous

permettant de réduire le nombre de systèmes nécessaires pour l’approximation

particulaire des lois du filtre et du champ moyen, comme il a été vu au chapitre

6 section 6.6.
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Avant d’aller plus loin, nous devons maintenant examiner le cas où kn tend vers

0. On va trouver là une limite de validité du modèle de Pope avec l’apparition

d’une transition entre le régime turbulent où le modèle est valide et le régime

laminaire que l’on doit exclure.

En effet le terme qu’il faut contrôler quand kn → 0 est

Jn
def
=

E(εn)

kn
[Vn − Πδ

n(Vn)(Xn)] (8.19)

Alors on peut écrire

Jn = C1
E(εn)

kn
[Vn − Πδ

n(Vn)(Xn)] ∆t

= C1
E(εn)

E[∆Vn+1 −∆Vn]2
E[∆Vn+1 −∆Vn]

2

1
2
E[(Vn − E(Vn))2]

[Vn − Πδ
n(Vn)(Xn)] ∆t

(8.20)

≤ 2.C1

C0

E[Vn+1 − Vn − E(Vn − Vn−1)]
2

E[Vn − E(Vn)]2
[Vn − Πδ

n(Vn)(Xn)] (8.21)

ce qui donne finalement

Jn ≤
[V ar(Vn+1)

V ar(Vn)
+ 1

]
.[Vn − Πδ

n(Vn)(Xn)] (8.22)

donc quand la variance en vitesse tend vers 0 à l’instant n le modèle explose. Il

s’agit d’une limite. Phénoménologiquement ce cas correspond à l’arrêt de la pro-

duction de turbulence et au régime laminaire qui donne lui [Vn−Πδ
n(Vn)(Xn)]→ 0.

Il est difficile de lever cette indéterminée. On va donc considérer qu’en deçà d’un

seuil d’agitation turbulente le modèle perd son sens et qu’il faut alors le remplacer

par le modèle laminaire plus simple :

Vn+1 = Vn + E(αn) = Vn −∇x < p >n ∆t (8.23)

Quoiqu’il en soit à la fois pour les contrôles des erreurs de discrétisation et du

système particulaire énoncées par le théorème 8.1.1 ou pour le contrôle du terme

8.19, il est nécessaire d’avoir une turbulence molle à l’échelle de l’échantillonnage,

et le modèle sera lui-même avec des gradients assez lâches. Avec ce que l’on a

vu sur l’échantillonnage d’une acquisition en 7.4 et 7.4.2 on peut penser que ces

hypothèses seront toujours rencontrées dans nos expériences numériques.

D’autres conséquences sur la structure du modèle adapté vont apparâıtre lors

du conditionnement aux observations. Nous détaillerons cela dans la section 8.2

consacrée au filtrage.
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8.1.5 Simulations d’écoulements de fluides à l’aide du modèle

de Pope discrétisé adapté

Suite à notre analyse, le système de Pope a été complètement remanié et il

est loisible de se demander s’il représente toujours un modèle comportemental

pour l’écoulement de fluide turbulent. Nous allons donc l’utiliser dans un emploi

qui contredit nos remarques précédentes mais qui va nous permettre de vérifier

son aptitude à produire un comportement pour un ensemble de particules proche

de celui d’un fluide turbulent. Dans cet exercice pour tout pas de temps n de la

simulation, on considère un ensemble de particules (X i
n, V

i
n)1≤i≤N qui vont évoluer

conformément au système 8.18 dans un domaine rectangulaire de R2, c’est à dire

que l’on va les conditionner à rester dans le domaine par une étape de sélection

semblable à celle décrite section 8.2.3. La moyenne Eulérienne approchée inter-

venant dans 8.18, Πδ
n va être approchée selon une méthode de Monte-Carlo par

l’ensemble des particules et on écrit :

Πδ
n(f)(X

i
n) ≈ Πδ,N

n (f)(X i
n) =

1
N

∑N
j=1 f(V

j
n )G

δ(X i
n −Xj

n)
1
N

∑N
k=1 1.G

δ(X i
n −Xk

n)
(8.24)

avec Gδ une gaussienne centrée de variance δ. Comme noyau régularisant, il est

également possible de choisir des splines, cubiques par exemple, mais en turbu-

lence homogène avec des lois proches des gaussiennes, prendre un noyau de même

nature nous a semblé plus pertinent. Dans la partie filtrage nous garderons cette

idée en maintenant la nature gaussienne de la régularisation.

On l’a dit à plusieurs reprises, E(αn) et E(εn) jouent le rôle de commande. En

les fixant on détermine l’ensemble de la dynamique. C’est ce fait que l’on utilise

pour simuler un pseudo-écoulement fluide. Nous allons donner un champ de valeur

pour chacune de ces 2 commandes, et nous allons simuler une évolution tempo-

relle des particules, mais sans modifier la structure des E(αn) et E(εn), ce que l’on

devrait en toute logique faire pour simuler un véritable écoulement. Le champ de

E(εn) n’est pas vraiment conforme à la réalité, il devrait être moins lisse, mais il

s’agit plus d’exemple numérique pour s’assurer que le modèle modifié garde une

cohérence physique. En figeant les commandes on obtient des réalisations de tra-

jectoires pour une dynamique stationnaire, ce que le physicien nomme turbulence

figée. La figure 8.2 en haut montre les champs de vecteur gradient de pression et

de taux de dissipation turbulente qui ont été utilisés.

La simulation est alors directe, l’interaction entre les particules se fait au tra-

vers de la moyenne Eulérienne. Nous n’avons pas pour cet exemple purement
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Fig. 8.2 – En bas, simulation des trajectoires d’un écoulement avec des com-

mandes particulières. En haut à gauche le champ de gradient de la pression

moyenne utilisé et à droite celui du taux de dissipation turbulente.
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didactique géré les cöıncidences. Sur la figure 8.2 sont tracées les trajectoires de

500 particules après 100 itérations. On peut voir que même sans réorganiser les

champs E(αn) et E(εn) dans le temps apparâıt l’ébauche d’une évolution tour-

billonnaire telle que l’on s’attendait à la voir. La présence dans les commandes

d’une zone de modification du gradient de pression conjoint à une augmentation

de la dissipation turbulente génère cette amorce de vortex.

La seconde illustration est d’une autre nature. Nous avons cherché à modéliser

l’écoulement d’un fluide autour d’un obstacle terminé par une ogive. En imposant

des champs de commandes spécifiques on obtient la seconde simulation figurant

sur l’illustration 8.3 pour 1000 particules et 100 itérations. C’est la forme du gra-

dient de pression qui nous permet d’avoir la forme de l’écoulement.

Dans les 2 simulations les valeurs numériques de E(αn) et E(εn) ont été prises

dans des gammes correspondantes aux écoulements atmosphériques. Ces illustra-

tions n’ont d’autre but que de nous rassurer sur la capacité du modèle discret

transformé à représenter une dynamique pouvant être celle du fluide.

8.2 Filtrage d’observations bruitées d’un fluide

turbulent homogène

De notre étude sur le filtrage des processus à champ moyen au chapitre 6

et des propriétés sur les commandes du modèle de Pope que l’on vient de voir

nous pouvons tirer des enseignements et proposer des algorithmes de filtrage. Le

modèle 8.18 est du type équation de McKean-Vlasov à champ moyen et commande

aléatoire, mettons cela en évidence.

Nous partons de







Xn+1 = Xn + Vn ∆t + σXn ∆W
X
n

Vn+1 = Vn +
[
E(αn)/∆t+ C1

E(εn)
kn

[Vn − Πδ
n(Vn)(Xn)]

]
∆t

+
√

C0.E(εn)∆W
V
n

(8.25)

On pose alors pour tout n ≥ 0, X 1
n = (E(αn),E(εn)) et X 2

n = (Xn, Vn). La loi de

probabilité Πδ
n(Vn)(Xn) approche E(Vn|Xn). Mais dans un processus à commande
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Fig. 8.3 – On simule les trajectoires d’un écoulement fluide lors du contourne-

ment d’un obstacle avec une forme choisie du gradient de pression et du taux de

dissipation turbulente.
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où la position du vecteur d’état X 2
n à l’instant n dépend de la réalisation des

commandes X 1
0 . . .X 1

n , il serait plus juste de considérer dans le champ moyen la

loi de X 2
n sachant X 1

n . On note alors πn = loi(X 2
n |X 1

[0,n]).

Toujours pour procéder à une analyse du modèle physique et lui donner un sens

mathématique, les paramètres d’état X 2
n ne peuvent être physiquement illimités.

La vitesse d’un fluide est intrinsèquement bornée. Le modèle tel qu’écrit n’a pas

cette finitude. La variable aléatoire peut prendre des valeurs infinies, rien ne limite

la valeur de Vn, etc. Ce modèle n’est qu’une approximation mathématique de la

réalité physique. On va faire le choix de prendre comme donnée du problème une

fonction b Lipschitz bornée et l’on écrit alors le processus de dynamique au moyen

de l’équation :

X 2
n+1 = X 2

n + b(X 1
n ,X 2

n , πn)∆t+ σ(X 1
n)∆Wn (8.26)

Afin de réaliser le couplage de 8.25 avec les observations, c’est à dire entre

le système (Xn, Vn) ∈ (E × E ′) et le système (Vn, Yn) ∈ (E ′ × E ′′) , on rajoute

l’équation d’observation à valeurs dans E ′′ ⊂ Rd′′ , d′′ ∈ N, que l’on écrit de

manière générique Yn = H(Xn) + σYW Y
n et on va résoudre le problème de filtrage

permettant de trouver Loi(X 2
n | Y[0,n]) où Y[0,n] = (Y0, . . . , Yn).

Cette situation a été vue à la section 6.5 du chapitre 6. On sait donc qu’il

existe une résolution particulaire à ce problème de filtrage. Il nécessite soit une

régularisation faible, un modèle Markovien pour X1
n et 2 systèmes de particules

avec au total N+d particules, soit en l’absence de modèle pour X1
n, d+1 systèmes

d’un total de N × d particules. Dans les 2 cas pour filtrer, il faut tirer au hasard

des environnements, déduire les champs moyens associés puis les sélectionner par

filtrage.

Avec les remarques faites sur le modèle de Pope, il est possible de se doter d’un

modèle pour les commandes. En effet en adjoignant au système 8.25 les équations

8.16 et 8.17, on écrit un nouveau système sur lequel on va pouvoir travailler :






Xn+1 = Xn + Vn ∆t + σXn ∆W
X
n

Vn+1 = Vn +
[

E(Vn−Vn−1)
∆t

+ C1
E((Vn−Vn−1)2)

kn
[Vn − Πδ

n(Vn)(Xn)]
]
∆t

+
√

C0.E((Vn − Vn−1)2)∆W
V
n

(8.27)

En posant cette fois pour tout instant n le vecteur d’état étendu

Xn = (Xn, Vn−1, Vn)
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et en notant πn = loi(Xn) on obtient l’équation de dynamique

Xn+1 = Xn + b(Xn, πn)∆t+ σ(Xn)∆Wn (8.28)

avec les mêmes hypothèses sur b que pour le cas précédent pour rendre le problème

réalisable.

Cette équation de dynamique nous ramène au problème de filtrage de la section

6.3. On dispose alors d’une solution particulaire en 2 systèmes deN et d particules.

L’analyse du processus d’observation d’un champ le long d’un chemin nous

conduit à considérer un problème différent et moins coûteux, en conditionnant

le champ moyen de l’équation 8.28 et nous allons étudier son comportement. Le

conditionnement correspond au couplage des systèmes d’acquisition Lagrangien

et d’observation.

8.2.1 Conditionnement aux observations du système La-

grangien

Par le couplage des systèmes d’acquisition Lagrangien et d’observation, nous

allons changer de modèle en conditionnant 8.28 aux observations. Le couplage

est une méthode de fermeture, c’est une nouvelle approche, différente, que l’on

propose, pour laquelle on espère pouvoir allier précision et performance. En ef-

fet le conditionnement comme vu au chapitre 6 diminue le nombre de particules

nécessaires en exploitant et en apprenant l’information de grande échelle conte-

nue dans les observations. La technique de conditionnement à un champ auxiliaire

avait déjà été exploré par Arnaud et al. (2003) sur du filtrage d’image d’un champ

bidimensionnel. Dans le chapitre 9 consacré aux applications sur des cas réels ou

simulés, nous testerons notre méthode et la comparerons à la méthode plus clas-

sique décrite par le problème de filtrage associé à 8.28. En attendant présentons

maintenant le conditionnement et ses implications.

Soit pour tout temps n ≥ 0 le système de dynamique :

Xn+1 = Xn + b(Xn, η̂n)∆t+ σ(Xn)∆Wn (8.29)

où Xn = (Xn, Vn−1, Vn) est le signal fluide en champ moyen conditionnel et η̂n est

la loi du filtre, η̂n = loi(X[0,n]|Y[0,n]), b et σ des fonctions avec les mêmes hypothèses
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que plus haut. C’est le modèle stochastique que l’on se propose d’utiliser pour le

filtrage d’un fluide.

On se donne les observations de vitesses bruitées Yn = H(Xn) + σYnWn, et le

problème de filtrage trajectoriel consistant à trouver la Loi(X[0,n] | Y[0,n]).

Le chapitre 6 section 6.4.2 nous permet alors de dire que la résolution par-

ticulaire nécessite 1 système de N particules avec une erreur d’approximation

proportionnelle à 1√
N
. C’est un gain appréciable pour des applications devant

tourner en temps réel.

Le système du fluide filtré associé s’écrit alors dans sa forme déployée :







Xn+1 = Xn + Vn∆t+ σXn ∆W
X
n

Vn+1 = Vn + E(αn|Y0 . . . Yn)∆t
− C1

E(εn|Y0...Yn)
kn

[Vn −
R

vGδ(Xn−x)P(Xn,Vn|Y0...Yn)(d(x,v))
R

Gδ(Xn−x)P(Xn,Vn|Y0...Yn)(d(x,v)) ] ∆t

+
√

C0E(εn|Y0 . . . Yn) ∆W V
n

Yn = H(Vn) + σYW Y
n

avec

kn = 1
2

∫
[w −

R

vGδ(z−x)P(Xn,Vn|Y0...Yn)(d(x,v))
R

Gδ(z−x)P(Xn,Vn|Y0...Yn)(d(x,v)) ]
2 P(Xn,Vn|Y0...Yn)(d(z, w))

Lors de la résolution numérique du problème de filtrage à l’aide de particules,

c’est ce système complet qui sera utilisé. Xn est alors un processus de Markov

conditionnel de loi de transition Mn+1,η̂n avec

Mn+1,η̂n((x, u), d(z, v)) = PXn+1|Xn,Y
n
0 (d(z, v)|(x, u))

Mais d’avoir changer le problème n’est pas sans conséquence sur la dynamique

du signal fluide. Remarquons ici que l’on ne parle plus de vitesses d’un fluide,

mais de signal fluide pour signifier la rupture avec le modèle physique.

8.2.2 Comportement du signal-fluide conditionnel

Par le conditionnement c’est-à-dire le couplage du modèle aux observations,

la dynamique est fortement liée à celles-ci, et ses propriétés sont dépendantes de

la qualité de la modélisation de l’équation d’observation. Considérant l’équation

d’observation Yn = H(Vn)+σ
YW Y

n , la variance des bruits d’observation σY fournit

en fait la résolution avec laquelle le signal fluide est vu.
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Pour analyser ce comportement, il faut faire appel à la physique pour in-

terpréter le terme central de l’équation de Pope εn
kn
[Vn − Πδ

n(Vn)(Xn)]. Il est

homogène à une force de frottement, où le coefficient de frottement dépend de

l’énergie produite par la turbulence. C’est un terme de rappel à la moyenne, qui est

dans l’équation de Pope, en compétition avec la partie Brownienne
√
C0.εn∆Wn

dont la variance dépend du taux de dissipation de la turbulence. Le frottement

produit est celui des éléments de fluide sur les structures générées par la turbulence

(frottement du fluide sur lui-même). En régime laminaire, ce terme de frottement

est faible. En revanche plus la turbulence est sévère, plus cette quantité grandit.

Pour une variance faible, σY ∼ 0, l’observation est quasiment parfaite. Dans

ce cas pour tout temps n ≥ 0, par l’observation Yn on a accès directement à

E(Vn|Y[0,n]). Le terme de frottement est alors nul, c’est à dire que l’écoulement est

laminaire.

Pour comprendre qu’en observation parfaite de la turbulence, le modèle voit un

écoulement laminaire, il faut revenir sur l’échantillonnage des acquisitions conti-

nues. Effectivement dans notre cas, une mesure ponctuelle discrète sur un fluide

est une acquisition d’un champ multidimensionnel à laquelle un bruit a été ajouté.

On a vu à la section 7.4 que l’acquisition discrète ne permet d’accéder qu’au champ

d’échelles filtrées c’est à dire sans les structures les plus petites. A la résolution

maximale on ne voit pas la turbulence des échelles filtrées, les éléments fluides ont

un comportement laminaire.

En observation parfaite, on obtient les équations du fluide :

{

Xn+1 = Xn + Vn∆t+ σXn ∆W
X
n

Vn+1 = Vn + αn∆t+
√
C0εn∆W

V
n

Quand le bruit de mesure grandit, il devient difficile de séparer le signal issu

du champ d’échelle filtré du bruit lui-même. On est donc obligé de prendre en

compte des structures de plus en plus fines. Pour σY >> 0, on se trouve dans

un problème de résolution faible, on doit faire intervenir toutes les échelles des

petites structures, pour à la fin sans les observations prendre toutes les structures

sans filtrage d’échelle.

Nous n’aborderons pas le problème assez ardu de l’observabilité locale du

système que l’on vient de décrire (lire Bashirov (2003)). Il semble seulement
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que celui-ci se comporte au moins localement de manière correcte. Mais ce point

mériterait un travail plus attentif.

8.2.3 Localisation du processus de filtrage comme acqui-

sition d’une dynamique Lagrangienne

Les paragraphes précédents ont permis de décrire le couplage entre les systèmes

d’acquisition Lagrangien et de l’observation. Nous en avons tiré les conséquences

tant mathématiques, que physique et proposé un algorithme d’estimation. Il nous

reste alors à terminer le couplage en astreignant le système à évoluer le long de la

trajectoire du capteur de mesure. Le milieu est localement homogène, on utilise

alors la méthode proposée en 7.2 qui est adaptée ici.

Quel que soit n ≥ 0, le système Lagrangien (Xn, Vn) joint aux observations Yn
évolue selon Mn+1,η̂n avec une sélection Sn,ηn donnée par le potentiel Gn relie aux

observations.

Le capteur a une trajectoire dans l’espace des sites E qui est donnée par la

séquence (Zn)n∈[0,T ] ∈ E et pour chaque pas de temps on dispose de boule centrées

sur Zn et de rayon Rn. Les rayons sont supposés connus ou déterminables en

tout temps. On aura dans le chapitre consacré aux applications numériques une

discussion sur le sens physique et les moyens de donner ces rayons.

Ainsi la séquence algorithmique pour le vecteur d’état partant de (X0, V0)

distribué selon η̂B00 qui est donnée par le schéma temporel :

(Xn−1, Vn−1)
Sélection−−−−−→ (X̂n−1, V̂n−1)

Mutation−−−−−→ (Xn, Vn) (8.30)

est complétée pour évoluer dans le système de boules associé à la trajectoire

(Z0, . . . , Zn) :

(X
Bn−1
n−1 , V

Bn−1
n−1 )

Sélection d’observation−−−−−−−−−−−−−→ (X̂
Bn−1
n−1 , V̂

Bn−1
n−1 )

Mutation−−−−−→ (X̃n, Ṽn)
Sélection dans la boule Bn−−−−−−−−−−−−−−−→ (XBn

n , V Bn
n )

On considère alors les 2 mesures de probabilité relatives à ce problème pour

tout n ≥ 0 et f mesurable bornée :

η̂Bnn (f) = E[f(Xn, Vn) | Y0, . . . , Yn, X0 ∈ B(Z0), . . . , Xn ∈ B(Zn)] (8.31)

ηBn−1n (f) = E[f(Xn, Vn) | Y0, . . . , Yn−1, X0 ∈ B(Z0), . . . , Xn−1 ∈ B(Zn−1)]

(8.32)
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En terme d’évolution des lois, l’algorithme sur les vecteurs d’état est en fait la

traduction des couplages de la dynamique aux observations et à la trajectoire du

capteur. On part de η̂B00 (d(x, x′)) = P((X0, V0) ∈ d(x, x′)|X0 ∈ B0(Z0)) et on a :

η̃
Bn−1
n−1

SX

n−1,η̃
Bn−1
n−1−−−−−−−→ η̂

Bn−1
n−1

M
n,η̂

Bn−1
n−1−−−−−−→ ηBn−1n

SBn

n,η
Bn−1
n−−−−−→ η̃Bnn (8.33)

avec

SBn
n,η

Bn−1
n

((x, x′), d(z, z′)) =

�
Bn×E′(x, x

′)δ(x,x′)(d(z, z
′)) + [1− �

Bn×E′(x, x
′)] ψBn (d(z, z

′)) (8.34)

où ψBn est la loi de redistribution dans Bn selon le prédicteur calculé à l’étape

intermédiaire. La fonction de Boltzmann-Gibbs ψBn s’exprime pour tout temps où

ηBn−1n (
�
Bn×E′) > 0 :

ψBn (d(z, z
′)) =

�
Bn×E′(z, z

′)ηBn−1n (d(z, z′))

η
Bn−1
n (

�
Bn×E′)

(8.35)

Le potentiel peut s’annuler, mais avant toute chose il faut réinterpréter les

processus de sélection.

En effet on note que E(f(Xn, Vn)|X0 ∈ B0, . . . , Xn ∈ Bn, Y0, . . . , Yn) est pro-

portionnel à

E(f(Xn, Vn)
n∏

p=0

�
Bp(Xp)

n∏

p=0

Gp(Vp))

On a donc affaire à une sélection avec un potentiel double

G′n(Xn, Vn) =
�
Bn(Xn)×Gn(Vn) (8.36)

Le couplage au chemin d’acquisition se fait cette fois sur la sélection avec un

double potentiel alors que le premier couplage aux observations se faisait au niveau

du modèle Markovien.

Le nouveau potentiel G′n souffre de possibles annulations. Pour assurer la non-

nullité comme au chapitre 7 il faut modifier les noyaux pour rendre l’ensemble

Markovien. On suppose que tout pas de temps n ≥ 0 et tout couple (x, x′) ∈
(E,E ′) on ait M

n,η̂
Bn−1
n−1

(G′n)(x, x
′) > 0 et on normalise comme suit :
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M̃
n,η̂

Bn−1
n−1

(
(x, x′), d(y, y′)

)
=
M

n,η̂
Bn−1
n−1

(
(x, x′), d(y, y′)

)
G′n(y, y

′)

M
n,η̂

Bn−1
n−1

(G′n)(x, x
′)

(8.37)

et

G̃n−1(x, x
′) =M

n,η̂
Bn−1
n−1

(G′n)(x, x
′) (8.38)

Avec la renormalisation on obtient le schéma d’évolution en loi partant de

χ̂B00 = η̂B00 :

χ̂
Bn−1
n−1

︸ ︷︷ ︸

↪→ utilisant Yn−1,Bn−1

M̃
n,η̂

Bn−1
n−1−−−−−−→ χBnn

︸ ︷︷ ︸

↪→ utilisant Yn−1,Bn

S̃
n,χ

Bn
n−−−−→ χ̂Bnn

︸︷︷︸

↪→ utilisant Yn,Bn

(8.39)

où χBnn est la loi du prédicteur pour le processus contraint à vivre dans les boules

(Bi)1≤i≤n et la loi du filtre associé est notée χ̂Bnn . Pour ces lois le noyau de sélection

associé s’écrit

S̃n,χBnn ((x, x′), d(y, y′))

= G̃n(x, x
′)δ(x,x′)(d(y, y

′)) + [1− G̃n(x, x
′)]
G̃n(y, y

′)χBnn (d(y, y′))

χBnn (G̃n)

(8.40)

Cette fois la description de l’algorithme est complète et on a réalisé la fusion

des 3 systèmes d’acquisition Lagrangien, d’observation et le long du chemin du

capteur. On peut envisager l’estimation particulaire des lois de probabilités im-

pliquées qui nous donnera la résolution numérique du filtre que l’on vient d’écrire

pour les fluides.

8.3 Résolution particulaire du filtre adapté aux

fluides turbulents

Le filtre non-linéaire que l’on vient de décrire en terme de distribution de

probabilité de Feynman-Kac est optimal, avec une étape de prédiction et une

étape de mise à jour. Mais il n’est pas calculable analytiquement et sera approché

par des systèmes de particules en interaction qui vont évoluer suivant les étapes

de Mutation puis de Sélection. La sélection sera trajectorielle.
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La convergence des méthodes particulaires pour ce type de filtre se fait par

arbres généalogiques et sur les lignes ancestrales. On peut lire le chapitre 5 et 6

de ce mémoire ou le livre de Pierre Del Moral (2004) et on a, écrit de manière

abusives,

1

N

N∑

i=1

δlignes ancestrales(i)
N→∞∼ Loi(X0, . . . ,Xn|Y0, . . . ,Yn)

Pour compléter cela l’analyse d’erreur a été faite pour les processus d’acquisition

discrets au chapitre 7

Pour le cas général, d’un point de vue théorique les présentations ont donc été

faites, nous ne détaillons ici que la mise en application pour un filtrage des mesures

faites sur un fluide turbulent au moyen de systèmes de particules en interaction.

Cette description conduit finalement à l’algorithme du filtrage qui nous permettra

au chapitre dernier de traiter les problèmes numériques.

Les schémas d’évolution associés aux distributions de Feynman-Kac sont itératifs

permettant un algorithme d’estimation récursif.

C’est un problème de filtrage où l’on dispose pour tout temps n ≥ 0 des

observations de Vn, de la position Zn du capteur et de boules Bn = B(Zn, Rn)

où Rn > 0 est un rayon connu ou fixé par la situation physique. Le problème du

filtrage proprement dit consiste alors à trouver la Loi(X[0,n]|Y[0,n], X[0,n] ∈ B[0,n]).

Le pas de temps est noté ∆t > 0

A l’étape initiale on distribue N particules selon la loi η0 connue a priori ou

à défaut autour de Y0 selon la loi de probabilité du bruit de mesure pour V0 et

selon une gaussienne centrée de variance σ0 pour X0. Il conviendrait dans cette

seconde situation d’étudier la stabilité de l’algorithme.

On obtient N couples de particules X i
0 = (X i

0, V
i
0 )1≤i≤N que l’on conditionne

à la boule B0 par une redistribution des particules de positions extérieures à B0

à l’intérieur.

On se place ensuite à la n-ième itération. On dispose alors de N couples

X i
n = (X i

n, V
i
n), 1 ≤ i ≤ N situés dans la boule Bn approchant empiriquement la

loi ηBnn . L’étape de sélection X i
n = (X i

n, V
i
n)

Sélection−−−−−→ X̂ i
n = (X̂ i

n, V̂
i
n) utilise le noyau

Gn(X
i
n, V

i
n) = e

− 1

2σYn
(Yn−H(V in))

2
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On a choisi une sélection génétique du type

Sn,ηBn,Nn
((x, x′), d(z, z′)) = Gn(x, x

′)δx,x′(z, z
′)+[1−Gn(z, z

′)]
Gn(z, z

′)ηBn,Nn (d(z, z′))

ηBn,Nn (Gn)

c’est-à-dire que l’on garde (X i
n, V

i
n) avec la probabilité Gn(X

i
n, V

i
n) et on « redis-

tribue sur le paquet »avec
(
1−Gn(X

i
n, V

i
n)
)
selon

ψn

( 1

N

N∑

j=1

δ(Xj
n,V

j
n )

)

=
N∑

j=1

Gn(X
j
n, V

j
n )

∑N
k=1Gn(Xk

n, V
k
n )
δ(Xj

n,V
j
n )

Après cette sélection le système de particules contient celles qui correspondent

au mieux à la dynamique du fluide observé. Qui plus est, la sélection s’est faite

sur la trajectoire. Avec l’ensemble des trajectoires, on peut donner une estimation

des paramètres non observés du modèle de dynamique.

En premier lieu on calcule les paramètres locaux de grandes échelles que l’on

déduit des moyennes sur les incréments : E(αn|XBn
n ,Yn

0 ) que l’on notera Ân et

E(εn|XBn
n ,Yn

0 ) que l’on notera Ên.

Ces espérances sont approchées par des moyennes empiriques sur les incréments

de vitesses des particules sélectionnées :

ÂN
n =

∆t

N

N∑

i=1

[V̂ i
n − V̂ i

n−1] (8.41)

ÊN
n =

∆t

N.C0

N∑

i=1

[V̂ i
n − V̂ i

n−1].[V̂
i
n − V̂ i

n−1] (8.42)

Il faut remarquer que les écarts de vitesses V i
n − V i

n−1 doivent être multipliés

par le pas de temps ∆t pour donner des incréments, d’où l’apparition du ∆t au

numérateur des fractions devant le signe somme. Toutes les particules du système

utilisent ces 2 commandes.

Ensuite pour chaque particule il faut donner la vitesse moyenne locale propre

approchée par l’espérance régularisée Πδ
n que l’on calcule de manière empirique.

Cette vitesse moyenne dépend des autres particules et de leurs positions relatives :

Πδ,i,N
n (V̂ i

n)(X̂
i
n) =

∑N
j=1 V̂

j
nG

δ(X̂ i
n − X̂j

n)
∑N

k=1G
δ(X̂ i

n − X̂k
n)

(8.43)

On calcule de la même manière l’énergie cinétique turbulente propre à chaque

particule :

k̂in =
1

2

∑N
j=1[V̂

j
n − Πδ,N

n (V̂ i
n)(X̂

i
n)]

2Gδ(X̂ i
n − X̂j

n)
∑N

k=1G
δ(X̂ i

n − X̂k
n)

(8.44)
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Munit des paramètres locaux que l’on vient de déduire, l’étape de mutation

utilise le modèle de signal fluide en champ moyen conditionné aux observations et

à l’acquisition, X̂ i
n = (X̂ i

n, V̂
i
n)

selon M
n+1,η̂

Bn,N
n−−−−−−−−−−→ X̃ i

n+1 = (X̃ i
n+1, Ṽ

i
n+1) :







X̃ i
n+1 = X̂ i

n + V̂ i
n∆t+ σXn ∆W

X,i
n

Ṽ i
n+1 = V̂ i

n + ÂN
n − C1

ÊNn
k̂in

[V̂ i
n − Πδ,i,N

n (V̂ i
n)(X̂

i
n)] ∆t

+

√

C0ÊN
n ∆W V,i

n

(8.45)

Cette mutation nous amène à l’étape n + 1 mais le déplacement n’est pas

contraint au point d’acquisition suivant. Il faut localiser autour de la position

suivante sur le chemin d’acquisition. Cette localisation est une sélection où l’on

garde les particules déjà présentes dans Bn+1, de rayon Rn+1 et on redistribue selon

η̂Bn,Nn+1 , X̃ i
n+1 = (X̃ i

n+1, Ṽ
i
n+1)

selon SBn+1

n+1,η̃
Bn,N

n+1−−−−−−−−−−→ X i
n+1 = (X i

n+1, V
i
n+1), et l’ensemble des

particules (X i
n+1, V

i
n+1) se trouvent dans Bn+1.

Il faut naturellement que les points centres des boules sur le chemin d’acquisi-

tion soient suffisamment rapprochés, c’est à dire que la fréquence d’échantillonnage

du système d’observations soit élevée. C’est une condition nécessaire à la non-

extinction de l’algorithme d’estimation.

Dans la situation d’un fluide homogène isotrope, l’algorithme que l’on vient

de décrire est complet. Il sera mis en application dans le cas de fluides simulés ou

réels pour des écoulements uni ou bidimensionnels en 9.1, 9.2 ou 9.3.

Pour des mesures dans l’atmosphère qui à l’échelle de la turbulence est fon-

damentalement un écoulement tridimensionnel, il est nécessaire de modifier le

modèle de dynamique pour lui rendre des caractéristiques compatibles avec le

fluide géophysique.

8.4 Adaptation d’un modèle de turbulence stra-

tifié pour les mesures atmosphériques

L’atmosphère est un fluide gazeux et l’on va considérer ici que l’on ne parle

que d’écoulement en air sec. On occulte volontairement la présence d’eau sous

forme de vapeur ou de gouttelettes ou tout autre composé chimique réactant ou



Chapitre 8. Filtre non-linéaire pour les mesures mobiles d’un fluide 202

passif et d’aérosols. La prise en compte de ces caractéristiques pourra faire l’objet

d’améliorations successives du filtre que l’on présente maintenant.

La dynamique du fluide atmosphérique est caractérisée par l’existence de forces

de flottaison et de gradients verticaux de vitesses et de températures. Pour un

écoulement en dimension 3, il faut donc, outre les vitesses, modéliser des niveaux

de températures. En ce qui concerne l’observation il sera alors utile de compléter

la mesure de la vitesse du fluide par une mesure de la température. On expose en

premier lieu un modèle Lagrangien de turbulence stratifié prévu pour simuler la

dispersion des éléments infinitésimaux d’un fluide.

8.4.1 Modèle Lagrangien de dispersion de Das et Durbin

pour un régime de turbulence stratifiée

Le modèle Lagrangien de turbulence stratifiée proposé par Das et Durbin (2005)

pour la dispersion de composants passifs est une amélioration des modèles de Pope,

avec l’utilisation d’une équation supplémentaire sur la température, un couplage

entre les équations et l’ajout d’un terme correspondant aux propriétés de flotta-

bilité des fluides. Partant d’une équation de Langevin identique à 3.5 les auteurs

cherchent à mettre en forme des modèles Lagrangiens prenant en compte les effets

de stratification induit par la flottabilité d’un fluide turbulent pesant et proposent

des fermetures linéaires du second ordre. Ils obtiennent un jeu d’EDS de type Itô

pour lesquels ils ajustent les constantes ou les paramètres liants les équations.

Présentons leur modèle en utilisant les systèmes d’acquisition Lagrangien.

C’est une représentation physique, on doit supposer que toutes les quantités

possèdent les régularités suffisantes, sont différentiables quand il le faut, et ne

s’annulent pas quand elles se trouvent aux dénominateurs.

Soit Qt,x un champ de vecteur dans l’espace des phases E ′ et un champ de

vitesses Ut,x ∈ D ⊂ E ′. Ut,x peut être au besoin une partie des coordonnées de Qt,x.

On considèreXx0
t ∈ E ⊂ R3 le flot Lagrangien partant de x0 ∈ E. On dispose alors

de 2 systèmes d’acquisition, le premier (Xx0
t , Ut,x) fournit la vitesse Lagrangienne

Vt = Ut,Xx0
t

et le second (Xx0
t , Qt,x) donne le processus d’acquisition Lagrangienne

Qt. On note q̃t la fluctuation de Qt à la moyenne Eulérienne < Q >t,x.

On note alors la composante horizontale de la vitesse Lagrangienne du fluide

V h
t = Uh

t,X
x0
t

, la composante verticale Wt et l’acquisition Lagrangienne Θt du
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champ de température θt,x.

Les modèles de Das et Durbin sont relatifs aux fluctuations de ces grandeurs

Lagrangiennes (V h
t ,Wt,Θt). Il est nécessaire d’introduire un certain nombre d’ob-

jets. Soient E
′h le sous-espace des vitesses horizontales, sous-ensemble de E ′,

E
′W ⊂ E ′ le sous espace des vitesses verticales et E

′Θ ⊂ E ′ le sous-espace des

températures avec in fine E ′ = E
′h ⊕ E

′W ⊕ E
′θ.

On considère 3 processus de Wiener : Bh à valeurs dans E
′h, BW à valeurs dans

E
′W et Bθ dans E

′θ.

Le taux de dissipation turbulente reste noté εt et l’énergie cinétique turbulente

kt et leurs définitions sont identiques à celles introduites au chapitre 3.

Nous définissons le coefficient de flottabilité βt par βt =
1

<θ>
t,X

x0
t

, la température

est toujours strictement positive, et enfin la constante de pesanteur g qui n’est

portée que par la composante verticale de la vitesse du fluide.

Le modèle de Das et Durbin s’écrit alors






dṽht = −C1
2
εt
kt
ṽht dt+ (C2θ − 1) w̃t

d<V h>
dz

dt+ (C0εt)
1
2 dBh

t

dw̃ = −C1
2
εt
kt
w̃t dt+ (1− C5θ) βt g θ̃t dt+ (C0εt)

1
2dBW

t

dθ̃t = −
(
C1θ − C1

2

)
εt
kt
θ̃t dt− w̃t

d<Θ>
dz

dt+ (Cθ)
1
2dBθ

t

(8.46)

où < V h >=< Uh >t,X
x0
t
, < Θ >=< θ >t,X

x0
t
. Des constantes ont été ajustées

expérimentalement, ainsi C2θ = 0.6 et C5θ = 1/3.

Ici C0 n’est plus la constante de Kolmogorov mais un paramètre calculé par

C0 =
2

3

(
C1 − C2

< ṽhw̃ >

εt

d < V h >

dz
+ C5

βtg

ε
< w̃θ̃ > −1

)
(8.47)

avec < ṽhw̃ > la moyenne Eulérienne du produit des fluctuations Lagrangiennes

de V h
t et Wt et < w̃θ̃ > celle pour Wt et Θt. C2, C5 sont des constantes calibrées

à C2 = 0.6 et C5 = 1/3.

C1 et C1θ sont réglées par

C1 = max
(
1.8 , 1 + C2

< ṽhw̃ >

εt

d < V h >

dz
− C5

βtg

εt
< w̃θ̃ >

)
(8.48)

Cθ = max
(
2.5 ,

1

2
(C1 +R)

)
(8.49)

Le terme Cθ est donné lui par :

Cθ =
εt
kt

(
2C1θ − C1 −R

)
< θ̃2 > (8.50)
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avec < θ̃2 > la moyenne Eulérienne du carré de la fluctuation Lagrangienne de

température et R = 1.5.

On renvoie à l’article de Das et Durbin (2005) pour éclairer la signification de

l’ensemble des paramètres et des constantes choisies. On y trouvera également une

discussion sur l’apport de leur modèle par rapport aux modèles antérieurs.

Pour notre part nous allons déduire de 8.46 un modèle Lagrangien stratifié que

l’on pourra adapter au problème du filtrage.

8.4.2 Modèle Lagrangien de turbulence déduit pour l’at-

mosphère sèche

Par une simple lecture des termes des équations de dynamique, il est à no-

ter que le modèle de Das et Durbin est très proche du modèle Lagrangien de

Pope pour la turbulence homogène isotrope, seuls ont été rajoutés des couplages

avec les vitesses verticales pour les composantes horizontales, le couplage avec

la température pour la vitesse verticale et une équation diagnostique pour la

température sous forme d’un processus d’Itô couplé à la vitesse verticale.

On va donc reprendre une partie du travail fait sur l’adaptation du modèle de

Pope simplifié. Notre modèle donnera l’évolution non pas des fluctuations mais

du quadruplet d’état (Xt, V
h
t ,Wt,Θt). On réécrit donc les fluctuations comme

la différence entre la quantité Lagrangienne et la moyenne Eulérienne. Pour se

rapprocher du travail de S.B. Pope, on réintroduit sur la composante horizontale

le gradient de pression horizontal ∇h < p > qui donne le mouvement moyen.

On note temporairement d < W > et d < θ > les différentielles qui vont être

estimés de la même manière que le gradient de pression dans le modèle simple

par des moyennes d’incréments des vitesses et de la température. Notre modèle

Lagrangien pour la turbulence stratifié s’exprime par :
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dXt = Vt dt+ σXdBX
t

dV h
t = −∇h < p > dt− C1

2
εt
kt
(V h

t − < V h >) dt

+(C2θ − 1) (Wt− < W >) d<V h>
dz

dt+ (C0εt)
1
2 dBVh

t

dWt = d < W > − C1
2
εt
kt
(Wt− < W >) dt

+ (1− C5θ) β g (Θt− < Θ >) dt+ (C0εt)
1
2dBW

t

dΘt = d < Θ > −
(
C1θ − C1

2

)
εt
kt
(Θt− < Θ >) dt

−(Wt− < W >) d<Θ>
dz

dt + (Cθ)
1
2dBθ

t

X0 = x0
V0 = v0, W0 = w0

Θ0 = θ0

(8.51)

où l’on a noté Xt la position de l’élément du fluide partie de x0 et la vitesse

Lagrangienne totale Vt = (V h
t ,Wt).

Comme précédemment, les 2 quantités εt et Cθ vont être approchées par des

moyennes sur les carrés des incréments en apprenant les caractéristiques du fluide.

Il s’agit d’une première adaptation de ce que Das et Durbin ont écrit. On

va se permettre quelques simplifications, d’abord en rendant constant un certain

nombre de paramètres.

C0 redevient la constante universelle de Kolmogorov avec C0 = 2.1. Utilisant

le travail de Das et Durbin et les ajustements expérimentaux qu’ils ont montrés,

on choisit de prendre C1 = 1.8, C5 = 1/3, C1θ = 2.5, C2θ = 0.6 et C5θ = 1/3.

En second lieu, les moyennes Eulériennes sont approchées par l’opérateur de

moyenne que l’on a construit Πδ
t .

Le coefficient de flottabilité βt est lui approché directement par l’inverse de la

température moyenne locale Πδ
t (Θt)(Xt), βt =

1
Πδt (Θt)(Xt)

.

Il reste des paramètres cachés à l’observation directe, les gradients verticaux

que l’on note par Γht = d<V h>
dz

et Γθt =
d<Θ>
dz

, où z signe la dimension verticale. Le

filtre sera chargé de les apprendre, nous détaillons cela paragraphe 8.4.3.

Le modèle, bien que plus touffu, fait toujours partie de la classe des équations

de McKean-Vlasov à champ moyen. Sa discrétisation se fait également par un

schéma d’Euler explicite.
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On peut écrire le système total en utilisant des notations déjà utilisées :

Ah
n = E[V h

n − V h
n−1] Eh

n =
E[V h

n − V h
n−1]

2

C0∆t

AW
n = E[Wn −Wn−1] EW

n =
E[Wn −Wn−1]

2

C0∆t

Aθ
n = E[Θn −Θn−1] Cθ =

E[Θn −Θn−1]
2

C0∆t

On choisit de modéliser et de définir les énergies cinétiques turbulentes pour

l’horizontale et pour la verticale de manière différente pour rendre compte du ca-

ractère stratifié : khn = 1
2
Πδ
n([V

h
n −Πδ

n(V
h
n )]

2)(Xn) et k
W
n = 1

2
Πδ
n([Wn−Πδ

n(Wn)]
2)(Xn).

Pour l’équation sur la température on choisit d’utiliser les modules des k2n =

(khn)
2 + (kWn )2 et des E2

n = (Eh
n)

2 + (EW
n )2.

Munit de ces différentes modélisations, le système de dynamique est régi par :







Xn+1 = Xn + Vn ∆t+ σX∆BX
n

V h
n+1 = V h

n + Ah
n − C1

2
Ehn
khn
[V h
n − Πδ

n(V
h
n )(Xn)] ∆t

+(C2θ − 1) [Wn − Πδ
n(Wn)(Xn)] Γ

h
n.∆t+ (C0 E

h
n)
1
2∆Bh

n

Wn+1 = Wn + AW
n − C1

2
EWn
kWn

[Wn − Πδ
n(Wn)(Xn)] ∆t

+(1− C5θ) βn g [Θn − Πδ
n(Θn)(Xn)] ∆t+ (C0 E

W
n )

1
2∆BW

n

Θn+1 = Θn + Aθ
n −

(
C1θ − C1

2

)
En
kn
[Θn − Πδ

n(Θn)(Xn)] ∆t

−[Wn − Πδ
n(Wn)(Xn)] Γ

θ
n ∆t+ (Cθ)

1
2∆Bθ

n

X0 = x0
V h
0 = v0, W0 = w0

Θ0 = θ0

(8.52)

Le modèle discret que l’on vient d’écrire a quelque peu perdu le sens physique

que Das et Durbin lui avaient donné, mais il a été préparé pour servir dans un filtre

et l’on compte sur l’observation du fluide pour en retrouver les caractéristiques.

8.4.3 Adaptation de l’algorithme particulaire de filtrage

pour les fluides atmosphériques

L’algorithme de filtrage reposant sur le système 8.52 est identique dans sa

structure à celui servant pour les fluides homogènes isotropes. Il s’agit d’assurer
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le couplage entre les systèmes d’acquisition Lagrangienne, d’observation et le long

du chemin du capteur.

Par hypothèse, on dispose à chaque pas de temps n ≥ 0 des observations Yn
et des boules Bn centrées sur la position du capteur Zn ∈ E de rayon Rn > 0.

On a alors le même schéma d’évolution destiné à contraindre les processus

d’acquisition à vivre dans le système de boules associé à la trajectoire du capteur

(Z0, . . . , Zn) :

(X
Bn−1
n−1 , V

h,Bn−1
n−1 ,W

Bn−1
n−1 ,Θ

Bn−1
n−1 )

Sélection d’observation−−−−−−−−−−−−−→ (X̂
Bn−1
n−1 , V̂

h,Bn−1
n−1 , Ŵ

Bn−1
n−1 , Θ̂

Bn−1
n−1 )

Mutation−−−−−→ (X̃n, Ṽ
h
n , W̃n, Θ̃n)

Sélection dans la boule Bn−−−−−−−−−−−−−−−→ (XBn
n , V h,Bn

n ,WBn
n ,ΘBn

n )

Les étapes de sélection conduites par l’observation et les conditionnements

aux suites de boules ne sont pas différentes de celles décrites dans le cas simple et

détaillées dans les paragraphes 8.2.3 pour les lois exactes et 8.3 pour la résolution

particulaire associée. Aussi nous ne rédigeons ici que l’étape de mutation et l’es-

timation du noyau de transition conditionnel par des systèmes de particules en

interaction.

A l’étape initiale on dispose de N quadruplets (X̂ i
0, V̂

h,i
0 , Ŵ i

0, Θ̂
i
0), distribués

selon η̂0 tous placés dans la boule B0 = B(Z0, R0).

On se place à la n-ième itération après l’étape de sélection aux observations. On

dispose des particules (X̂ i
n, V̂

h,i
n , Ŵ i

n, Θ̂
i
n)1≤i≤N . Avec cet ensemble de particules,

on estime les paramètres locaux qui viennent d’être sélectionnés :

Âh,N
n =

∆t

N

N∑

i=1

[V̂ h,i
n − V̂ h,i

n−1] Êh,N
n =

∆t

N.C0

N∑

i=1

[V̂ h,i
n − V̂ h,i

n−1]
2

ÂW,N
n =

∆t

N

N∑

i=1

[Ŵ i
n − Ŵ i

n−1] ÊW,N
n =

∆t

N.C0

N∑

i=1

[Ŵ i
n − Ŵ i

n−1]
2

Âθ,N
n =

∆t

N

N∑

i=1

[Θ̂i
n − Θ̂i

n−1] ĈN
θ =

∆t

N

N∑

i=1

[Θ̂i
n − Θ̂i

n−1]
2

On calcule également en utilisant l’ensemble des particules les gradients ver-

ticaux moyens locaux qui sont aussi des composantes de grande échelle, Γhn et

Γθn.

Pour procéder à cette estimation on propose de séparer le nuage de particules
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en 2 sous-ensembles, l’un étant au-dessus du centre de gravité du nuage, l’autre

au dessous. On calcule alors la quantité moyenne pour chacun des 2 nuages et la

position de leur centre de gravité respectifs. Le gradient est alors estimé par le

rapport des différences.

Pour le vent horizontal, on obtient les 2 valeurs moyennes V
h

1,n et V
h

2,n avec

comme hauteurs des centres de gravitéX
3,h

1,n etX
3,h

2,n. De même pour la température

on obtient Θ1,n et Θ2,n avec les positions sur la verticale X
3,θ

1,n et X
3,θ

2,n. On estime

alors les gradients moyens sur l’ensemble des particules par :

Γh,Nn =
V
h

2,n − V
h

1,n

X
3,h

2,n −X
3,h

1,n

(8.53)

Γθ,Nn =
Θ2,n −Θ1,n

X
3,θ

2,n −X
3,θ

1,n

(8.54)

Pour chaque particule on calcule les moyennes locales qui lui sont propres à

savoir Πδ,i,N
n (V̂ h,i

n )(X̂ i
n), Π

δ,i,N
n (Ŵ i

n)(X̂
i
n), Π

δ,i,N
n (Θ̂i

n)(X̂
i
n) et βi,Nn = 1

Πδ,i,Nn (Θ̂in)
mais

aussi les énergies cinétiques turbulentes kh,i,Nn kW,i,Nn et ki,Nn .

On rappelle l’expression de la moyenne régularisée approchée pour le vent

horizontal :

Πδ,i,N
n (V̂ h,i

n )(X̂ i
n) =

∑N
j=1 V̂

h,j
n Gδ(X̂ i

n − X̂j
n)

∑N
k=1G

δ(X̂ i
n − X̂k

n)
(8.55)

où Gδ est le noyau de régularisation faible de la masse de Dirac. Les autres

moyennes s’approchent de manière analogue.

Tous les paramètres ont été estimés, chaque particule 1 ≤ i ≤ N suit le modèle

de dynamique :






X̃ i
n+1 = X̂ i

n + V̂ i
n ∆t+ σX∆BX,i

n

Ṽ h,i
n+1 = V̂ h,i

n + Âh,N
n − C1

2
Êh,Nn

kh,i,Nn

[V̂ h,i
n − Πδ,i,N

n (V̂ h,i
n )(X̂ i

n)] ∆t

+(C2θ − 1) [Ŵ i
n − Πδ,i,N

n (Ŵ i
n)(X̂

i
n)] Γ

h,N
n .∆t+ (C0 Ê

h,N
n )

1
2∆Bh,i

n

W̃ i
n+1 = Ŵ i

n + ÂW,N
n − C1

2
ÊW,Nn

kW,i,Nn

[Ŵ i
n − Πδ,i,N

n (Ŵ i
n)(X̂

i
n)] ∆t

+(1− C5θ) β
i,N
n g [Θ̂i

n − Πδ,i,N
n (Θ̂i

n)(X̂
i
n)] ∆t+ (C0 Ê

W,N
n )

1
2∆BW,i

n

Θ̃i
n+1 = Θ̂i

n + Âθ,N
n −

(
C1θ − C1

2

)
ENn
ki,Nn

[Θ̂i
n − Πδ,i,N

n (Θ̂i
n)(X̂

i
n)] ∆t

−[Ŵ i
n − Πδ,i,N

n (Ŵ i
n)(X̂

i
n)] Γ

θ,N
n ∆t+ (ĈN

θ )
1
2∆Bθ,i

n

(8.56)
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Cette étape de mutation terminée, on conditionne le système de particules

à la boule suivante Bn+1 par le noyau de sélection SBn+1
n+1,η̃Bn,Nn+1

et on obtient le

système (X i
n+1, V

h,i
n+1,W

i
n+1,Θ

i
n+1) où l’on peut sélectionner les particules en utili-

sant la nouvelle observation Yn+1 pour obtenir (X̂ i
n+1, V̂

h,i
n+1, Ŵ

i
n+1, Θ̂

i
n+1)1≤i≤N , ce

qui conclut la description de l’itération de l’algorithme de filtrage par particules.

La méthode qui vient d’être décrite pour filtrer les mesures réalisées sur les

écoulements tridimensionnels atmosphériques devra être complétée dans des tra-

vaux à venir. Il conviendrait notamment de détailler les erreurs que l’on commet

dans nos différentes approximations, ainsi que leur propagation dans le système

de dynamique.

En attendant nous avons décrit nos méthodes d’estimations, présenté divers

filtres pour des écoulements homogènes isotropes ou pour des fluides pesant s’écoulant

en 3 dimensions. Nous pouvons passer aux applications numériques afin d’illustrer

sur des cas simulés ou réels de vents leur capacité à filtrer et vérifier leur efficacité

attendue.



Chapitre 9

Applications aux mesures du vent

atmosphérique

Tout au long des chapitres précédents, nous avons construit les outils théoriques

nouveaux et déduit les algorithmes pratiques innovants pour filtrer des mesures

prises par un capteur placé dans un milieu aléatoire et bruitées par le système de

mesure. Nous avons particularisé l’application pour correspondre à la mesure des

vitesses relevées dans un fluide turbulent.

Ce dernier chapitre est la concrétisation de notre travail et est à la fois numérique

et expérimental.

Nous devons confronter nos filtres à des données réelles. Mais avant cela, il

est nécessaire de vérifier l’aptitude de l’algorithme à filtrer des mesures simulées

par un modèle identique à celui du filtrage. Cette étape permet de s’assurer de

la pertinence de nos choix. Dans un second temps on pourra tenter la même

expérience sur des données réelles. Dans ce cas ce sont à la fois l’algorithme du

filtre et le modèle retenu pour simuler la dynamique dans le filtre qui sont évalués.

Dans chacun des tests, nous utilisons des données de référence, réelles ou si-

mulées, supposées parfaites que l’on bruite artificiellement. Les bruits rajoutés

numériquement sont bâtis sur des variables aléatoires gaussiennes par simplicité,

mais n’importe quelle loi aurait pu être retenue. Il est alors demandé aux divers

filtres partant du signal ainsi bruité d’estimer le signal de référence.

On conclura ce chapitre expérimental en évaluant sur quelques cas les erreurs

commises par les filtres que l’on propose.
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Nous débutons par un signal unidimensionnel généré au moyen du modèle

Lagrangien simplifié de Pope que l’on perturbe et que le filtre doit débruiter.

9.1 Filtrage de vitesses unidimensionnelles si-

mulées

9.1.1 Simulation des vitesses d’un fluide en écoulement

unidimensionnel

Cette première application démarre par la simulation d’un signal unidimen-

sionnel utilisant le modèle simplifié pour la turbulence homogène isotrope. Pour

générer la donnée on reprend le système 8.18 et on se munit d’un système de par-

ticules évoluant de manière a priori. Pour alimenter le système, il est nécessaire

de produire une série de commandes An = E(αn) et En = E(εn).

Pour le terme An on choisit de construire un signal composé de plusieurs

sinusöıdes de périodes différentes. Pour le terme En il faut procéder de manière plus

réaliste. Dans la littérature physique, voir Frisch (1995), on s’aperçoit que le taux

de dissipation turbulente d’un fluide fournit une série temporelle caractéristique.

On propose de simuler cette variable par les incréments d’un processus de Lévy

α-stable croissant. Ainsi la série temporelle déduite est positive presque sûrement

non nulle.

Ce type de processus est la somme de sauts d’amplitude appartenant à [0,∞[,

souvent petits mais pouvant prendre de grandes valeurs par moments en fonction

de α. En utilisant les incréments d’un tel processus, pourvu qu’on ait éliminé les

sauts d’amplitude infinie, on retrouve l’allure des séries temporelles des taux de

dissipation turbulentes.

Soit la mesure de Lévy unilatérale d’ordre α ∈ [0, 1[ définie sur [0,∞[ par

ν(dx) =
dx

x1+α

On peut définir le processus de Lévy Lt par sa fonction caractéristique :

ΦLt(u) = exp
(
t

∫ ∞

0

(exp(i.u.x)− 1)ν(dx))
)

(9.1)
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Pour simuler ce processus il faut supprimer les petits sauts arrivant trop

fréquemment, c’est à dire avec une fréquence infinie, et l’on restreint ν(dx) à

l’intervalle [δ,∞[ avec le paramètre de cut-off δ > 0. On obtient par un calcul

immédiat
∫∞
δ
ν(dx) = 1

αδα
. La restriction est alors la somme de processus de

Poisson marqués de paramètre λδ = 1
αδα

et de loi de densité αδα

x1+α
.

La simulation discrète du processus de Lévy de cut-off δ se fait alors par la

méthode d’inversion de la fonction de répartition. On retient alors pour En les

incréments du processus simulé. Pour l’expérience numérique on retient α = 1
2
et

δ = 10−3. La figure 9.1 montre un exemple de telles simulations. La série des En

a bien l’allure que l’on attend pour une série temporelle de taux de dissipation

turbulent, avec des pics d’intensité et de fréquence variable et restant supérieure

à une valeur moyenne non nulle.

On utilise pour tout instant n > 0 un système de N particules (X i
n, V

i
n)1≥i≥N .

A l’instant initial on distribue (X i
0, V

i
0 ) selon une loi normale centrée sur x0 ∈ R

et V0 ∈ R. Les particules sont en interaction par le champ moyen et évoluent selon

l’équation de dynamique :







X i
n+1 = X i

n + V i
n∆t+ σXn ∆W

X,i
n

V i
n+1 = V i

n + An − C1
En
kin

[V i
n − Πδ,i,N

n (V i
n)(X

i
n)] ∆t

+
√
C0.En ∆W V,i

n

(9.2)

avec Πδ,i,N
n (V i

n)(X
i
n) telle que défini en 8.43, kin est donné par 8.44 et les WX,i

n et

W V,i
n sont des processus de Wiener standard.

A chaque pas de temps on prend la moyenne empirique des vitesses des parti-

cules pour former Vn = 1
N

∑N
i=1 V

i
n la vitesse locale simulée pour notre écoulement

1D de commande An et En.

Pour l’application numérique on utilise un système de 300 particules. On ini-

tialise l’algorithme autour de 0 pour les positions et 2 pour les vitesses. Comme

commande, on se sert des simulations présentées figure 9.1 et on obtient un signal

1D qu’illustre les 2 graphiques 9.2. L’allure de ces graphiques est semblable aux

mesures réelles pratiquées sur un fluide. La vue de détail permet de voir des effets

d’intermittence que l’on a cherché à reproduire en utilisant le processus de Lévy

pour la commande En.

Comme nous travaillons dans le domaine de la turbulence homogène, on peut

confronter cette simulation à K41 et notamment vérifier que le spectre de puissance

des vitesses suit en diagramme logarithmique une pente en −5/3. On note sur
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Fig. 9.1 – Exemple de simulation d’un processus de Lévy α-stable de paramètre

α = 1
2
et du processus E(αn). En haut la série temporelle du processus de Lévy

croissant et au milieu celle de ses incréments En et en bas une série pour la

commande An.
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Fig. 9.2 – Exemple de simulation des vitesses d’un fluide en écoulement unidi-

mensionnel. En haut la série temporelle complète et en bas un détail montrant

des passages intermittents.
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la figure 9.3, en haut, que le spectre de puissance relève légèrement la queue,

signe de la présence d’un peu d’intermittence dans le signal. Pour le vérifier on

peut examiner en 9.3 en bas l’histogramme empirique des incréments de vitesses,

Lagrangiens et forcément longitudinaux. On y voit avec la courbe en rouge que

l’allure gaussienne est globalement respectée, mais que les queues de la distribution

empiriques sont un peu plus lourdes, ce qui confirme que notre simulation a généré

un peu du phénomène d’intermittence.

Ces simulations peuvent nous servir de base pour tester notre filtre particulaire.

9.1.2 Filtrage des vitesses d’un fluide 1D simulé

On utilise des signaux numériques tels que l’on vient de les construire et on

leur ajoute un bruit, que l’on prend gaussien en première intention. Cet exercice

somme tout académique demande alors au filtre de retrouver le signal de référence

en observant le signal bruité et permet de tester notre algorithme en lui-même.

Tant pour la simulation du signal référant que pour l’étape de mutation du

filtrage, on utilise le système 9.2. On a bien là un test de la procédure de fil-

trage. Le fait d’avoir pris un bruit d’observation gaussien est un handicap dans

le cas présent. On l’a vu sur la figure 9.3 les incréments de vitesses sont proches

d’une distribution gaussienne. Cette « gaussianité » du bruit d’observation rend

paradoxalement le filtrage plus difficile.

Le couplage entre les systèmes d’acquisition Lagrangien et d’observation donne

une dynamique à champ moyen conditionnée par les observations. Le filtre associé

à ce type de problème reprend les différentes étapes décrites dans le chapitre

précédent, avec le modèle de dynamique donné par 9.2 et une sélection génétique

suivant le noyau 8.40.

Dans cette application, on choisit un bruit d’observation de variance 1/4, un

système de 300 particules, des particules initialisées autour de la première ob-

servation par une gaussienne centrée réduite et des positions distribuées autour

de l’origine. Le pas de temps est arbitrairement fixé à 1/20 de seconde pour se

rapprocher des cas réels que l’on verra par la suite.

Le rayon des boules autour du capteur pour conditionner les particules à la

trajectoire de celui ci est un problème. Nous n’avons pas de règle physique ou

théorique nous permettant de le déterminer a priori. Ce sujet est d’ailleurs l’une
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Fig. 9.3 – En haut le spectre de puissance des vitesses du fluide que l’on a simulé

avec en bleu foncé la pente en −5/3 caractéristique de la turbulence homogène

isotrope. En bas l’histogramme empirique des incréments des vitesses superposé

en vert de la courbe d’une loi normale centrée.
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Fig. 9.4 – En haut une série temporelle de vent simulé avec à droite le bruit

d’observation rajouté en cyan. En bas, en rouge, le résultat du filtrage sur le

dernier tiers de la série avec un détail montrant le bon suivi du filtre particulaire

malgré les fortes perturbations.
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des voies d’amélioration de notre algorithme de filtrage. Nous prenons donc ici un

rayon constant arbitrairement fixé à 1.

Pour cet exemple, et ce sera toujours le cas dans ce mémoire, la variance du

bruit d’observation est supposée connue. Mais dans un cadre plus général cette

hypothèse n’est pas nécessaire et le filtre peut apprendre cette variance en la

considérant comme un état caché du système d’observation. Cette apprentissage

alourdit néanmoins les calculs, et nous avons préféré le considérer ici comme une

donnée du problème.

Le code Scilab de cette partie est donné en annexe C.

Sur la figure 9.4, on peut voir en haut à gauche le signal de référence avec à

droite le signal bruité numériquement. En bas de cette figure, on a en rouge le

résultat du filtrage, avec une vue de détail sur un moment contenant un batte-

ment caractéristique de l’intermittence. On note que les structures mêmes rapides

sont respectées avec des dynamiques semblables. Par le filtrage on a obtenu une

réalisation possible de l’écoulement étant donné les paramètres du milieu que l’on

a appris, c’est la différence que l’on remarque entre le signal de référence et le

signal estimé par filtrage.

Les pics que l’on peut observer ça et là sont des moments où le filtre suit le

bruit qui a une dynamique proche de celle de la turbulence et le battement est

alors considéré comme plausible.

Le résultat du filtrage peut s’examiner sur la série temporelle, mais aussi, et

surtout dans le cas des vitesses d’un fluide turbulent, sur le diagramme du spectre

de puissance qu’illustre la figure 9.5. En cyan le spectre de puissance (DSP) du

signal bruité. On note que dès 0.2 Hz la ligne spectrale s’aplatit pour ne montrer

qu’un bruit blanc. On a en noir la DSP à retrouver et en rouge la restitution du

filtre particulaire. Le filtre a donc retrouvé correctement la cascade spectrale avec

les bons niveaux d’énergie. Les pentes sont respectées et sont comparables à la

droite verte de pente −5/3. Les structures de la DSP sont retrouvées et on peut

noter vers 0.4 Hz le bon accord entre l’aspect du spectre filtré et celui de référence.

Fort de ce premier succès sur un signal synthétique, on peut chercher à fil-

trer un signal réel issu de mesures atmosphériques dont on ne prend qu’une seul

composante.
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Fig. 9.5 – Densité spectrale de puissance pour le signal bruité en cyan, le signal de

référence à retrouver en noir et le signal filtré en rouge. La droite verte correspond

à la pente en −5/3 de K41.

9.2 Filtrage d’une composante de vent réel

9.2.1 Les données anémométriques expérimentales en at-

mosphère réelle

Pour pouvoir traiter des mesures réelles nous avons cherché des données réputées

de qualité, c’est à dire ne comprenant pas de bruits instrumentaux. Le cha-

pitre sur les systèmes d’acquisition nous a convaincu de la nécessité de posséder

des échantillonnages serrés et donc d’avoir des capteurs rapides. Pour obtenir

ces données à haute cadence, notre choix s’est porté vers des anémomètres so-

niques qui ont également la particularité d’être non intrusifs et ne perturbent

pas l’écoulement dans le domaine de mesure. Le lecteur avide de technologie

peut se reporter à la page internet du fabricant qui a conçu et industrialisé le

Gill Solent HS Research Sonic Anemometer que nous utiliserons. Ce cap-

teur permet d’obtenir les 3 composantes du vent (2 composantes horizontales et 1

verticale). Par sa technologie il fournit également une mesure de la température.

Nous reviendrons sur ce point dans la section 9.4.

Les données seront, soit issues d’un site de mesures opérationnelles à Saint-

Sardos dans le Tarn et Garonne dans le cadre de la campagne expérimentale

CarboEurope, soit issues d’un mât de mesures du vent que l’équipe 4M du CNRM-

http://www.gill.co.uk/products/anemometer/HS-50.htm
http://www.gill.co.uk/products/anemometer/HS-50.htm
http://www.gill.co.uk/products/anemometer/HS-50.htm
http://www.gill.co.uk/products/anemometer/HS-50.htm
http://www.gill.co.uk/products/anemometer/HS-50.htm
http://www.gill.co.uk/products/anemometer/HS-50.htm
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Toulouse a implanté à notre demande sur le site de Météo-France à Toulouse. Le

site expérimental de Toulouse était motivé par le besoin de surveiller le système de

mesure afin d’obtenir des données assurément sans perturbations instrumentales.

Sur le site de Saint-Sardos les mesures ont été réalisées à une fréquence de 20

Hz alors que sur le site expérimental de Météo-France à Toulouse elles se sont

étagées entre 5 et 50 Hz. Dans les 2 cas, les capteurs sont placés à 10 m pour se

trouver hors de la couche limite de surface.

Dans cette première étape expérimentale, les capteurs sont restés fixes. Pour

une seconde phase il est projeté de réaliser des mesures mobiles, mais la faisabilité

et le protocole de mesures n’ont à ce jour pas encore permis de procéder à cette

seconde campagne qui nécessite de prendre des précautions particulières pour

obtenir des données sans bruit.

9.2.2 Filtrage de données unidimensionnelles réelles

Pour l’application de ce paragraphe, on enregistre des données de vent réelles.

Les vitesses recueillies sont décomposées sur les 3 axes horizontaux et vertical.

Dans le domaine de la mesure et à la vitesse d’échantillonnage que l’on a choisi

l’atmosphère peut être considérée comme étant homogène et isotrope sur le plan

horizontal. On ne considère qu’une seule composante horizontale. Pour l’applica-

tion numérique on sélectionne l’instant de l’expérience au hasard dans la base de

données expérimentale en ne vérifiant que la qualité du signal qui nous servira de

référence.

On ajoute alors au signal réel un bruit numérique. On le choisit de nouveau

Gaussien et on prend un écart-type de 1/3. On se donne un ensemble de 300

particules que l’on initialise autour de la première observation.

La méthode et l’algorithme sont alors en tout point équivalent à ceux que l’on

a présenté pour le débruitage de données simulées.

La figure 9.6 illustre les séries temporelles pour le signal de référence à estimer

en noir, le signal bruité introduit dans le filtre en cyan, et les vitesses estimées par

notre algorithme particulaire en rouge. Avec le même code couleur, l’illustration

9.7 montre les densités spectrales de puissance pour les 3 signaux.

Il est remarquable de voir l’accord entre le signal turbulent réel et ce qu’a
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Fig. 9.6 – Filtrage d’un vent 1D réel à 20 Hz mesuré sur le site de Saint-Sardos

le 10 janvier 2005 entre 12h00 et 12h03 UTC filtré par algorithme particulaire

conditionnel avec 300 particules. En pointillé bleu le signal bruité, en noir le signal

de référence et en rouge le vent estimé.
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Fig. 9.7 – Densité spectrale de puissance pour le signal bruité en cyan, le signal

réel à retrouver en noir et le signal filtré en rouge. La droite verte correspond à la

pente en −5/3 de K41.

restitué le filtre que nous avons développé. Il semble que le modèle proposé par

S.B. Pope pour la turbulence homogène isotrope ait une certaine pertinence pour

l’atmosphère à l’échelle de nos mesures. Il ne s’agissait pas de vérifier le bien-

fondé de cette modélisation par son utilisation dans un filtre, mais cela peut nous

rassurer sur la possibilité d’user des modèles Lagrangiens pour filtrer des mesures

expérimentales réalisées dans l’atmosphère réelle.

La figure 9.6 permet de voir que le filtre rend la trajectoire d’une réalisation

possible des vitesses. On note qu’il y a toujours ces pics à des instants où l’al-

gorithme a trop suivi les bruits. La DSP délivrée par notre filtre non-linéaire

permet de revenir aux bons niveaux d’énergie avec une pente qui respecte la loi

en puissance de Kolmogorov.

On peut alors modifier légèrement l’algorithme de traitement pour pouvoir

passer aux mesures bidimensionnelles.
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9.3 Filtrage d’un vent bidimensionnel réel

9.3.1 Filtrage d’un vent horizontal dans un cas standard

Dans l’atmosphère la vitesse verticale du fluide a une dynamique différente des

composantes horizontales. Cette différence vient du phénomène de flottaison des

éléments de fluide et de stratification thermique. On peut alors imaginer pouvoir

traiter le vent horizontal de façon autonome en considérant l’écoulement bidimen-

sionnel.

A l’échelle de mesure, sur le plan horizontal le fluide est isotrope. Cet argument

peut amener une facilité en traitant indépendamment les mesures bruitées par le

filtre unidimensionnel dont on a montré la validité. Cette simplification permet un

traitement immédiat sans travail supplémentaire mais ne permet pas de profiter

de la nature du fluide bidimensionnel.

Pour tirer parti de l’écoulement 2D on propose d’écrire le modèle de dyna-

mique pour les particules avec une énergie cinétique turbulente kn et un taux de

dissipation turbulente εn identiques sur les 2 coordonnées. De plus on propose

une sélection de la particule sur les 2 composantes de vitesses en même temps

(contrairement à la technique simple qui pouvait sélectionner une composante de

vitesse d’une particule et en redistribuer l’autre).

En notant les 2 composantes horizontales de la vitesse au n-ième instant

(Un, Vn), le modèle de dynamique s’écrit :






XU,i
n+1 = XU,i

n + U i
n∆t+ σUn∆W

X,U,i
n

XV,i
n+1 = XV,i

n + V i
n∆t+ σVn∆W

X,V,i
n

U i
n+1 = U i

n + AU
n − C1

En
kin

[U i
n − Πδ,i,N

n (U i
n)(X

U,i
n )] ∆t

+
√
C0.En ∆WU,i

n

V i
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kin

[V i
n − Πδ,i,N

n (V i
n)(X

V,i
n )] ∆t

+
√
C0.En ∆W V,i

n

(9.3)

En écrivant l’observation Yn = (Y U
n , Y

V
n ), l’équation associée est

{

Y U
n = H(Un) + σY,Un .W Y,U

n

Y V
n = H(Vn) + σY,Vn .W Y,V

n

(9.4)

où pour tout instant n, W Y,U
n et W Y,V

n sont des processus de Wiener standard.
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Fig. 9.8 – Séries temporelles et densité spectrale de puissance pour un signal

bidimensionnel. En cyan le signal bruité, en noir le signal réel à retrouver et en

rouge le signal filtré. Sur le diagramme des DSP est rajouté une droite de couleur

verte de pente en −5/3. Le filtrage utilise 300 particules.

Le potentiel de sélection est alors Gn(Un, Vn) = exp(− (Y Un −Un)2+(Y Vn −Vn)2
2.σYn

) avec

(σYn )
2 = (σY,Un )2 + (σY,Vn )2.

En pratique sur un jeu de données réelles sont extraites les 2 composantes ho-

rizontales et il leur est ajouté numériquement le bruit d’observation. On demande

alors au filtre d’estimer l’état observé et on le compare au signal de référence.

L’application numérique utilise le même jeu de données que pour le paragraphe

9.2.2, soit les mesures de la station de Saint-Sardos le 10 janvier 2005 entre 12h00

et 12h03. Le filtre conditionnel opère avec un ensemble de 300 particules.

On illustre cette application sur la figure 9.8 qui montre un extrait des séries

temporelles bruitées, filtrées et réelles, ainsi que leur densités spectrales de puis-

sance respectives. Graphiquement les résultats du filtre sont du même niveau de

qualité que pour le cas unidimensionnel traité auparavant. Néanmoins on peut

remarquer que les spectres des signaux estimés restent dans les fréquences les plus
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hautes au dessus du spectre de référence. C’est un signe d’excès d’énergie dans ces

fréquences là que l’on peut attribuer à la difficulté de séparer des bruits d’obser-

vation et de dynamique équivalents ainsi qu’au modèle qui en dimension 2 dans

l’atmosphère ne prend pas en compte tous les phénomènes physiques, notamment

les ajustements dus aux forces de gravité.

9.3.2 Variations sur le filtrage du vent en dimension 2

On profite de cet exemple qui se rapproche de la physique avec des coûts

numériques encore raisonnables pour tester l’algorithme dans différentes confi-

gurations de bruit d’observation. Ces bruits seront choisis pour avoir des ca-

ractéristiques se rapprochant de la réalité, par exemple en étant Gaussiens auto-

régressifs ou Gaussiens et blancs avec une variance dépendant des niveaux de

turbulence atteints.

Dans le cas de bruits colorés Gaussiens, la figure 9.9 montre les spectres de

puissance des bruits colorés qui ont été rajoutés sur les 2 composantes horizontales

du vent. Pour ce cas nous avons repris les mesures de la station de Saint-Sardos

le 10 janvier 2005 entre 12h00 et 12h03 et utilisé 300 particules. Les séries tempo-

relles et les DSP des signaux bruités, de référence et estimés sont montrés sur la

représentation 9.10. L’accord entre les vitesses estimées et les vitesses de référence

reste très bon, la correction spectrale est spectaculaire. D’avoir changé le type de

bruit d’observation en le rendant différent du bruit de dynamique (à cette échelle

de mesure) a amélioré la séparation entre le signal et le bruit.

On peut alors varier le bruit d’observation et le rendre dépendant de la va-

riance des vitesses sur dans un intervalle de longueur finie. Ce type de bruit est

proportionnel au niveau de turbulence, et s’apparente à ce que l’on peut trou-

ver expérimentalement lors de mesures mobiles dans la nature. Pour l’application

numérique nous avons choisi des mesures réalisées sur le site de Météo-France le 26

Juillet 2006 à 19h30 UTC. Cette série a été retenue pour montrer une variation de

niveau dans la turbulence de l’écoulement. La figure 9.11 montre les séries tempo-

relles et les DSP des 3 signaux, bruités réels et estimés, avec un filtre conditionnel

de 300 particules. Ce type de bruit est plus délicat à filtrer car il dépend de la

bonne estimation des vitesses sur l’intervalle de calcul de la variance qui entre

en compte dans celle du bruit d’observation. On peut dire que spectralement la

réponse est correcte, on retrouve le spectre initial. Sur les séries temporelles on

voit que le suivi est un peu plus perturbé, avec vers la fin de la série temporelle,
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Fig. 9.9 – Spectres de puissance des bruits autorégressifs pour chacune des com-

posantes horizontales U et V .
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Fig. 9.10 – Séries temporelles et densité spectrale de puissance pour un signal

bidimensionnel avec un bruit autorégressif. En cyan le signal bruité, en noir le

signal réel à retrouver et en rouge le signal filtré. Le filtrage utilise 300 particules.
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Fig. 9.11 – Séries temporelles et densité spectrale de puissance pour un bruit

dépendant du niveau de turbulence. En cyan le signal bruité, en noir le signal réel

à retrouver et en rouge le signal filtré. Le filtrage utilise 300 particules.

quand la turbulence devient faible, un trop grand maintien de l’agitation turbu-

lente par notre filtre. Nous allons reparler du cas des écoulements laminaires un

peu plus bas.

Pour continuer les tests sur notre filtre, on propose ensuite de comparer sur

une même série le résultat du filtre conditionnel et le résultat obtenu par le filtre

que l’on peut coder en utilisant des mutations selon les lois a priori.

Ce filtre est relativement différent de notre filtre conditionnel. En effet, nous

sommes dans la situation d’une dynamique à champ moyen avec commande (sans

modèle Markovien pour la commande) et les lois du champ moyen sont condi-

tionnées à la réalisation de celle-ci.

Comme l’a montré le chapitre 6, il faut dans ce cas faire tourner un ensemble

de M systèmes de d particules pour apprendre la loi du fluide a priori et faire

le filtrage sur un système indépendant dont les N particules évoluent selon la loi

apprise. Le filtrage et la sélection se font sur ce système supplémentaire. Nous
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Fig. 9.12 – Séries temporelles et densité spectrale de puissance pour des vitesses

bidimensionnelles traitées par le filtre usant de mutation de loi a priori. Le filtrage

utilise 70 systèmes de 300 particules.

maintenons une étape de localisation pour maintenir le couplage avec le capteur.

Pour l’application numérique nous choisissons de prendre 70 systèmes de 100 par-

ticules. Nous utilisons les données du site de Toulouse du 26 Juillet 2006 à 19h30

UTC que l’on bruite d’un bruit blanc Gaussien d’écart-type 1/3. L’illustration

9.12 montre les séries temporelles et les DSP obtenues par ce filtre a priori. Sur

la figure 9.13 la même séquence de vent mais filtrée par le filtre conditionnel avec

300 particules.

Sur les spectres de puissance on peut voir que le filtrage conditionnel a une

meilleure cascade d’énergie par rapport au filtre a priori qui semble voir les détails

fins avec moins d’acuité.

Le filtre conditionnel est relativement robuste, il est possible de le faire agir

sur des données issues de différents moments d’une journée. Mais on rencontre une

difficulté lorsque le vent faiblit, que la turbulence se réduit et que l’écoulement de-

vient trop laminaire. Dans ce cas, le signal restitué est « trop turbulent ». Ce fait

vient de la nature essentiellement turbulente du modèle de Pope, ce qu’a montré

le paragraphe 8.1.4 et le filtre particulaire reposant sur cette dynamique considère
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Fig. 9.13 – Séries temporelles et densité spectrale de puissance pour des vitesses

bidimensionnelles traitées par le filtre conditionnel. Le filtrage utilise 300 parti-

cules.



Chapitre 9. Applications aux mesures du vent atmosphérique 230

0 1002003004005006007008009001000
−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

0 1002003004005006007008009001000
−2.5
−2.0
−1.5
−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0
1.5

−2
10

−1
10

0
10

1
10

−40
−35
−30
−25
−20
−15
−10
−5

0

−2
10

−1
10

0
10

1
10

−40
−35
−30
−25
−20
−15
−10
−5

0
5

10

Fig. 9.14 – Séries temporelles et densité spectrale de puissance pour un écoulement

laminaire puis devenant turbulent. En cyan le signal bruité, en noir le signal réel

à retrouver et en rouge le signal filtré. Le filtrage utilise 300 particules

le bruit d’observation en partie comme de l’agitation turbulente.

Pour illustrer sur un cas pratique, nous reprenons les données du 26 Juillet 2006

sur le site de Toulouse en nous plaçant à 19h15 UTC. On rajoute à la mesure de

référence un bruit blanc Gaussien de variance 1/9. L’algorithme conditionnel avec

300 particules est utilisé pour filtrer. Les résultats sont montrés sur la figure 9.14.

Les mesures de référence montrent que la première partie du signal est re-

lativement laminaire alors que la seconde est plus turbulente. On voit que, par

construction, le filtre surestime le niveau de turbulence et retrouve des estimées

correctes dans la seconde partie. Les spectres pris sur l’ensemble des 2 épisodes

montrent que la correction spectrale a été satisfaisante. C’est ici une limite struc-

turelle de notre modèle. Pour palier à cette faiblesse, il conviendrait de modifier

les constantes du modèle comme le font Das et Durbin pour devenir des fonctions

où entrent en jeu l’énergie cinétique kn et le taux de dissipation turbulent εn.

Ces différents essais ont permis de voir l’efficacité du filtre conditionnel, de
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noter son intérêt conceptuel et son avantage en terme de coûts de calculs. Son

amélioration naturelle sera l’introduction des forces de pesanteur et pour se faire

il faut passer au problème de l’écoulement de dimension 3.

9.4 Filtrage de la température et d’un vent réel

tridimensionnel

Dans l’atmosphère il existe différents phénomènes amenant des mouvements

turbulents désordonnés et des mouvements ordonnés, orientés dans des directions

déterminées. Ces phénomènes ont des origines diverses, comme la régulation des

champs de pression de grandes échelles, le transport d’énergie par les masses d’air

humide, la convection due aux chauffages des surfaces par le rayonnement solaire,

l’expression des forces d’Archimède sur les éléments fluides ou dans une autre

gamme d’échelle les forces de Coriolis pour les déplacements synoptiques.

Pour l’expérience numérique qui vient, nous nous limitons au domaine de la

turbulence d’échelle métrique qui, avec les cadences de mesures réalisées, peut

être considérée comme localement homogène. Il y a dans cette gamme d’échelle

une différence de comportement entre les vitesses dans le plan horizontal et la

vitesse verticale. Cette dernière est impactée par les forces de flottabilité dues aux

différences de température sur la verticale. Il est nécessaire d’enrichir le modèle

simplifié de Pope pour prendre en compte ces couplages entre les vitesses des

éléments du fluide et leur température.

Au paragraphe 8.4.2, nous avons déduit du modèle de turbulence stratifiée de

Das et Durbin nos modèles comportementaux pour les écoulements atmosphériques

puis dans la section 8.4.3 nous avons décrit les algorithmes particulaires pour fil-

trer ce type de mesures. Les vecteurs d’état comportent alors les 3 composantes

de la vitesses du fluide et la température. Il est alors pertinent de mesurer la

température du fluide en même temps que le vent.

Instrumentalement il faut que les mesures soient colocalisées afin de ne pas

avoir de déphasages entre les données. Ce déphasage est aléatoire et dépend de la

vitesse du fluide lui-même. Il est possible de le supprimer automatiquement mais

le décalage repose sur des transformées de Fourier et utilise la force moyenne du

vent dans un intervalle suffisamment long pour que les FFT ne soient pas trop

perturbées par les effets de bord. In fine le recalage automatique introduit des
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erreurs de mesures difficiles à supprimer ensuite. Pour des applications futures

on pourra dans la modélisation d’un ensemble de capteurs prendre en compte

les mesures non colocalisées, mais en traitant les décalages dans le modèle de

dynamique que l’on fait évoluer au pas de temps le plus fin.

Pour notre application numérique nous avons préféré utiliser les mesures de

température réalisées par les anémomètres soniques eux-mêmes. Mesurer une

température par ce type d’instrument n’est pas forcément optimal. Mais en rédui-

sant les fréquences de mesures pour limiter les perturbations et en choisissant

des moments de la journée où la mesure de température est de meilleure qua-

lité, on obtient des valeurs colocalisées, synchronisées, avec le meilleur compromis

instrumental, pouvant servir de référence pour les températures.

Dans la suite les différents exemples reposeront sur les données recueillies sur le

site de Météo-France à Toulouse le 30 Août 2006 avec des mesures instrumentales

à 50 Hz ramenées numériquement à 5 Hz par un filtrage des fréquences au dessus

de 5 Hz par la méthode de Fourier suivie d’une décimation des données. Le vent

de référence est donc lui aussi à 5 Hz. Dans chacun des cas, nous avons choisi de

perturber les données par un bruit Gaussien dont la variance dépend du niveau

de turbulence, choix qui nous parait correspondre le mieux aux perturbations que

subissent les systèmes de mesures mobiles. Dans toutes les illustrations le filtre

conditionnel utilise 800 particules et est initialisé sur chacune des 4 composantes

par des Gaussiennes centrées réduites. Les étapes du filtre sont les mêmes que dans

les cas uni ou bidimensionnel, on ajoute seulement lors de l’étape de mutation le

calcul des gradients verticaux par la méthode proposée en 8.53.

Le premier exemple utilise des mesures réalisées entre 17h00 et 17h10 UTC.

On montre sur les figures 9.15 et 9.16 les séries temporelles et densités spectrales

de puissance pour les signaux bruitées en cyan, de référence en noir et filtrés en

rouge.

Le filtre reçoit un signal assez fortement bruité par moment, le suivi du filtre

est relativement correct avec par endroit quelques décrochages notamment sur la

température. Les spectres sont nettement corrigés reproduisant les bons niveaux

d’énergie avec des cascades satisfaisantes. Ce résultat est rassurant, le modèle

tridimensionnel que l’on a construit est valable pour filtrer un signal dans l’at-

mosphère. L’initialisation de la composante température des particules par des

Gaussiennes ne s’est pas fait sans heurt et le filtre a appris le milieu et corrigé

les niveaux de température de nos particules. Sans l’avoir étudié, on peut augurer

d’une certaine stabilité du filtre particulaire bâti sur le modèle de Das et Durbin.
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Fig. 9.15 – Séries temporelles et densité spectrale de puissance pour le vent hori-

zontal dans un écoulement atmosphérique de dimension 3 (composante U en haut,

V en bas). En cyan le signal bruité, en noir le signal réel à retrouver et en rouge

le signal filtré. Le filtrage utilise 800 particules

Il y a des effets de couplages entre les composantes, mais les erreurs commises sur

l’une d’entre elles ne se répercutent que peu sur les estimées des autres.

L’allure des 4 séries temporelles est caractéristique et montre les différences

de comportement entre les séries de vents horizontaux, de la vitesse verticale et

de la température. Pour la température nous sommes aux limites de résolution

du capteur sonique pour ce paramètre et malgré nos précautions nous ne pouvons

assurer la pertinence de la température de référence.

Si les estimés sur les paramètres d’état nous paraissent avoir un sens physique,

on peut extraire de la séquence de filtrage les quantités utilisées dans le modèle

de dynamique et montrer ce qui est la meilleure estimée de chacun d’entre eux.

En y mettant les guillemets nécessaires, le filtrage nous a permis de fournir une

estimation haute cadence des paramètres caractéristiques de la turbulence (les

guillemets portent sur l’exactitude et la pertinence physique du modèle de dyna-

mique au travers duquel ces quantités sont évaluées). Sur la figure 9.17 en haut à

gauche on trouve la série temporelle pour le paramètre En qui s’apparente à un
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Fig. 9.16 – Séries temporelles et densité spectrale de puissance pour le vent ver-

tical et la température dans un écoulement atmosphérique de dimension 3(com-

posante W du vent en haut, température θ en bas). En cyan le signal bruité, en

noir le signal réel à retrouver et en rouge le signal filtré. Le filtrage utilise 800

particules
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taux de dissipation de la turbulence. Par abus de langage, on nommera cette série

« taux de dissipation turbulente ». En haut à droite sur un plan horizontal le long

de la trajectoire nous avons placé les composantes horizontales de An qui sont

liées à ∇h < p > dt. Sur cette image on peut remarquer l’ébauche de structures

tourbillonnaires. Au milieu et en bas de 9.17 on voit les valeurs retenues pour les

gradients verticaux dUn
dz

, dVn
dz

et dθn
dz

ainsi que celles du coefficient de flottabilité βn.

Sur la série de βn et sur le gradient dθn
dz

on retrouve les soucis d’initialisation dont

nous avons parlé pour la température.

L’observation est alors clairement une méthode d’apprentissage des caractéris-

tiques du fluide. Chaque particule réalise une trajectoire possible de celui-ci dans

l’espace des phases, et notre estimé E[Vn| Y[0,n]X[0,n] ∈ B[0,n]] est une réalisation

moyenne du fluide étant données les caractéristiques de la turbulence. A terme

nous pouvons espérer utiliser ces techniques dans les problèmes d’assimilation des

modèles météorologiques hectométriques.

Pour cette application le capteur était fixe, seul le fluide se déplaçait, mais la

mesure peut être considérée comme mobile dans un fluide stationnaire ce qui cor-

respond au régime dit de turbulence figée. Dans ce fluide fixe, on peut restituer la

pseudo-trajectoire du système d’acquisition. C’est ce que montre la représentation

9.18 où l’on a extrait la trajectoire d’une particule entre les pas de temps 840 et

1040. On retrouve des ébauches de tourbillons pour cette trajectoire en 3 dimen-

sions.

Des 4 composantes d’état, la température est le paramètre estimé le moins

satisfaisant. A grande échelle et sur les DSP, les mesures filtrées sont tout à fait

valables mais sur certaines périodes, les séries estimées et de référence ont des

séquences trés différentes.

Soit la mesure du capteur était médiocre et nous avons une référence de piètre

qualité, soit le modèle utilisé était trop simple, soit par nos modifications nous

avons dégradé la pertinence de la modélisation sur la température. Une voie

d’amélioration sera à l’avenir de redonner aux constantes la forme de fonction

que leur avaient attribué Das et Durbin.

D’un point de vue purement métérologique il est certainement nécessaire d’avoir

une meilleure modélisation du fluide atmosphérique, notamment avec une meilleure

prise en compte des phénomènes liés à la convection, la flottabilité, la densité et

à la température. Cela passera également par l’introduction d’eau dans le modèle

que ce soit sous forme de vapeur ou de contenu en eau.
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Fig. 9.17 – Séries temporelles des paramètres estimés par le filtre conditionnel avec

800 particules. En haut le taux de dissipation turbulente total εn et un extrait

des vecteurs ∇h < p > dt le long de la trajectoire. En bas à gauche les gradients

verticaux dUn
dz

et dVn
dz

et à droite le gradient dθn
dz

et le coefficient de flottabilité βn.
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Fig. 9.18 – Trajectoire d’acquisition du système couplé au capteur pour 1 particule

entre les instants 840 et 1040.
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Néanmoins, notre filtre pour la turbulence atmosphérique est assez robuste, il

permet de traiter nombre de cas, mais comme les filtres uni ou bidimensionnel, il

a des difficultés à suivre le signal lorsque les écoulements deviennent laminaires.

Pour mettre ceci en image, nous présentons sur les 3 figures 9.19, 9.20 et 9.21 les

résultats de filtrages sur différents moments de la journée du 30 Août 2006 sur le

site de Météo-France à Toulouse, à 03h00, 12h00 et 16h00 UTC, toujours à 5 Hz

et pour un filtre contenant 800 particules. Ces 3 cas montrent bien les difficultés

que l’on rencontre sur les températures, notamment à 03h00 UTC alors que dans

le même temps les composantes du vent restent bien traitées.

Après ces quelques cas pratiques mis en images sur des exemples simulés ou

réels de vent, on peut souhaiter avoir des précisions numériques sur la qualité du

filtrage en fonction du bruit, du nombre de particules ou s’interroger sur l’apport

proprement dit des modèles à champ moyen. C’est ce que nous examinons dans

la section suivante.

9.5 Estimations numériques des erreurs du fil-

trage particulaire unidimensionnel

Graphiquement on ne peut juger pleinement de la qualité d’un filtre. Sur les

séries temporelles on peut déjà voir que les signaux estimés ne divergent pas

du signal de référence, on a pu souligner une certaine stabilité lors d’initialisa-

tions inappropriées. L’examen des spectres de puissance a montré que la structure

énergétique du signal estimé était correcte, avec le bon niveau de puissance. Mais

il faudrait pour terminer pouvoir mesurer objectivement l’écart que l’on commet

entre la loi du processus exacte et la loi estimée par le filtre, ou mesurer l’écart en

fonction du nombre de particules entre la loi exacte du filtre et la loi approchée

que nos particules ont échantillonnée. Ce travail est assez délicat, nous n’avons pas

accés aux lois exactes. En revanche dans toutes les applications il a été utilisé un

vent de référence qui a servi au bruitage, et auquel on a comparé l’estimée. Ce vent

de référence est une réalisation du milieu aléatoire étant donnés les paramètres

de celui-ci, ce n’est pas la quantité à estimer, mais on propose de l’utiliser comme

telle et de calculer l’écart moyen que le signal filtré a avec lui.

En utilisant cet écart terme à terme entre le signal de référence et le vent

estimé on va pouvoir par le calcul d’une moyenne et d’une variance regarder son

comportement quand le nombre de particules augmente, ou quand le niveau de
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Fig. 9.19 – Séries temporelles et DSP pour le filtrage des données du 30 Août

2006 à 03h00 UTC sur le site de Toulouse. Le filtrage utilise 800 particules. De

haut en bas les 2 composantes horizontales du vent, la vitesse verticale W puis la

température T .
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Fig. 9.20 – Séries temporelles et DSP pour le filtrage des données du 30 Août

2006 à 12h00 UTC sur le site de Toulouse. Le filtrage utilise 800 particules. De

haut en bas les 2 composantes horizontales du vent, la vitesse verticale W puis la

température T .
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Fig. 9.21 – Séries temporelles et DSP pour le filtrage des données du 30 Août

2006 à 16h00 UTC sur le site de Toulouse. Le filtrage utilise 800 particules. De

haut en bas les 2 composantes horizontales du vent, la vitesse verticale W puis la

température T .
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bruit varie pour un vent simulé ou pour un vent réel. On va pouvoir également

marquer l’intérêt des modèles Lagrangiens à champ moyen notamment en les

modifiant. On dégrade d’abord notre modèle Lagrangien exact en supprimant

le terme de fréquence turbulente (le rapport εn
kn
) puis dans un second temps en

enlevant totalement le terme de rappel au champ moyen Vn − Πδ
n(Vn)(Xn).

Dans les résultats graphiques présentés, on a pu noter des comportements

similaires des séries temporelles de vents estimés comparativement à leur référence

alors que les composantes du vent horizontal étaient uni, bi ou tridimensionnelles.

Ainsi on se contentera pour limiter les coûts numériques de conduire les tests sur

des vitesses unidimensionnelles.

9.5.1 Ecarts au vent de référence simulé ou réel

Dans l’ensemble des tests numériques qui vont suivre, on utilisera soit le signal

unidimensionnel que l’on a simulé et présenté sur la figure 9.2 ou le signal réel

relevé sur le site de Saint-Sardos le 10 janvier 2005 à 12h00 comme montré sur le

graphique 9.6.

Dans les deux cas réel ou simulé, on reprend le même algorithme de filtrage

qui nous a permis de produire les illustrations. Pour se faire les lois du filtrage ont

été approchées par des systèmes de particules évoluant selon les équations 8.45

qui correspondent au modèle de dynamique :







Xn+1 = Xn + Vn ∆t + σXn ∆W
X
n

Vn+1 = Vn +
[
E(αn)/∆t+ C1

E(εn)
kn

[Vn − Πδ
n(Vn)(Xn)]

]
∆t

+
√

C0.E(εn)∆W
V
n

(9.5)

Pour l’observation nous choisissons le modèle direct, le plus simple :

Yn = Vn + σW Y
n (9.6)

où W Y
n est un processus de Wiener standard et Vn est une variable bornée.

Notre filtre particulaire sera d’abord testé avec un nombre grandissant de

particules de 100 à 700 particules et des écarts-types du bruit Gaussien s’étageant

entre 1
7
et 3

2
. Pour chaque configuration, nous avons calculé l’écart à chaque pas

de temps entre le vent de référence et l’estimé, puis calculé la moyenne absolue

et la variance empirique de tous les écarts. Nous avons ensuite répété l’opération
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Fig. 9.22 – Ecart entre le vent de référence simulé et le vent estimé. Moyenne et

variance sur un échantillon de 5 réalisations en fonction du nombre de particules

et du niveau de bruit.

sur plusieurs simulations. Par le nombre de simulations à faire et les temps de

calculs, elles ont été limitées à 5. C’est insuffisant pour des statistiques mais cela

permettra d’avoir des tendances sur le comportement de l’algorithme particulaire.

Nous nous bornerons à des constatations en ébauchant des explications.

Les illustrations 9.22 et 9.23 donnent les courbes des moyennes absolues et

écarts-types tracés à partir des tableaux de l’Annexe B.

La figure 9.22 concerne les écarts entre le vent simulé et ses estimés. Les écarts-

type du bruit sont de 3
2
(courbe rose), 1 (vert), 1

2
(cyan), 1

3
(violet), 1

4
(marron),

1
5
(bleu-vert) et 1

7
(en bleu). En abscisse les systèmes de particules sont composés

de 100, 200, 300, 400, 500, 600 et 700 éléments. A été rajoutée la courbe rouge

qui est l’ajustement au sens des moindres carrés d’une courbe du type y = A.x−B.

Pour la moyenne le paramètre A vaut 0, 303 et B = 0, 0627, pour la variance

A = 0, 1627 et B = 0, 1752.

Plusieurs éléments sont à constater. D’abord pour un bruit élevé, la décroissance

en fonction du nombre N de particules se fait selon une loi en puissance plus plate

que la fonction 1√
N
. L’aplatissement est total pour des bruits faibles mais sans aller

au zéro.

Quand les bruits sont peu importants, il n’est nécessaire que de peu de parti-

cules pour débruiter. Quand le nombre de particules de filtrage devient important

celles-ci restent proches des mêmes états donnant une forte concentration de parti-

cules dans l’espace d’état. D’un autre coté la dynamique à champ moyen condition-

nel nécessite un nombre suffisant de points de l’espace des phases échantillonnés

pour approcher correctement la loi conditionnelle. On peut alors penser qu’avec
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Fig. 9.23 – Ecart entre le vent de référence réel et le vent estimé. Moyenne et

variance sur un échantillon de 5 réalisations en fonction du nombre de particules

et du niveau de bruit

des bruits petits le champ moyen n’est pas correctement suivi et que la dynamique

n’est pas suffisamment bien reproduite, d’où le peu de gain par augmentation du

nombre de particules.

Nous ne pouvons pas conclure de manière certaine, l’écart portant sur une

réalisation du milieu pris comme référence et peu de simulations ont été faites,

mais si c’est le cas il conviendrait de se tourner vers la technique classique où le

champ moyen est appris sur des systèmes évoluant a priori.

Dans la seconde situation, dont les résultats sont visibles sur la figure 9.23, nous

comparons les écarts entre le vent réel pris en référence et les estimés du filtre.

Les niveaux de bruits et le code couleur sont identiques à la figure précédentes.

Les courbes d’ajustement ont pour coefficients A = 0, 3731, B = 0, 1368 pour la

moyenne et A = 0, 2237 et 0, 2008 pour la variance.

Quel que soit le niveau de bruit, les courbes ont des pentes plus marquées

que pour le cas simulé. On note également qu’elles ont des niveaux plus élevés.

Les différences de comportement de ces moyennes et variance par rapport aux

écarts aux vitesses simulées peuvent être dues à un modèle de dynamique qui

n’est pas parfait pour les données réelles unidimensionnelles. Il est vrai que la

donnée originale provient d’un écoulement de dimension 3 d’un fluide pesant pour

lequel nous n’avons retenu qu’une composante horizontale.

Ces essais nous ont permis de dégager les difficultés du filtrage conditionnel

pour un processus à champ moyen, particulièrement lorsque les bruits de mesures

se réduisent. Pour le traitement du vent réel on s’est interrogé sur la qualité du

modèle Lagrangien. On peut noter que l’échantillon de vent réel a des vitesses
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Fig. 9.24 – Ecarts entre le vent estimé et le vent simulé avec les 3 sortes de

modèles. A gauche les moyennes sur un jeux de 5 séries de simulation, à droite

la variance. 1- Modèle exact, σ = 3
2
, 2- Modèle sans fréquence turbulente, σ = 3

2
,

3- Modèle sans champ moyen, σ = 3
2
, 4- Modèle exact, σ = 1

4
, 5- Modèle sans

fréquence turbulente, σ = 1
4
, 6- Modèle sans champ moyen, σ = 1

4

deux fois supérieures à la celui de la simulation. L’étape de localisation pour

suivre le capteur qui est nécessaire à la modélisation Lagrangienne doit perturber

plus fortement le filtrage dans le cas réél.

9.5.2 Modifications du modèle et erreurs correspondantes

Maintenant, pour tester la pertinence et l’apport du modèle Lagrangien à

champ moyen, on propose de dégrader progressivement le modèle de Pope, d’abord

en rendant fixe la fréquence turbulente, le rapport E(εn)
kn

, qui pondère dans le

modèle 9.5 le terme de rappel au champ moyen, puis en supprimant complètement

le terme de champ moyen, Vn − Πδ
n(Vn)(Xn).

On conduit alors les mêmes expériences avec un nombre de particules qui

s’échelonnent entre 100 et 700 et les mêmes niveaux de bruits.

Pour les graphiques qui suivent, pour des raisons de clarté nous ne présentons

que 2 niveaux de bruits d’observations, un fort σ = 3
2
et un faible σ = 1

5
. Nous

comparons alors les moyennes et variances des écarts pour le modèle complet exact,

pour le modèle avec la fréquence turbulente constante et valant 1 et pour le modèle

sans champ moyen se réduisant à Vn+1 = Vn +E(αn) +C1[Vn −Πδ
n(Vn)(Xn)]∆t+

√

C0.E(εn)∆W
V
n . Nous prenons comme référence d’abord le vent simulé, figure

9.24 puis le vent réel, figure 9.25.
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Fig. 9.25 – Ecarts entre le vent estimé et le vent réel avec les 3 sortes de modèles.

A gauche les moyennes sur un jeux de 5 séries de simulation, à droite la variance.

1- Modèle exact, σ = 3
2
, 2- Modèle sans fréquence turbulente, σ = 3

2
, 3- Modèle

sans champ moyen, σ = 3
2
, 4- Modèle exact, σ = 1

4
, 5- Modèle sans fréquence

turbulente, σ = 1
4
, 6- Modèle sans champ moyen, σ = 1

4

Sur le graphique 9.24 on remarque qu’en bruit fort, les résultats semblent

légèrement meilleurs avec un champ moyen que sans, même avec une fréquence

turbulente constante, mais qu’en bruit faible l’absence de pondération par la

fréquence turbulente dégrade fortement le filtrage. Des 3 modèles seul le modèle

complet possède des courbes de moyenne et de variance suivant une fonction puis-

sance.

Pour un vent réel, sur le graphique 9.25, on voit qu’en bruit faible les courbes

pour le modèle exact ou le modèle sans champ moyen sont remontées et revenues

au niveau de la courbe avec une fréquence turbulente constante. L’erreur sur le

modèle est alors moins flagrante. Là encore la prise en compte du champ moyen

semble avoir un apport positif quand le nombre de particule augmente.

On termine la présentation de ces graphiques en juxtaposant pour le vent réel

et le vent simulé les résultats des modèles exact et des modèles sans champ moyen

sur la figure 9.26 pour les 2 niveaux de bruits fort et faible.

On retrouve les caractéristiques que l’on vient de décrire, mais il est surtout

intéressant de noter que dans le cas d’un bruit faible, le décalage entre entre les

courbes pour le vent simulé et le vent réel est constant. Cette différence pour-

rait s’interpréter comme l’erreur systématique du modèle de Pope vis a vis de

l’écoulement atmosphérique.

Dans les bruits faibles la contribution du champ moyen est moins nette, mais

les moyennes et variance seules ne sont pas suffisantes pour porter un jugement.
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Fig. 9.26 – Comparaison entre le modèle exact et le modèle sans champ moyen,

pour les écarts entre le vent estimé et les vents réel ou simulé. A gauche les

moyennes sur un jeux de 5 séries de simulation, à droite la variance. 1- Modèle

exact vent réel, σ = 3
2
, 2- Modèle exact vent simulé, σ = 3

2
, 3- Modèle sans champ

moyen vent réel, σ = 3
2
, 4- Modèle sans champ moyen vent simulé, σ = 3

2
, 5-

Modèle exact vent réel, σ = 1
5
, 6- Modèle exact vent simulé, σ = 1

5
, 7- Modèle

sans champ moyen vent réel, σ = 1
5
, 8- Modèle sans champ moyen vent simulé,

bruit 1
5
, 9- Courbe de tendance de la série n◦ 1

On va conclure ce chapitre par l’examen des séries et spectres de puissance du

filtrage obtenu par ce modèle dégradé.

9.5.3 Essais de filtrage utilisant le modèle sans champ

moyen

La section précédente nous a permis de comparer les résultats du filtrage ob-

tenu par l’algorithme utilisant le modèle Lagrangien complet avec le même modèle

sans le champ moyen. Nous pouvons montrer le résultat du filtrage d’une série

temporelle de vent réel perturbée par un bruit gaussien et débruitée en suivant

le modèle dégradé sans champ moyen. La figure 9.27 montre le résultat pour un

filtre particulaire à sélection génétique, avec une étape de localisation pour suivre

le capteur utilisant 500 particules.

Sur la série temporelle il est visible que les structures de grandes échelles sont

respectées mais que les variations rapides sont moins bien restituées. Ce fait est

confirmé par la réponse spectrale qui creuse et ne s’ajuste pas à celle du signal de

référence. Ainsi sans le terme de champ moyen le signal estimé suit une trajectoire

médiane reflétant moins les caractéristiques du milieu. Le terme de champ moyen

qui est un rappel à l’isotropie et une modélisation des fluctuations rapides est
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Fig. 9.27 – Séries temporelles et DSP pour le filtrage de Saint-Sardos utilisant un

filtre particulaire génétique avec 500 particules
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donc important dans la modélisation du fluide pour le processus de filtrage.

Pour confirmer cette remarque et vérifier que le fait ne vient pas de notre

algorithme de filtrage, on peut proposer d’utiliser un autre type de filtre.

En effet, profitant de la structure plus simple de la dynamique, en fait linéaire,

l’occasion nous est donnée de mettre en œuvre au lieu du filtre génétique, un

système de filtres de Kalman en interaction. Chaque filtre de Kalman utilise le

résultat des autres pour apprendre et nourrir le paramètre E(αn), ensuite les

Kalman évoluent et sont mis en compétition dans une étape de sélection. La

description des filtres de Kalman en interaction est faite dans l’annexe A.

Le graphique 9.28 présente une réalisation du filtrage sur la même série que

précédemment avec le modèle dégradé et des filtres de Kalman interagissants. Dans

ce dernier cas, pour ce qui est des séries temporelles, on note que le signal estimé a

moins tendance à moyenner, mais qu’il est en permanence en retard, comme pour

un filtre de Kalman en phase de poursuite pour capturer le bon état dans l’espace

des phases. Pour la densité spectrale de puissance on obtient la même structure

que précédemment ce qui confirme la nécessité de placer un terme de champ moyen

dans la dynamique pour restituer correctement les cascades énergétiques.

In fine le filtre que nous avons développé est celui qui possède les meilleurs

compromis de précision, de propriétés spectrales, énergétiques et de coût de calcul.

C’est également celui qui répond le plus complètement au problème de la mesure

mobile dans un champ vectoriel aléatoire.

L’ensemble des applications numériques que nous avons menées a été présenté

dans ce chapitre. Elles ont été la concrétisation des techniques de filtrage nou-

velles que nous avons développées. Nous en avons vu l’efficacité et les limites, et

également les défauts. Tout ceci nous donne la matière à conclure et la voie à

suivre pour les développements futurs.
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Fig. 9.28 – Séries temporelles et DSP pour le filtrage de Saint-Sardos utilisant

1000 filtres de Kalman en intéraction



Chapitre 10

Conclusions et Perspectives

L’étude que nous avons conduite dans cette thèse nous a permis de défricher et

de proposer des premières solutions pour un domaine qui était vierge de toute en-

treprise. Ce travail d’ingénierie stochastique a également été la source de dévelop-

pements de modélisation mathématiques innovantes pour la mécanique des fluides,

la turbulence atmosphérique et les mesures réalisées ponctuellement dans un mi-

lieu aléatoire.

Au cours de la dernière décennie, la technique du filtrage particulaire a pris

un essor particulier, tant du coté des mathématiques appliquées que du coté des

sciences de l’ingénieur. La théorie probabiliste est maintenant bien en place et les

applications en physique, en chimie, en statistique, en finance sont nombreuses.

L’approximation particulaire du filtrage non-linéaire donne lieu maintenant à des

traitements en temps réel dans les problèmes de poursuite de cibles, de suivi de

terrain et de débruitage de signaux radar ou sonar.

Mais les travaux appliqués n’ont que peu porté sur la mécanique des fluides.

Les premiers d’entre eux sont à mettre au crédit d’Anne Cuzol et Etienne Mémin

de l’IRISA de Rennes sur le suivi d’un fluide bidimensionnel à l’aide d’image par

une technique de filtrage stochastique.

Sur le débruitage des signaux issus de mesures expérimentales recueillis dans un

fluide turbulent il n’existait pas de filtres non-linéaires adaptés. Dans ce mémoire,

nous avons développé et analysé une méthode permettant de traiter ce type de

données et fournit son approximation particulaire.

Dans les premiers chapitres nous avons présenté les connaissances sur lesquelles
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notre étude s’est assise et posé le problème du filtrage non-linéaire d’un processus

aléatoire. Afin de pouvoir être appliqué à la mécanique des fluides nous avons dans

le chapitre 6 étendu le filtrage aux processus à champ moyen en traitant divers

cas, dont celui d’un processus conditionné aux observations.

Dans le chapitre 7 nous avons présenté un nouvel outil, l’acquisition d’un

champ de vecteur stochastique le long d’un chemin aléatoire. Cet objet mathéma-

tique nous a permis alors de réaliser le couplage entre les modèles Lagrangiens, le

système d’observation et la trajectoire d’un capteur mobile. Le modèle Lagrangien

est alors fermé par l’observation en conditionnant le noyau de Markov, la poursuite

du point de mesure s’effectue par un processus de sélection en conditionnant le

processus à vivre dans des boules autour du chemin d’acquisition. Ces couplages

permettent d’obtenir un filtre à champ moyen conditionnel qui est numériquement

moins coûteux que l’algorithme utilisant une dynamique a priori.

Le filtre non-linéaire pour les fluides turbulents et son approximation particu-

laire présentée au chapitre 8 ne sont alors plus qu’une conséquence des algorithmes

correspondants au filtrage des processus à champ moyen et à l’estimation des pro-

cessus d’acquisitions couplés. Les filtres ont été écrits pour des écoulements allant

du symbolique fluide unidimensionnel au fluide atmosphérique tridimensionnel pe-

sant avec des couplages par la température du milieu et par les gradients verticaux

de vitesse.

Nous avons testé la méthode sur des cas typiques de filtrage de mesures issues

de fluides turbulents dans le domaine de la turbulence inertielle.

Notre algorithme nous a permis de débruiter les mesures de vitesses d’un fluide

turbulent tantôt simulé tantôt réel et d’en estimer les paramètres caractéristiques.

Nous avons alors pu faire varier les types et les niveaux de bruits et comparer

différentes techniques de filtrage.

La puissance des techniques particulaires stochastiques a été mise en valeur,

notamment en permettant le couplage des systèmes d’acquisition et la fermeture

du modèle Lagrangien par les observations. Les résultats probants obtenus ici ont

pu être en partie quantifiés, nous rassurant quant au comportement du filtre quand

le nombre de particules va en augmentant. Cette dernière partie nous a montré

également certaines difficultés portant sur le degré de finesse de la modélisation

Lagrangienne que nous avons retenue.

Pour poursuivre ce travail, il serait intéressant d’appliquer cette méthode à
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d’autres cas d’écoulement, aussi bien numériques que réels, atmosphériques mais

aussi de laboratoire. Cette étude en ouvrant un domaine peu exploré nous a

également suggéré de nombreuses perspectives.

Tout d’abord dans le domaine de l’ingénierie stochastique, la technique des

processus d’acquisition est prometteuse. Elle permet de rendre compte des mesures

dans un fluide qu’elles soient fixes ou mobiles, mais aussi d’aborder les problèmes

de modélisation et d’assimilation de processus aléatoires sous-maille approchés

par leurs modèles Lagrangiens autour des points de grille.

Pour filtrer les mesures de systèmes d’acquisition comme pour toute autre

donnée, il faut 2 jeux d’équations. L’un porte sur la dynamique du signal suivi,

l’autre porte sur l’observateur. Les améliorations du filtre passeront par de meilleu-

res modélisations de ces deux processus.

Les mesures atmosphériques sont rarement effectuées directement. Dans le cas

des mesures anémométriques par ultrasons, comme celle que nous avons utilisée, la

mesure réelle est un temps de propagation acoustique. Il y aurait intérêt à prendre

comme mesure de base ces temps afin de débruiter à la source de la mesure. Dans le

problème des mesures mobiles en atmosphère nous n’avons pas accès directement

à la mesure de la vitesse du fluide seulement à l’influence de la vitesse relative

du capteur par rapport au fluide sur ces divers éléments sensibles. Dans cette

mesure mobile le problème de filtrage se rattache en premier lieu à un problème

d’estimation du milieu par fusion de données. Ce travail sur la formalisation de

l’équation d’observation est essentielle et prend une grande part dans la qualité

des résultats, c’est elle qui donne sa pertinence à l’étape de sélection.

Cette amélioration importante dans l’estimation des mesures faites par les

capteurs mobiles sera alors applicable pour les mesures aéroportés et pourra être

proposée à la communauté des micro-physiciens de l’atmosphère comme filière de

traitement des données rapides et pourra également initier la conception d’une

nouvelle génération de systèmes de mesures croisées, intégrées dans un même

dispositif.

Pour valider expérimentalement la technique proposée pour les mesures di-

rectes et mobiles de vent, il sera nécessaire de mettre au point et de réaliser une

campagne expérimentale de mesure où les capteurs seront montés sur une plate-

forme ayant une trajectoire rectiligne et pour laquelle on peut faire varier la vitesse

de déplacement.
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Cette thèse amène également des suites plus météorologiques. D’abord en tra-

vaillant sur une meilleure modélisation de la dynamique Lagrangienne du fluide

atmosphérique dans le domaine turbulent. Le chapitre 9 nous avait montré que

le modèle de température que l’on avait retenu n’était pas parfait (mais suffisam-

ment pour filtrer de manière satisfaisante). Il faut donc commencer par revenir

aux termes donnés par Das et Durbin dans leur article, mais il sera également

nécessaire de « rajouter de l’eau dans l’atmosphère ». Pour se faire il faut ca-

ractériser pleinement l’évolution de la densité des éléments de fluide, quantité

dépendant de la température et de l’humidité, de rajouter un contenu en eau sous

forme d’un processus de diffusion. Ces termes réécrits doivent modifier le terme

de flottabilité et prendre en compte les phénomènes de convection.

Depuis longtemps des mesures en vue d’étudier les paramètres de la turbu-

lence en météorologie sont faites par la communauté des météorologistes. Mais

jusqu’alors ces mesures sont intégrées sur des très longs pas de temps pour obte-

nir des grandeurs moyennes.

Avec l’apprentissage du fluide faite par notre filtre, dès que les modèles ser-

vant à filtrer les mesures ont une pertinence physique suffisante pour le fluide

atmosphérique, nous serons aptes à proposer des grandeurs caractérisant la tur-

bulence à tous les instants.

On peut déjà avec les essais faits au chapitre 9 montrer que les filières standard

de calcul des flux turbulents utilisant nos séries filtrées ou les données de référence

aboutissent à des résultats identiques. Le graphique 10.1 illustre cela sur un

exemple. Nous avons reporté les séries temporelles filtrées ainsi que les moyennes

Eulériennes approchées par le filtre en rouge. La filière de calcul classique approche

la moyenne locale par un filtre linéaire du premier ordre (voir chapitre 4) que nous

avons placé en vert. On calcule ensuite empiriquement les termes de covariance

< w′T ′ >= 1
n

∑n
i=1 w

′
iT
′
i et le coefficient τ = 1

n

∑n
i=1

√

< u′iw
′
i >

2 + < v′iw
′
i >

2 où

les variables primées sont les fluctuations relatives aux 2 types de moyennes. Les

quantités obtenues sont équivalentes, < w′T ′ >= 0.01255 pour le calcul utilisant

les moyennes Eulériennes de notre filtre et 0.01248 pour la filière classique. De

même pour le coefficient noté τ , l’estimation par notre filtre donne τ = 0.220 et

le calcul classique τ = 0.211.

Cette première tentative de calcul des éléments des flux turbulents nous laisse

entrevoir plusieurs opportunités.

D’abord en fournissant des données caractérisant la turbulence et ses flux à
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haute cadence. Ensuite en proposant une méthode d’estimation et d’assimilation

de grandeurs turbulentes dans les modèles météorologiques de meso-échelle voire

hectométriques.

Ces volets techniques ne masquent pas les perspectives d’étude que nous pour-

rons mener avant tout dans le domaine des mathématiques appliquées.

Le chapitre 6 a donné les premiers éléments de l’étude du filtrage des processus

à champ moyen en particulier dans les dynamiques conditionnelles. Il conviendra

de terminer ce travail initié avec François Le Gland et poursuivre ces estimés

Lp par une étude du TCL associé, de la stabilité du filtre, des propriétés de

propagation du chaos, etc.

Dans le même temps, les processus déduits des systèmes d’acquisition généraux

mériteraient d’être étudiés en détail, notamment lors des couplages du processus

le long d’un chemin avec les dynamiques Lagrangiennes.

A plusieurs reprises dans ce travail, les algorithmes de filtrage par systèmes de

particules en interaction ont croisé diverses formes de filtres de Kalman. Il faudra

poursuivre l’interprétation du filtre de Kalman d’ensemble (EnKF) en terme de

processus à champ moyen de type McKean-Vlasov présentée à l’annexe A. Ce

travail commencé avec Pierre Del Moral doit conduire à des résultats limites sur

les EnKF et laisse entrevoir une nouvelle génération de filtres particulaires avec

une étape de sélection plus sous forme d’un processus de correction que d’un

processus de branchement classique, pour les cas non gaussiens.

Parallèlement à ce travail sur les EnKF qui doit permettre de filtrer des signaux

issus de la mécanique des fluides, les filtres de Kalman en interaction, introduits

dans Del Moral (2004), devraient également permettre de traiter des signaux ayant

des dynamiques à champ moyen. L’exemple montré à la fin du chapitre 9 en est

une première réalisation. Les états pilotés chacun par un Kalman apprennent le

champ moyen, l’ensemble des Kalman interagissent au travers de ce champ moyen

et dans l’étape de sélection. L’analyse mathématique de ces filtres est encore à

faire et permettra de compléter le travail effectué sur les EnKF.

Les algorithmes présentés au chapitre 6 pour traiter les processus avec divers

types de champ moyen ne sont pas les seuls. Les années qui viennent verront

arriver d’autres procédures pour prendre en compte les interactions de champ

moyen et conduire à de nouveaux filtres utilisables en mécanique des fluides qu’il

conviendra d’étudier et d’analyser.
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Annexe A

Filtrage Stochastique d’une

dynamique linéaire Gaussienne

Dans cette annexe, on rappelle les techniques existantes pour filtrer des proces-

sus régis essentiellement par des bruits de dynamique ou d’observation Gaussiens.

On note N (µ, σ) la mesure Gaussienne sur Rd de moyenne µ ∈ Rd et de matrice

de covariance σ ∈ Rd×d et

N (µ, σ)(dx) =
1

(2π)d/2
√

det(σ)
exp [−2−1(x− µ).σ−1.(x− µ)T ] dx

A.1 Le filtre de Kalman-Bucy

Cet estimateur est l’un des plus utilisé dans les sciences de l’ingénieur car il est

efficace et facile à mettre en œuvre, notamment sur les machines vectorielles. Dans

le cas du traitement du signal, le problème du filtrage consiste à estimer les lois

conditionnelles des états d’un signal par rapport à une séquence d’observations

partielles et bruitées. On l’a déjà évoqué, les états du Xn ne sont pas directement

atteints. Mais à chaque pas de temps n, on dispose d’une observation Yn de l’état

Xn.

On peut montrer que le filtre de Kalman pour une dynamique linéaire Gaus-

sienne à bruit d’observations Gaussiens est le prédicteur optimal et qu’il fournit

les lois conditionnelles : Loi(Xn | Y0, . . . , Yn−1) et Loi(Xn | Y0, . . . , Yn). Premier

du genre, c’est aussi l’archétype du filtre adaptatif qui apprend les paramètres au

fur et à mesure de l’arrivée des observations.
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Soit le couple signal/observation (Xn, Yn) supposé être une châıne de Markov

à valeurs dans Rp+q, et définie pour n ≥ 0 :






Xn = An.Xn−1 +Bn Wn

Yn = Cn.Xn +Dn Vn
Y0 = y0

(A.1)

Par hypothèse, les termes (An, Bn, Cn, Dn) sont des matrices déterministes,

les bruits Wn, et Vn sont des variables aléatoires Gaussiennes indépendantes. On

suppose qu’ils sont indépendants de la variable initiale X0, avec des matrices de

covariance respectivement Rw
n et Rv

n.

La variable initiale X0 est supposée de moyenne X0 = E(X0) et de matrice de

covariance P 0 = E((X0 − E(X0)) . (X0 − E(X0))
T ).

Le prédicteur est la mesure Gaussienne Loi(Xn | Y0, . . . , Yn−1) = N (Xn, P n).

Le filtre optimal est la mesure toujours Gaussienne Loi(Xn | Y0, . . . , Yn) =

N (X̂n, P̂n).

Les moyennes (Xn, X̂n) correspondent aux espérances conditionnelles

Xn = E(Xn | Y0, . . . , Yn−1) et X̂n = E(Xn | Y0, . . . , Yn)

Les matrices (P n, P̂n) représentent les matrices de covariance d’erreurs entre

les estimateurs conditionnels (Xn, X̂n) et le signal Xn observé

P n = E([Xn −Xn].[Xn −Xn]
T ) et P̂n = E([Xn − X̂n].[Xn − X̂n]

T )

On calcule récursivement, au fur et à mesure de l’arrivée des observations,

l’évolution des lois conditionnelles par deux étapes d’apprentissage

N (Xn, P n)
Mise à jour−−−−−−→ N (X̂n, P̂n)

Prédiction−−−−−→ N (Xn+1, P n+1) (A.2)

L’établissement des équations du filtre utilise le caractère linéaire et des pro-

priétés des lois Gaussiennes :

Xn+1 = E(An+1Xn +Bn+1Wn+1 | (Y0, . . . , Yn))
= An+1X̂n (A.3)

P n+1 = E[(An+1(Xn − X̂n) +Bn+1Wn+1).(An+1(Xn − X̂n) +Bn+1Wn+1)
T ]

= An+1.P̂n.A
T
n+1 +Bn+1 R

w
n+1 B

T
n+1 (A.4)
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Il est possible d’exprimer la différence (X̂n−Xn) comme X̂n−Xn = Gn (Yn−
Y n) avec une matrice Gn que l’on exprime par après et on a pour Y n :

Y n = E(Yn|(Y0, . . . , Yn−1)) = CnXn (A.5)

Gn est appelée la matrice de gain de Kalman. La forme X̂n−Xn = Gn(Yn−Y n)

suggère que la correction sera d’autant plus forte que l’erreur d’observation sera

grande, Gn agit donc comme une force de rappel.

Pour la calculer, on utilise

E((Xn − X̂n).(Yn − Y n)
T ) = 0 (A.6)

et

Yn − Y n = Cn(Xn −Xn) +DnVn (A.7)

Prenant les espérances, on obtient

E((Xn −Xn).(Yn − Y n)
T ) = Gn E((Yn − Y n).(Yn − Y n)

T ) (A.8)

Ensuite de

E((Xn −Xn).(Yn − Y n)
T )

= E((Xn −Xn).(Cn[Xn −Xn] + Vn)
T )

= P nC
T
n (A.9)

on déduit Gn = P nC
T
n (CnP nC

T
n +DnR

v
nD

T
n )
−1. Cette expression donne in fine

P̂n = P n −GnCnP n

Etabli, le filtre de Kalman tient en 5 équations.

2 pour l’étape de prédiction :

Xn+1 = An+1 X̂n

P n+1 = An+1 P̂n A
T
n+1 +Bn+1 R

w
n+1 B

T
n+1

et 3 pour l’étape de correction :

X̂n = Xn +Gn (Yn − CnXn )

Gn = P nC
T
n (CnP nC

T
n +DnR

v
nD

T
n )
−1

P̂n = P n −GnCnP n

Quand l’hypothèse de linéarité n’est pas vérifiée, mais que l’équation de dy-

namique est différentiable, il est possible de se ramener au cas précédent par une
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linéarisation. Ce filtre est alors appelé le Kalman étendu, nous ne le présentons pas

ici. L’estimateur de Kalman peut s’écrire de manière identique en temps continu,

et devient le filtre de Kalman-Bucy.

A.2 Filtres de Kalman en interaction

Un filtre de Kalman permet de suivre un état estimé X̂n et de transporter et

corriger la loi Gaussienne associée N (X̂n, P̂n) pour une dynamique linéaire Gaus-

sienne. Certains auteurs mettent en parallèle plusieurs filtres de Kalman pour aug-

menter l’exploration de l’espace des phases. Ils restituent alors des états moyens.

Dans Del Moral (2004) se trouve une amélioration des ces Kalman en parallèle,

par une hybridation des Kalman avec un filtre particulaire comme présenté au

chapitre 5. L’idée est de placer N > 0 filtres de Kalman en parallèle qui sont mis

en compétition dans une étape de sélection génétique. Les mieux placés seront fa-

vorisés en augmentant leur chance de donner des descendants, les moins adaptés

auront une chance plus grande de s’éteindre.

Les filtres de Kalman en interaction sont alors des algorithmes particulaires

où chaque particule est conjointement un état et une mesure Gaussienne.

On utilise le même modèle de dynamique A.1 avec le même jeu de notations.

Pour chaque particule, 1 ≤ i ≤ N , on note ξin = (ζ in, ν
i
n) où ζ

i
n est l’état dans

l’espace des phases et νin est la loi Gaussienne associée.

A l’étape initiale, on distribue les N états ζ i0 selon la loi η0 et les Gaussiennes

sont données par νi0 = N (mi
0, P

i
0) avec m

i
0 =

1
N

∑N
j=1 ζ

i
0 et P

i
0 =

1
N

∑N
j=1[ζ

i
0−mi

0]
2.

La n-ième étape de sélection se fait sur les particules ζ in avec le noyau de

sélection G̃(ζ in) qui est donné par :

G̃n(ζ
i
n) =

dN (Cn m
i
n , Cn P

i
n C

T +Rv
n)

dN (0, Rv
n)

(yn) (A.10)

Cette sélection génétique du type Sn,ηn(zn, ·) = G̃n(zn)δzn+[1−G̃n(zn)]Ψn(ηn)

choisit N particules que l’on note ξ̂in = (ζ̂ in, ν̂
i
n).

Pour l’étape de mutation, l’équation de dynamique de ce filtre particulaire est
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celle du filtre de Kalman et chaque particule ξ̂in évolue selon le filtre de Kalman

qui lui est propre avec les équations établies dans la section précédente.

On trouvera dans Del Moral (2004) une estimée d’erreur Lp de ces filtres de

Kalman en interaction en 1√
N
.

A.3 Filtre de Kalman d’ensemble

S’ils sont performants pour les systèmes linéaires ou linéarisables à bruits Gaus-

siens, ces filtres de Kalman souffrent d’un défaut numérique qui peut devenir ma-

jeur lorsque la dimension du vecteur d’état devient important (disons quelques

millions de composantes). En effet pour calculer la matrice de covariance, il faut

calculer et stocker une matrice ayant un nombre d’éléments carré du nombre de

dimension. Les méthodes particulaires pures ne souffrent pas de cette difficulté,

mais sont également coûteuses en temps de calcul par le nombre de particules

nécessaires à l’exploration des non-linéarités. Geir Evensen a développé et popu-

larisé dans les communautés des océanographes puis des météorologistes un filtre

intermédiaire qui ne demande pas d’inversion matricielle, qui permet d’utiliser

l’information d’un ensemble limité de filtres de Kalman, mais qui n’est pas aussi

performant qu’un filtre particulaire pur. Nous présentons ici le filtre de Kalman

d’ensemble d’Evensen.

A.3.1 Le Filtre de Kalman d’ensemble d’Evensen

On considère le système d’observation de l’état Xn ∈ Rd, avec d ≥ 1 :

{

Xn = An(Xn−1) +
√
Qn.Wn Wn ∼ N (0, 1)

Yn = Cn.Xn +
√
Rn.Vn Vn ∼ N (0, 1)

(A.11)

où A est cette fois une fonction non forcément linéaire de Xn.

L’algorithme numérique du filtre de Kalman d’ensemble à N > 0 éléments est

alors le suivant :

A l’étape initiale, on se donne P0 > 0 et on produit un ensemble de réalisations

(X̂1
0 , . . . X̂

N
0 ) i.i.d. avec N (0, P0)
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Pour tout i = 1 . . . N , et n ≥ 1 on a le système d’équations de l’EnKF :

X i
n = An(X̂

i
n−1) +

√

Qn.W
i
n W i

n ∼ N (0, 1)(A.12)

mN
n =

1

N

N∑

i=1

X i
n (A.13)

PN
n =

1

N − 1

N∑

i=1

(X i
n −mN

n )(X
i
n −mN

n )
T (A.14)

RN
n =

1

N

N∑

i=1

√

Rn.V
i
n.(
√

Rn.V
i
n)

T V i
n ∼ N (0, 1)(A.15)

GN
n = PN

n .C
T
n .(Cn.P

N
n .C

T
n +RN

n )
−1 (A.16)

Appliquant une correction de la même manière que peut le faire le filtre de

Kalman classique, les éléments de l’ensemble X̂ i
n évoluent selon :

X̂ i
n = X i

n +GN
n .
[
Yn − Cn.X

i
n +

√

Rn.V
i
n

]
(A.17)

Ces 6 équations constituent les étapes du filtre de Kalman d’Evensen.

Reprenant ce jeux d’équations si on s’intéresse au processus de correction il

évolue pour chaque élément selon :

X̂ i
n = An(X̂

i
n−1) +

√

Qn.W
i
n +GN

n .
[
Yn −Cn.An(X̂

i
n−1)−Cn.

√

Qn.W
i
n +

√

Rn.V
i
n

]

(A.18)

François Legland, Vu-Duc Tran et Valérie Monbet, Tran et al. (2006), ont

étudié la convergence du filtre de l’EnKF lorsque le nombre d’éléments devient

grand et montré pour la première fois des asymptotiques qui n’étaient subodorés

qu’heuristiquement par les météorologistes et océanographes, et une convergence

vers un processus qui n’est pas celui escompté par ce filtre. Pour notre part, on

peut proposer une interprétation différente à ce processus de filtrage.

A.3.2 Interprétation de l’EnKF par un filtrage de proces-

sus à champ moyen

L’équation sur l’évolution du processus de mise à jour A.18 suggère un proces-

sus de Markov non-linéaire avec une interprétation en champ moyen pour l’EnKF.

On note le processus de mise à jour Zn = X̂n pour simplifier la notation.
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Le processus de Markov Zn suit l’équation

Zn = An(Zn−1) +
√

Qn.Wn +GN
n .
[
Yn − Cn.An(Zn−1)− Cn.

√

Qn.Wn +
√

Rn.Vn
]

(A.19)

avec Gn = Pn C
T
n [Cn Pn C

T
n + Rn]

−1 et Rn = E
(
[An(Zn−1+

√
Qn Wn][An(Zn−1+√

Qn Wn]
T
)
et Rn = E

(
[
√
Rn Vn]

√
Rn V

T
n

)

Quand on utilise un système de N particules (Z i
n)1≤i≤N pour approcher la

dynamique de Zn, on regarde par exemple la moyenne empirique de Z i
n : Zn =

1
N

∑N
i=1 Z

i
n. Dans ce cas Zn = A(Zn−1) +Gn [Yn − Cn A(Zn−1)].

Si A est linéaire, on retrouve exactement l’estimateur de Kalman pour le pro-

cessus de correction. En tous les cas, l’estimation est exacte si le système d’ob-

servation (Xn, Yn) est linéaire Gaussien, et c’est le meilleur estimateur linéaire

sinon.

On peut remplacer dans le modèle de dynamique An(Zn−1)+
√
Qn.Wn par une

fonction plus générale Fn(Zn−1,Wn). On note ηn la loi de Zn, et on considère le

système observé
{

Zn = Fn(Zn−1,Wn)

Yn = E(Zn) + Vn
(A.20)

Gn est clairement un opérateur de champ moyen dépendant de ηn et le processus

de filtrage s’écrit

Zn = F (Zn−1,Wn) +Gn[Yn − CnF (Zn−1,Wn) − Vn] (A.21)

Le filtre de Kalman d’ensemble approche donc un processus de Markov non-

linéaire. Si A est linéaire l’approximation est exacte et on a ηNn = 1
N

∑N
i=1 δZin ∼

ηn = Loi(Zn). Ce processus de Markov possède une interprétation de McKean.

En effet F (Zn−1,Wn) correspond à l’étape de mutation du processus de filtrage

avec un noyau notéMn et Gn[Yn − CnF (Zn−1,Wn) − Vn] qui est un processus de

correction induit un noyau de sélection Kn,Yn,ηn−1 et on a le système dynamique

ηn = ηn−1 Kn,Yn,ηn−1 Mn (A.22)

issu de η0. Dans le cas de bruit gaussien,

Kn,Yn,ηn−1(x, dz) = exp(− [z − x−Gn(Yn − Cnx)]
2

2G2
nRn

) (A.23)

Ainsi le filtre de Kalman d’ensemble est un filtre de Kalman en interaction par

le champ moyen pour lequel on possède déjà des estimées Lp.
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L’EnKF pour un ensemble de particules grand est plus cher qu’un filtre par-

ticulaire basé sur le même modèle, mais pour un petit ensemble d’éléments le

filtre particulaire classique est plus risqué que le filtre d’ensemble conduit par un

processus de correction plutôt que de redistribution.



Annexe B

Tableaux des écarts entre les

vents de référence et filtrés

Nous présentons les tableaux des écarts entre un vent unidimensionnel qui

nous a servi de référence et les vents filtrés dans une série d’expérience où l’on a

fait varier le niveau de bruit et le nombre de particules.
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σ 100 200 300 400 500 600 700

3/2 0.30711 0.27740 0.28122 0.29011 0.28932 0.25754 0.26537

1 0.19175 0.20428 0.21818 0.20087 0.19060 0.20065 0.21703

1/2 0.09717 0.10932 0.11331 0.10194 0.10732 0.10663 0.09958

1/3 0.07303 0.07537 0.07250 0.07957 0.06743 0.06730 0.08317

1/4 0.05630 0.06502 0.05125 0.05458 0.05761 0.06104 0.05784

1/5 0.05209 0.04847 0.04409 0.04839 0.04421 0.04370 0.04998

1/7 0.04425 0.03805 0.03893 0.03905 0.03943 0.03806 0.04126
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σ 100 200 300 400 500 600 700

3/2 0.17189 0.12857 0.12436 0.14821 0.13494 0.10776 0.11442

1 0.06920 0.08465 0.09101 0.07887 0.06990 0.08776 0.08246

1/2 0.02527 0.03178 0.03244 0.02535 0.02555 0.02621 0.02792

1/3 0.01508 0.01624 0.01583 0.01690 0.01439 0.01438 0.01844

1/4 0.01126 0.01327 0.00972 0.01131 0.01262 0.01077 0.01271

1/5 0.01003 0.01044 0.00852 0.00926 0.00998 0.00919 0.01008

1/7 0.00868 0.00780 0.00799 0.00826 0.00806 0.00782 0.00861
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σ 100 200 300 400 500 600 700

3/2 0.38247 0.33575 0.30930 0.29681 0.31364 0.29849 0.33430

1 0.24579 0.21301 0.25296 0.25961 0.22383 0.25618 0.25201

1/2 0.17428 0.17944 0.16927 0.18324 0.17784 0.15755 0.16294

1/3 0.15155 0.14614 0.15570 0.16338 0.14141 0.14650 0.14398

1/4 0.13397 0.13238 0.11978 0.11419 0.11499 0.11702 0.13512

1/5 0.13607 0.12778 0.10635 0.10808 0.13793 0.14010 0.11273

1/7 0.12948 0.13751 0.12922 0.10158 0.09773 0.12232 0.10586
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σ 100 200 300 400 500 600 700

3/2 0.23629 0.18611 0.18113 0.15122 0.16523 0.15344 0.16557

1 0.10615 0.08359 0.11449 0.12216 0.09309 0.10956 0.10779

1/2 0.05815 0.06013 0.05365 0.06546 0.05812 0.04831 0.05222

1/3 0.04803 0.04218 0.05005 0.05403 0.04051 0.04289 0.03960

1/4 0.04009 0.03763 0.03113 0.02871 0.02914 0.02968 0.03652

1/5 0.04312 0.03508 0.02572 0.02634 0.04718 0.04234 0.02827

1/7 0.04729 0.06226 0.05080 0.02455 0.02309 0.03867 0.02838
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en
u
tilisan

t
le

m
o
d
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σet modèle 100 200 300 400 500 600 700

3/2 modèle exact 0.30711 0.27740 0.28122 0.29011 0.28932 0.25754 0.26537

3/2 sans fréquence 0.27574 0.29833 0.29434 0.27034 0.27095 0.26662 0.26991

3/2 sans champ moyen 0.29719 0.31863 0.31180 0.27026 0.22921 0.26564 0.32354

1/5 modèle exact 0.05630 0.06502 0.05125 0.05458 0.05761 0.06104 0.05784

1/5 sans fréquence 0.13335 0.13365 0.12797 0.12813 0.14814 0.12367 0.13408

1/5 sans champ moyen 0.05941 0.06225 0.05960 0.05987 0.05717 0.05452 0.06037
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σet modèle 100 200 300 400 500 600 700

3/2 modèle exact 0.17189 0.12857 0.12436 0.14821 0.13494 0.10776 0.11442

3/2 sans fréquence 0.12564 0.14677 0.14040 0.12080 0.13273 0.11051 0.12436

3/2 sans champ moyen 0.16312 0.16368 0.16129 0.12710 0.09688 0.11841 0.18795

1/5 modèle exact 0.01126 0.01327 0.00972 0.01131 0.01262 0.01077 0.01271

1/5 sans fréquence 0.03671 0.03598 0.03538 0.03480 0.04594 0.03198 0.03737

1/5 sans champ moyen 0.01124 0.01214 0.01142 0.01201 0.01122 0.01127 0.01133
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σet modèle 100 200 300 400 500 600 700

3/2 modèle exact 0.38247 0.33575 0.30931 0.29681 0.31365 0.29850 0.28431

3/2 sans fréquence 0.33909 0.27239 0.31440 0.29114 0.29109 0.30142 0.25129

3/2 sans champ moyen 0.32507 0.28290 0.30369 0.29215 0.35491 0.32162 0.31604

1/5 modèle exact 0.13397 0.13239 0.11978 0.11419 0.11500 0.11703 0.13513

1/5 sans fréquence 0.15807 0.12842 0.13008 0.12455 0.12176 0.12371 0.12754

1/5 sans champ moyen 0.16023 0.12320 0.11629 0.15075 0.12634 0.11391 0.12055
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èle

com
p
let,

le
m
o
d
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σet modèle 100 200 300 400 500 600 700

3/2 modèle exact 0.23629 0.18611 0.18113 0.15122 0.16523 0.15344 0.16557

3/2 sans fréquence 0.20296 0.12688 0.16732 0.14158 0.13935 0.15655 0.09883

3/2 sans champ moyen 0.17511 0.13450 0.15741 0.14507 0.20428 0.16276 0.18184

1/5 modèle exact 0.04009 0.03763 0.03113 0.02871 0.02914 0.02968 0.03652

1/5 sans fréquence 0.05770 0.03345 0.03593 0.03221 0.03113 0.03221 0.03288

1/5 sans champ moyen 0.05758 0.03309 0.02961 0.05150 0.03331 0.02922 0.03118
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donnée, modèle, σ 100 200 300 400 500 600 700

réel, exact, 3
2 0.38247 0.33575 0.30931 0.29681 0.31365 0.29850 0.28431

simulé, exact, 3
2 0.30711 0.27740 0.28122 0.29011 0.28932 0.25754 0.26537

réel, dégradé, 3
2 0.32507 0.28290 0.30369 0.29215 0.35491 0.32162 0.31604

simulé, dégradé, 3
2 0.29719 0.31863 0.31180 0.27026 0.22921 0.26564 0.32354

réel, exact, 1
5 0.13607 0.12779 0.10636 0.10809 0.13793 0.14010 0.11273

simulé, exact, 1
5 0.05209 0.04847 0.04409 0.04839 0.04421 0.04370 0.04998

réel, dégradé, 1
5 0.13395 0.11614 0.14318 0.10926 0.11553 0.10999 0.10804

simulé, dégradé, 1
5 0.05486 0.04924 0.04669 0.04848 0.04674 0.04163 0.05098
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donnée, modèle, σ 100 200 300 400 500 600 700

réel, exact, 3
2 0.23629 0.18611 0.18113 0.15122 0.16523 0.15344 0.15256

simulé, exact, 3
2 0.17189 0.12857 0.12436 0.14821 0.13494 0.10776 0.11442

réel, dégradé, 3
2 0.17511 0.13451 0.15741 0.14507 0.20428 0.16276 0.18185

simulé, dégradé, 3
2 0.16312 0.16368 0.16129 0.12710 0.09688 0.11841 0.18795

réel, exact, 1
5 0.04313 0.03509 0.02573 0.02634 0.04718 0.04235 0.02828

simulé, exact, 1
5 0.01003 0.01044 0.00852 0.00926 0.00998 0.00919 0.01008

réel, dégradé, 1
5 0.04072 0.02937 0.04716 0.02775 0.02895 0.02793 0.02649

simulé, dégradé, 1
5 0.01033 0.00953 0.00948 0.00994 0.00904 0.00857 0.01034
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Annexe C

Code Scilab Filtrage d’un vent

1D Simulé

Le vent est simulé puis filtré avec le modèle lagrangien simplifié de S.B. Pope,

le taux de dissipation turbulent εn est donné par la simulation d’un processus de

Lévy α-stable croissant que l’on dérive, le gradient de pression est la dérivée d’une

somme de sinusöıdes.

Le filtrage utilise l’algorithme proposé et couple les systèmes Lagrangiens, le

système d’observation et la trajectoire du capteur

//*************************************************** ..

.. *********************************************//

// Filtrage d’un vent simulé bruité artificiellement ..

.. par un filtre particulaire avec //

// une sélection génétique, et une exploration basée ..

.. sur le modèle de turbulence de S.B. Pope, //

// et une localisation sur le chemin ..

.. d’acquisition //

//*******************************************************..

..*****************************************

// Nettoyage préalable

clear;

stacksize(80000000);



Annexe C. Code Scilab Filtrage d’un vent 1D Simulé 291

// Répertoires de travail

HomeDir=’$HOME/Simu/Donnees/’;

//Chargement des fichiers

NomFic=’Vent_Simule_BB.txt’;

V_ref=fscanfMat(HomeDir+NomFic); // Vent de référence

// paramètres du filtre

Npart=100; // Nombre de particules

N=length(V_ref); // Longueur totale de l’échantillon

sigma_bruit=1/16; // sigma du bruit d’observation

rayon=1; // rayon de la boule de redistribution

//paramètres du modèle

dt=1/20.825; // pas de temps = 1/fréquence

sqdt=sqrt(dt); // pour ne calculer qu’une fois sqrt(dt)

C0=2.1; // C0 modèle de Pope = constante de Kolmogorov

C1=1/2+3/4*C0; // C1 modèle de Pope C1=1/2+3/4*C0

C2=3; // Coefficient d’interaction des moyennes locales

//construction du vent bruité

Y=V_ref+sigma_bruit*rand(N,1,’normal’);

//Affichage du Vent et du Vent bruité

xset("window",0);

absc=[1:N];

plot2d(absc,Y,[2]);

plot2d(absc,V_ref,[3]);

//********************************//

// Filtrage et Estimation du vent //

//********************************//

// initialisation des matrices

Xi=zeros(Npart,N);

Xid=zeros(Npart,N);

Vi_hat=zeros(Npart,N);

Vi=zeros(Npart,N);

Xi_hat=zeros(Npart,N);

PIs=zeros(Npart,N);
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Z=zeros(1,N);

Eps=zeros(1,N);

V_Fil_lisse=zeros(1,N);

// pour s= 2 on a besoin de :

Vi_hat(:,1)=ones(Npart,1)*Y(1)+sigma_bruit*rand(Npart,1,’normal’);

Vi_hat(:,2)=ones(Npart,1)*Y(2)+sigma_bruit*rand(Npart,1,’normal’);

Xi_hat(:,2)=0.1*rand(Npart,1,’normal’);

V_Fil_lisse(1,1)=Y(1);

V_Fil_lisse(1,2)=Y(2);

//Distribution initiales des particules

// Boucle sur le temps

for s=3:N

// MàJ des positions

Xi(:,s)=Xi_hat(:,s-1)+Vi_hat(:,s-1)*dt;

Xid(:,s)=Xi(:,s)+sqdt*rand(Npart,1,’normal’);

// 1ère sélection: on conditionne à rester dans la boule de taille rayon

// on redistribue sur le reste de manière uniforme

Hors=find(abs( Xid(:,s)-mean(Xi(:,s)) )>rayon);

Dans=find(abs( Xid(:,s)-mean(Xi(:,s)) )<=rayon);

if Hors<>[] then

indice=floor(1+length(Dans)*grand(1,length(Hors),’def’));

Xi(Hors,1:s)=Xi(Dans(indice),1:s);

Xid(Hors,1:s)=Xid(Dans(indice),1:s);

Vi_hat(Hors,1:s)=Vi_hat(Dans(indice),1:s);

end

// Mutation

// calcul des paramètres locaux

Z(s)=mean(Vi_hat(:,s-1)-Vi_hat(:,s-2));

Eps(s)=dt/C0*mean((Vi_hat(:,s-1)-Vi_hat(:,s-2))^2);

//Calcul du noyau de régularisation G^{\delta} = Gd

Gd=diag(0.5*ones(Npart,1));

for i=1:Npart-1
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for k=i+1:Npart

Gd(i,k)=exp(-C2*(Xid(i,s)-Xi(k,s))^2);

end

end

Gd=Gd+Gd’;

Gd=Gd./(sum(Gd,’c’)*ones(1,Npart));

// Moyenne locale régularisée

PIs(:,s)=Gd*Vi_hat(:,s-1);

// Energie cinétique turbulente (paramètre k)

K_hat=1/2*(Gd*(Vi_hat(:,s)-PIs(:,s))^2);

// Nouvelles vitesses

Vi(:,s)=Vi_hat(:,s-1)+Z(s)*dt-C1*Eps(s)./K_hat.*..

..(Vi_hat(:,s-1)-PIs(:,s))*dt+sqrt(C0*Eps(s))*sqdt..

..*rand(Npart,1,’normal’);

// Sélection à l’observation (code non optimisé)

G=exp(-(Y(s)*ones(Npart,1)-Vi(:,s))^2/(2*sigma_bruit^2));

F=cumsum(G/sum(G));

Rej=find(rand(Npart,1,’uniform’)>=G);

NRej=length(Rej);

Texpo=cumsum(-log(grand(1,NRej+1,’def’)));

Vexp=Texpo/Texpo(NRej+1);

Xi_hat(:,s)=Xid(:,s);

Vi_hat(:,s)=Vi(:,s);

for i=1:NRej

k=find(F>=Vexp(i));

Xi_hat(Rej(i),1:s)=Xid(k(1),1:s);

Vi_hat(Rej(i),1:s)=Vi(k(1),1:s);

end

// Fin boucle sur le temps

end
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// Lissage final des trajectoires

for i=3:s

V_Fil_lisse(i-1)=mean(Vi_hat(:,i));

end

//*******************************************************//

//*******************************************************//

// Affichage des résultats //

//*******************************************************//

//*******************************************************//

// Affichage des trajectoires

xset("window",1);

absc=[1:s];

plot2d(absc,V_Fil_lisse(1:s),[5]);

plot2d(absc,V_ref(1:s),[3])

titre="Vent original et filtré";

xtitle(titre, "", "") ;
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