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Introduction aux Modeles
Euler/Lagrange de S.B. Pope.



Modeles Euler/Lagrange de S.B. Pope.

-

9

-

Ce sont des modeles d’évolution (Lagrangiens) de
particules sans inertie, utilisant des moyennes locales
(Eulériennes).

A la base on retrouve des equations de Langevin.

La mise en forme de I'équation utilise des modeles
empiriques (Modele de Rotta pour les tensions de
Reynolds) et reste compatible avec I'équation de
Navier-Stokes.

On identifie certains termes par des comportements en
temps longs qui respectent les lois de Kolmogorov
(K41) pour la turbulence.

|
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Modeles Euler/Lagrange de S.B. Pope.
- -

# On considere que les particules dont le mouvement est
réqgit par ces modeles sont placées dans un fluide
obéissant aux équations de Navier-Stokes.

» On note U, , le champ de vitesse donné par :

0
(a T Ut,xv)'Ut,x = —Vp+ p. AU g dans (0t > 0,2 € R’

Upr = f(t,x)surdd, t>0,z¢€ RS
Uy = Up(z), x€R’

o |
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Modeles Euler/Lagrange de S.B. Pope.
- -

# On utilise la décomposition de Reynolds en mouvement
moyen et fluctuation pour une quantité Q :

Qt,x =< Q >tr Tqtx

® Leterme < @ >, signifie que 'on considere () comme

une v.a., que I'on dispose d'un espace de probabilite
(&€, F,P) et que I'on soit capable de calculer

<Q>tp= Jo Qrz(w) dP(w)

o Cette quantite < @) >, est donc la moyenne locale en
un point z au temps .

o |
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Modeles Euler/Lagrange de S.B. Pope.

f.o Pour une particule si on note z(xzg,t) sa position a T
I'instant ¢ sachant qu’elle était en x¢ a I'instant initial, on
appelle vitesse lagrangienne la quantité
Vi = U(z(xo,t),t).

# Les modeles de Pope sont relatifs a cette vitesse
agrangienne.

# Pour la turbulence homogene isotrope, il s’écrit:

I 3
dVy ==V, <p> dt—(§+100)%(vt— < v >) dt++/ CoerdWy
t

# Léquation de Langevin correspondante est:

av
L m% — Fpression T Ffrottement + Fuleatoire J
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Modeles Euler/Lagrange de S.B. Pope.
- -

# Malgre cette simplicité d’'apparence, ce modele est-Il
réaliste pour un fluide ?

o |
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Modeles Euler/Lagrange de S.B. Pope.

® Ou bien:

¥ Trajectoires de quelques Particules

Ecoulement autour d'un obstacle
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Modeles Euler/Lagrange de S.B. Pope.

$» OU encore.

% Trajectoires de queiques Particules

1.
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Modele de Pope discrétisé



Modele stochastique discreétise.

# On part du couple (position X}, vitesse V; ) que I'on
suppose markovien.

# On utilise les lois de Newton pour former le systeme:

dX; = Vi dt
dVy = FVy,...), t>0
Vo = o

® En discrétisant les vitesses en des temps ¢; = j.At,

Vj € Z et At > 0 est un pas de temps fixe,
on sépare les échelles.

o Lavitesse V,, s’écrit comme une vitesse de grande

échelle V,, plus un bruit correspondant aux structures
L sous-maille. J

Filtrage des vitesses d’'un fluide — Christophe Baehr — Mardi 5 Septembre 2006 — p. 11/43



Modele stochastique discreétise.

-

Pour modéliser les petites échelles, on va utiliser un
mouvement brownien.

Le systeme de base est alors :

(X, = X1+ Vo1 At+o, AWX
¢ Vi = F(Vp_t,.. ) At+G(Vp_1,...) AWY
Vo = wvo, Xo=2x9

Ce systeme serait celui de la vitesse V,, observée par
les positions X, des éléments de fluide.

|
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.

Modele stochastique discreétise.

-

La moyenne Eulérienne < p(U,, ) >= [ o(u)p¥"=(u)du
n'est pas bien posée relativement au Markov (X, V},).

On définit F(¢)(x) = [ ¢(v)p*¥»(x,v)dv et on fait une
approxma’uon fa|ble de F en régularisant par un noyau

// ) GOz — 2) pVn (2, 0) dado

On définit alors 1% (o) (z) & Es(o(V,)| X, = o) = Igiﬁf))gx))

Si (X%, V') 1<i<n sont les particules a l'instant n, alors

LN eV GA(X — X7)
LYV 1LG(XL-XE)

Filtrage des vitesses d’'un fluide — Christophe Baehr — Mardi 5 Septembre 2006 — p. 13/43

Iy (0) (X7) ~ Y (9)(Xy,) =



Modele stochastique discreétise.

-

On a maintenant les moyens d’identifier les parametres
du modele.

Pour mémoire:

AV, = -V, <p> At—Cli—”(Vn—Hg(Vn)(Xn)) At++/Coen AW,

avec k, = 13 [(V,, — 13 (V) (X)) (Xon)

Il faut voir -V, < p > comme une V.A. exogene que l'on
va enclore dans la variable E(Z,,).

Quand § — 0, on a E(AV,) =E(Z,).At
De méme pour ¢, on écrit: E(AV,,.AV,) = Cy.E(e,,).At

|
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-

Filtrage des vitesses d’'un fluide



Probleme de filtrage d’un fluide
-

Objectif: Estimer les composantes d’un fluide a l'aide
d’observations partielles et bruitées.

Modele de filtrage stochastique:

s Signal fluide &, = (X,,, V},) en champ moyen
conditionnel.

s Observations de vitesses bruitées ),,.

Probleme : Calculer la Loi(Xy, ..., X0, ..., Vn)

Modele a priori / Modele conditionné par I'observation

|
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Modele de filtrage d’un fluide.
- -

# Le systeme du fluide filtre :

,
X1 = Xp+VpAt+oXAWS
Vi1 = Vp+E(Z,|Yy...Y,)At

E Yo...Y,
Cl (5n|k2 n)

< fUG(S(X”—:E)]P’(X”’V”|Y0"’Yn)(d(:c,‘u))
[Vn T f1G5(Xn—a:)IP>(Xann|YO“'Yn>(d(a:,v))] At
+ VCoE(en|Yo ... Yy) AWY
Ve = H(Va)+ +o' W
avec

B fUG‘;(Z—:B)]P)(XTL’VMYO“'Y”)(d(x,v))
k f[w o f1G5(z—x)IP’(Xn’Vn|YO"'Yn)(d(az,v))

o |
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-

Modele de filtrage d’un fluide.
-

# Modele Stochastique de filirage.

On pose pour signal/observation:

X, = (X, Vp) Signal Fluide
Vn = hp(X,)+ Bruit Observation
— N——

=H(V,) ~N(0,0Y)

X,, est un Markov Conditionnel de loi de transition
My 11 5, avec 1y, = Loi(X,| V)

Pl (d(z,0)| (2, 1)) = Mpy1, (2, u),d(z,0))

|
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Modele de filtrage d’un fluide.
-

# La variance des bruits d’observation oY fournit la
resolution du signal fluide.

s o7 ~ 0 haute résolution avec peu de frottements dus
aux interactions de petites structures. En
observation parfaite, on obtient les équations du
fluide a résolution maximale :

{ Xpne1 = Xp+ VaAt 40X AWX

Vn+1 Vi + Z, At + mAWX

s o >> 0 faible résolution, prise en compte des
interactions de petites structures (sur des grandes
échelles). Sans les observations, on retrouve le
modéle de Pope discrétisé dans un milieu J
homogene.

Filtrage des vitesses d’'un fluide — Christophe Baehr — Mardi 5 Septembre 2006 — p. 19/43



L.ocalisation.

o N

o Filtrage de fluide localisé dans des régions B,,.
Filtre :

nB = Loi(X,|Xy € By, ..., Xy € By, V)
Prédicteur :
n+1 = LOi(Xn—I—l‘XO S BO) SRR Xn S Bn7 y(?)?/) — ﬁ?? Mn—l—l,ﬁﬁ

#® Modele de signal fluide localisé.

M 5 Brni1
B n+1,7,; Mn+1 B

en définissant
Bpy1 = {(z,v) : d(z,mn11) < R} OU mpy1 = [ 2 Nyt (do)
et le noyau de sélection
8B dy) = V()0 (dy) + 1 pe () 12U o
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Interpreétation particulaire.

o N

# On va alors utiliser un algorithme particulaire pour
estimer les parametres du fluide.

Filtre optimal = ( Prediction / Correction )

0

Filtre particulaire = ( Mutation / Sélection )

o Convergence par Arbres Généalogiques:
1 al N
— 00 .
N Z 5Iignes ancestrales(®) ™ LOZ(X(L e Xn‘y(), L 7yn)
1=1

cf P. Del Moral Feynman-Kac Formulee, Genealogical and
Interacting Particle Systems, Springer 2004

|
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Dynamique de la population.

o N

o [ étape de sélection
X?:L-L _ (X;sz VT%) Sélec’[ion>

X! = (Xt V) utilise le noyau
Gn(VY) =€ 2%

# C’est une sélection génétique, donc on garde (X!, V)
avec la probabilité G,,(V!) et on redistribue sur le
paquet avec 1 — G, (V) selon

N N Gn(V
%(% ijl 5%{) - Zj:l S é;n()v,f)(Sva

» On estime alors les paramétres locaux (E(Z,|X.P», yi),

E(e,| X5 Y1) ) par des moyennes sur les incréments
de vitesses des particules sélectionnées. J

Filtrage des vitesses d’'un fluide — Christophe Baehr — Mardi 5 Septembre 2006 — p. 22/43



Dynamique de la population.

o N

# Pour chaqgue particule on calcule la vitesse moyenne
locale approchée par

> VAGO(X — X3)
>po LGA(XE — XF)

# Leétape de mutation coincide avec celle du signal fluide
en champ moyen localisé :

I (Vi) (X5) =

X — (X v Motiay - 5 Tl i (i i
n_( n’ n) T tn+1 n—l—l_( n+1: n—l—l)

avec BY. | centrée en m?, | = [an, | (dz)

o |
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Applications a des mesures
réelles bruitées artificiellement



Applications sur vent réel

o N

Exemple 1- Vent réel échantillonné a 25 Hz avec bruits
blancs artificiels.

-6.5 T T 7 T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
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Applications sur vent réel

o N

Exemple 1- Vent réel échantillonné a 25 Hz avec bruits
blancs artificiels.

-6.5 T T 7 T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
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Applications sur vent réel

o N

Exemple 1- Vent réel échantillonné a 25 Hz avec bruits
blancs artificiels.

-6.5 T T 7 T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
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Applications sur vent réel

o N

Filtrage particulaire avec sélection genétique, 700
particules.




Applications sur vent réel

-

Zoom sur le graphique précédent.




Applications sur vent réel

o N

Spectres des puissances vent réel, bruité et filtré.
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o |
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Applications sur vent réel

o N

Restitution des parametres déduits du modele.
Le gradient de pression moyen local.

o |
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Applications sur vent réel

o N

Restitution des parametres déduits du modele.
Le vent moyen local.

i T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
o 500 1000 1500 2000 2500 3000
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Applications sur vent réel

o N

Restitution des parametres déduits du modele.
Les fluctuations moyennes locales.

-0.06 —
-0.08 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1] 500 4000 1500 2000 2500 3000
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Applications sur vent réel

-

Restitution des parametres déduits du modele.
Le taux de dissipation turbulente.

T T T T T T T T T T T T
0 2000 2500 3000
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Applications sur vent réel

o N

Restitution des parametres déduits du modele.
Le log-histogramme des fluctuations.

-5
L] -4 ) =9 < 0 1 2 3 4 5
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Applications sur vent réel

fExemple 2- Vent 2D reel avec bruit gaussien fonction de la T
variance du signal.

Le bruit est fonction de la turbulence.

Données du 26 Juillet 2006, a 19h20 échantillonnées a
5Hz.

Algorithme particulaire utilisant 300 particules.

o |
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-

Applications sur vent réel
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Composante U du vent
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Applications sur vent réel

DSP U du vent
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Et maintenant ...

-

La méthode particulaire est pertinente pour les vents
mesures au sol.

|| faut travailler sur les erreurs dans les diverses
approximations que l'on a faite.

On va utiliser un modele plus réaliste pour la turbulence
atmospheérique.

Une campagne de mesure en cours pour valider
I'utilisation du modele stratifié sur des cas rééls.

Maintenant, on a la methodologie pour les mesures
iIndirectes aéroportees.

|
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Je vous remercie pour votre attention.
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Annexe.
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Modele de turbulence stratifié.

o N

Modele de Das & Durbin
01 Et

Wiy = —Vip— 2V, — V).t
2 &
__ 4V 1
+«be—1)WW—WV0.dj?ﬁ+40@@pd3ﬁ
aw, = d, — ZE G, — ).t
2
+(1 — Csp).B..(0; — 0,).dt + (Co.e1)2dBY
_ Ot e _
wt=:M%—«xw—§5éwr4mdt

__ db |
L_ -4m—wmﬁfﬁ+w@mﬂ _J
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Calcul du terme de Pression.

o N

Le terme de pression peut étre calculé par I'équation de

Poisson:
0% < U'UY >
A<p>=- ZZ Ox; Oz,
1=1 1=1

o |
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