&=»

B. Després
(CEA-DAM-
DIF, F-91297,

Arpajon,
France
ens. Paris
VI/JLL)
avec D. Lucor
(UuPMC,
LMM) et G.
Poette
(PhD CEA-
DIF)

Propagation d'incertitude intrusive pour les
systemes hyperboliques
Rencontre Météo/Math Appli
sur les Incertitudes

B. Després (CEA-DAM-DIF, F-91297, Arpajon, France
ens. Paris VI/JLL)
avec D. Lucor (UPMC, LMM) et G. Poette (PhD CEA-DIF)

CEA-DIF

26 mars 2009

:
Propagation d’incertitude intrusive pour les systemes hyperboliques Rencontre Météo/Math Appli sur p. 1 /29



Pourquoi faire de la “Propagation d’'Incertitudes” 7

&=»

trie). La technologie le permet.

@ Sujet émergeant au niveau des applications (physique, indus
= o

Introduction

@ e suppose que la mesure de probabilité est une donnée (bases de données physiques) Par exemple :

_ (6=
dP = dg, dP =e % de,
Anal
Base de donnees ‘ nalyse et
@’Incertitudes u(0:5) u(T;&) depouillement des resuliats

at=0

Determination des pdf
u’(t)=f(u,...)

EDP, EDO
Propagation des incertitudes

dP=w(&)dE

:
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Introduction

Mécanique des fluides compressibles (MMC)

Exemple physique principal : le systéme de la dynamique des gaz compressibles non visqueux

Atp + Ox(pu) =0,

Be(pu) + Ox(p? +p) =0, p=(y— l)ps
Ot(pe) + Ox(pue + pu) =0, e=c¢ +

9t(pS) + 0x(puS) < 0, S= 7p|°g(6p 7).

On peut considérer que notre étude est dans la ligne des références suivantes

@ N. Wiener, The homogeneous chaos, 1938.

@ G. Lin, C-H. Su, and G. E. Karniadakis, Predicting shock dynamics in the presence of

uncertainties, JCP 2006.

@ Y. Yu, M. Zhao, T. Lee, N. Pestiau, W. Bo, J. Glimm, J.W. Grove, Uncertainty quantification for

chaotic computational fluid dynamics, JCP 2006.

Les incertitudes sont sur les conditions initiales, les conditions aux bords, les coefficients matériels, voire

méme diies des bifurcations chaotiques
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Approche par moments

=l

On part d’un systéme de lois de conservation général
8:U + 0xf(U) + 9y g(U) =" 0", U= U(t, x,€) € R".

@ On commence par construire une famille de polynomes orthogonaux pour la mesure de probabilité
Introduction dP = w(§)d¢

[ eo@ea@w(€)de = 5.

@ Méthodes de moments U(&) = Zp Upwp(&) avec des polyndmes orthonormés pour

Up(e,x) = [ Ut x, pp(Owle)de.
Puis on fait évoluer le probleme, c'est a dire qu'on détermine des lois d’évolution pour les moments
Up = Up(t, x), 0<p<P.

@ On postule que c'est assez précis des que P est assez grand.
Les nombres d'inconnues est passé de n a n X (1 + P).

@ En pratique on utilise des points de quadrature. Dans notre cas nous sur-échantillonons pour avoir
des intégrales “exactes”.
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Reconstruction de U

&=»

@ Une approche classique consiste 3 se donner une entropie, c’est 3 dire une fonction strictement
convexe. Dans I'approche statistique (reconstruction d'une information dégradée) on prendra
I'entropie de I'information

s(U) = Ulog U — U (s’(U) = log u) .

On cherchera la fonction U qui minimise I'entropie, s(U)d§ < fs(U)d§ pour tout U, les moments
étant donnés

Introduction [ v©ep@mede = v, 0<p <P

Le minimum (si il existe) est unique. C'est aussi le point critique du Lagrangien
LT = [ s~ 3 o [ UeenteImerde — Up)
)

D’ou la formule de représentation
’ /—1 A
SWU) = 3 Apep(€) <= U= ()1 [ 32 Apop(©) | = eXpsp Aeepl®),
p<P p<P
@ Du point de vue des numériciens on peut préférer
1
s(U) = = U2,
2
Auquel cas on retrouve la formule bien connue d'approximation par moindre carrés

U= 3" Xpep(&) = 3 Upwp(£)-

p<P p<P

:
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Introduction

Vademecum de théorie hyperbolique

@ Le systeme de lois de conservation
8:U + 0xf(U) = 0 ot U(x, t) € RN.
est hyperbolique, c’est a dire bien posé (les petites perturbations réguliéres sont stables), ssi
A=vFU) e RVN
est diagonalisable dans R (valeurs propres et vecteurs propres réels). Du point de vue des EDP, il est

hors de question d'avoir un systéme non hyperbolique.
@ La fonction U +— s(U) € R est une entropie ssi il existe un flux d’entropie U — g(U) € R

Vg(U) = Vs(U)VF(U) et V25(U) = (V2s(U))" > 0.

Pour une solution U réguliere, alors 9;s(U) + 9xg(U) = (Vs(U), 8:U + VF(U)dxU) = 0.

Théoreme
Godunov Un systéme avec une entropie est hyperbolique.

Exemple physique principal : le systéeme de la dynamique des gaz compressibles non visqueux

dtp + Ox(pu) =0,

Be(pu) + Ox(pu® +p) =0,  p=(y —1)pe
Ot(pe) + Ox(pue + pu) =0, e=¢e+ %uz,
0t(pS) + Ox(puS) < 0, S = —plog(ep™ 7).

:
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[llustration sur un exemple simple

Soit le p-systeme en coordonnées lagrangiennes qui est hyperbolique

Ot — Omu = 0, . ap
Oeu+ Omp(r) = O hyperbolique et 5% < 0 avec la fermeture p(7).
Une loi de pression admissible est p = L= p2 qui est le carré de la densité.

5 =
P
Appliquons la méthode.
Introduction

] (¢x)kefo,...,py Base L /mesure uniforme sur [—1, 1], dP(§) = %dg.

P
@ On développe 7, u: T = z Tk Pk avec Ty = /T(l&de. On obtient le systéme

k=0
7o up
Ot — Om =0,
TP up
uop Po
on + Om =0.
up PP

@ 1y a 2 conditions nécessaires d’hyperbolicité pour le grand systéme
Op:
(CNy) A;j = 8—% <0 et (CNo) > Tkek > 0.
k=0

La satisfaction de ces conditions nécessaires de stabilité dépend de la fermeture.
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Debusshere et al. propose plusieurs fagons pour traiter les non linéarités :

P
1) mp=1= > mi7pkcij ki = 0, VI € {0,...,P}.
irj k=0
2.) Taylor de p au voisinage de 79 : p = JZ ~ Jf - 2:33 + ..
T 3 73
Introduction

P
3.) Witteveen et al. py (7o, ..., 7p) = /p ST i) | i()dP(e), vk € {o,
1=0

o= 5 1) 2) 3)
P = hyperbolique faiblement hyperbolique hyperbolique

P =2 hyperbolique faiblement hyperbolique ?

VP ? ? ?

p(7) = —In(7) 1) 2.) 3)
P=1 Non applicable faiblement hyperbolique hyperbolique

P =2 Non applicable faiblement hyperbolique ?

VP Non applicable ? ?

:
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Problemes numériques

Les solutions numériques naturelles sont discontinues.
Soit un probléeme de Riemann avec incertitudes sur la position initiale de la discontinuité

Atp + Ox(pu)
de(pu) + Ox(pu® + p) = 0 =(v—1)pe
dt(pe) + Ox(pue + pu) =0, e=¢e+ %uz.

©

Introduction

X i i)
o, 61008 3 samples: ot 65 P
0o jg7e «(u%j oo " G S bl 1
st B osf e
o7 B o7t e
o5t B ost 4
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o
07k
1o 06 06
s
o 04 F Hoa
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H oos 02 (05,0, qe2
o4 + 006 Nt 1o
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02 H oo
ot o 04 04
T or oz o3 o7 o3 os o7 o s 1 S =s os -4 oz ¢ o0z o4 o o3 |

La premiére approximation est négative pour la densité : c’est le phénoméne de Gibbs.
Le calcul ne démarre pas.
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Plus subtil

&=»

Considérons une donnée initiale compressive mais continue pour I'équation de Burgers
1, 2
Oru + Eaxu =0

avec incertitude sur la position initiale
Introduction b sy —

Several realizations of the
uncertain position of u
4 (uniform law)

Time evolution of ]
(.t — 0)

o o5 T 15 2 25 3 o o5 T i 2 B 3

[ lt=o0.00

Analytical solution u(0.5,0.09,£) ]
- 5% order stochastic Galerkin gPC

T o 06 o4 02 0 02 o0s os os 1 T s e o4 0z 0 02 o0& os  ox 1
€ £

La premiere approximation est positive : le calcul démarre. Mais au bout d'un certain temps, une
discontinuité apparait dans I'espace £. Le calcul s'arréte car la quantité d'intérét devient négative et pert
tout sens physique.

On a un phénoméne de Gibbs en &, car on utilise un méthode de type Galerkin dans la variable &.

:
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Troncature de systemes de lois de conservation
hyperboliques

=l

Nous considérons la projection de type Galerkin

80U+ 8xF(U) =0,  U(x,t) € RN+
Cadre
théorique avec

®0(&) ®o(&)
U(x, t) = /U(X» t; €) w(€)dg  F(U) =/f(U(X, t; €)) dw(€)dg.
on(8) on(8)

On rappelle que les polynémes ¢j(§) sont les polynémes orthogonaux pour le produit scalaire associé a la
mesure de probabilité

[ eit©renemerde = .

Il faut fermer ce systéme. Pour u(t, x; £) = ZQ’:O up(x, t)ép(€) on parle de systeme intrusif. C'est
I"approximation de Galerkin classique.

:
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Cadre
théorique

La variable adjointe

Nous faisons un paralléle entre la détermination de bons systemes d'EDP pour la propagation d'incertitudes
et les méthodes de moments bien connues en modélisation (passage cinétique-fluide).
Les moments étant donnés

1
[ ueode = .

nous décidons que la fonction u minimise intégrale en & I'entropie du systeme de départ
S(u) = /s(u)d&

On reformule sous la forme du minimum d’une fonctionelle strictement convexe, a I'aide du Lagrangien
N 1
L(u, A) = J(u) + A - Fu) = /s(u) “3 (/0 u(€)pp(€)de — up) .
p=0

Les conditions d’optimalité sont

(Vul, @) = [ Vs(u) & — SN g Ap f§ Gop(€)dE =0, V@,
Vapl = Jg u(€)pp(€)dE — 1p = 0.

Notons que la premiére équation est équivalente a

N
v = Z Ap#’p(s)'
p=0

:
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Le systeme stochastique tronqué (=IPMM)

La variable adjointe v = Vs(u) est un polydme en &

Cadre N
théorique v(t, x; §) = Z vp(x, t)$p (&)

p=0

avec par ailleurs le méme systéme d'EDP

(&) 0(€)
5 / uote) [ ) weyde + Bx/f(u(x, sen ) dw(e)de =o.
on(8) on(E)

. 2 J . . .
Si s(u) = % alors v = u et on retrouve la méthode intrusive classique.

:
Propagation d’incertitude intrusive pour les systéemes hyperboliques Rencontre Météo/Math Appli sur p. 13 / 29



Hyperbolicité

OB
Théoréme
Le systéme tronqué est bien posé (hyperbolique).
Muller-Ruggieri, Boillat, Liu-Levermore-Cheng, ..., < 1994.

Cadre Preuve : si le systeme tronqué posséde une entropie strictement convexe, alors il est hyperbolique. Soient

théorique

S(Up) = [ stulvlx, 6 N)w(ede et 6(Up) = [ alutvix, & )w(e)de.
Alors
01S(Up) + 0x6(Up) = [ vix 1) (Oeu + Vb w()de = [ vOru w(©)de + [ vorf(w) w(€)de

= S vl ( [ én©0cu werde + [ om0t w(s)ds) —o.

Par ailleurs S est strictement convexe. CQFD.
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Mise en
oeuvre

Mise en oeuvre numérique et traitement des
non-linéarités
On utilise un schéma de VF standard

x «
Ukttt gk =T
i i, s 2 _,

At Ax

On suppose que au début du pas de temps, on connait les coefficients ij’k, 0< p<N, Vjetles

moments de ujk.
Plusieurs problémes se posent :

a) Quel schéma pour le flux f_k 1 7 De type Roe, autre?
i+3

b) Comment calculer le pas de temps At (CFL)? Grace au théoréme d’entrelacement
pour les modéles de moments

N ym max At <1

N ax
= M= <u<ut Au*§u§u+E

\min LA@)€ AR A

max
u— <u<u <A A

c) Comment calculer v a partir des moments de u, vjN’k+1(§) = 22’:0 v;vj‘-k+l¢p(§),

4 partir de pf T = /g u(vf ) Gp(€), 0< p < N7

En pratique on doit déterminer (a chaque pas de temps k + 1 et dans chaque maille
Jj) N + 1 nombres en résolvant N + 1 équations non linéaires.

:
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Calcul des coefficients de v par minimisation

C’est I'étape clef pour la mise en oeuvre. On suppose que la valeur des moments UKHL est connue au pas

de temps k + 1. Dans chaque maille, on cherche les coefficients \; tels que
k+1
V=3 M) et /§ W(V(€)bp(€) = .
i

Soit la transformée de Legendre de |'entropie

Mise en
oeuvre

$*(V) = = (UM, V) + (u(v), V) = S(u(V).
Alors on a le résultat classique $*(V) < S*(W) VW. Cela vient de
VwS* (W) = —U L UW) + Vi UW)W — YV U(W) V ;i S(U(W))
N e’
w

—Uktt L y(w) =o.

Donc la détermination de V revient a la minimisation d'une fonctionelle strictement convexe. C'est un
probleme bien connu, pour lequel un grand nombre d'algoithmes efficaces existe.

:
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Méthode de Newton

En pratique on utilise

~Sun+ [ <u( 2o (€)) X (Z «p,-(&)) (02 Ay24(6) ) W(€)dE.
j J

La méthode de descente le long du gradient est
Mise en

oeuvre 1 _
AL AT _avsF(A\Y), 0<a<l1.

La méthode de Newton est bien plus efficace

AT =27 o (V25F(A9)) T VS (), 0<a <l

:
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Description de I'algorithme

Début de pas de temps t”

=
ug i = / u(D v i) rdP.
) 2,

Résolution d'un systeme de taille size n x (P +1) : uj ; — uﬂ*].l
N
AT + A =0. Commun
At u”+.1 — . Ax * *
P.j P.j /fd dpdP — /r;, ¢dpdP
E ion d'intégrales : méthodes standard de quadrature numérique avec CIM
N
Mise en fog = /fg* BrdP = > wif] (&) bu(&r)-
oeuvre I I I =0 I I I
Calcul de V’.”+ = (vé"*,' AR v;',*'/ )t depuis U/,'H' = (ug*" AR u;’,+i )?
Minimisation d'une fonctionnelle convexe S*(V) = — <Ui"+17 V> + (U(V), V) — S(U(V)). Spécifique
Sk Lkt
vkl _ gk =1k Kk
Newton (convergence quadratique) v el v X TEAVOTV )13 a IPMM
'HV+ — VA < epewr =107 77,
- avec V/ pour "guess”.
Fin du pas de temps t"" *

Exemple de Burgers (cas-test discontinu) P = 5.

CIM IPMM rate=CIM/IPMM
temps CPU (t € [0, T = 0.09]) 24 s. 55 s. 0.436
L?(Q)—Norme de I'erreur pour (x, t) fixés 0.028122 0.003855 7.293

IPMM vs CIM = temps CPU X2 avec précision X7 sur cas-test discontinu.
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Ce:] Equation de Burgers' equation avec IPMM, v = ZE:O VikPk

2
@ Burgers non visqueux : dru + Ox 5 =0.

@ Choix de I'entropie :
2

so(u) = ”7 v(u)=u
sw) = —In(u—u_) V(o) = — 52—
so(u) = —In(u—u_)—In(uy —u) v(u)= 7# t o=

@ Choix de uy et u_ — contrdle du domaine de définition de u(v).

14 ‘f pry—
HEH e
1
1 12
Time evolution of 4 1w
Résultats : u(z,t,£=0) )
B q ¢ Analytical
urgers Pesg
1 & — u(1.5,0.09, &)
4
4 2
0 Il Il Il Il Il o
0 05 1 15 2 25 3

@ Pour tous les exemples numériques, on prend la loi uniforme

dP =dg, - <g<¢gl.

:
Propagation d’incertitude intrusive pour les systemes hyperboliques Rencontre Météo/Math Appli sur p. 19 / 29



Equation de Burgers non visqueuse incertaine en 2D stochastique (1/2)

a0 e

14
12
R 1(8]
Koy = Ko+ 00§ ¢
2 N
0
Ki=Ki+a
19!
) hal x
Résultats : 47
Burgers g““l‘:‘:‘:&b‘

s
"“
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P-Convergence on IC,

Ce] log of the error for the mean, t=0.06 log of the error for the std, t=0.06

0.01 1 E
‘ ‘ sb— PC }500 c‘ells) + ‘ ‘ sb— PC }500 c‘ells +o-
—— IPMM (500 cells, IPMM (500 cells,
¥ sG-gPC (1000 cells)  * ¥ sG-gPC (1000 cells)  *
0001 - TPMM (1000 cells ] o1k TP (1000 cells ,
. sG-ﬁ}’C 2000 cells) — * SG_E/[PC 2000 cells)  *¥ -
TPMM (2000 cells) —— X TPMM (2000 cells) —— -
le=04 | E 001 £ E
1e=05 - M 1 0001 | E
)‘i"* I S e e 7
S :
le=06 Xuyy E le-04 £ -
XXX X oxoww gy ’
le=07 I I I I I 1e=05 I I I I I ]
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 E
P P
Résultats : o log of the L*(€2)-norm of the error at fixed x=1.4 and t=0.06
Burgers TExx ! ! ! GoPC }5006‘3]]S + Error for the mean and the std on the
sgl"pc’“l?;%ﬁi}}:% X whole spatial domain at t=0.06
¥ 1P] M§]OOO cells,
¥ SGEEbC (000 ce]]s; *
X ¥ TPMM (2000 cells.
0.01 F El
—— pour x = 1.4, t = O.OGPfixés
2
o - 1 ecm = [ (wesl £,6) = X witx, 0)4(6)) 4P (€)
. i=0 p
2
erpns = [ (vex(x, £,€) = w3 v, 1)04(€)) *4P(€)
i=0
le—04 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30
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Dynamique des gaz compressibles

Systeme de la dynamique des gaz compressibles en 2D d'espace :

dtp + Ox(pu) + dy(pv) = 0,

de(pu) + Ox(pu? + p) + By (pvu) =0,
dt(pv) + Ox(pvu) + 8y (pv? + p) =0,
t(pe) + Ox(pue + pu) + dy(pve + pv) =0,

avec une fermeture de type gaz parfait : p = (v — 1)pe.
@ Entropie pour ce systéme

(pu)® + (pv)? ).

s(p, pu, pv, pe) = —plog(er?) = —pin (p“’(ﬂe - 2

@ Expression des variables en fonction de la variable adjointe V' = (v, va, v3, v4)*.

2y vg—2vg In(—vg)—2vg y—vp%—v3?

2 —1
Systeme des e (=1
gaz 2vy vg—2vg In(—vg)—2vy 77\/227\/22
compressibles p(V) _Y,. 2va(v—1)
pu(V) _ va 2 2
ov(V) = y 2vi vg—2vg In(—vg)—2vg v—w " —v
pe(V) 773e 2vg(v—1)
2 2
2 >, 2vivg—2v4 In(—vg)—2v4 y—vp°—v3
Vo +v3 — 2w e 2va(v—1)
2v,

=> La positivité de la densité de masse p est assurée y compris lorsque V est un polyndme.
@ Schéma Lagrange+Projection d'ordre élevé avec splitting directionel.

:
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Incertitude sur la position de l'interface 2D

mean of p,t=0 -+ std of p. t=0

| 4 I Ig
09 35 09 14
08 3 08 12
i 8 v §!
- 08
65 B, I IS
s 8 s B
04 ; 04 P

03 03

02 02

01 01

0 0

0 010203040506070809 1 0 010203 0405060708091
mean of p, t=0.362 - -~ - std of p, t=0.362

1 16
09 14
Systeme des 08 :1
gaz 01 08
compressibles 08 06
05 04
02
04 I

03

02

01

. 0 0

0 010203 040506070809 1 0 010203 0405060708091
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Introduction

Cadre
théorique

Mise en

oeuvre
avec

Résultats :
Burgers

Systeme des
gaz
compressibles
Incertitudes

sur les
coefficients

Conclusion

Incertitudes par rapport aux coefficients

dtp + Ox(pu) =0,
Bt(pu) + Ox(pr? +p) =0, p=(v— 1)95
Or(pe) + Ox(pue + pu) =0, e=ec+3

Ot(pS) + 9« (puS) <0, S= —plog(sp 7).

v =(§)-

=] =

= A
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Incertitudes
sur les
coefficients

Dynamique des gaz compressibles : tube a choc de Sod incertain

T 5T T o
] el e 5
ool o8 ook ’ 0012
- J o
Jom oot
orf
Hor oous
ool Jos
vono
ost J oo
15 oant
04 hoe
0sl A oos 0002
J o
02k o
o
\
o1 L L L 002 —0.002
interf TeT 07 03 03 05 65 o7 o5 es 1 d
interface x
T 0 o
oo -t
o8 o —2e-1¢ 08 7 o002
orl {sene or |
1 ooors
ool , oo}
ost 1 osh
{ ooor
oal , osf
ol 1 oaf 1 ooo0s
o2l oz f
o1 ot o 0
5 0 eT e o3 0% 05 es o7 o 0w 1 oo 07 03 oi w5 s 07 os os 1
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Dynamique des gaz compressibles 2D : v incertain

Moyenne de p, t =0 ----+ Moyenne de p, t = 0.14 -----
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v =1.440.25 = 1.4 + 0.25¢, ¢ e-1,1],
ordre polynomial N = 5, intégration numérique P = 2¢ — 1 > N,
100X100 mailles, temps final=0.14, interface initialement en R = 0.5.
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Incertitudes
sur les
coefficients

Euler 2D + interface Karunen-Loeve 3D : 4 x 20 = 80 ddl/maille
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Euler 2D : Karunen-Loeve pour l'interface (3D)
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Conclusion

e La théorie des moments (passage cinétique-fluide, extended rational thermodynamics) offre un cadre bien
posé pour la propagation d'incertitudes pour les systemes hyperboliques.
Plein de problemes ouverts.

e Pour la propagation d'incertitudes, |'approche intrusive revient a minimiser une succession de problémes
gentils
Intrusif : 0=ty <t <tp<---<typ=Tpourtout§ =&1,&, - .

Cela peut se révéler compétitif par rapport a I'approche non intrusive qui cherchera plutét a minimser un
probleme final éventuellement méchant, c’est a dire mal conditionné

Non intrusif : t, = T pour tout £ = &1,&2, - .

Cela dépendra in fine du probléme considéré.
e L'extension a des opérateurs de diffusion thermique ne pose pas de probléme conceptuel. Pour les

algorithmes c'est ouvert.

9tp + Ox(pu) =0,
Be(pu) + Ox(pu? + p) = 0, p=(v—1pe
dt(pe) + Ox(pue + pu) = Ix(Ke(p, T)OxT).

Conclusion ® Le probleme des grandes dimensions reste a traiter. On s'oriente vers |utilisation de grilles creuses.
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