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INTRODUCTION

Cet article constitue le développement d'une conférence donnée au Centre
for Applied Statistics de 1'Université de Lancaster (Royaume-Uni), en mai 1984.

IT s'inscrit dans le cadre de 1'A.T.P.-C.N.R.S. "Comparaisons internatio-
nales" développée conjointement par ce Centre et le Laboratoire de Statistique
et Probabilités de 1'Université Paul Sabatier de Toulouse.

L'objectif de 1'article est d'expliciter le principe des représentations
graphiques en Analyses des Correspondances (simples et multiples) et, plus par-
ticulierement, de faire le 1ien entre les représentations graphiques associées
a un tableau de données qualitatives multidimensionnelles, selon que 1'on utilise
1'Analyse des Correspondances sur tableau disjonctif complet, la méme méthode sur

tableau de BURT, ou Ta généralisation de 1'Analyse Canonique proposée par J.D.
CARROLL.

L'explicitation de ces diverses représentations graphiques nous parait
fondamentale si 1'on veut d'une part étre en mesure de choisir la méthode Ta plus
appropriée pour traiter un probléme donné, d'autre part interpréter le plus
correctement possible les sorties graphiques de chaque méthode.

Nota : Tous les graphiques ont été réalisés sur des axes orthonormés munis de
la méme échelle, a 1'exception des deux graphiques du paragraphe 1. .
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1. RAPPELS SUR L'ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

L'objet de ce paragraphe est de rappeler les résultats de 1'Analyse en
Composantes Principales (A.C.P.) nécessaires 3 1'Analyse Factorielle des Cor-
respondances (A.F.C.). Ces résultats &tant tres é1assiques, nous ne Tes démon-
trons pas ; on pourra notamment se reporter & [1], [2], [3] ou [8].

I1.1. Cas simple.

* Données_et_notations : On considére p variables quantitatives notées
Yl,...,YJ,...,Yp observées sur n individus (ou unités statistiques) notés
I,...:05...,n , ces individus étant affectés du méme poids-% 2

2 . n F 5
On pose XJ = yJ - &J , o Yy = % I xﬂ : yJ = YJ(w) est 1'observation de 1a

w=1

Fiéme variable sur le w-iéme individu ; y est la moyenne arithmétique empirique
de ¥, XJ est la variable centrée associée & YJ

*

Soit X la matrice nxptelle que (X)i = xi = yi -y
X est la matrice des données centrées.

Soit V Bk XX, Ta matrice carrée d'ordre p des variances-covariances.

- Probléme : On souhaite remplacer X parune matrice C, nxp, linéairement
équivalent (chaque colonne de C sera une combinaison linéaire des colonnes de X)
et contenant un maximum d'"information" dans ses premiéres colonnes, cette infor-
mation étant non redondante. La notion d'information maximum se traduit par le
critére de variance maximum (il s'agit d'un cas particulier du critére des moin-
dres carrés) ; la notion de non redondance se traduit par la contrainte de non
corrélation entre les colonnes de C ; en imposant en plus une contrainte de nor-

malisation aux combinaisons linéaires, on obtient le probléme suivant :

déterminer successivement les p combinaisons linéaires Ck des variables X7,
k_ P ok

s'écrivant C zoufoxd , chacune de variance maximum, sous les contraintes
j=1 ¥
: _ P k2 -
(1) G5y e (u )= =1 (normalisation) ,
j=1
s \ _ . Pk e _ _ . ;
(i) ¥ k®m 2uvesP ¥ F Uz U3 = 0, ¥ £ =1,...,k-1 (non corrélation).
j=1
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« Solution : Les vecteurs uk (uk

- t[ut,...,ugj ; k=1,...,p) sont les vec-
teurs propres orthonormés de V, respectivement associés aux valeurs propres rangées
par ordre décroissant (ces valeurs propres étant toutes positives ou nulles) ;

les "variables" Ck qui Teur sont associées sont appelées les composantes principa-

Les (ou parfois, les facteurs).

* Représentation_graphigue_des_individus : Soit C la matrice nxp donnant dans
sa k-iéme colonne les valeurs de Ck sur les n individus observés ; pour tout entier
s (lsss<p-1), soit CS la matrice obtenue en prenant les s premiéres colonnes de C
(i1 s'agit de Ta "meilleure approximation" de X par une matrice nxs). En considé-
rant s axes (droites orientées et munies d'une échelle) deux-3a-deux perpendicu-
laires (appelés axes principaux) et en représentant chaque individu w au moyen des
valeurs respectives de la w-iéme ligne de Cs’ on obtient 1a représentation des in-
dividus en dimension s la plus "fid&le" au tableau initial X. En A.C.P., on réa-

lise le plus souvent ce graphique pour s=2 ou s=3.

est uk ;ona; C = XU.

- la qualité globale du graphique réalisé en dimension s se mesure par le

S
LA
ort r = Efl——E~ ou A, est la
rapp : D , K
L A
k=1 K
k-iéme plus grande valeur propre de V (rs est souvent exprimé en pourcentage) ;
ky 1 0 k2 k k
on peut en effet vérifier : Var(C") = wil (cw) =X - o0 c, = (C)w , et
p p k p j )
I M= L Var(C™) = £ Var(XY)(= tr(V) , trace de la matrice V) ;
k=1 k=1 j=1

- la qualité de 1a représentation de chaque individu w dans le graphique en
dimension s se mesure par le cosinus de 1'angle formé dans RP par le vecteur re-
présentant y et sa projection sur le sous-espace vectoriel de dimension s engendré
par les s premiers axes principaux ; on peut vérifier que ce cosinus vaut

S

k2
i ()
k=1 @
Z (c,)

k=1



- il est aussi possible de représenter chaque variable Xj en projection
dans le sous-espace vectoriel de R" de dimension s (1<s<p-1) engendré par les s
premiéres composantes principales ; i1 suffit pour cela de considérer les s pre-
miéres colonnes de la matrice ULl/2 , ou L = d1ag(k Cesh ) et d'utiliser pour
chaque variable XJ les s éléments de Ta j-iéme 11gne de cette matrice.

1.2. Exemple.

L'exemple ci-dessous est adapté de [7] ; trés élémentaire, il présente 1'avan-

tage de permettre de faire tous les calculs "a Ta main". I1 correspond & 3 varia-

bles observées sur 6 individus (par exemple les notes dans 3 matiéres obtenues par
6 étudiants).

vbooy2 3
1 0 7 3 -6 1 -1
2 4 6 6 -2 0 2
données initiales : 3 6 8 8 ; matrice X : 0 2 4 .
4110 8 4 4 2 0
5 8 6 2 2 0 -2
6 8 1 1 2 -5 -3
-1=5/2=6,§3=4—.
64 -8 -8
b B 1Y
Vv = i 54 =& 8 34 22
-8 22 34
tr(V) =22 5 A =125 2, =8 ; A3=2
™ 0,82 0,58 0 7]
U =~ -0,41 0,58 0,71
| -0,41 0,58 0,71 |
" -4,90 -3.,46 1,417
-2,45 0 -1,41
C = -2.,45 3,46 -1,41
2,45 3,46 1,41
2,45 0 1,41
4,90 -3,46 -1,41
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Représentation des individus dans le plan principal (plan engendré par les deux
premiers axes principaux) : N

Axe 7

w.
=0

4

Axe 1

20
2.5

Qualité de Ta représentation de 1'individu 1 dans le plan principal : 0,973 (=97%).

x 100 = 91%.

2,83 1,63 0
w2 - | c1,00 1,63 1
1,41 1,63 -1

Représentation des variables dans le sous-espace vectoriel de RG engendré par Cl
2
et C™ :

f _iiia ]

1.3. Cas général.

Le cas le plus général de 1'Analyse en Composantes Principales d'un tableau
de données (voir notamment [3] et [5]1) consiste

- d'une part a attribuer un poids P, quelconque a chagque individu
n
(VY w=l,...,n : P, > 0; Z py=1),
w=1
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» d'autre part 3 considérer un produit scalaire quelconque sur 1'espace vec-
toriel RP.

S1 1'on note D Ta matrice diag(pl,...,pn) et M Ta matrice carrée d'ordre p, symé-
trique, définie-positive, définissant le produit scalaire de RP relativement 3 1a
base canonique, ta matrice des variances-covariances s'écrit alors V = tX D X, et
la solution au probléme posé en 1.1. est fournie par les p vecteurs propres
M-orthonormés de la matrice VM respectivement associés aux valeurs propres rangées
par ordre décroissant. En notant toujours U la matrice carrée d'ordre p de ces
vecteurs propres disposés en colonnes, il vient dans ce cas :

C=XMU

2. L'ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES (SIMPLE)

Comme dans le paragraphe 1., les résultats les plus classiques de 1'A.F.C. ne
seront pas démontrés ici ; nous renvoyons pour cela i (21, [3] ou [81].

2.1. Données et notations.

On considére 2 variables qualitatives, X1 d £ modalités et Xz a ¢ modalités, ob-

servées sur n individus affectés du méme poids (%0, ainsi que la table de contingence
associée T, fxc (X1 est disposée en Tignes et X2 en colonnes).

On note :
. nij’ I<i<f, 1<j<c , le terme général de T ;
n.
* N, lsi<e, 1'effectif marginal de 1a ligne i ; fi = —%4- 3
. . n .
e n j? 1<j<c, 1'effectif marginal de 1a colonne j ; f.j = ~ﬁi 5
. D1= diag (fl.""’fi.) .
° D, = diag(f 4,....f )3
. Al la matrice 4xc des profils-lignes disposés en Tlignes ;
_ 141 .
on a Al = D1 T 3 ‘
. A21a matrice cx% des profils-colonnes disposés en lignes ;
i o
on a : AZ = ﬁ'D2 T 3

2.2. Principe de 1'A.F.C. vue comme une double A.C.P.

On veut étudier les liaisons entre modalités de Xl et modalités de X2 ; pour
cela, on réalise une A.C.P. des modalités de X1 représentées par les profils-Tignes
pondérés par les fi s puis une A.C.P. des modalités de X2 représentées par les



profils-colonnes pondérés par les f j ; on compare ensuite les deux ensembles de
résultats (se reporter a [2] ou [81). Dans chaque cas, la métrique M introduite
en 1.3.est la métrique du khi-deux.

2.3. A.C.P. des profils-Tignes.

- Matrice des données : Ay 3 Tles données ne seront pas centrées car on peut
vérifier qu'il est équivalent de centrer ou de ne pas le faire, et qu'il est plus
simple ici de ne pas centrer (voir la remarque plus loin).

» Matrice des poids : D; .

. @?EEEQ!?-éHEJBE : C'est la métrique du x* , associée a la matrice Dél sur

la base canonique.
t

* Matrice_a_diagonaliser : C'est VM en A.C.P., o0 V = "X DX ;
161 X, nxp , est remplacée par Al s AXC 3
D, nxn , est remplacée par D1 s XL 3
M, pxp , est remplacée par Dél, GXe %
A t -1 .
donc, VM est remplacée par Al D1 Al D2 :
or, D, A, D38 =L1p bl r ozl =Xt pzl - tA . on en deduit que 1a matrice a
*71.71 "2 n 171 2 n 2 2 ®
diagonaliser est tAl tAZ .

s ty L
- Propriétés : Appelons A = A;= ...2x ., les valeurs propres de "A; A,
rangées par ordre décroissant.

+ v k=0,1gnqogc‘1 . 0 =

A

lk 1 3

A\ _ s'écrit : [Ug] = ; e :




- B =

Remarque : La j-iéme variable de cette A.C.P. (j-iéme colonne de Al) a pour

0 ¢
moyenne f 2 3 Uy est donc le vecteur des moyennes de ces variables ; on peut vé-

rifier qu'aux vecteurs propres de tAl tAZ Dél-orthogonaux a ug sont associées
des composantes principales centrées ; au lieu de centrer les données, on se con-
tente donc de retenir les vecteurs propres & partir du rang 1 (Dél-orthogonaux a

ug), les résultats étant identiques.

+~ si 2sc (ce que 1'on peut supposer), on a :

A=A = ... = A = 0.

c-1

Pour Tes raisons indiquées ci-dessus, on ne retient que les vecteurs pro-

pres de rang compris entre 1 et 2-1 ; ces vecteurs propres seront indicés par 2
(en bas);

soit ug le k-iéme vecteur propre Dél-normé de tAl tAZ GO

on notera U, Ta matrice cx (&-1) de ces vecteurs (deux a deux Dél-orthogonaux)
disposés en colonnes et

L = diag(kl,...,kg_l) la matrice diagonale des valeurs propres ran-
gées par ordre décroissant.

- Matrice_des_composantes_principales : elle s'écrit C = XMU en A.C.P. ; on

obtient donc ici :

=1

Cl = A} D U2 5

c'est cette matrice, & x (2-1), qui permettra de faire une représentation graphi-
que des & modalités de X1 sur 2-1 axes principaux.

2.4. A.C.P. des profils-colonnes.

L]

Matrice des données : A

___________________ 2 "
* Matrice des poids : D, .
. Mggrjggg_ggrjgp : métrique du x?, asseciée a Dil sur la base canonique.
sy . ke By
- Matrice a_diagonaliser : "A, "A; |
- Propriétés : Appelons u?, ul,...,uﬁ"1 les & vecteurs propres DIl-orthonormés

de tAz tAl associés aux valeurs propres Hgs Hpseees Hp g rangées par ordre dée-
croissant (pozul B p%l);les propriétés des vecteurs propres et valeurs pro-
pres de tnz tAl sont Tes mémes que celles des vecteurs propres et valeurs propres de

tAI tAz ,» et 1'on a de plus :
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+ ¥ k=1,...,0-1 : He = Ay (on a aussi bien sdr : B = Ay = 1) ;

> ¥ k=1,...,2-1 : [ukj = ot tA [ukj (a8 condition que ), soit
1 I 2 2 k

| M
non nulle).

e e Dl S i = et MR e —_—

La matrice diagonale des valeurs propres est la méme que dans le cas précédent
soit L ; notons U1 la matrice 2x(2-1) des vecteurs propres DIl—orthonormés de
tA2 tA1 disposésen colonnes ; on a donc : U, = ‘A u, L"l/e,

L]

1 2

Ly,

Soit C, cette matrice ¢ x(2-1) ; on a ; Cy = Ay Dy 1
La représentation graphique des ¢ modalités de X2 sur Tes 2-1 axes principaux se
fait au moyen des Tignes de C2.

2.5. Relations entre les deux A.C.P.

e

o
1

Donc :

2
o B Az Cl L—I/Z
formules de transition.

. . -1/2
et de méme : 61 Al C2 E

g [
. k1 i k1 i k
Elles s'écrivent encore : (C,)% = — 3 (Ay): (C)s=— 3z —L (C.)%
Sl = I A g i1 g 3
k 1 & Ny k
(C: ), . 0L 35
S il s IR

* Conséquence : représentations simultanées brutes et barycentrigues :

- ] - —— e o o o o o i o v e e e R ) e o

L"homogénéité des matrices C1 et C2 (matrices de composantes principales de deux
A.C.P. de profils issus du méme tableau T), ainsi que Tes formules de transition
entre ces deux matrices, autorisent a confondre les axes principaux des deux A.C.P.
et a représenter simultanément les modalités de Xl et celles de Xz;

En posant Fl = C1 Ll/2 = A1C2 et F2 - C2 !_1/2 = AZCI » on peut alors faire trois
représentations graphiques :
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+ si T'on représente les modalités x% de Xl au moyen des lignes de

C1 et les modalités x? de X2 au moyen des lignes de Cz, on obtient la représenta-
Lion simultante brute, dans laquelle on n'a aucune relation barycentrique ;

+ si T'on représente les X% au moyen des lignes de Fl et les X? au
moyen de celles de 02, chaque X} est barycentre de 1'ensemble des X? » Chaque

X§ étant affecté du poids ﬁii (1'ensemble de ces pondérations constituant le
Ts

i-iéme profil-Tigne associé a X}) 3 c'est la premi2ne neprésentation barycentrique ;

> si 1'on représente les X1 au moyen des lignes de Cl et les XZ au

moyen de celles de T2 » Chaque X§ est barycentre de 1'ensemble des X% s chaque X%
étant affecté du poids El%- ; c'est la seconde neprésentation barycentrique.

«J '
Remarque : Tes logiciels d'A.F.C. ne réalisent en général que la représentation
brute ; i1 est fréquent que 1'on rajoute ensuite "& la main" 1'une des deux repré-
sentations barycentriques.

u; est vecteur propre de Al tAZ associé a lk 5 en posant ag = Dél u; » on vérifie
simplement que ag est vecteur propre de AZ Al associé a k ; matriciellement, on

. . -1 - -1 -1/2
obtient donc : A A D2 U2 D2 U2 L. En portant dans C2 A2 Al D2 U2 L

(voir ci-dessus les formules de transition), on obtient :

) Dél u, L1/2 ; de la méme maniére, il vient :

/2

x
n

o3
1 =0 Yt

o
n

Ces formules seront utilisées en A.F.C. multiple.

* Formule de_reconstitution_des_donnges :
On peut vérifier 1'égalité : )
1 k ok
foo=f, f.l1+ 5 L (o) (cz).-|
1] T 5] b1 "TE 171 3

Elle permet donc d'écrire fij en fonction du produit Fi f.j et des matrices Cl >

C2 et L.
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2.6. Quelques résultats complémentaires.

- Propriété_des_valeurs propres : On peut vérifier les égalités suivantes :

e e e -

g-1

2 A = tr(ta tay) - 1= te(ta S1=92 =X
k=1

t
Al) n :

2

ol x? est le khi-deux de contingence calculé sur la table T.

* Qualité_globale des représentations_graphigues : Comme en A.C.P., on

mesure la qualité des représentations graphiques (brute ou barycentriques) en
dimension s (ls<s<@-1) par le rapport :

+ Qualite de la_représentation d'une modalité de X' ou_de X° : Pour une
représentation graphique en dimension s, on utilise 13 encore les résultats de
1'A.C.P. en mesurant Ta qualité de la représentation de la i-iéme modalité de X1

par la quantiteé :

ST
S
B
Ef% (i1 s'agit d'un cosinus) ;
k-2
G R
- 171

on utilise 1'expression correspondante pour la j-iéme modalité de XZ.

* Contribution_relative_de_chague modalité a 1'inertie_de_son_nuage :

- ] T - S =

On appelle inertie du'nuaéé des hrofi]s?1ignes- la quantité

L
L= ¥ f, [d(x1 . uo)]2 , 0Ol x; est Te vecteur de R®
1 j=1 - i 2 i
| B
(muni de la base canonique) associé a X%(sa j-iéme coordonnée est ﬁll ) » ol
ug (introduit en 2.3) est le barycentre des x% (i=1,...,2), et ou LF désigne

la distance au sens de la métrique du x* . On peut alors vérifier :

-1

[ d(x%, ugh ¢ Z [(C1)$]2 et I1 = 2 i
k=L f. -1
on en déduit que la part d'inertie due a X%s'écrit : _i:-ﬁ (C )% 32 -
1 @2 k:l [ 1 i 2
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on a également la quantité correspondante pour la part d'inertie due 3 X? dans 12.

Ces quantités servent & apprécier 1'importance de chaque modalité dans 1'A.F.C..

T e R R e R ] T

sur le k-iéme axe principal la quantité

k _ % 1k 0,42 ¢ 1k
II = - fi.[d(xi s u2)]

» 00 Xy est 1a projection
DE -orthogonale de x; sur Te k-iéme axe principal (dans la mesure ol 1'A.F.C. réali-
sée est eéquivalente a une A.C.P. centrée, ug est 1'origine de R® et est donc con-
fondu avec sa projection).

On peut alors vérifier :

1k
[d(x; , u3)3

T Ty -

) k.2 k
= [(Cy) :

)57 et I

on en déduit que la part relative d'inertie due a X%, et donc sa contribution &
la détermination de 1'axe correspondant, s'écrit :

8
Xl; [(Cl)§]2 3 on obtient la quantité correspondante pour
k

2 k
Xj et 12 .

Ces quantités sont utilisées pour interpréter les axes principaux de 1'A.F.C..

2.7. Exemple.

Nous présentons ici aussi un exemple trés simple qui sera utilisé tout au
long de cet article. La table de contingence est la suivante :

2 2 2 2
4 4 N
1.
Xl 1 1 0 0
x% 0 1 r o (T) .
Lo 0 1 1
X

2=3,c=4,n=6.

Les n. valent tous 2 (i=1,2,3) ; les n i valent 1, 2, 2 et 1.
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D, = diag(3, 3»
R i |

D2 = d1ag(§, §,
o el _

Ap=5DITT =
Ll B

Ay =gly T=

- 13 -

. 4
) ""3“ 13 5 Dl =3 13
L) 5 D = diag(6,3,3,6) .
T3
1 0 0
1/2 /2 0
0 1/2 1/2
0 © 1

Matrice & diagonaliser dans 1'A.C.P. des profils-lignes :

Matrice a diagonaliser dans 1'A.C.P. des profils-colonnes :

¢2

2 1 0 0
&t 1 12 2 1 0
A A =
1273 1 g 1 2 2
0 0 1 2
= Ay = 0,75 Ay = 0,25

1 0
t 1
A =7 2 1
0 1 3
1 Ay = 0,75 A, = 0,25
0,75 + 0,25 = 1 ; 2 =6 .
“0,41  0,24"
U, = |0 -0,47
20,41 0,24
© 1,06 0,35
Dil U, 2 _ g -0,71 ;
| -1,06  0,35_
Dél U2 L1/2 Ly
= L, =D A. U, =
2 =07 AUy
1 Y2

1,22
0,61
-0,61
«1,22

0,71
-0,35
<0,35

0,71



0,92 0,18 |
I, 16 2 _ g -0,35
-0,92 0,18

- 14 -

5 r

1,06
5 /e _
, = Cy L7% = 10,53

=053
~1,06

035
-0,18
0418

0,35

Remarque : On constate que, dans la pratique, on ne diagonalise que la matrice

ty

t
AZ 1

Représentation simultanée brute :
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Premiére représentation barycentrique :

Axe 2

(a%]
(]

s ® ! "X
2
Seconde représentation barycentrique :
A Axe 2
1 2
1 2
LI » ; Axe 1
<h "Xz

1

s x2




w TB w

Toutes les mesures de qualité des graphiques en dimension 2 sont ici egales a 1
car- =] = 2.

Les contributions relatives des modalités a 1'inertie de Jeur nuage sont :

pour X! , x% . 429 xé . 17% x% 429
2 2 ... 2 2 2
pour X°, x4 333 o : 17y Xs : 17% X : 33%

Les contributions relatives des modalités 3 la détermination des axes sont :

pour 1'axe 1 et pour Xl 5

1. 1, 1. cho .
X1 : 50% X2 : 0% X3 : 50% 3
pour 1'axe 1 et pour )(2 s
2 e . 2 | 44, 2, .
Xl s 33% X2 ? 1% X3 : 17% X4 r 33% 3
pour 1'axe 2 et pour X1 "
{ - i 1. .
X1 : 17% X2 1 67% X3 2 17% :
pour 1'axe 2 et pour Xz 3
2 . e 2 2 . ¢
X1 1 33% X2 B X3 : 17% X4 : 33%

3. A.F.C. DU TABLEAU DISJONCTIF COMPLET RELATIF A DEUX VARIABLES QUALITATIVES

Dans ce paragraphe, comme dans le suivant, on s'intéresse a 1'A.F.C. de
tableaux particuliers dans le cas ol 1'on ne dispose que de deux variables qua-
Titatives ; c'est la généralisation de 1'A.F.C. de ces tableaux au cas de plus
de deux variables qualitatives qui permet de définir 1'Analyse Factorielle des
Correspondances Multiple (voir les paragraphes 5. et 6.).

Nous sommes amenés & préciser ici un certain nombre d'éléments développés
par ailleurs dans [6].

3.1. Définitions préliminaires.

1

On considére comme en 2. deux variables qualitatives X~, a % modalités, et

X2, a ¢ modalit@s, observées simultanément sur n individus, affectés du méme

. 1
poids et
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Pour xl, on appelle ainsi les £ variables x%l),...,x%i),.‘.,xﬁﬂ) définies par :

L 4 %53 Xl(w) = X% (1'individu w a présenté
x 1 () - la modalite i de x!) ;
(1) 0 , sinon.

Les "indicatrices" sont définies de la méme maniére pour toute variable qualita-
tive, et ne prennent donc que les valeurs 1 (ni fois pour X%i), si n. est 1'ef-
fectif marginal de 1a i -iéme modalité de Xl) et 0 (n-ni fois).

- Tableau des indicatrices :

On note X1 Te tableau n x ¢ dans lequel on dispose en lignes les n individus ob-
serveés et en colonnes Tes & variables indicatrices associées 3 la variable Xl :

-]

1 1 1
X Xt
(1) (1) (%)
1 0 0 1 1
% ® 1 0 0 1
n 0 1 0 1
nl. p— n1-. [r— nﬂu n

Les effectifs marginaux des Tignes de ce tableau valent tous 1 ; ceux des colonnes

valent Ny »e++sNs 5-..5np 5 ce sont les effectifs marginaux des lignes de la

table de contingence T étudiée en 2. ; ce tableau est appelé tableau des indica-

trices de Xl ; on définit pareillement le tableau XZ’ nxc, des indicatrices de

X2,

Le tableau disjonctif complet relatif a Xl, Xz et aux n individus observés est le

tableau X, n x(2+c), dans Tequel on dispose en Tignes les individus et en colonnes
les variables indicatrices des modalités de Xl, suivies de celles de X2 £
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1
ee. X X . X
A @) X (c)
1 0 1 1 0 2
X : w
n 1 0 0 1 2
_nl nj1 ".1 n é 2n

On notera que X ne comporte que des 0 et des 1, que ses effectifs marginaux des
Tignes valent tous 2 et qu'on retrouve comme effectifs marginaux des colonnes les
n; Ppuis les n.j sona @ X = [Xl | X23

3.2. Principe et notations.

Nous allons réaliser ici 1'A.F.C. du tableau X, comme s'il s'agissait d'une

table de contingence ordinaire, et essayer de préciser les résultats que 1'on ob-
tient.

Les notations introduites en 2, seront réutilisées avec la méme signification ;

de plus, pour désigner les nouvelles matrices définies a partir de X, nous utili-
serons les mémes lettres qu'en 2, mais en les surlignant ; nous avons ainsi :
==-1

- . g b . .
T=X 5 By=21, 3 Bil=ni ;
D, | 0
= 1 . _1 71 ;
D = diag (nl.’ "’nﬁ-’n.l""’n.c)_'? 3
0 |,
i ;! | o
b, =2 S
0| 0
o1 sls 1
A= 00T =1x g
-1 t -1t
ioolplte 1P O[] 1
2 2n 72 nl ] p. 1| [ty n | op-l ty
2 2 2 2

-
X
£ = 1 1 =1 =1
Al Az——-n[—t J[XlDl IX2D2 ]

3
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t 4
X1%5 Dy 1

T =% | T
B 107 | n I

-1
1 | %% D '

n | t -1|t

Xok1 Dy

- Proprietés des_elements_propres de A, A, :

S0it v 1'un quelconque des vecteurs propres Dél—normé de cette matrice et soit Vv
la valeur propre associée ; v est un vecteur de‘R2+c que 1'on peut écrire

Y L C
[v] = v, | ol vi e R" et v, e R™ .

tﬁl tﬁz v=vv peut encore s'écrire :
v, + A v, = 2v v — v, = (2v-1)v (1) 3
1 22 1 22 1 ?
Yo, 9 =2vv, =—> CAv, = (2v-1)v (2) :
1'1 2 2 11 2 >
prémultipliant (1) par tAl, il vient :
T t 2 -
AL Ay vy = (20-1) Ap vy = (20-1)7 v, (d'apres (2)) ;
) s = My, B _ il
on obtient de méme : A2 A1 Vi = (2v-1) vy -

vy estzdonc un vecteur propre de tAZ tA1 >V, Un vecteur propre de tAl tAz et
(2v-1)" est une valeur propre commune & ces deux matrices.

Comme réciproquement on peut montrer que 1'on génére 1'ensemble des vecteurs
propres de tﬁl tﬁz i partir de ceux de tAl ¢
résultats suivants :

t t
A2 et de ceux de A2 Al, on a les

Soient Ag=1=2x2...22% , Tles valeurs propres non nulles de

Ty & t £ £y &
1 Ag et de A2 Al ( Al

A A2 a en plus c-2 valeurs propres nulles).

Les 2+c valeurs propres de tﬁl tﬁz > Vy sont définies par :

1
u
1 , un vecteur propre étant [fjl] ,

+ & lo = 1 est d'abord associé Yy

Z
Y

T .z ; ce vecteur propre est sans

si [u?] = %. et [ug] F.3

« 1.
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intérét dans cette analyse et ne sera pas pris en compte par la méthode ;

Y

aux valeurs propres Ak vérifiant 1 > Ak >0 /£5=1,...,£—1) sont
1+/\

g % '2 k ; on définit

ainsi 2-1 valeurs propres rangées par ordre décroissant et comprises entre 1 et

_ W1
% ; les vecteurs propres associés sont de la forme [-ﬁ%:l ou u? et u; sont les

t, t 5 B Vg
vecteurs propres respectifs de A2 ﬂl et de Al A2 associés a A

associées dans un premier temps les valeurs propres v

K

-

+

d T'ensemble des c-2 valeurs propres nulles de

Al tAz est associé un en-
semble de c-2 valeurs propres de tﬁl tg

9 égales a > s notées VgsesesV

=

c-1 °?
les vecteurs propres sont de 1a forme ['QE'] si tAl tA2 ug =0 ;

u

2

aux lk vérifiant 1 > hk > 0 :sont ensuite associées les 2 -1 valeurs

1-/A
propres v, = e B (k=c,.

1
k Vi

..»C+l-2) comprises entre 5 et 0 ;5 les vecteurs

S +2-1-k
propres sont de la forme _lE?E:TTk 2
_uz

> a AO =1 est enfin associée la valeur propre Vepp-1 = 0 correspondant au
0 =
u
vecteur propre {—%%—
LU,

Seuls Tes vecteurs propres du rang 1 au rang %-1 ont un intérét pour 1'ana-

lyse ; on notera Ez la matrice (&+c) x (2-1) de ces vecteurs ﬁél—orthonormés
disposés en colonnes.

4c-1
Remarque : On peut vérifier : 3 vy = R+S'2
k=1

\)k 1+l/§\.-‘: N
Le rapport ?k 77 il n‘a pas de signification concréte comme

p3 \)k

k=1
c'était Te cas en A.F.C..Toutefois on pourrait dans ce cas calculer
[(p+e-2)F, - 197 2

7 » en déterminant au préalable ¢“ .
o}

D'aprés ce qui précéde, on sait que tout vecteur prOpre'ﬁél-normé de Ué s'écrit



w ]

u
[ul = a[:al:}J ol uq est un vecteur propre Dil—normé de

2

propre Dél-normé de t

tAz tﬂl, Uy le vecteur

Al tA2 correspondant et @ un certain réel ; il vient :

t. -l _ g I 1]t SIS
[u] D2 [ul = 20 [[ulj Dl ‘ [uzj DZJ[UZ‘}

i

2
lul®_; (=1)
D,

1l

202 [t[ulj nil CuyJ + tr.uzj Déltuzﬂ = ha? ;

on a donc g = +

1}
+

» et nous prendrons o

| b=

i
~ =

On peut donc maintenant écrire : 02

T e e b e

Soit fﬁ cette matrice ; elle s'écrit : T
_1 i
1.1 B B Y

_1 -1
—?txlDl U.1+X

1 152 “&8@

soit fl

=]
2 D2 U2 1.

Nous commenterons 1'utilisation de cette matrice au point 3.4..

3.4. A.C.P. des profils-colonnes de X.

S e T = - - o L s

t S
X
o b2 ot 1 -1 - 1
2

1 =1, -1t, 7

Cette matrice est n x n et 1'on en cherche - les vecteurs propres nIn—orthonormés

(ﬁil =n In):on sait que seuls les 2-1 vecteurs propres associés aux g-1 plus

1+/X,
grandes valeurs propres autres que 1 (h—?—ﬁ 5 k=1,...,2-1) sont intéressants ;

soit Ul la matrice n x(2-1) de ces vecteurs propres n In—orthonormés disposés en
colonnes ; on a :
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U
= b -1/2 _ 1 <1 <1 1| \-1/2
Ul-AZUZN -Etxln“xznzj[——}m

i -1 -1 -1/2
2n[XID]_ U1+X2D2 UZ]N .

Mo

s i o 4 172
avec N = d1ag(v1,...,v£_1) =5 [, ; + L7771

e -

clest T, = A lﬁ_l'U = Eii—fil U
2 | 1 -1t 1

-1t . | -1t S e
Dy™ "XyXy DyT Uy + D7 XXy Dy ”2J \1/2

1
2n -1t -1 =1 & -1
Dp™ "XpXy Dy7 Uy + D" "XpX, Dy Uy

I
03—

1 1t . - 2 1/2
|:D1 Up + D7 Ay UZJ SV % [D1 Up(L, g + L ):| \-1/2
= = I
D,"U, (L + 12_1)

(pour cette derniére égalité, on utilise la propriété U1 = tﬁz U2L"1/2 =¢tA2U =U1L1f2 5

2

i t _ 112
pareillement Al U1 = U, L™=
=y =1
D, U D" U
On obtient ainsi : T, = = | -1 SIPS L L, L P Wi B T
2 i 2. ~g

En utilisant alors la remarque du 2.5.,il1 vient finalement :

C
T. =1 L-1/2 N1/2 .
A C,

e T A T e T am R mm  —

L'A.C.P. des profils-colonnes de X a pour objectif de représenter simultanément
les modalités de X1 et celles de X2 au moyén de Ta matrice 52 ; on constate que
cela revient @ représenter les modalités de Xl au moyen de Cl L'l/2 Nl/2 et
celles de X2 au moyen de C2 th/z Nl/z ; cette représentation est voisine de la
représentation simultange brute de 1'A.F.C. classique, mais elle ne lui est pas

identique, la coordonnée sur chaque axe (c? ou c?) étant ici multipliée par le
1+/XE
facteur \; 57— 3 pour fixer les idées, voici les valeurs de ce facteur pour
k

quelques valeurs typiques de kk (toujours comprises entre 1 et 0) :



= 0

1+/XE

valeurs de Ak valeurs de _?X;_
0,90 1,04
0,75 1,12
0,50 1:31
0,25 1,73
0,10 2,57

ce n'est donc que pour des valeurs trés distinctes de kk (ce qui est rare puis-
qu'on s'intéresse essentiellement 3 Al’ kz et 13), que 1'on peut avoir une modi-
fication sensible de 1a représentation graphique.

L'A.C.P. des profils-lignes de X a, elle, pour objectif de représenter les indi-
vidus étudiés au moyen de la matrice El.

On a obtenu : El = % L XlDi1 U1 + XZDQ1 U2 1 ; compte-tenu de la forme des matri-
ces Xl et Xz, cela signifie qu'un individu ayant présenté les modalités i de X1

et j de X2 sera représenté sur le k-iéme axe par la va]eur-%[(DIIUl)E + (DEIUZ)EJ'
I1 s'agirait de la moyenne vectorielle entre les représentations de ces deux mo-
dalités si leurs coordonnées sur le k-iéme axe étaient (DI1 UI)E et (Dé1 Uz)K -

J L]
nous avons vu qu'en réalité, ces valeurs sont multipliées par le facteur

==
\/ 1+/)\k

5 sur chaque axe ; toujours pour les mémes valeurs typiques de kk’ ce
facteur vaut :

\/1+/XE'
valeurs de A valeurs de 5
0,90 0.99
0,75 0,97
0,50 0,92
0,25 0,87
0,10 0,81
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On peut donc en déduire qu'en général, la représentation de chaque individu
correspondra approximativement & la moyenne vectorielle des représentations des
modalités de chaque variable prises par cet individu.

3.5. Quelques remarques complémentaires.

] S S e b o

Dans cette analyse, a cause des valeurs propres non nulles sans signification,
les indicateurs de qualité de représentation de chaque individu ou de chaque mo-
dalité de Xl ou de X2 (cosinus d'angle) n'ont plus de signification réelle (c'est
le méme probléme que pour 1'indicateur de qualité globale Fk).

S o S S ey B S S e S S G . S

Les contributions relatives a 1'inertie de chaque nuage ou & la détermination des
différents axes principaux conservent ici la méme signification que dans une A.F.C.
simple ; toutefois, il faut noter que d'une part on obtient ces contributions pour
les individus, ce qui n'est pas le cas dans une A.F.C. simple, et que d'autre

part les contributions des modalités de Xl et de X2 sont données globalement et
non pas séparément, pour chaque variable. Signalons enfin que les contributions
des modalités & 1'inertie de leur nuage ne sont pas comparables & celles obtenues
dans 1'A.F.C. simple (les espaces ne sont pas les mémes) alors que les contribu-
tions des modalités a la détermination des axes sont divisées par deux (pour cha-
que variable, 1'inertie de ses modalités selon le k-i&me axe vaut Ak dans 1'A.F.C.
simple, et les coordonnées de ces modalités subissent ici une homothétie sur cha-
que axe).

3.6. Exemple.

Nous reprenons le m@me exemple qu'en 2.7.; le tableau disjonctif complet,
avec ses marges, est le suivant :

1,1 I f 2 F 2 2
XTo% iK% G X3 X
, .
1o 1 o' 0 1 0 0 |2
20 0o 11 0 0o 1 0 |2
y 3l 0o o 11! 0 o0 0 1 |2
. I
sl 1 o o' 1 0o 0 0 |2
5/ o0 1 o' 0 0 1 0 |2
]
s/ 1 o ot 0o 1 0 0 |2
2 2 2! 1 2 2 1 |12
1
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On peut vérifier que 1'on a :

2 0 :1 1 0 0

0 0:0 1 1 0

e e 4 0 0 2 :0 0 1
R T T

1 1 .0:0 2 0 0

0 1 1:0 0 2 0

Lo 0o 1:0 0 0 1]

cette matrice admet pour valeurs propres :

Y, = 1 vy = 0,933 v, = 0,75 Vg = 0,50 Vg = 0,25 Vg = 0,067 Vg = 0
seules 21 et Vo sont utiles ici.
De Ta méme maniére, on a :
2 0 0 0 1 17
o 2 1 0 1 0
tﬁz tﬁl _ %_ 5 o 1 3 0 0 O :
0 0 0 3 0 1
1 1 0 0 2 O
1. ® & I B 2
les valeurs propres sont :
v = 1 L 0,933 v, = 0,75 vy = 0,50 Vg = 0,25 Vg & 0,067 .
f 5
On vérifie bien que z \)k = 2,50.
k=1
On obtient ensuite :
~ 0,35 1,067 © T 1,18 0,617
-0,97 0 0 -1,22
-1,32 1,06 -1,18 0,61
T = | 1,32 1,06 : By = |msymepmspssasy -
-0,35 -1,06 1,37 122
| 0,9? 0 ol 0368 ."0961
-0,68 -0,61
-1,37 1,22 |
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Cz permet de faire une représentation simultanée brute de 1'ensemble des modali-
tés de X1 et de X2, peu différente de cette obtenue en 2.7. 3 partir de C1 et C
El permet de représenter les individus ; Ta technique d'A.F.C. permet de repré-
senter 1'ensemble sur un graphique unique dans lequel chaque individu est proche

du barycentre des modalités qu'il a présenté. Ce graphique est ici le suivant :

9 3

Axe 7
A

2
Xq_" 'X'I

N
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Les contributions relatives de 1'ensemble des modalités & 1'inertie de leur nuage
sont :

1 . I . | —
Xl : 13% X2 : 13% XS : 13%
X2 : 179 X2 : 13% X2 : 134 X2 : 17%
1. 2. 3. o 4.
Pour les individus, on dbtient :
1: 13% 2 : 13% 3 23% 4 : 23% § & 13% 6 = 13%.

Les contributions relatives des modalités & la détermination des axes sont :

pour T'axe 1 , X1 : 25% Xl : 0% Xl : 25%
1 2 3
g2 . - Z 2 . seE
Xl : 17% XZ : 8% X3 1 8% X4 : 17%
pour 1'axe 2 , X1 : 8% X1 v 33% X} . 8%
1 2 3
Z z .. 2, g 2 '
X1 : 17% X2 : 8% X3 : 8% )(4 % 1% §

Les contributions relatives des individus & la détermination des axes sont :
pour T'axe 1 , 1 : 2% 2 2 17% 3 : 31% 4 : 31% b : 2% 6 : 17% ;

pour 1'axe 2 , 1 :25% 2 : 0% 3 : 25% 4 : 25% 5 :25% 6 : 0%.

4. A.F.C. DU TABLEAU DE BURT RELATIF A DEUX VARIABLES QUALITATIVES

4.1. Définition du tableau de BURT.

On dispose toujours de deux variables qualitatives Xl, a 2 modalités, et Xz,

d c modalités, observées simultanément sur n individus affectés du méme poids ;
Tes notations seront encore les mémes que celles introduites en 2.et en 3..

On appelle tableau de BURT relatif & Xl, a Xz, et aux n individus observés,
le tableau carré symétrique B = °XX. ’

Comme on a X = [X; | X,3 , i1 vient :

t t 7 nD T
X{Xq l X{X, 1 j
2

ty.x l . x ol no

| 272
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Les effectifs marginaux des lignes (identiques aux effectifs marginaux des

zo]onnes) valent 2n1.,...,2n2_, 2n.1""’2n.c’ et lfeffectif total est égal a
n.

4.2. Principe et notations.

Le principe est ici de faire 1'A.F.C. du tableau B ; compte-tenu que B
est symétrique, une seule A.C.P. sera nécessaire.
Les ‘quantités intervenant dans cette A.F.C. et calculées & partir de B seront
toujours notées de la méme maniére, mais surmontées cette fois du signe ~
I1 vient ainsi :

i g -1
" 5 D, | O @ - . D;7| 0
T=B3 O = 2Ll )8 ; Flogl = 3]t :
L2 o |p 2 1 2 o | b}
2- 2
¥ . WML 4
= 5 = A
17 2 2
A, LI
L Z c -

« Matrice_a_diagonaliser_et matrice des vecteurs propres : La matrice

B i o o o B

2 2
1 1
naliser le carré de la matrice diagonalisée en 3.3. ; on sait qu'une matrice et

d diagonaliser est R, = [tﬁ = i[l tﬁ tﬂzj : on doit diago-

son carré ont les mémes vecteurs propres, les valeurs propres étant élevées au
carré ; comme de plus, ﬁél ='ﬁé1 , on conclut immédiatement que tﬁl tﬁz n'a que
(2-1) vecteurs propres intéressants pour cette analyse ; si on les dispose en

colonnes dans la matrice ﬁzg(£+c) x (2=1), il vient :

Par ailleurs, les (2-1) valeurs propres utiles rangées par ordre décroissant

s'écrivent : ’ [1+Jxk ]2
Dk=\)K M e s k& Lgeoesl=1T %
Py
Remarque : La encore, 1'indicateur de qualité 'y = JEcT—— h'a pas de
signification réelle. z Pk

k=1
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2+c-1 1
Toutefois, en remarquant que I op = &iEiZ&Ew_ll » on pourrait dans ce cas
k=1
2 =l 2
calculer : [/l at+c+2(d -l)IIrk - 11

@2

—— e

Elle s'écrit : C

?
=
1
=2
—
o
™~y |
—
1
E*)
1
NO| =
1
Tl e
n e
—f I=
(oI §
| I
| pEr—
(o]
o =
—t
s
M| o
L S
1
= —
N =
! [ |

o -1 -1 <
Cn [ D AR (U] 1 [ Dy AL,
ol l =7 ~ —
1 -1 | v A0+ p2ly
A0t |0 2 oPy Uyt Dy Uy
e ] 1ty - K
-3 Dty 4 Dy JU‘2”2] 1 [Dl ”1} 1.+ 112
= =1 7 | 1 g-1
L0 AUy #0874y D U,
(d'aprés 3.4)
i :
roly ~ c,7 _
= W - on a finalement : C, = e L 1/2 N.
-1 1% | g
0! u, 2

Comme on a dans ce cas EZ - El » i1 n'y a pas & faire de représentation simulta-

née, Cl permettant de représenter Tes modalités de Xl et celles de Xz sur un seul

graphique.

1

Sur ce graphique, la représentation des modalités de X~ et de X2 est donc encore

quelque peu différente de ce qu'elle est dans les autres cas ; par rapport a
1'A.F.C. classique (celle de T), les coordonnées sur le k-iéme axe sont ainsi

multipliées par le facteur-%(l +._l_) dont nous donnons encore les valeurs dans

£
les mémes cas que précédemment :
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valeur de A, valeur de-% (1 + 7%; )
0,90 1,03
0,75 1,08
0,50 1,21
0,25 150
0,10 2,08

On constate donc que 1a déformation est moindre dans ce cas que dans le

cas de T'analyse du tableau disjonctif complet.

4.4. Remarques complémentaires.

-

IT va de soi que 1'A.C.P. des profils-colonnes de B conduit aux mémes résultats

que la précédente, B &tant symétrique ; i1 est donc inutile de 1a développer.

T e e T = 2D o Ll o

Pour Tes mémes raisons qu'au point 3. (valeurs propres non nulles sans signifi-
cation réelle), la qualité de représentation de chaque modalité de Xl ou de X2
(cosinus d'angle) n'a pas de signification, comme 1'indicateur de qualité glo-

bale rye

» Contributions_relatives :
Les contributions relatives des modalités de Xl et de X2 a 1'inertie totale de
leur nuage sont, comme dans le cas précédent, données globalement ; toutefois,
elles ne sont pas comparables & celles obtenues au paragraphe 3. puisque 1'es-
pace n'est plus le méme ﬂRQ+C au lieu de]Rﬁ), ni bien slr & celles obtenues au
paragraphe 2.,de facons séparées.

Les contributions relatives des modalités de chaque variable i la détermina-
tion des axes sont identiques a celles obtenues dans 1'A.F.C. du tableau disjonc-
tif complet et donc égales a la moitié de celles obtenues dans 1'A.F.C. de la

table de contingence (pour les mémes raisons que celles exposées en 3.5.).
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Enfin, remarquons que 1'on ne dispose plus ici de contributions pour les

individus, ces derniers n'étant pas représentés dans cette analyse.

4.5. Exemple.

Nous reprenons le méme exemple qu'en 2.7. et 3.6. ; le tableau de BURT,

avec ses marges, est le suivant :

PR E A
Xt 2 0 o 1 1 0 o 4
x| 0 2 0o o 1 1 o0 4
s 0 0o 2 o o 1 1 4
B -__;_“__ﬁ_____________-_ ______________________________
X7 1 0o 0o i1 0o 0o o0 2
X501 1 0 fo 2 0o o0 4
Xl o 1 1 io 0o 2 o0 4
;] o 0 1 0 0o 0 1 2
& 4 4 12 & 4 2 |o2a

La matrice a diagonaliser est le carré de la matrice tﬁl tﬁz écrite en 3.6.

(elle est 7 x 7) ; ses valeurs propres sont :

p. =1 Poq 0,871

=~ 0,563
0

P P3 = 0,25 Py = 0,063

Py = 0,004 Pg = 0 3 encore une fois, seules 01 et Py sont utiles.
g+c-1

2_
On pourra vérifier que I B = Batele-1) . 1,75 (on a vu en 2.7. que &%= 1).
k=1

Les matrices des composantes principales sont :
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1,14 0,53 ]
0 -1,06
~ - -1,14 0,53
Cl =C2 S| m——— .
1,32 1,06
0,66 -0,53
-0,66 -0,53
-1,32 1,06 |

La représentation graphique des modalités de X1 3

de El (voir ci-dessous) est encore peu différente des deux précédentes.

A
y xe 1

L ] X2

b

et de X2 réalisée a partir
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Les contributions relatives de 1'ensemble des modalités a 1'inertie de leur
nuage valent ici :

X: v 15% X5 5 12% X5 : 15%

Lol A I Sl o
[N AR SR el
WM Wi

. 124 X2 2 17% .

R X i

: 12% X
Pour Tes contributions relatives des modalités & la détermination des axes,
on se reportera au paragraphe 3.6.,les résultats étant identiques.

B A F.C. DIJN TABLEAU DISJONCTIF COMPLET RELATIF A PLUS DE DEUX VARIABLES QUALITATIVES

5.1. Données et notations.

Nous considérons ici p variables qualitatives (pz3) Xl .,XJ,...,Xp

observées simultanément sur n individus affectés du méme poids l- . Nous note-

rons cJ le nombre de modalités de XJ (j=1,...,p) et c = X cJ
j=1
Soit X Te tableau disjonctif complet nxc relatif & ces observations 3 si 1'on

note Xj le tableau des indicatrices nxcj associé a XJ, on a :
=[X1 Io-«l XJ- io-- I Xp:l-

Soit nJ 1'effectif de 1a i-iéme modalité de 1a j-iéme variable

; D, O
(1<jsp 5 1 s o<, ) ; nous poserons DJ 1 d1ag( 1.0 ..,ng.‘ ) et A = e -1'
J -
P

Les effectifs marginaux des lignes de X valent tous p, les effectifs
marginaux des colonnes valent n% ,...,nl F— n? seees n? et 1'effectif

Chs . C s
total vaut np. 1 P
l I s d'od 5lani.

Dl’ matrice nxn, diagonale, des fréquences des lignes vaut - 1 i

Dz, matrice cxc, diagonale, des fréquences des colonnes vaut %-ﬂ 3

|-_—'-1_ -1
d'ol : 02 =pA -,

Soit ﬁl la matrice nxc des profils-lignes associés & X et disposés en Tignes ;

K o=k
on a : Al =5 X.

ﬁz, matrice cxn des profils-colonnes disposés en lignes, s'@crit : A, = %-&'1 '

2

5.2. A.C.P. des profils-lignes de X.

« Matrice a diagonaliser :

v tr tg 1ty =11 o o-1
Clest A Ry =15 XK AT =5 B A

(cxc et symétrique) relatif aux p variables Xl,...,Xp.

, ol B = UXX est le tableau de BURT
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Posons S = %—B &'l ; S est une matrice cxc constituée de p2

th Xg Dél et représentant la matrice des profils-colon-

nes disposés en colonnes pour le croisement des deux variables XY et Xg prises

blocs, le bloc

courant s'écrivant-%

dans cet ordre (pour ce croisement, c'est la matrice tAZ) ; S généralise la ma-
t
LA

t
t
L AI IC

1
n

trice étudiée en 3.3.. On peut remarquer que S = &_18.

- —— - = b —

D'aprés Tes résultats généraux de 1'A.F.C., on sait que tﬁl tﬁz = % S admet ¢

valeurs propres comprises entre 0 et 1, la plus grande valant 1 et n'ayant pas
d'intérét dans 1'analyse ; d'autre part, (p-1) de ces valeurs propres sont nul-
les, compte-tenu que les variables intervenant en colonnes dans X sont des indi-
catrices 1iées par p Tiaisons Tinéaires ; soit donc m Te nombre de valeurs pro-
pres strictement positives en dehors de 1 (m<c-p) et soient Visee-sV, Ces va-
leurs propres rangées par ordre décroissant ; appelons Upsenesly les vecteurs
propres ﬁél-orthornormés (c'est-a-dire p &_l-orthonormés) associés » et U, 1a

2
matrice cxm de ces vecteurs disposés en colonnes.

Gk
I - o ol el
¥ k=1,....,m , on a (ul=1]. » 00 u; e R :
X
“p
L
on a de méme U, = | : , ou U, =ul...) o™
2=1%3. J J J
Up (U; est c; x m).
J J
Notant enfin N = diag(vl,...,vm) » il vient :
sﬂ2=pu2N 633

Remarque : Contrairement au cas p=2, il n'est pas possible ici d'imposer des
conditions de normalisation aux u?, notamment parce qu'ils ne sont pas vecteurs
propres de matrices connues.

On notera également qu'il n'y a pas ici de relation entre les différentes
matrices Uj (=l v wcalbl)s



w BB
Elle s'écrit : C, = A, D
Nous utiliserons ce résultat en 5.3..

5.3. A.C.P. des profils-colonnes de X.

—— B S S S o T e S e T v o e

3 i Lo tr tr 1 =1 %
On diagonalise ici A2 Al * X A X
1 P -1t
=— 7 X.D.” "X, .
np j=1 J J J

Ses valeurs propres non nulles sont lesimémes que celles de tﬁltﬁz, soient

ViseeasVo 3 soit U1 1a matrice nxm donnant dans ses colonnes les vecteurs pro-

pres'ﬁil—orthonormés (c'est-a-dire n I_-orthonormés) de tﬁz tﬂl ;ona:

n
sty onoe1f2 1. ol us1)2
U1 = AZ U2 N =% X A U2 N
* Matrice_des_composantes principales :
AT L. T T, [ VO P 0 U, QPR U,
C'est : C2 = AZ D1 Ul 5 A X XA U2 N = A SU2 N
= p a1 U, n1/2 (d*aprés (3))
-1
B Y
=p i Nl/z H
T
D~ U
P P

On retrouve ici une formule analogue & celle du paragraphe 3.4. ; en particu-

lier, si T'on pose Cj =p 031 Uj Nl/2 (j=1,...,p), on a alors :
ol
b= | :
&
p

On notera toutefois qu'ici Uj n'est pas nécessairement une matrice de vecteurs
colonnes Dal—orthononmés, En particulier, le coefficient p généralise le coef-
ficient 2 implicitement apparu au paragraphe 3.4. dans 1'expression de 52, ce

coefficient s'étant ensuite simplifié avec le facteur %-introduit pour retrou-

ver en U1 (respectivement UZ) une matrice de vecteurs Dil (respectivement

D,, )-orthonormés.
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Chaque modalité i de chaque variable X9 est représentée au moyen de la i-iéme

A _ -1 1/2
ligne de C. = p D, . .
2 g =P Uy

. == p _ P
Elle se fait au moyen des lignes de C, = & X. D.1 U. = 1 E Xs B N"l/2 :
1 s21 737 73 TP a2y i ’
Jj=1 j=1
donc, 13 encore, chaque individu est représenté par le vecteur moyen associé
@ 1'ensemble des vecteurs représentant les modalités des variables X’ que cet
individu a présentés ; toutefois, la représentation des modalités de chaque
variable X¥ doit pour cela se faire au moyen des lignes de la matrice Cj N'I/2
qui est quelque peu différente de la matrice Cj.

5.4+ Bilan.

 Graphique_obtenu :

La technique d'A.F.C. ( et notamment la représentation simultanée brute) ap-
pliquée au tableau disjonctif complet relatif & p variables qualitatives (p=3)
permet de représenter sur un méme graphique les modalités de 1'ensemble des va-
riables considérées (matrice Ez) ainsi que les individus (matrice El), chacun
d'eux étant proche du barycentre des vecteurs associés aux modalités qu'il a
présentées.

Cette technique constitue une généralisation naturelle de celle étudiée
dans le cas p=2, cette derniére étant sensiblement identique & 1'A.F.C. classi-
que de la table de contingence T ; elle constitue la premidre fagon de pratiquer
L'Analyse Factorielle des Conrespondances Multiple.

e Autres résultats :

En plus de Ta représentation graphique décrite ci-dessus, les logiciels d'A.F.C.
appliqués au tableau disjonctif complet X fournissent des indicateurs de qualité

et des contributions relatives.

Comme dans Te cas p=2, et pour les mémes raisons, les indicateurs de qualité
(qualité globale en pourcentage d'inertie et qualité de la représentation des
individus et des modalités en cosinus d'angles) n'ont pas de signification con-
créte et ne sont en général pas utilisés. Les diverses contributions relatives sont,
elles, utiles a 1'interprétation du graphique et ont 1a méme signification que

celle indiquée en 3.3. .
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5.5. Exemple.

Nous reprenons ici 1'exemple utilisé précédemment et nous considérons en
plus une troisiéme variable qualitative X3 a deux modalités notées X3 et X3 -

1 2 *
le tableau disjonctif complet, avec ses marges, est le suivant :
g 1 1 2 2 9 22 .3 .3
% X3 X X% X5 XX %
1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 3
2 0 0 1 0 0 1 0 0 1 3
X - 3 0 0 1 0 0 0 3 0 1 3
4 1 0 0 1 0 0 0 1 0 3
5 0 1 0 0 0 1 0 1 0 3
6 1 0 0 0 1 0 0 1 0 3
2 2 2 1 2 2 1 i 2 18
tﬁl tﬁz = %ﬁ Bl = %-B -l , Ol B est le tableau de BURT associé a Xl, X2 et
X3 (B = tXX, est explicité au paragraphe 6.4.) et od T = diag(2,2,2, 1,2,2,1,4,2).

Les valeurs propres sont :

Yy = 1 vy = 0,913 v, = 0,520 vy = 0,333 Vg = 0,180
vg = 0,054 Vg = V7 = Vg =0 (on a ici m=5) .
3
b s - -1 % 1 -1t
By Bi= = ¥ %D K=z 2 KT W,

ou By = diag(2,2,2) , F2 = diag(1,2,2,1) et F3 = diag(4,2).

tﬁ f Ery

Les valeurs propres de 2 Al sont Vo? V12 Voo Vg» Vq et Vg

Les matrices des composantes principales 51 et EZ ont ici 5 colonnes chacune ;
pour réaliser une représentation graphique en dimension 2, on ne considére que
les 2 premiéres colonnes de chacune d'elles ; en notant CF et CT¥ 1les deux ma-

1 2
trices ainsi définies, nous avons :
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0,88 0,99
[~ O,Gg _0’73 = 0,49 "].317
-1,11 -0,21 _ ~dabl 0,18
¢p = | o1t 0,46 | . G e | 0.0 1,61
0,86 1,16 0,79 ~0,32
0,26 -0,95 -0,45 -0,80
| 0,82 @27 | -1,58 0,64
0,69 -0309
Er 0,18 |

Remarque : Dans la matrice des données X, on peut remarquer que 1'on a
i = X% + X% et Xg = X% ; avec les liaisons habituelles entre indicatrices,

cela nous donne 4 relations indépendantes entre les 9 variables indicatrices X% R

X

d'ol une matrice de rang 5 et 1'existence de 5 valeurs propres non triviales.

Par ailleurs, au niveau des composantes principales, on peut vérifier que 1'on

; =k _ 1,2,k = +k
retrouve bien (C2)8 2—[(02)1 + (Cz)2 ]

et (CZ)S (Cz)g , pour tout k entre 1 et 5 .

On peut maintenant construire le graphique présenté a la page suivante.
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Axe 1

Axe 2
® X?
o4
1+ o ]
X1
2
Xa'
3.
1 3 o6
X e;): )(2
= t >
X3 }
2 1
. vl
X7
2. 1
Xs
eh

.
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Les contributions relatives des individus a 1'inertie de leur nuage sont :

1:12,5% Z 5 16,7%

5 : 12,5% 6 @ 12,6% -

Pour les modalités, on a :

%, i

Xy @ 11,1% X, : 11,1%
2 . . 2 . ’

X{ : 13,9% X5 ¢ 11,1
3 3.

X{ i 5,6% Xy : 11,1% .

3 : 25%
1. ;
X3 : 11,1%
2, 4
X3 : 11.1%

4 :

X

2
4

20,8 %

: 13,9%

Les conditions relatives des individus 3 la détermination des axes sont :

axe 1 : 13: 8,7%
4 :13,6%
axe 2 : 1: 17.2%
4 : 43,1%

Les contributions relatives des modalités & 1a détermination des axes sont :

axe 1 : x% . 9,59
9 .
XS 5 5,0
3 .
X3 ¢ 11,5%

axe 2 x% . 20,9%
2 .
X @ 2768
3 )
X3 : 0,3%

6. A.F.C. D'UN TABLEAU DE BURT RELATIF A PLUS DE DEUX VARIABLES QUALITATIVES

2

52

X

PRW RN MO

NW NN N

1 22,6%
1.2%

1,3%
: 29.2%

: 3,0%

: T.6%

: 22,9%

: 20.2%

252%

0,7%

X

3 : 41,5%

6

2 12,4%

3 :

6 :

WM W

WM W=

6,9%
2,3%

: 22.,9%

2,5%

0,7%

s 13.8%

.
-]

M~

X4 :

: 15,2%

4,4%

6.1. Données et notations.

Les données sont les mémes qu'au point 5. et nous prenons également les

mémes notations.

Soit B le tableau de BURT cxC relatif a 1'ensemble des p variables consi-

dérées : B = X X.

Les effectifs marginaux des lignes et des colonnes de B valent



p n%',..., p n1 Cseees P n? yovus P nE » 1'effectif total valant np2 .

cq b
D
1. 0
~= D :N =l \\ =—1— ~—1 N-l = -1
T=83 B =0,=3 56 5 B =T = pa
8 0 DP
¥ % 1 =1 1 -1 I & .
A = A2 == By B = np A™B = 5 S (voir Tle 5.2.) .

np

6.2. A.C.P. des profils-lignes (ou des profils-colonnes) de B .

IT est clair que,la encore, les deux A.C.P. donneront les mémes résultats ;
on n'envisage donc que 1'A.C.P. des profils-lignes.

o D

& vy _ 1 2
Nous avons diagonalisé CA

C'est A S)

! tﬁz = %,s en 5.2. 3 nous allons donc trouver ici

les mémes vecteurs propres (éventuellement, a une homothétie prés) ,

les valeurs propres étant élevées au carré. Le nombre de valeurs

tﬁz s en dehors de la valeur propre triviale 1, est

donc ici la méme que précédemment, soit m.

propres non nulles de tﬁl

1 I _s==1

=pA - =D,” ; les vecteurs propres ﬁél-orthonormés de tﬁl K

On a D2 A2
sont donc exactement identiques aux vecteurs propres 'ﬁél—orthonormés de

tﬁl tﬁz ; 1a matrice ﬁz , cxm , de ces vecteurs propres disposés en colonnes

est donc égale a UZ‘

O S, P * -1y _ 1 ,-1 ] s
Elle s'ecrit : C; = A, D, UZ—SA U, =54 " BAT

1 1 2
_len o ool ;
=47 80U, = pA~U, N (voir (3) en 5.2.)
= G N1/2 (voir 5.3.) .
L4
On a donc finalement : El = EZ = Eé'Nl/z = | NU2 =
T
1/2 P

ol N = diag(VWyseees V).
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Chaque modalité i de chaque variable X¥ est représentée au moyen de la i-iéme

; 1/2 _ <
Tigne de Cj N p Dj Uj N.

IT ne s'agit donc pas de la méme représentation que celle donnée par 1'A.F.C.
du tableau disjonctif complet, puisque la coordonnée sur le k-idme axe (1sksm)
est ici multipliée par le facteur fﬁ; ; toutefois, les deux représentations
seront en général trés voisines.

Ce résultat est tout a fait analogue & celui obtenu dans le cas p=2.

6.3. Bilan.

Comme dans le cas p=2, la représentation simultanée est ici inutile puisque

El = T, 3 le seul graphique réalisé a partir de €, (ou de Ez) fournit la re-
présentation de 1'ensemble des modalités de toutes les variables. On notera:
bien slr que 1'on n'a pas dans ce cas de représentation des individus.

Cette technique constitue encore une fois une généralisation naturelle de celle
vue dans le cas p=2, laquelle &tait trés voisine de 1'A.F.C. classique de la
table de contingence T ; elle constitue la deuxieme facon de pratiquer L'Ana-
Lyse Factonielle des Comrespondances Multiple .

 Autres résultats :

En plus du graphique, on obtient 13 encore des indicateurs de qualité sans
signification concréte et des contributions relatives ayant la meme significa-
tion que celle indiquée en 4.4..Les contributions relatives des modalités de
chaque variable a la détermination des axes sont encore une fois les mémes que
dans 1'A.F.C. du tableau disjonctif complet.

e T L o —

Les représentations des modalités des variables sont trés voisines dans Tes
deux fagons de procéder ; i1 ne peut donc g'agir d'un critére de choix entre
les deux. La premiére méthode (A.F.C. du tableau disjonctif complet) permet,
seule,de représenter les individus et est donc a priori plus intéressante ;
mais, dés que 1'on a un nombre important d'individus, le graphique est il1lisi-
ble et i1 est alors préférable d'utiliser la seconde méthode (A.F.C. du tableau
de BURT). Les Analyses de Correspondances Multiples étant en général utilisées
sur des données nombreuses, c'est le plus souvent par 1'A.F.C. du tableau de
BURT que 1'on réalise ces analyses.
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6.4. Exemple.

Reprenons 1'exemple traité en 5.5.; le tableau de BURT, avec ses marges,
est le suivant :

1 1 1 1.2 2 2 2 T3 3
BEEEILLE R ERELE
XX| 2 0 0 :1 1 0 0:2 0|6

Rl e e e e L T RS —————

xi 1 0 0 1 0 0 0 1 0 | 3
B : 2
Xs| 1 1 0:0 2 0 0:2 0|6
xg o 1 1:0 0 2 0 :1 11 8
xﬁ o o 1:0 0 0 1:0 1| 3
________________________________________________________ o s
xﬁ 2 2 0 :1 2 1 ©0:4 0|12
x% o 0 2 :0 0 1 1:0 21 s

La matrice & diagonaliser est le carré de tﬁl tﬁz , diagonalisée dans le cas
précedent (5.5.) 5 elle est 9 x9 et s'écrit = (B I™1)2, o

I' = diag(2.2:2,1.2,2,1,8.2).,

Ses valeurs propres sont :

2

_ ol o : il
Po = Vo = 1 Py = vy = 0,834 Py = V5 = 0,270
= HE = 0,111 = v2 = 0,032 = 2 = 0,003
P3 = V3 » B ™ g = Bg =¥g ® Y
06 = p? = 98 =0 .
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Les matrices des composantes principales s'écrivent :

(0,84 0,71
0,47 -0,84
=143 0,13
0,86 1,16
~k ~%
Cl = C2 = 0,76 -0,23
-0,43 -0,58
~1581 0,46
0,66 -0,06
%1..81 0,13 |
x vk _ 1 .~ .k = \k = \k ~ \k
On peut encore remarquer que (Cl)8 =5 [(Cl)1 + (01)2] et que (Cl)9 (Cl)3
pour tout k compris entre 1 et 5.
On déddit de E; le graphique suivant :
A Axe 2
2
° )(1
I--
1
<Xy
2
X
1 3
X et X
: s 2
-1 " B Axe 1
2
.XZ
2 o
XB
-
XZ
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On constate qu'il est trés proche de celui obtenu en 5.5. . Les contributions
relatives de 1'ensemble des modalités & 1'inertie de leur nuage valent :

¥l . g 1. g.g 1,

Kl : 11,1% X2 i 8,9% X3 : 15,6%

2 . 2 . z 2, 4
X]_ . 11’1% Xz - '899% X3 - 7,8% X4 - 13,3/0
3 . 3.

X1 1 7,8% Xz : 15,6%.

Les cqntributions relatives des modalités & la détermination des axes sont les
mémes qu'en 5.5..
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7. APPLICATIONS DE L'ANALYSE CANONIQUE A L'A.F.C.

On se propose dans ce paragraphe de considérer 1'Analyse Canonique (A.C.)
selon deux conceptions, et de 1'appliquer dans chaque cas i des variables qua-
litatives afin de comparer les résultats obtenus, notamment les représentations
graphiques, avec ceux de 1'A.F.C.. La premiére conception est 1'approche clas-
sique de 1'A.C., Ta seconde 1'approche envisagée par J.D. CARROL pour générali-
ser 1'A.C. (voir [41) et reprise par G. SAPORTA dans [9].

Les résultats les plus classiques ne seront pas démontrés ; on pourra se

reporter a [3] pour la premiére approche et a [9] pour la seconde.

7.1. Données, notations et probléme général de 1'Analyse Canonique.

(xl,...,xl) et (xz,...,xz) sont deux ensembles de variables quantitatives ob-
1 L i) C

servées sur n individus notés w et munis de poids Py (¥ = Dynngh 3 pw>0 g
n

L p =1).
_ w
w=1 On note Xl la matrice nxf des observations centrées des variables X%

(i=l,...,%) et X2 la matrice nxc des observations centrées des variables

x§ (3=1,....c).

On cherche a étudier les liaisons Tingaires entre les deux ensembles de
variables ; pour cela, on considére 1'espace vectoriel R" muni de Ta base canoni-

que et de Ta métrique associée a la matrice D = diag(pl,...,pn) sur cette base
(métrique des poids).

On peut ensuite voir le probléme de deux fagons distinctes, mais équivalen-
tes.

7.2. Premiére conception de 1'Analyse Canonique.

Soit wl (respectivement wz) le sous-espace vectoriel de R" engendré par les
vecteurs associés a X%,...,Xi (respectivement xi,...,xg) ; ces deux s.e.v. sont
supposés de dimensions respectives £ et ¢ ; et 1'on suppose de plus & < c.
On cherche dans wl une base D-orthonormée gl,..., gg et dansw2 une autre base

D-orthonormée nl,...,n¢ telles que :

= (gl,nl) soit le couple le plus corrélé de wl x W2 -

- (Ezsnz) soit le couple de wl X H2 % 52 orthogonal & 51 et n2 orthogonal
a nl, le plus corrélé ;

- et ainsi de suite ...
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« Solution :

Les (Ek,nk), k=1,...%, sont appelées les variables canoniques ; si P1 (res-

pectivement P2) est Ta matrice carrée d'ordre n associée a la projection
D-orthogonale sur wl (respectivement NZ), on montre alors que

gk(respectivement nk) est vecteur propre de Pl P2 (respectivement P2 Pl) asso-
cié a Ak (11 Buey & Ag > 0 sont les valeurs propres non nulles communes &

P1P2 et P2P1).
Remarques :
_ -1t _ -1 t
- P1 - Xl Vll Xl D et P2 = Xz V22 X2 D .
ol Vi, = ™. D X et Vo, = X, D X
11 i i 22 2 é =
2+1 c e % . . .
-1 »--+5n sont choisis arbitrairement dans w2 pour constituer

avec n ,...n£ une base D-orthonormée.

Posons : Al =

1
x
!
—
-
"]
. O
o
-
1
><
=
><

=1 . ik
et A2 = U22 V21 , ou |V = X

Dans ,RR muni de Ta base canonique et de la métrique associée & VI% sur cette

base, soit uE le vecteur propre VI% -normé de tAz tAl associé a la k-iéme
valeur propre My (k=1,...58).

k 1 kK

On peut alors vérifier : £ = X1 V11 Uy et e = hk .
De 1a méme maniére, on vérifie que nk = X2 Vé% u; » 00 les ug sont les
w t: &

vecteurs propres sz-orthonormés de
nulles A (k=1,...,2).

Al A2 , associés aux valeurs propres non

On représente les variables X% au moyen des coordonnées des x} (vecteurs les

représentant dans R") sur la base des gk, c'est-d-dire au moyen des
1 t[xl
i

k k
<Xi’E >'D ]D[‘E]

i
t- 1 -1 k
[(x31D X1 Vll uy -
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Soit U la matrice &x2 donnant les u% (Vii-orthonormés) en colonnes ; les

coordonnees des variables Xl par rapport aux £ s'obtiennent dans les Tignes

t wl
de la matrice Xl DX Vll 1= 11 11 U1 Lll .

Pareillement, on peut représenter sur un autre graphique en dimension £ les

variables X§ au moyen des lignes de Ta matrice U2 (cxf) dont la k-iéme colon-
ne est ug.

Ensuite , si 1'on souhaite (et c'est en général le cas) disposer d'une
representat10n graph1que simultanée des deux ensemb]es de variables, on peut
soit projeter les x dans Nl, soit projeter les x dans wz . Dans Te premier

J
cas, la coordonnée de x§ relativement a Ek est :

2 k b2 ¢ 1 ko .
< Pl X5 £ > [x ] P1 DX 1 11 [u T i
on utilise donc la matrice :
v _t -1t -1
X2 P DX Vll 1° Xz D X V11 Xl DX1 Vll U1

ly ot
s

H

On utilisera donc dans ce premier cas les lignes de Ul pour représenter les
variables Xl et celles de t 1 1 pour représenter les variables Xg. Dans le

second cas, on aurait respectivement recours a A2 U2 et a U2.

Cette conception de 1'A.C. présente donc 1'inconvénient majeur d'aboutir
d deux représentations simultanées distinctes des variables, sans qu'il soit
possible d'en privilégier une.

I1 est encore possible en A.C. de faire deux représentations des individus
observés. Elles se font 1'une dans R* et 1'autre dans RS, ne sont pas identi-
ques et ne peuvent en principe pas se superposer a la représentation des va-
riables. Nous ne les développons pas ici car elles ne seront pas utilisées

par la suite, mais on pourra se reporter & [3].

7.3. Application a 1'Analyse Factorielle des Correspondances.

1

On remplace les variables Xi par les indicatrices des modalités de X1 et Tes

2

X? par celles des modalités de X= ; les matrices X1 et X2 sont alors des ta-

bleaux d'indicatrices dont on effectue 1'A.C.
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Remarque : Les matrices Xl et-X2 correspondront ici & des données non centrées
(cela était déja le cas au paragraphe 2. pour les matrices de profils Al et AZ) 2
Ta technique s'en trouve simplifiée et 1'on peut vérifier que les résultats sont
équivalents (& un vecteur constant prés).

I .

e o

Elle se fait au moyen des lignes de U
On notera ici que :

1

Vi = o =sx =0 5 vl
DL RS
V2= X DX =5 KXo =T 5 Wy =g T

A1= %—Dgl T est le A, habituel de 1'A.F.C. (tableau des profils-Tignes) ;

A2 =‘% Dél tT est le Az habituel de 1'A.F.C. (tableau des profils-colonnes).

Les vecteurs propres Vl% -orthonormés de tAZ §

Al sont donc les vecteurs propres
Dil-orthonormés de la matrice diagonalisée en A.F.C.; nous les avions notés u?
au point 2.4.; i1 y a donc équivalence entre les deux notations .

Rappelons qu'en A.F.C. classique, les modalités de X1 sont représentées au moyen
des Tignes de C1 et que nous avons vu (en 2.5.) que C, = DIl U LU2
représentations sont donc différentes.

; les deux

1 1

-+ Représentation_des modalités de X° :
Soit U2 la matrice cx(2-1) des vecteurs propres Vé%—orthonormés de tAl tAE 3
-1 <1

il est clair que V22 = D2 et que U2 est égale a 1a matrice ainsi notée en

A.F.C. ; Te résultat est donc semblable & celui obtenu pour les modalités de

Xt

IT est encore possible ici d'en faire 2. Dans la premiére, les modalités de Xl

seront représentées au moyen des lignes de U1 = D1 Cl L'l/2
moyen des lignes de tAI U1 = U2 Ll/2 (on a vu en 2.4. que U2 =

= 02 C2. Dans la seconde, on utilisera les lignes respectives de U

et celles de X2 au

th U, LV
1 &1/2— D,C
110G

et de U2 = D2 C2 L'I/Z. Ces représentations graphiques sont donc toutes deux
différentes de la représentation simultanée brute obtenue par 1'A.F.C. de la

table de contingence T, et réalisée a partir des lignes de C1 et de 62 5 en
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particulier, on passe de C1 a U1 ou de C2 a U2 en effectuant & la fois une pré-
multiplication et une post-multiplication, ce qui peut changer sensiblement le

graphique qui en découle.

Nous considérons une nouvelle fois 1'exemple introduit en 2.7, et nous réali-
sons la premiére représentation simultanée.

0,41 0,24
On avait obtenu : Uy=]0 -0,47 C
-0,41 0,24
0,20 0,12
o ) 3 0,20 -0,12
il vient par ailleurs : Al U1 * | 20,20 -0,12
_-0,20 0,12
D'old le graphique :
A Axe 2
1
x13° L
2. .
g % X
2 2 Axe 1
X ] ® X2
1
F )(2 :
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7.4. Deuxiéme conception de 1'Analyse Canonique.

On cherche Te vecteur 71 de R" e plus proche a la fois de wl et de w2 ; on
prend pour critére Rz(zl,wl) + Rz(zl,wz) maximum, ol R2 désigne Te carré du
coefficient de corrélation lingaire multiple, et 1'on impose a z1 d'étre
D-normé ; on recommence en cherchant z2 D-normé: et D-orthogonal a zl, le plus
proche de Nl et de NZ’ et ainsi de suite ...

* Solution :
Les zk » k=1,...,n , sont les vecteurs propres D.orthonormés de P1 + P2 associés

aux valeurs propres décroissantes : 4y 2o, 2...2 0 > 0. (voir [9]).

. Bglézign_gntre_253_55_92_95_£1_§_5_§_&1 :
On peut montrer que gk = a Pl zk et nk = aP2 zk , @ étant une constante réelle.
k, k
Par ailleurs : gk + nk = a(P, + P )zk =aa zk = zk b ; comme on peut
1 2 k aoy

vérifier aq, = 1 % /X; » le signe étant plus pour les plus grandes valeurs propres

W ¢
et a =J(§— » il vient : zk L [2(1+/XE)]-1/2 (€k + nk)-
k

e ——

Elle se fait sur le sous-espace de R" engendré par les zk ; coordonnées de
1l 1 k
Xi I < Xj » 2 >D .
i k : k k R k1 k
En &crivant alors z" en fonction de £ et n, en écrivant = = — P2 £E" , en
1k Ak

développant P2 et gk (X1 Vll uy 3 voir 7.2), et en remarquant que

t[x}]Dtng = (Ul)E(d'aprés 7.2), on peut finalement vérifier que Ta matrice x%
donnant dans ses lignes les coordonnées des variables X} relativement aux zk
5" crit :

1y (I, + L1/2)1/2 =U Nl/z , avec N o diag (ot m. waal, )i

Ny 1 2 1 2

/2 -

définie par analogie avec le paragraphe 3.,
De la méme maniére, la matrice cx% donnant dans ses lignes les coordonnées

des variables x? relativement aux zk est : U2 Nl/z.

e e e e - —

La présentation ci-dessus de 1'Analyse Canonique, équivalente & la précédente
puisque Tes résultats se correspondent, présente 1'avantage d'aboutir & une re-
présentation graphique unique et naturelle des deux ensembles de variables, dans
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un espace "intermédiaire" entre Nl et W, et ne privilégiant aucun de ces deux

espaces. Bien entendu, cette représentation différe des deux représentations simul-
tanées obtenues en 7.2..

e e -

Cette conception de 1! Ana]yse Canonique présente également 1! avantage de permet-
tre 1a définition d'un unique espace d'individus, mz & » dans lequel on peut faire
sans ambiguité Teur représentation graph1que Nous ne deve10ppons pas ce point
ici, car i1 sera repris de facon plus générale au paragraphe suivant ; notons
simplement qu'on trouve les coordonnées des <individus (par rapport a une base

appropriée d'un sous-espace vectoriel de]Rg+c, de dimension 2) dans Tes lignes de
la matrice :
=]
v 0 U ]
Lorxg | %1 1 | :
V2

[ V2, ”2_'

5. Application a 1'Analyse Factorielle des Correspondances.

On utilise Tes mémes principes qu'en 7.3. ; les matrices notées ci-dessus
Ul’ U2, L et N sont identiques & celles ainsi notées aux paragraphes 2.et 3..
Par conséquent, la représentation simultanée se fait au moyen des matrices :
1/2 _ -1/2 1/2
U1 N = D1 Cl L N &

C L-1/2 Nl/Z

/2 _

2

On constate que ces matrices ne différent de celles trouvées dans 1'A.F.C. du
tableau disjonctif complet (paragraphe 3.4) que par la pré-multiplication par
Dl et D2. Toutefois, cela affectant différemment chaque modalité, le graphique
peut s'en trouver sensiblement modifié.

La représentation des individus se fait au moyen des lignes de la matrice

g ., Ol X est le tableau disjonctif complet relatif a X! et X2 ,

-1
D 0 U

ou ﬂ.-l = E = 5 et ou U= {U—l} s
0 DZ 2

Dl’ D2, U1 et U2 étant les matrices définies en A.F.C. (voir au paragraphe 2.1.
la définition de Dy et D2).

1 ya
V2
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- Exemple : Nous reprenons encore 1'exemple introduit en 2.7. ; il vient :

0,39 0,20 0,21 0,14

u, N2 | o -0,41 & N | GE 61
~0,39 0,20 0,21 -0,14

0,21 0,14

D'ol la représentation graphique des variables :

/\ Axe 2
1 1
%o o X
3 % . 1
Xa X
2 ,Axe !
X3 < g X2
J
X2
On obtient par ajlleurs : 0,50 -1,50
-1,37 0
Loy, by o |18 1,50
Ve 1,87 1,50
~-0,50 -1,50
| 1,37 0

On en déduit la représentation graphique des individus réalisée a Ta.
page suivante.
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Axe ?

no
|
e

I 6 Axe 1

8. APPLICATION DE L'ANALYSE CANONIQUE GENERALISEE (AU SENS DE CARROLL) A

L'ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES MULTIPLE

IT existe plusieurs facons de généraliser 1'A.C. & plus de deux ensembles
de variables quantitatives (voir notamment [9]), toutes se ramenant a 1'A.C.
classique dans le cas de deux ensembles de variables. Nous ne considérons ici

que la généralisation proposée par J.D. CARROLL (voir [4]), car c'est la plus
fructueuse au niveau des applications.
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8.1. Données, notations et probléme général.

On considére p ensembles de variables quantitatives (XJ,...;Xg }s 1€j<p &
observées sur n individus w , lswsn , affectés de poids Py -
On note X, 1a matrice nxcj des observations centrées dunj~iéme ensemble,

et X Ta matrice [ X,|...|X;|...|X 1 ; X est nxc, avec c = I c; .
1 J p je1 9
En se plagant alors dans R" muni de 1a métrique des poids, on cherche a

étudier les liaisons linéaires entre toutes ces variables.

8.2. Principe de 1'Analyse Canonique Généralisée (A.C.G.).

Pour tout j compris entre 1 et p, on note Nj le sous-espace vectoriel de
R" engendré par les vecteurs associés aux variables Xf (i=1,...,cj) ; on sup-
posera que sa dimension est cj (c'est-a-dire que les Xg sont Tinéairement indé-
pendantes). Notons par ailleurs W Ta somme de ces sous-espaces (il ne s'agit pas
nécessairement d'une somme directe) et m la dimension de W (m<c).
On cherche alors dans W une base D-orthonormée zl,...,zm qui soit telle que :
P
& 21 est le vecteur D-normé de W maximisant X Rz(
J=1
jours le coefficient de corrélation linéaire multiple) ;

z;wj) (R désignant tou-

P
-7 est le vecteur D-normé de W, D-orthogonal & zl, maximisant X Rz(z,wj);
§=1
- et ainsi de suite ..

On pourra alors faire une représentation graphique simultanée de 1'ensemble des
variables Xg sur les sous-espaces de W engendrés par les deux ou trois premiers
vecteurs zk.

8.3. Solutions.

P
I1s sont vecteurs propres de la matrice X P, associés aux valeurs propres

J
Jj=1
rangées par ordre décroissant (Yl ZevoZ Yo > 0). Pj est la matrice carrée d'or-
dre n associée, sur la base canonique de m”, au projecteur D-orthogonal sur W, ;

J
PP _ -1t o : i }
elle vérifie : Pj = Xj ij - Xj D ., ol ij est la matrice des variances

covariances des variables Xg (1=1,...,cj) ’

p p _
Il stensuit: z P, = (2 X Vit %,
jop 9 Yy a8

1ty 3
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La matrice V est carrée d'ordre c, symétrique et d&finie-positive, chaque ma-
trice ij 1'étant puisque les variables X% 5 i=1,...,cj, sont supposées linéai-
rement indépendantes ; V est donc inversible, V'l étant également symétrique

et définie-positive.

Soit H = tX DX 3 H est constituée de p2 blocs notés ng (1<g<p , 1<j<p) et
tels que ng = tXg D Xj ; H est donc symétrique ; d'aprés les hypothéses faites,
son rang est m.

Dans R muni de 1a base canonique et de la métrique associée 3 la matrice V_l
on appelle ul,...,uk,...,um les vecteurs propres Vhl-orthonormés de HV'1 asso-
ciés aux valeurs propres rangées par ordre décroissant (Bl z...2 B > 0) 5 la
V'l-symétrie de HV'l assure 1'existence de c valeurs propres réelles non né-

gatives, m seulement &tant non nulles puisque HV'l est aussi de rang m.

On a alors la propriété suivante :

B, =¥
¥k=1,....m: K 'K
X = Loyl
an
p _ oo ; . .
En effet, (3 Py)XV Pk =t et k- g 0t kT, ce qui stablit
J=1

1'égalité deux & deux des valeurs propres Bk et Y 5 ainsi que la colinéarite
de 2% et de xvlruks ; comme on vérifie simplement I]X\J’_1

résultat est établi.

kT (15 = v,.0 Te

e

Dans W, on représente chaque variable Xg en utilisant les coordonnées sur la

base des zk du vecteur deIRn associé a Xg ; 1a coordonnée de><$ sur zk est :
J _k A R R -1k
<Xj, 2 > = [xij DLz"] = -?§: [xij D XV L

* . . " k
Notons U Ta matrice cxm donnant dans sa k-iéme colonne les coordonnées de u

sur la base canonique_deIRC et G la matrice diag(yl,...,ym).
Les coordonnées des Xg sur les zk sont donc dans les lignes de la matrice :

B o x viute 2 -t gt 2 yrgl/2
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L'espace des individus est ici RC, chaque individu w y étant représenté par le
vecteur X, de codrdonnées sur la base canonique :
(X1 = *TXT(w) = Xpseeos XP () - RP 3
P P
La représentation des individus se fait donc au moyen des coordonnées des X,
sur les uk (1swsn , l<k<m) dont 1'expression est :

k _ -
<X, U >V_1 = [xw3 v

Ce sont donc les lignes de la matrice XV~

1 [uk] .

1 u* qui fournissent ces coordonnées.

Remarques :

1) La matrice X V'l U* est analogue 3 la matrice C des composantes prin-
cipales en A.C.P. qui s'écrit C = X M U, ol X est la matrice des données centrées,
M la matrice définissant la métrique dans 1'espace des individus et U la matrice
des vecteurs propres M-orthonormés dans 1'espace des individus (voir 1.3.).

On peut éinsi vérifier (voir [9] ) que dans le cas €] =Cp = .ev = cp =1,
1'A.C.G. est eéquivalente & 1'A.C.P..

2) 11 n'y a aucune raison de faire ici une représentation simultanée des
individus et des variables.

3) On peut ici, comme dans une A.C.P., mesurer la qualité globa-

le des représentations graphique en dimension s (1lsssm) par le rapport des s

plus grandes valeurs propres a la trace de HV'l (qui vaut c). Toutefois, les
données étant ici plus particuliéres, ce rapport n'est pas aussi significatif ;

en particulier, dans le cas de deux variables qualitatives, on retrouve les mé-

mes valeurs propres que dans 1'A.F.C. du tableau disjonctif complet, et 1'on

sait que ces valeurs propres n'ont pas de signification concréte (voir ci-dessous).

8.4. Application de 1'A.C.G. & 1'A.F.C. multiple.

———

On dispose de p variables qualitatives Xl,...,XJ,...,Xp (XJ ayant cj modalités)
observées sur n individus w ( w = 1,...,n) tous affectés du méme poids-% .

Pour tout j (1<jsp),on définit les <5 indicatrices des modalités de XJ que T'on

note Xg (ISiSCj) et on leur associe Xj, tableau nxCy des indicatrices non cen-
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trées (1a encore, les données qualitatives ne seront pas centrées, les résultats
étant équivalents).

On note enfin X le tableau disjonctif complet [Xll...|xj|...|xp3 de dimension
p
nxc (c= L C.).
j=1 J

On applique alors 1'A.C.G. & 1'ensemble de toutes les indicatrices Xg "

- s

_t 1% y =1 giaqnd J oy
ij Xj D Xj = Xij = d1ag(n1_,...,ncj') = Dj
(matrice ainsi notée en 5.1.) .
LTI D0 1 -1
V = N = g = A (cf501s) d'ol V= = A
v D
0 ] LO%
Vas = tX D X. = i tX X. = l-T . , ol T.. est Ta table de contingence relative
93 g% " n "¢g°J n 9"’ 9j

a x9 disposée en Tignes et & X3 disposée en colonnes.

t 1

H="tDX =-% XX =18, ob B est le tableau de BURT des observations.

HYV =-% B A 1. S , matrice ainsi notée en 5.2..

En reprenant les mémes notations qu'en 5.2., il vient de facon évidente :

U = /p 0, et G=pN.

- Représentation_des modalités_des_variables xJ

U*Glf2 =p Uz N1/2 ; c'est donc les lignes de cette matrice qui serviront a

représenter les modalités des variables X9 (Xg) . Rappelons que c'est la matri-
cep A"l U2 NI/2 qui était utilisée dans 1'A.F.C. du tableau disjonctif complet ;
il y a donc 1a encore une différence.

XV Uz = P 5 X. DIk Uj : en coefficient /p prés, on re-
trouve donc ici la méme représentation des individus que dans 1'A.F.C. du ta-
bleau disjonctif complet ; toutefois, dans ce cas, la représentation d'un in-
dividu n'a plus rien a voir avec Te vecteur moyen associé aux vecteurs repré-
sentant les modalités présentées par cet individu ; la représentation super-
posée des individus et des modalités n'aurait donc ici aucun sens.
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Nous considérons & nouveau ici 1'exemple introduit en 5.5. ; on a :

u* Gl/z =p Uz N2 . A Cz ; les deux premiéres colonnes de cette matrice
s'écrivent :
0,29 0,33 ]
0,16 -0,39
-0.46 0,06
0,15 0,27
0,26 -0,11
-0,15 -0,27
-0,26 0,11
0.46 -0,06
-0,46 0,06

D'ol Ta représentation graphique des modalités des variables :

? Axe 1

.><1
gl |
1 3% ¥
X3 e%x2 .
o2 %3 Axe 2
X 1
» 2
X.
3 v
il

On remarque ici que Xg est toujours confondu avec X;, alors que X? n'est
plus la moyenne vectorielle de X: et X; , mais Teur somme vectorielle.
Ce résultat, di a la pre —mu]tip]icafion par A, ne nous parait pas satis-

faisant ; sur ce point précis, nous trouvons préférable 1'A.F.C.M. & 1'A.C.G. .
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D'autre part, vp X g UZ = /FT; = /3Ty 5 les deux premiéres colonnes

s'écrivent :

1,19 21,27
-1,93 -0,36
-2,61 0,81

1,50 2,01

0,44 -1,65

1,43 0,46 _

D'ol Ta représentation graphique des individus :

A Axe ?
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9. BILAN

Les tableaux qui suivent présentent, pour chacune des méthodes envisagées
ici, les résultats obtenus concernant les matrices utilisées pour les représen-
tations graphiques des modalités des variables intervenant ainsi que pour celles
des individus, lorsque ces derniéres sont possibles ; les notations sont rappe-
lées en-dessous de chaque tableau.

Le premier concerne le cas de deux variables qualitatives et le second le
cas général, le premier étant plus complet puisqu'il est possible d'utiliser dans
le cas de deux variables des techniques ne se généralisant pas (A.F.C. d'une ta-
ble de contingence, A.C. classique).

Se pose alors le probléme de choisir 1'une de ces méthodes au moment de
traiter des données. Dans le cas de deux variables, 1'A.F.C. a suffisamment
fait ses preuves pour que son choix soit tout indiqué. Dans le cas de plus de
deux varijables qualitatives, le choix est beaucoup plus délicat ; sur le plan
théorique, 1'A.C.G. semble Ta méthode la plus fondée, notamment parce que la
représentation simultanée des modalités de toutes les variables y apparait trés
naturelle ; 1'A.F.C. du tableau disjonctif complet est également intéressante
puisqu'elle permet une représentation de chaque individu proche du barycentre
des modalités qu'il a présentées ; enfin, 1'A.F.C. du tableau de BURT, seule
méthode ne permettant pas la représentation des individus, fournit une représen-
tation des modalités voisine de la précédente et tout autant justifiée ; c'est
essentiellement pour des raisons d'habitude qu'elle est la plus utilisée dans la
pratique.

Toutefois, le fait que la représentation des individus soit en général peu
importante dans ces méthodes (surtout lorsqu'ils sont trés nombreux), ainsi que
diverses considérations pratiques (c'estIIa méthode donnant Tes résultats les
plus proches de 1'A.F.C. classique dans le cas p = 2 ; voir la remarque faite dans
T'exemple du 8.4. ; ...) nous conduisent a penser que 1'A.F.C. sur tableau de BURT
est,le plus souvent, La méthode La plus .intéressante dans la pratique .
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