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Introduction

Lors du deuxiéme congres international de mathématiques, tenu a Paris en 1900, David Hilbert présenta une
sélection de vingt-trois probléemes, dans le but de diriger la recherche et d’occuper les mathématiques pour le siécle
a venir. Une sorte de problemes du millénaire de I’époque.

Celui dont il sera question ici est le troisieme de cette liste. Il fut par ailleurs le premier a étre résolu, en 1902,
mais fut I'objet de plusieurs poursuites. Il a été formulé de la maniere suivante par Hilbert :

Etant donnés deux polyédres de méme volume, est-il possible de découper
le premier polyédre en des polyédres et de les rassembler pour former le second polyédre ?

En effet, le résultat est connu comme étant vrai dans le cas des polygones, et ce depuis 1807 (théoréme de
Wallace-Bolyai-Gerwien). La réponse est alors offerte par Max Dehn, éleve de Hilbert, en 1902, et confirme la
conjecture de ce dernier, en exhibant un contre-exemple pour lequel cela ne fonctionne pas.

Pour ce faire, il a construit une application appelée invariant, c’est-a-dire une application vérifiant une pro-
priété d’additivité, et donc en particulier, invariante par découpage. Par la contraposée, cette application, appelée
invariant de Dehn, differe pour un tétraedre régulier et un cube de méme volume, donc il ne sera pas possible de
découper I'un pour se ramener sur ’autre.

Nous tacherons de donner un sens a la notion de découpage, et méme a la notion de polyedre, puis nous
définirons, a 'aide des outils de 'algebre, le concept d’invariant. Par des détours d’algebre et d’algebre linéaire,
nous en viendrons a observer la construction de Dehn, en s’appuyant sur les angles diedres, pour exhiber le contre-
exemple.
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1 Formalisme des polytopes

Dans cette partie, on s’efforce de construire formellement la notion de polyedre (et plus généralement de polytope
de R™, la construction ne cotitant pas plus & mettre en évidence), ainsi que de définir convenablement ce que 'on
entend par découpages de polyedres. Ces notions, conjuguées a la définition de volume, nous méneront a définir ce
qu’est un invariant sur le Z-module des polytopes.

1.1 Complexes simpliciaux, polytopes

Fixons n € N, n > 2, et travaillons dans R".

On prendra la convention que si k = 0, alors dim Vect(vy — vg, ..., vx — vg) = 0.

Un k-simplexe, k € [0,7n], est une partie T C R™ donnée par :
T = co(ug, ..., ur)
ol ug, ..., ug sont k+ 1 vecteurs de R™ tels que dim Vect(u1 —ug, ..., up —ug) = k, et ol co(X) désigne I’enveloppe

convexe de X C R™. L’entier k est appelé rang du simplexe T, et on note alors rg(T) = k.

On rappelle que pour une partie X C R™, on note
co(X) = {Z Az, T € N* N €[0,1] tels que Ay + ... + A\ =1, x; € X}
i=1

I’enveloppe convexe de X, formée de I’ensemble des combinaisons convexes de vecteurs de X. Si X est fini, on note
alors co(z1, ..., 7| x|) cette enveloppe convexe. Dans ce cas, on peut, quitte & demander & certains \; d’étre nuls,
prendre r = | X| constamment dans la définition de co(X).

On a, pour X C R™ quelconque :
X convexe <= X = co(X)

En particulier, toutes les enveloppes convexes sont elles-méme convexes.

Dans le cas X C R" infini, on a en réalité :

n+1
co(X) = {Z Aiiy A €10,1) tels que Ay + ... + A1 =1, z; € X}

=1

Ce résultat ne nous servant pas, il ne sera pas démontré.

Voici quelques prototypes de simplexes pour k € [0, 3]

AN
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Afin de parler de complexes simpliciaux (ie les objets qui donneront naissance & la notion de polytope), il nous faut
parler des faces d’'un simplexe :

Définition :

Une face du simplexe T est une partie F' C T donnée par :
F=co ((ul)lel)

ou I est une partie stricte et non vide de [0, k]. On note F(T) l'ensemble des faces du simplexe T. On notera
Fi(T) I'ensemble des faces de rang £ de T, ¢ € [0,k — 1].

Ainsi, on peut enfin en venir & la définition de complexes simpliciaux, a savoir ce que 'on entend formellement par
polytope :

Définition :

Un complexe simplicial est une famille finie I de simplexes telle que :
e si T €K, alors F(T) C K
e si Ty € K et Ty € K sont deux simplexes tels que T1 N'Ty # &, alors Ty N Ty €

Ces deux propriétés permettent d’assurer que 'on obtient une collection d’objets polytopiaux ne se touchant qu’en
des sommets, arétes, faces, etc... Voici un exemple dans R? :

]

Les complexes simpliciaux auront la propriété de générer des polytopes s’ils ont certaines "bonnes" propriétés.
p % prop polytop prop

e On dit que le complexe K est non dégénéré si pour tout simplexe T € K, soit rg(T) = n, soit T est une
face d'un simplexe de rang n, ie : 3T € K / rg(T') =n et T € F(T').

C’est dire que 'on a des vrais simplexes, et non pas des choses "plates", ie de dimension strictement inférieure.
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e Un complexe simplicial IC est dit polytopial s’il est non dégénéré, et si U T est d’intérieur connexe.
Tek

Cette fois-ci, c’est dire que les simplexes se touchent réellement, et non pas par des objets de dimension trop
petite (ie dans R3, des sommets ou des arétes). Outre le fait d’obtenir des polytopes "en un seul morceau",
on évite le cas dégénéré des polygones croisés (le nceud papillon) et leurs analogues polytopiaux.

Etant donné un complexe polytopial K, on notera, pour ¢ € [0,n] :

Ke:={TeK/rg(T)=4}CK

I’ensemble des simplexes de rang ¢ de K.

On peut a présent définir les polytopes de R”™ :

Définition :

Définissons deux familles de parties de R™ :
e On appelle polytope toute partie P C R" telle que P = U T = L—H T pour K un complexe polytopial.
Tek TEK,
e On appelle polytope dégénéré toute partie X de R™ telle que X = U T pour K un complexe polytopial

TEL
et £ C K\ K, une sous-famille de celle des faces dégénérées de K.

On notera §2, ’ensemble de toutes les parties de R™ de 1'un de ces deux sortes.

Les polytopes ont donc la bonne propriété d’étre des parties compactes de R™, et d’intérieur connexe et non vide.
En revanche, si X est un polytope dégénéré, en particulier, X n’est pas un polytope, puisque X est alors d’intérieur
vide (car inclus dans une réunion finie de parties toutes incluses dans des hyperplans affines). En outre, les "faces"
d’un polytope (pourvu que l'on les définisse) sont des polytopes dégénérés.

£9, possede la propriété d’étre stable par unions et intersections finies, ainsi que par différences finies. On commettra
cependant ’abus d’appeler "polytope' tout élément de §J,, et de préciser "dégénéré" ou "non dégénéré' le cas
échéant.

1.2 Equivalence par congruence, équivalence par adjonction, théoréme de Zylev

Etant donné deux polytopes P, Q € §J, non dégénérés, on dit que P et Q sont congrus, que 'on note P = Q, s'il
est possible de ramener 1'un sur 'autre par découpages et déplacements successifs. Plus formellement :

On dit que deux polytopes P, Q € §, non dégénérés sont congrus s’il existe :
/

e K et K’ deux complexes polytopiaux tels que P = U Tet Q= U T.
TEK, T/ €K,
e & : K, — K| bijective telle que pour tout T € K, il existe o : R” — R" isométrie affine telle que
or1(T) = ®(T) et telle que détpr > 0.
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On rappelle qu’une application f : E — F entre deux espaces vectoriels est affine s’il existe un vecteur u € F' (alors
unique) et une application linéaire ¢ : E — F' (alors unique aussi) de sorte que f(x) = ¢(x) + u pour tout x € E.
On définit alors son rang, son déterminant, etc... comme le rang, le déterminant etc... de l'application linéaire £.
En particulier, une isométrie affine est la composée d’une translation avec une isométrie linéaire.

Cela définit alors une relation d’équivalence sur ’ensemble des polytopes. Moins formellement cette fois, c’est dire
que ’on peut décomposer P et Q en réunion de simplexes tous superposables deux a deux. La condition déter > 0
signifie que I'isométrie ne renverse pas l'orientation, 7e qu’on ne symétrise pas les simplexes.

Cependant, cette condition est superflue, comme le montre la proposition suivante :

Proposition :

Si T, T’ € §, sont deux simplexes (non dégénérés) isométriques, ie T = o(T') avec ¢ : T — T’ isométrie, alors
T = T, en le sens précédemment défini.

Preuve : soient donc T, T’ € §J), deux simplexes, et soit ¢ : T — T’ une isométrie. Supposons que détyp < 0,
autrement le probleme est déja résolu. Alors soit s : R™ — R™ une symétrie vectorielle hyperplane. Il existe donc
Y : s(T) — T’ isométrie telle que déty > 0.

Ainsi, il faut et il suffit de démontrer que tout simplexe T est congru & son symétrique s(T).
e Prouvons pour commencer 'existence d’une (en fait, de I'unique) hypersphere inscrite d’un simplexe. Soit

T = co(ug, ..., un) un simplexe de R™, et posons pour ¢ € [0,n] :

Fi = co(ug, ..oy Wim1, Ui 1, ey Un)

la (n — 1)-face de T qui ne contient pas u;. On cherche & montrer l'existence d'un point m € T tel que
d(m, Fy) = ... = d(m, F,) = r une constante. On peut, sans perte de généralité, supposer ug = 0, quitte &
translater T et a re-numéroter les sommets.

Sii # 0, alors ugp = 0 € F;. On considére H; = Vect(F;) 'hyperplan vectoriel qui contient la face F;. On pose
by = Ya kot Un I’isobarycentre de uq,...,u,. On a alors by € Fy ; on peut considérer Hy = Vect(Fy — by)

n
Ihyperplan vectoriel parallele a la face Fy. Ces deux derniers sont strictement paralleles (e ne s’intersectent
pas), car 0 ¢ Fp, puisque T est un simplexe.

Chaque H; est donc un hyperplan vectoriel (i € [0,n]), donc les supplémentaires H, Ll sont des droites. Il existe
donc deux vecteurs k; € Hi- tels que ||k;|| = 1 qui sont tels que H; = {x € R" / (k;|x) = 0}. Choisissons un
des deux k; pour chaque i € [0,n] :

* Sid =0, alors uy — by, ..., u, — by € Hp, donc {(ko|lus — bg) = ... = (ko|u,, — bp) = 0. Ainsi, on a :
<]€0|U1> = ... = <k0\un> = <k’0|b0>

Choisissons donc 'unique kg tel que (ko|bg) = 0. Or by ¢ Hp, donc (ko|bg) # 0, ie : (ko|bo) > 0.

x Sii € [[1,%]]7 alors : <kZ|U0> =..= <k2|uz_1> = <ki\ui+1> =..= <k1|u7> =0. Or Uj ¢ Fi, donc Uj ¢ Hz', et
donc (k;|u;) # 0. On peut alors choisir de maniére unique k; tel que (k;|u;) > 0.
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Posons alors :

r::ﬂ>o

" (kolb
12 )

et posons, pour ¢ # 0 :

(ko lbo)
= (Kjluy)

n k b
12 e

particulier, on a donc : 6y + ... + 6, = 1. Posons enfin :

n
m = E 0iu;
Jj=0

n

En particulier, on a : 67 + ... + 0, = < 1. On pose alors : 6y :==1— (61 + ...+ 6,). En

Puisque m est défini en coordonnées barycentriques avec des coordonnées toutes non nulles, m est dans
]

I'intérieur de I’enveloppe convexe des u;, a savoir m € T.

On déduit de plus que pour tout ¢ € [0, n], le projeté orthogonal pg, (m) de m sur I'hyperplan affine contenant
la face F; est en réalité sur la face F;. Sii # 0 cette fois, on a de plus : pg,(m) = pu, (m).

Ensuite, on a : d(m, F;) = ||m — pr,(m)|| par le théoréme de projection sur un convexe fermé. Finalement,
puisque les applications pg, sont des projections orthogonales linéaires (et non affines), on a : m — pg, (m) =
pr+(m) = (kilm)k;.

Passons aux vérifications :

* Pour i # 0, on a:

d(m, Fy) = [|m — pp,(m)|| = [lpps (m)|| = [(ks[m)ks]| = [(kim)] car [|k;|| =1
Et on a:
(kilm) = <’ﬁ 293'%‘> = Oulkiluy)
=0 =0
= 0;(ki|ui) car (kiluj) =0sii#j
r
= kiluj) =7
Ty ils!

* Cette fois, si¢ =0, on a :

d(m, FO) = d(m — bo,Fo — bo) = d(m — bo, Ho) = H(m — bo) — PH, (m — bo)”
= |lpgs (m = bo)|| = [[(ko|m — bo)kol| = [(ko|m — bo)|
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Et d’un autre c6té, on a :

(kolm — bo) = (kolm) — (kolbo)
= </€0 Zejuj> - <k0|b0>
j=0
= Zﬁju<k0|uj> — (kolbo)
3=0
= (91 +...+0,— 1><k0‘b0>
car ug =0 = (ko|uo) = 0 et car (kolu1) = ... = (ko|ui) = (ko|bo)
zn: {Kobo)
— (kjlu;) 1
Jj=1 -
= |—————— 1| (kolbo) = | —————| (kolbo) = —r
{ko|bo) {kobo)
1+ 1+
; (kjluj) Jz::l (kjluj)
Donc on obtient finalement : d(m, Fy) = | —r| =7.
On a donc bien vérifié : .
meT et dim,Fy) =...=d(m,F,) =r

autrement dit, m est le centre de 'hypersphere inscrite & T, et 7 et le rayon de cette hypersphere inscrite.

e Montrons maintenant que tout simplexe est congru a son symétrique.

Soit T un simplexe, et soit s(T) son symétrique pour s symétrie vectorielle hyperplane. On cherche a découper
T et s(T) en simplexes tous isométriques avec des isométries & déterminant positif. Plus précisément, on va
découper T en plusieurs polytopes (et non des simplexes) qui seront tous symétriques & eux-méme. Ce méme
découpage effectué sur s(T) permettra de conclure a I'aide de la propriété suivante de la congruence :

(P:le...wPf, Q=Q,¥..¥Q, et Pngi) — P=Q

On écrit donc T = co(uyg, ..., un), et on note m le centre de ’hypersphere inscrite a T.

En utilisant les notations précédentes, on va montrer que les projections orthogonales de m sur les faces sont
équidistantes des sommets de la sous-face commune aux deux. Autrement dit, on cherche a montrer que si

io € [0,n] \ {i1,i2} pour iy # da, alors [[ui, — pr,, (M)|| = [lui, — pr,, (M)].

En effet, on avait trouvé : pg,(m) = m — ppr(m) = m — (k;/m)k;, et puisque (k;lm) = r, alors on a :

ppL(m) = rk;. De plus, on rappelle que <k1|uj>: 0 si i # j. On peut alors effectuer un calcul direct :

luwio = pr,, (M = lluig —m +rkil|* = [luz, —ml|* +r* + 2r(ui, —mlki,)

= lluiy — m 47k = llugg — m||* 4+ 7% + 2r (ui, ki, ) — 2r(mk;,)
—— ——

=0
= gy = mf* = r*

= |lui, — pr,, (M) || en remontant les calculs

Plus précisément, ce calcul nous permet de coder le dessin suivant avec les égalités de longueur (pour des

raisons pratiques évidentes, on se contentera des dimensions 2 et 3) :
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1 1
Il est donc possible de découper le simplexe en (n + 1) = (n—2|— ) polytopes (autant qu’il y a d’arétes ;
n—

une aréte correspondant & un point dans R?, un segment dans R?, un triangle dans R*, etc...) de la maniére
suivante :

Finalement, par les égalités entre longueurs faites auparavant et par des considérations géométriques, il est
rapide de voir que chacun de ces polytopes est symétrique avec lui-méme, et que I’hyperplan affine de symétrie
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(droite si n = 2, plan si n = 3, etc...) est donné par celui qui passe par le point m et 'aréte de T contenue
dans ce polytope. Par exemple, sur le dessin précédent, le plan affine de symétrie est celui qui contient [uy, us)
et qui passe par m.

En conclusion, en utilisant cette décomposition en plusieurs polytopes symétriques, on obtient bien la propriété
souhaitée.

Par conséquent, si on a un découpage de deux polytopes en des simplexes isométriques, quitte a re-découper ces
simplexes en découpages plus fins, on peut toujours se ramener a des isométries positives. On a donc :

Proposition :

Si P,Q € §, sont deux polytopes non dégénérés, alors P2 Q «— P=TW.. ¥ T, Q=S,W..WS; avec
T; et S; des simplexes isométriques pour tout 7 € [1, k].

On définit maintenant la congruence par adjonction, notée P =, Q, par :
P =, Q 'l existe A, B deux polytopes congrus tels que (PWA) = (Q ¥ B)
C’est dire que les polytopes sont congrus si on rajoute a chacun un morceau polytopial, et que ces deux morceaux

sont semblables. Il est donc immédiat que si P = Q, alors P =, Q. En effet, il suffit de rajouter le méme simplexe
aux deux. En revanche, ce qui est moins évident est le résultat suivant, dii a Zylev (1965) :

Théoréme de Zylev :

Si P,Q € 9, sont deux polytopes non dégénérés, alors :

P=Q < P=,Q

Preuve : démontrons une étape intermédiaire, et travaillons par récurrence.

e On suppose que PUT = QW T pour P,Q € §, et T un simplexe. On veut obtenir P = Q. On écrit :

u A;, B, simpl tel A, = p;(B; B étri
QUT =B, &..uB, ol A;, B; simplexes tels que A; = ¢;(B;) pour g; isométrie

{PLﬂT:AlLﬂ...LﬂAT
En ramenant chaque B; sur P W T via ¢;, on peut superposer la triangulation de Q & T sur celle de P & T
en déplacant chaque morceau a l’aide de I'isométrie correspondante.

On peut alors construire une nouvelle triangulation de P wT comme sous-triangulation de son originale, ainsi
que comme sous-triangulation de celle de Q W T. Il convient d’observer que ’on doit trianguler les nouveaux
polytopes qui ne sont pas simpliciaux (on fixe un point intérieur au polytope que 'on relie aux sommets,
puisque le polytope est convexe). De plus, on peut aussi distinguer les éléments de la triangulation en deux
parties : ceux inclus dans P, et ceux inclus dans T.

En ramenant tous ces morceaux sur Q W T a l'aide des cpj_l, on obtient deux nouvelles triangulations.

On décompose le procédé en trois étapes :
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Etape 1 - Superposition

Etape 2 - Triangulation compatible

Etape 3 - Report de la triangulation

On utilise les 90;1 pour ramener tous les morceaux inclus dans B; sur Q W T. Par ce biais, on peut alors
séparer tous les morceaux de la nouvelle triangulation en deux catégories : ceux inclus dans P (resp. dans
Q) et ceux inclus dans T. En les notant Xy, ..., X, (resp. Yq,..., Y,) et X},..., X} et Y/, ..., Y}, on obtient
finalement :
{PwT:Xlw...LﬂXSLﬂX’l&J...LﬂXQ

p , ouX, CP,Y;CQet XQ,Y; CT, avec X; 2 Y, et X, &Y,
QUT=Y, 0. uY, uY 6. .uY,

ot I'isométrie entre X; et Y; est I'isométrie ¢; en écrivant X; C A; et Y; C B, et de méme pour X’i et Y;.
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En particulier, on est parvenu a décomposer :

et Xi = Yz

P=X,4W.6uX,uT
Q=Y Y. yY, T

En omettant alors la partie en T, on obtient bien P = Q.

e Traitons maintenant le cas général, a savoir P =, Q = P = Q. On suppose que P =, Q, c’est-a-dire on
suppose qu’il existe A = B tels que P W A = Q W B. Par congruence de A avec B, écrivons :

A=T¥..&T
{ ! " ot T;,S; sont des simplexes tels que T; = ¢;(S;) avec ; isométrie

B=S &..4S,

Procédons par récurrence sur r € N*.
x Traitons le cas r = 1, et supprimons temporairement tous les indices pour plus de clarté.

Alors PUT =2 QUWS, donc PUT = p(QWS) = o(Q) Wp(S) = p(Q) WT car 'union est & intersection
dégénérée, et car p est bijective puisque isométrique.

Ainsi, par le point précédent, on a P = ¢(Q), et donc P = Q car ¢ est une isométrie.

* Supposons que le résultat soit vrai au rang r fixé (qui apparaitra a la ligne marquée (x) dans le calcul
suivant). On veut le montrer au rang r+1. On développe le méme argument qu’a 'initialisation (utilisé a
la ligne marquée (1) dans le calcul), en utilisant aux lignes marquées (x*) le fait que p,11 est isométrique
et a la ligne (1) que ¢,41 est bijective et que 'union est d’intersection dégénérée :

(PuTlu... )UTTH_( USlLtI...ErJSr>ErJST+1
— (P WT W... ) UTT+1 = Pra1 |:<Q WS W.. W Sr> (] ST+1:|
(P W ... ) W1 = g1 (Q WS W..uS ) W 0rt1(Sr41)

<~ (P WTW...w TT) Wy = g (Q WS W...u ST) W

1) = PWT&..6T, ~e., (Qwslw...wsr)

(4%) <—=PWTi¥.. 0T, XQuUS; ..uUS,
(x) =P=Q

Ceci acheéve la preuve du théoreme de Zylev.

1.3 Volume et définition d’invariant
Etant donné un polytope P € §J,, on définit son volume par la quantité :

vol(P) = A% (P)

ot A®" désigne la mesure de Lebesgue dans R™. Cette quantité existe et est finie, car les polytopes (dégénérés ou
non) sont des parties compactes de R™, donc boréliennes (a fortiori Lebesgue-mesurables) et de mesure finie. En
particulier, il est immédiat de voir que P est dégénéré si et seulement si vol(P) = 0.
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Rappelons maintenant une propriété importante de la mesure de Lebesgue :

AOM (AU B) = A®"(A) + A\®"(B) — \°"(AN B)

En effet, cela provient des relations (valables pour des ensembles de mesure finie ; en particulier, A®™ est finie sur
les compacts, et les polytopes sont compacts) :

AO"(AUB) = A®"(A)+ \®"(B) si ANB=g
A97(A\ B) = A®"(A) — \®"(B) siBC A

En effet, on a :
AM(AU B) = A®"(A\ B) + A*"(B\ A) + \*"(AN B)
= (A""(4) = A" (AN B)) + (A"(B) = A®"(AN B)) + X*"(AN B)
= A®"(A) + A®"(B) — A®"(AN B)

Ainsi, l'application vol,, : §, — R est telle que vol(P) + vol(Q) = vol(P U Q) + vol(P N Q). De maniere plus
générale, on définit les invariants par :

Un invariant est une application I : §, — T', ou I est une groupe abélien, telle que :

IP)+I(Q=IPUQ)+I(PNQ)

La condition demandant que I soit a valeurs dans un groupe abélien permet justement de pouvoir faire ces sommes.
Cependant, nous verrons par la suite les groupes abéliens comme des Z-modules.

Si on considéere M = Z®%) le Z-module des Z-combinaisons linéaires formelles des polytopes (ie de maniere
équivalente, les applications f : §J, — Z & support fini), et si on considére X le sous-module de M engendré
par les éléments de la forme :

P-Q -Q siP=QUQ,
P — ¢(P) si ¢ isométrie

alors on peut considérer P,, := M/X le module quotient. On note [P] la classe d’un polytope P dans P,,. Ce module
P., est utile, car on a le résultat suivant :

Si P,Q € §, sont deux polytopes non dégénérés, alors :

P=Q < [P]|=[Q] dans P,
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Preuve :

e Supposons que P = Q. Décomposons-lesen P =T ... T, et Q=S;W... ¥ S, avec T; = &,(S;) pour ¥,

isométrie. En particulier, on a [T;] = [®;(S;)] et [Si], et donc :

[P] € [Ty] + ..+ [T,] = [Si] + .. + [S,] € [Q]

e Inversement, supposons que [P] = [Q] dans p,,. On a :

P=(P\QuPnQ {Hﬂ=P\Q%HPﬂm
Q=(Q\P)¥(PNQ)

Q] =[Q\P]+[PNQ]

Ainsi on a obtenu : [P\ Q] = [Q\P], et comme les deux sont disjoints, on a nécessairement P\ Q = p(Q\ P),

ie: P\Q=ZQ\P.
On en déduit alors :

P=P\Qu(PnNQ) =, (Q\P)y(PNQ)=Q

car P N Q est congru a lui-méme, et en vertu du théoreme de Zylev, on obtient finalement : P = Q.

Par ce biais, une maniére strictement équivalente de voir un invariant I : §, — I est de le lire comme une application

Z-linéaire induite sur les classes I : P,, — T.

En particulier, on a, pour I invariant :

P=~Q — I(P)=1(Q)
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2 Constructions d’ordre théorique

2.1 Produit tensoriel de modules

Dans le cas vectoriel, la somme directe correspond a la construction d’un espace de dimension la somme des
dimensions de départ. De maniére analogue, le produit tensoriel construirait dans le cas vectoriel (qui est un cas
particulier de module) un espace de dimension produit.

Il faut garder a 'esprit que 'artefact des applications bilinéaires ne sert qu’a travailler de maniere pertinente sur le
produit des modules, qui quant a lui, ne possede pas de bonnes propriétés.

[La] présentait une construction & l'aide des catégories, tandis que [Se] détaille de maniére plus pratique la con-
struction. Nous en présenterons ici un mélange. L’objectif est de prouver la définition-proposition suivante :

Définition, proposition :

Soit A un anneau commutatif, soient F et F deux A-modules. Alors il existe un unique couple (W, ¢), ou
W est un A-module et ¢ : E x F — W une application bilinéaire, tel que pour tout A-module G et toute
application bilinéaire g : £ x F' — @G, il existe une unique application linéaire g, : W — G tel que g = gx o ¢,
ie g, est I'application qui rend le diagramme suivant commutatif :

ExF 25w

|
16k
g

G

Le A-module W sera noté E® 4 F' et appelé produit tensoriel des deux modules E et F', et pour (z,y) € EXF,
on notera p(z,y) = x ® 4 y le produit tensoriel de x et y. De plus, F® 4 F est engendré par les tenseurs z ® 4 y.

2.1.1 Existence

Considérons .# = AEXF) le A-module libre des combinaisons linéaires formelles d’éléments de E x F. 1l est donc
engendré par ¥ X F', qui s’y injecte canoniquement.

Etant donné un bilinéaire g : E x F — G, il paraitrait naturel que si Pon veuille factoriser ¢ pour rendre ce

diagramme commutatif :

ExF ' 4

S

G

il faille identifier les éléments de la forme (z+2',y) & ceux de la forme (z,y) + (2, y), ainsi que les analogues décrits
ci-apres. Considérons les parties de .# suivantes :

X ={(z+a"y) - (z,9) = (@",y), (x,2',y) € B> x F}
Vi={(z,y+y)—(z,9) — (x,9), (x,9,¥) € Ex F?}
Xs = {(ax,y) — a(z,y), (a,z,y) € Ax E x F}
Yo = {(z,ay) — a(x,y), (a,2,y) € Ax E x F}
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On consideére alors A4 le A-sous module de .# engendré par ces parties :

*/V:<X17X27Y17Y2>

Posons W = .# /A le quotient au sens des A-modules. Ce quotient est le produit recherché. 11 identifie donc les
éléments désirés au sein des classes d’équivalence. On a (la suite n’étant pas nécessairement exacte) :

ExF ‘s # —"% H|N

ou i désigne I'injection de E x F' dans .#, et 7 la projection d’un élément dans sa classe.

Posons finalement :

@(%y) :Woi(xvy) = ($,y) (mOd ‘/V)
Si 'on pourrait croire que ne considérer que .# en place de W suffise, en fait, I’injection ¢ n’est pas bilinéaire,
justement parce que E x F' est une famille libre de .# ! En revanche, ¢ est bilinéaire.

Il faut et il suffit de montrer la linéarité en chacun des deux variables de . Les raisonnements effectués a gauche
se transportent a droite de maniére strictement analogue. On a :

plz+ 2 y) —ole,y) — (@' y) = (z+2'y) - (2,y) = (', y)
=(z+2,y) — (z,y) — (', y) par la structure que .# induit sur le quotient
=0 par définition de A"

On fait de méme pour obtenir ¢(ax,y) — ap(x,y) = 0.
Considérons maintenant g : £ X F' — G un bilinéaire. On en est donc a ce diagramme :

ExF 2% #)NV

I

G

On cherche maintenant a factoriser g pour faire commuter le diagramme a droite.

On peut considérer application h : .# — G définie par :

h(Arer + ...+ Aeep) = Argler) + ... + Argler)

ol les e; sont éléments de £ x F la base de .#. La définition est donc correcte et non ambigiie, et on a :
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Le diagramme commute, car :
hoi(z,y) =h(la x (2,y)) =1a x g(z,y) = g(z,y)
En revanche, i n’est pas bilinéaire. On a réussi a factoriser, mais il faut travailler un peu plus pour atteindre notre

but. Il faut remarquer que h est linéaire, de par sa définition, et nulle sur .4 par bilinéarité de g, car (pour I'exemple
de cet élément, les trois autres étant analogues) :

hz +2',y) = h(z,y) — h(z',y) == g(z +2',y) — g(z,y) — g(z’,y) = 0
Ainsi, h : .# — G induit une application linéaire h : .# /.# — G donnée par :

h (@) = h(z,y)

Cette fois-ci, si I'on pose g, = h, on a accompli la factorisation, et le diagramme commute :

Il reste & montrer que cette factorisation est unique, ie si g = hy o o = hg o ¢, alors hy = hs.

On rappelle que W est engendré par les ¢(x,y), puisque .# lui-méme est engendré par F x F. Ainsi, supposons
que g = hy o = hy o, alors hy = hy. On a donc, en tout (x,y) € E X F :

g(xay) = hl((p(z7y)) = hQ((p(‘ray))

ie hy et ho coincident sur o(F x F'), qui engendre W, donc sont égales, d’ott 1'unicité.

2.1.2 Unicité

Reste & prouver I'unicité du couple (W, ¢) précédemment construit. C’est une unicité d isomorphisme canonique
prés : supposons que (W, ) et (v,1) soient convenables, on va montrer que W et V sont isomorphes de fagon
naturelle. On a les deux diagrammes commutatifs suivants, en appliquant la factorisation tantét pour ¢, tantot

pour Y :

ExF 25 W ExF Y5V
\ 19 \ 1P

¥ < ® +

1% w

Ainsi, on a :

V=100 = (p0th) = (Yx0ps) 0t

De plus, on a, en factorisant ¢ par ¢ via le diagramme suivant :
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donc 1 = (Ysops) o et ) = idy o1, ie . op, = idy par unicité de la factorisation. De méme, on a : @, o, = idw,
donc ¢, est un isomorphisme de V' sur W, d’inverse ..

2.1.3 Propriétés du produit tensoriel

Si [La] présente les preuves sous angle des catégories et des foncteurs, nous les ferons ici de maniére plus tradi-
tionnelle.

Comme énoncé précédemment, le A-module W est noté E ®4 F (ou E® F s’il n’y a pas d’ambiguité) et appelé
produit tensoriel des modules. Les éléments ¢(z,y) =  ® y sont appelés tenseurs purs, et le tenseur z ® y est
appelé produit tensoriel de = et y.

La bilinéarité du produit tensoriel permet d’obtenir les relations suivantes :

(az) @y =7 ® (ay) = a(z @ y)
(z+2)Ry=r@y+r' ®y
R Y+y)=zy+ry

A la question "Quelle différence y a-t-il entre E® F et F ® E 7", la réponse est : aucune, a isomorphisme pres ;
montrons que F ® F ~ F ® F. Considérons le produit tensoriel & gauche :

Soit ¢ : F x E — E ® F définie par : ¢(y,z) =z ® y. ¢ est bilinéaire, par bilinéarité de ®. Soit f : F x E — M
une application bilinéaire vers un module M quelconque. On cherche a la factoriser en f, : E® F Iy A telle que

f=Ffiop.

On définit application g : E x F' — M par : g(x,y) = f(y,x). Alors g est factorisable pour le produit tensoriel &
gauche :
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On pose alors : f.(t) = g«(t), qui est donc bien une application F ® F' — M linéaire. Elle vérifie :
froely,z) = filz@y) =g.(x®y) = g(z,y) = f(y, v)

donc c’est bien une factorisation de f. Ainsi, par la propriété d’unicité, on a bien : F® F' =~ F'® E. En particulier,
par la définition de ¢, qui sera Papplication produit tensoriel, il existe un isomorphisme ® : E® F' — F ® E tel que
les tenseurs a gauche sont envoyés sur les tenseurs a droite, ie : ®(z ® y) = y ® z. Puisque ces tenseurs engendrent
chacun des deux modules E ® F' et F' @ E, cet isomorphisme ¢ est méme unique, et est en fait canonique.

Si les tenseurs engendrent le produit tensoriel, il n’est pas évident que la famille qu’ils forment soit libre. C’est
méme faux dans la plupart des cas. En revanche, démontrons le résultat suivant :

Théoréme de décomposition des produits tensoriels :

Soit F' un A-module. Si F est un A-module libre de base (v;);er, alors pour tout tenseur ¢t € FE ®4 F, il existe
une unique famille (z;);c; € F) & support fini (e presque tous les x; sont nuls) telle que :

tzzvi@mﬂﬁi

el

Preuve : montrons d’abord que E @ F ~ F().

e Supposons d’abord que rang E = 1, ie E = Avg = Vecta(vg). Alors chaque z € E s’écrit de maniére unique
comme z = A,vg. On va montrer que E® F' ~ F. Soit ¢ : E X F' — F définie par : ¢(z,y) = A\;y. Montrons
que ¢ est un produit tensoriel (et donc le produit tensoriel) de E par F. Pour commencer, ¢ est bilinéaire :

oz + ', y) = et + phvo,y) = @ (A + 1Aer)v0,y) = (s + pder)y
= Aoy + thary = @(Asv0,Y) + pp(Aarvo, y) = o(@,y) + pp(’,y)

o(@,y+py') =Xa(y + 1) = Aoy + proy’ = o(z,y) + po(z, y')

Il reste & montrer que ¢ factorise les applications bilinéaires. Soit f : E X F' — M une application bilinéaire
vers un A-module M quelconque. Posons f.(y) = f(vo,y) pour y € F. On a donc : f. = f(vg, - ), ce qui
montre sa linéarité. On a de plus :

feop(r,y) = fr(Aey) = Aafu(y) = Aef(v0,y) = f(Aavo,y) = f(=,y)

Ainsi, on a factorisé f comme souhaité. On a donc bien obtenu : E ®4 F' ~ F.

e Traitons le cas fini. Supposons que E soit de rang n, et soit alors (v1,...,v,) une A-base de E. On a la
décomposition :
n
E=PE;
i=1

ou E; = Vect(v;). Ainsi, chaque x € E se décompose de maniére unique comme z = A\jv1 + ... + Apv,. On
définit alors v (xz) = A; la i-éme forme linéaire duale associée a v; : v : E — A. De maniére analogue a
précédemment, définissions ¢ : £ x F' — F™ par :

ez, y) = (v ()Y, ., v (2)y)
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Vérifions la bilinéarité de ¢ :

oz, y +py') = (vf(x)(y + 1), e v () (y + uy’))

= (Uf(x)y’ ey U:(l‘)y) + /’L(vl( )y y ooy :(L(x)y/)
= p(z,y) + pe(z,y')

Et de méme, par linéarité des v, on a la linéarité a gauche. Finalement, ¢ factorise les applications bilinéaires,
de la méme maniere que précédemment. Soit f : E' x F' — M une application bilinéaire.

On définit f, : F™ — M par :

f*(ylv 7yn) = f(vlvyl) + .+ f(vn7y’n)
Cette application est linéaire, en utilisant la linéarité a droite de f dans (x) :

Ly +uy') = fu ((yl, s Yn) + 1Y, -~-,y;))

= ((yl + Yy e Yn + uy;))

= f(v1,y1 + py1) + o+ f(Vn, yn + 1ys,)
f(vhyl) + ﬂf(vlyyl) + ...+ f(vnayn) + Mf(vnvyn) (*)

= [F@rp) + o+ F@nsya)| + 1 [F0090) + o+ Fnyl)]
= L9+ nf(5)

De plus, elle vérifie, par bilinéarité de f aux endroits marqués (xx) :

jmw@w:ﬁ«ﬁw%m%@m>
= £ (01,05 @)y) + o+ f (vn, 03 (@)y)

ZUT(x) (vl, Y)+ o Fop (@) flony)  (xx)
:f(vf(x)vh y)+ o+ flop@vn,y)  (+x)

fi(@)vr + ... + vl (x)vn, y) (%)
= f(z,y)

Ainsi, ¢ est bien une factorisation de f. On a donc obtenu : £ ® F =~ F™.

e En fait, le cas général se traite exactement de la méme maniére — le cas fini nous permettait juste de
comprendre ce qui se passe. On suppose que E est libre de base (v;)ie;. Un élément de FU ) est une famille
(yi)ier € FT d’éléments de F indexée par I telle que seul un nombre fini de y; sont non nuls.

Puisque F = @ E; ou E; = Vecta(v;), alors chaque x € E se décompose de maniére unique en :
i=1

Tr = )\7;11)7;1 + ...+ )\irvir

On peut alors définir v} (x) = A; de maniére unique sans ambiguité, et on a :
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car la somme est & support fini. En adoptant les notations précédentes, posons ¢(z,y) = (v} (z)y)icr et

I+ ((yz)zel) = Z f(vi,y:), ol la somme est bien définie car a support fini, puisque f, est définie sur ’ensemble

il
des familles a support fini. On obtient alors exactement le résultat escompté, a savoir la bilinéarité de ¢, la
linéarité de f, et la factorisation.

On a donc obtenu que si (v;)ie; est une base de E, alors E® F ~ FU). On a de plus : F(I) = @F ~ @Ez ®F
iel i€l
ou E; = Vecta(v;). Ainsi, on a :

E®F = (@Ez)@F%F(I)%@Ei@F

icl el

Autrement dit, le produit tensoriel est en quelque sorte distributif sur la somme directe.

En particulier, I'isomorphisme naturel E ® F ~ F() permet d’identifier chaque tenseur pur z @ y € £ ® F & une
unique famille (z;);e; € FU. Cet isomorphisme est donné par :

o:ye FO Y vioy et &'y = (‘Uf(fc)y>

icl iel

De cet isomorphisme, on déduit le résultat souhaité, a savoir I’existence et 1'unicité de la décomposition, par :

TRY=» u® (v?(w)y)

el

Un cas particulier est lorsque E et F' sont libres, de bases respectives (v;)iecr et (w;);jes. Alors E ® F' est libre de
base (v; ®wj) i jyerxs- De plus, sirang, F < 400 et rang 4 F' < 400, alors rang , £ ® I' = rang 4 ! x rang 4 .

2.2  Angles diédres

Sans transition, nous aurons besoin de considérer certains angles au sein des polyedres, a savoir les angles diédres.
Travaillons dans R? (ie n = 3) muni de sa structure euclidienne canonique.

Etant donné un tétraédre, e un simplexe de R®, T = co(ug,u1,us2,u3), soit a € Fi(T) une aréte, que 'on écrit
sous la forme :

a = co(u;y,uiy ) pour ig # i1 € [0, 3]
On note [[0, 3]] \ {io,il} = {ig,ig}.
Posons Fy = co(u;y, Uiy , Uiy) €t Fo = co(ui,, sy, Uiy ) les deux faces de Fo(T) telles que Fy N Fy = a.

En particulier, on considére les plans vectoriels, et non affines, H; = Vect(Fy — u;,) et Hy = Vect(Fy — u;,),
paralleles respectivement a Fy et Fj.

On a : dim H; = dim Hy = 2, donc dim Hi- = dim Hy- = 1, ie soit n; € R? tel que ||ny|| = 1 et Hit = Vect(ny), et
de méme pour ns.

En vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a : [(n1|n2)| < 1. Comme cos : [0,7] — [—1,1] est bijective, on
serait tenté d’écrire directement 6 = arccos({n|ns)). Cependant, il existe deux choix possibles pour n; (£n), et
de méme pour ns. Cela pourrait donner lieu a 4 valeurs de produits scalaires différentes, mais en réalité, opposer
deux fois les vecteurs ne contribue pas & changer le produit scalaire. Ainsi, il y a deux valeurs possibles de produit
scalaire.
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Puisque c’est ’angle diédre qui nous intéresse, il faut choisir "les bons" vecteurs normaux, ie ceux qui sont dirigés
vers le tétraedre.

Uy Iy

ny + Usy

Soit ®; une forme linéaire sur R3 telle que H; = ker ®;, et de méme pour ®5. Alors T est inclus soit dans
ui, + {v € R3/®;(v) > 0}, soit dans u;, + {v € R?® /®;(v) < 0}, mais uniquement dans I'un des deux, de par sa
convexité. Soit alors e; € {—1,1} tel que T C u;, + {v € R3 /e1®1(v) = 0}.

De méme, il existe un unique g5 = +1 tel que T C {v € R3 /e2®5(v) = 0}. On peut a présent considérer les formes
linéaires U1 = 1P et Uy = £5P5, qui vérifient :

H1 = ker \111 et H2 = ker \112
TCU 'Ry et TCU (R

Soit alors n; I'unique vecteur de Hi- tel que ¥;(n1) = 1, et soit ny de méme tel que WUy(ny) = 1. On n’a pas

nécessairement ||ny|| = 1, ni ||ng|| = 1, mais on peut désormais considérer :
0 — arceos (—<mlnz>>
[ [ > [

En effet, les deux vecteurs normaux sont bien "dirigés" vers T, par la construction considérée.

Par la suite, on considérera plutdt le Z-module A = R/7Z, a savoir le groupe des angles modulo 7. Ainsi, on
définira : Or(a) = 6 +7Z € A. On commettra cependant ’abus de confondre la classe § € A d’un angle avec une
de ses mesures 6 € R.

2.3 Extensions cyclotomiques

Le but de cette partie est de démontrer, a ’aide des prémices de la théorie de Galois, que I'extension cyclotomique
est d’ordre l'indicatrice d’Euler.

2.3.1 L’indicatrice d’Euler

Rappelons la définition de l'indicatrice d’Euler, ainsi que ses propriétés fondamentales.

Définition : (indicatrice d’Euler)

On appelle indicatrice d’Euler la fonction ¢ définie sur N* par :
p(n) =card{k € [1,n] / kAn=1}

ie p(n) est le nombre d’entiers premiers avec n et inférieurs a n.
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On notera que cette définition donne ¢(1) = 1.

En particulier, en vertu du théoréeme de Bézout (u Av = 1 <= 3Jp,q € Z tels que pu + qu = 1), le groupe
multiplicatif Z/nZ>* des inversibles de 'anneau (Z/nZ,+, x) est d’ordre ¢(n). De cela, on déduit que si p € P est
un nombre premier, alors ¢(p) = p — 1. Plus généralement, on a :

Proposition :

SipePetkeN, alors o(p¥) = (p— 1)p*F~L.

Preuve : posons ¢ = p*. On a :

¢(q) = card Z/qZ*
=cardZ/qZ — card{j € [1,q] / j Aq # 1}
=p" —card {j € [1,p*] /i Ap" # 1}

Etona: jApF#1 < pljcarpe P, donc: {j € [1,p"] /jAp* #1} =pZN[1,p*] = {pxr, r € [1,p" ']},
d’ott :
olg)=p"—p" 1 =(p-1)p"

Tout cela nous permet de caractériser complétement l'indicatrice d’Euler. Pour ce faire, rappelons d’abord un
résultat classique d’arithmétique :

Lemme des restes chinois :

Soient a,b € N* deux entier. Alors les anneaux Z/abZ et Z/aZ x Z/bZ sont isomorphes si et seulement si
a ANb =1, et I'isomorphisme d’anneaux est alors donné par :

O: Z/aZ XZ)VL — Z/abZ
(a,b) —  ab

Utilisons ce lemme pour démontrer le théoréme suivant :

Théoréme :
L’indicatrice d’Euler est une fonction multiplicative, ie si a A b = 1, alors ¢(ab) = ¢(a)e(b). En particulier, si
n=p* X ... x p% désigne la décomposition primaire de n, alors :

04171

p(n) = (pr — 1)pY* " X . X (pr — 1)pr ="

Preuve : soient a et b deux entiers premiers entre eux. On note ® l’isomorphisme d’anneaux donné par le lemme
chinois. Montrons que Z/abZ* et Z/aZ* x Z/bZ* sont de méme cardinal par double comparaison.
e Soit (7,7) € Z/aZ* x ZJbZ*. Alors il existe (u,v) € Z/aZ* x Z/bZ* tel que Tu = 1 dans Z/aZ et yv = 1
dans Z/bZ.
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Ob obtient donc ®(Z,7) x ®(u,v) = ®(zu,yv) = ¢(1,1) = 1 dans Z/abZ.
On a ainsi ®(Z,y) € Z/abZ*, et donc : ®(Z/aZ* X Z/DZ>) C Z/abZ*. Or, ® étant bijective, on obtient :

card (Z/aZ* x ZJbZ>) = card ®(Z/aZ* x Z/bLZ*) < card (Z/abZ>)

o Cette fois-ci, si z € Z/abZ>, alors il existe w € Z/abZ* tel que zw = 1 dans Z/abZ. On écrit de méme :

On en déduit : ®(1,1) = 1 = zw = ®(7,7)®(u,v) = ®(Tu,yv), et par injectivité de &, on obtient Tu = 1
dans Z/aZ et yv = 1 dans Z/bZ. Ainsi, (Z,7y) € Z/aZ* x Z/bZ*, et donc Z € Z/aZ>* x Z/bZ*. On obtient
alors l'autre inclusion, et donc 'autre inégalité.

e On a naturellement :

card (Z/aZ> x Z/bZ*) = card Z/aZ* x card Z/bZ> = card Z/abZ*>

On arrive alors a : p(ab) = ¢(a)p(b). L’expression de ¢(n) dans sa décomposition primaire est obtenue a
I’aide de ce qui précede et de la proposition qui suivait la définition de ¢.

2.3.2 Rudiments de théorie de Galois

Développons toutes les idées présentées par [Ne] : définissons le groupe de Galois d’une extension de corps, dans
le cadre des extensions finies, et donnons-en quelques propriétés. On occultera cependant toute la partie sur les
corps de décomposition, et on adaptera les résultats. Rappelons d’abord qu’une extension L/K est dite finie si le
K-espace vectoriel L est de dimension finie. On note alors [L : K] = dimg (L) sa dimension. On supposera que 1'on
travaille en caractéristique nulle pour simplifier tous les résultats (I’objectif que l'on vise ne requiert pas plus).
Dans ce cadre-ci, on posséde un théoréme assez utile :

Théoréme de I’élément primitif :

Soit L/K une extension finie. Alors il existe o € L tel que L = K(«).

Ce théoréme dit que les extensions finies sont engendrées (au sens des extensions de corps) par un élément, alors
appelé élément primitif. Si p, x désigne son polynéme minimal, je un polynéme de K[X] qui admette o pour
racine, alors deg(pa,x) = [L : K].

Ce résultat nous permet entre autres de donner la définition suivante :

Définition : (groupe d’automorphismes)

Soit L/K une extension finie. On note Autg (L) le groupe des automorphismes de L laissant K invariant, ie
les applications K-linéaires o : L — L telles que o(zy) = o(x)o(y).
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En particulier, si z € K, alors o(z) = o(x x 1) = x0(1) =z, ie o|x = idk. De plus, Autk (L) est bien un groupe,
et son ordre est majoré par [L : KJ.

En effet, par le théoréme de 1’élément primitif, on a L = K(«) pour a € L primitif. De ce fait, tout o € Autg (L)
est déterminé de maniére unique par o(«). Soit pa, x € K[X] son polynéme minimal. On a alors :

pra, i (0(a)) = o (o, x (@)

par propriété de morphisme de corps de o, et donc o(«) est un zéro de pq, k. Ce nombre de zéros est majoré par
le degré de ce polyndme, ie on a au plus deg(pq, k) = [L : K] choix pour o(«). Il vient ainsi :

Autx(L)| < [L: K]

Quels sont les cas d’égalité 7 Pour répondre a la question, observons le fait suivant :

Définition, proposition :

Soit H un sous-groupe du groupe d’automorphismes Auty (L) d’une extension finie L/K. Alors I’ensemble
L¥:={z€cL/Vo€H,ox)=ux}

est un corps, et il est tel que : K ¢ L¥ c L.

Preuve : la vérification est immédiate :
e Six,yc LY alors pour tout o € Autg (L), on a :
xo(@+y)=o(@)+o(y)=z+y
*« o(xy) =o(x)o(y) =zy
x oz ) =o(x) =2t
x SiAe K, o(\x) = do(z) = Az
Ainsi, on obtient : x +y, 2y, 2", \x € L7,

e Par définition de Autg (L), on a o(x) = = pour tout x € K et tout 0 € Autx (L), donc a fortiori pour tout
o € H. Ainsi, on a bien : K ¢ LY C L.

Notons alors gr(L/K) ’ensemble des sous-groupes de Autg (L), et notons ext(L/K) ’ensemble de toutes les exten-
sions de corps intermédiaires, ie les extensions de K contenues dans L. On a :

Proposition : (correspondance galoisienne)

Soit L/K une extension finie. Soit I" application définie par :

I:gr(L/K) — ext(L/K)
H > LH

Alors l'application I' est injectve, et est appelée correspondance galoisienne.
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Preuve :
e On va d’abord démontrer le lemme d’Artin, & savoir :

{AutLH (L)=H

tout H € L/K
H| = |Autn (1) = (1 ) PO O € LK)

Par le théoréme de 1’élément primitif, soit o € L un élément primitif de I’extension L/L¥, ie L = L (). On
considere i, r# le polyndme minimal de o sur LY qui est donc de degré [L : L7].

Posons :
|H|

P(X) =[] (X —o(a) =) axX* € LIX]
k=0

oc€EH

SiTe H, alors :

7(P(X)) = [] 7(X —o(a) = [T (X —7o(a))

ceH ocH

L’application ® : ¢ € H — 70 € H est bijective, de réciprique ¥ : ¢ € H + 77 '¢. On en déduit :

T(P(X)) = [] (X —o(a) = P(X)

oceH

|H| |H]|

Ainsi, on a : 7(ag) = ay, car 7(P(X)) = ZT(ak)Xk =P(X)= Z ar X", Les coefficients ay de P sont donc
k=0 k=0

tels que pour tout 7 € H, 7(ay) = ax, e ce sont éléments de L. On a donc en réalité P € L7[X].

En particulier, on a : i, p#|P, et donc deg i, x < deg P. 1l vient alors :

|H| = deg P > deg ro,pn = [L: L] (%)

Inversement, on a évidemment H C Auty = (L), car les automorphismes de H préservent L par définition. On
adonc |H| < |[Autu (L)]. On savait de plus, avec la définition du groupe de Galois, que |Aut ;= (L)| < [L : L7].
On a donc :

|H| < |Autpn (L) < [L:LP] (xx)

Ainsi, en mettant en commun (x) et (**), on obtient :

|H| = |Autpn (L) = [L: L)

Finalement, H C Autyu (L), et il y a égalité des cardinaux, donc on a bien H = Autyn (L).

e Supposons maintenant que I'(H;) = ['(H,), ie L1 = L2 Alors par le lemme d’Artin, on a :

H1 = AutLHl (L) = AutLHg (L) = H2

d’ou 'injectivité.

Ainsi, revenons & notre question : quels sont les cas d’égalité dans la majoration |Autg (L)| < [L: K] ? Ce théoréme
répond a la question :
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Théoréme fondamental de la théorie de Galois :

Soit L/K une extension finie. Les assertions suivantes sont équivalentes :
o |Autg (L) =[L: K].
° LAutK(L) =K
e Pour tout o € L, le polyndéme minimal u,, i est scindé sur L (ie factorisable en un produit de polynomes
de degré 1 de L[X]) et & racines simples.
o Il existe un élément primitif o € L de L/K tel que pio,x soit scindé & racines simples dans L[X].

Une telle extension est alors appelée extension galoisienne, et le groupe d’automorphismes Autg (L) est alors
appelé groupe de Galois de 'extension L/K, et noté Gal(L/K). Sous ces hypothéses, la correspondance
galoisienne I' est alors bijective, de réciproque :

A:ext(L/K) — gr(L/K)
M — AutM(L)

Preuve :

e Supposons que |Autg (L)| = [L : K]. Puisque LA () est une extension de K, on a, par la loi de la tour :

[L: K] =[L: LAv<EpAvtxd) . g

Le lemme d’Artin donne : [L : LA"x(L)] = |Autg (L), et |Autg(L)| = [L : K] par hypothése. Ainsi, on
obtient [LAUx () K] =1, d’on :
LAutK(L) - K

e Supposons que LA (L) = K Soit o € L, et soit la,k son polynéme minimal. Posons :

Px)= JI X-o()

occ€Autk (L)

Par les mémes arguments que dans la preuve du lemme d’Artin, on obtient P € LA« (L) [X] = K[X]. Ainsi,
P est un polynome de K[X] qui annule o et qui est scindé sur L. Comme g i |P, alors p, x est lui aussi
scindé sur L. Ses racines sont de plus simples.

En effet, o lui-méme est racine simple. Si ¢’était une racine au moins double, alors p/, ;- € K[X] s’annulerait
en «, mais il divise strictement fi1o x, ce qui contredit sa minimalité.

Si (B est une autre racine de fio, i, alors elle est simple aussi. En effet, en considérant T'= PGCD(uq, k', 1458, x)
(le pged est considéré dans K [X]), par l'identité de Bézout, T s’écrit comme T = Qua,x + Rus k., et donc
s’annule aussi en B. Ainsi, puisque T'|ug x (il s'agit de son PGCD avec un autre élément) et ug x|T (T
s’annule en (), on a T = pg ., et donc pg i |fa, i -

Ho, K

On a alors : o,k = —— X lg K, €t o,k €t pg i irréductibles, donc Eo,

K .
- = 1a € o, K = UB,K> et B est
. . ’ Hs K

racine simple de pig g, donc de pq K-
e Si tous les polynémes minimaux sont scindés a racines simples, c’est en particulier vrai pour n’importe quel
élément primitif de I'extension.

e Soit o € L un élément primitif de L/K tel que son polyndme minimal p,, x soit scindé a racines simples dans
L[X]. Notons n = [L : K| = deg fta, i, €t en posant 6; = «, notons 61, ..., 0, les racines simples de pio,x (leur
simplicité nous permet bien de dire qu’il y en a n distinctes).
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Ona: L= K(6). On veut montrer que L = K(6;) pour tout k € [1,n]. Fixons k € [1,n].

Soit T' = PGCD (o, i, 16,5 ), oit le PGCD est considéré dans K[X]. Ona T = Pu, k + Que, i par 'identité
de Bézout, donc T'(6x) = 0, et donc pg, k|7 par minimalité. Or T est un pedg de pg, i, donc T'|pg, x, et
Mo, K

a7

donc T' = pg, k. Ainsi, on obtient : o x = X g, K, donc

= 1 par irréductibilité de pq k-, €t
Moy, K Moy, K

donc pia,x = 16,k -
En particulier, on a égalité entre les degrés, et donc on en déduit [K(0x) : K] = [K(a) : K] = [L : K], e
K () est une extension intermédiaire de degré maximale, donc K (6y) = L.

Ainsi, tous les 6 sont des éléments primitifs de L/K. On peut alors définir de maniére unique un morphisme
de corps oy : L — L par oi(a) = 0, et de méme on définit 7 : L — L par 74(0;) = « (on avait vu que
I'on définit de maniére unique un K-morphisme du corps L par la donnée de 'image d’un élément primitif
de lextension L/K). Il est immédiat de vérifier que oy et 75 sont inverses 'une de lautre, en observant
un élément tantdt dans la famille génératrice 1,a, ...,a™ !, tantét dans la famille génératrice 1,6y, ...,9,?_1.
Ainsi, o, € Autg (L).

Les 6 étant tous des éléments distincts, on a construit au moins n automorphismes. Autrement dit, on a
obtenu [L : K] < |[Autg (L)|. On savait déja que |Auty(L)| < [L : K], donc on a égalité.

Remarques : nous ne prouverons pas ici la partie portant sur la correspondance galoisienne, étant donné qu’elle
n’interviendra pas dans le cadre de I'extension cyclotomique. Elle est néanmoins fondamentale, et il reste plusieurs
points importants a souligner :

e I' et A sont des applications qui renversent ’ordre pour l'inclusion.

e Une extension intermédiaire M € ext(L/K) est galoisienne si et seulement si elle est image par I' d'un
sous-groupe distingué H < Gal(L/K).

e En réalité, on appelle extension galoisienne toute extension séparable et normale, et les propositions équiv-
alentes du théoreme fondamental sont toutes des conséquences de ces propriétés. Cependant, ces notions sont
trop hors-sujet pour avoir été abordées ici, et on s’est contenté de la suite d’équivalences.

2.3.3 L’extension cyclotomique

Pour n € N*, on notera pu, le groupe (multiplicatif) des racines n-émes de 'unité, et on note p celui des racines
primitives n-emes de 'unité, ie les racines z € pu, telles que < z >= p,. Par le lemme chinois, on a :

Lemme :

[, = {62“”/”, kAn= 1}. Ainsi, si on pose ¢ = €%/ on a : W = {Ck, kAn= 1}.

On définit alors les extensions cyclotomiques :

Pour n € N*, on appelle extension cyclotomique d’ordre n, notée K, 'extension K,, = Q(u,). C’est une
extension finie, et un élément primitif est ¢ = 2™/,
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On voit immédiatement qu’en réalité, on a : K, = Q(u)) = Q(¢). L’extension est de plus galoisienne. En effet, le
polyndéme X™ — 1 est scindé a racines simples sur K,,, puisque ses racines sont exactement les éléments de p,,, et
donc : deg(X"™ —1) = n = card u,,. En particulier, p¢ g divise X™ —1, donc lui aussi est scindé & racines simples sur
K, et ¢ est primitif de K,,/Q. Quel est le degré de I'extension cyclotomique ? La théorie de Galois nous permet
de répondre a la question sans utiliser les polynémes cyclotomiques :

Proposition :

Pour tout n > 3, on a [K,, : Q] = ¢(n), ol ¢ désigne 'indicatrice d’Euler.

Preuve : on va plutét démontrer que Gal(K,,/Q) ~ (Z/nZ)*, et, la encore, le théoréme fondamental de la théorie
de Galois permettra d’obtenir : [K, : Q] = |Gal(K,,/Q)| = card (Z/nZ*) = ¢(n).

e Tout d’abord, fixons k € [1,n] tel que kK An = 1. Définition le morphisme de corps oy : K, — K, par
o(¢) = ¢*. En réalité, on obtient un automorphisme qui laisse invariant Q, ie o € Gal(K,,/Q).

En effet, I’application, vue comme endomorphisme Q-linéaire de K, qui est de dimension finie < n, est
surjective : si z € K,,, en écrivant z = ag + a1( + ... + a,_1¢" ! (la famille des puissances de (, & savoir p,,,
est génératrice ; elle n’est pas libre, mais cela n’est pas nécessaire), et en considérant ¢ U'inverse de k dans
Z/nZ*, ie k¢ =1 (mod n), on a :

ok (ao + alce + o+ og,,_lc(”*l)z) =ag + ozl(kf + .+ ozn_lg'("fl)kz =g+ l+ .. Fa,_ (=2

Ainsi, oy, est surjective linéaire entre deux espaces vectoriels de méme dimension, donc ¢’est un isomorphisme,
et donc 'application vue comme morphisme de corps, est bijective, et laisse QQ invariant. On a donc bien :

oL € Gal(Kn/Q)

e Soit maintenant ® I'application définie par :

o : Z/nZ* — Gal(K,/Q)
k — Ok

On cherche a montrer que cette application est un isomorphisme de groupes. Par le point précédent, elle est
bien définie. En effet, par cyclicité de u,, 'automorphisme oy, est indépendant du choix du représentant de
la classe de k modulo n.

* & définit bien un morphisme de groupes. En effet, soient k,¢ € Z/nZ*. On a :

ok 0 0k(¢) = ok(¢") = (04(¢)" = ¥ = ore(()

Ainsi, les deux morphismes coincident sur I’élément primitif, donc ils coincident partout. On en déduit
alors : ¢(kl) = ®(k) o O(¢).

x @ est injective, car si ®(k) = id, alors o1 (¢) = ¢*¥ = ¢, ie ¢*¥~' =1, donc on a : eZF=D7/m = 0 donc

2(k = 1)m/n =0 (mod 27), ie on obtient bien k = 1 dans Z/nZ, et donc dans Z/nZ*.

* Soit o € Gal(K,,/Q). On définit £ = o(¢). Alors : " = ()" = 0(¢") = o(1) = 1, donc & € p,. De
plus, < £ >=< () >= o(< ¢ >) =< ( >= p, car o automorphisme, donc ¢ est une racine primitive
de l'unité. Ainsi, |Gal(K,,/Q)| < cardu) = ¢(n) = cardZ/nZ*. ® est donc un isomorphisme, et on
obtient bien le résultat souhaité.
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2.4 Cosinus des angles rationnels en 7

Montrons le résultat suivant :

Théoréme :

Si 0 € mQ est tel que cos(f) € Q, alors € € py U pe.

Preuve : soit donc 6 un tel angle. On pose alors : % = % avec (a,b) € Z x N* et a Ab = 1. Définissons
¢ = e'? = %7/ Observons une disjonction des cas selon les valeurs de b :
e Sib=1:alors (=1¢€ pugU pug.
o Sibe{2,3,4} : alors ¢ € pus U s U g, et po C pg, pg C g, donc ¢ € g U pg.
e Sib>5:alors ( =e* /% et a Ab =1, donc ¢ est une racine primitive b-éme de 1'unité. En particulier, on
a donc : [Q(C) : Q] = ().

Le polynome X2 — (¢ + (1) X + 1 est annulateur de ¢. Or, par hypothese, ¢ + (! = 2cos(f) € Q, donc
X2 - (C+¢HX+1€eQ[X], et doncona: [QK): Q] <2,ie pb) <2. Orp=1l,et p(n) =1 < n=1,
donc comme b > 5, on a : ¢(b) = 2.

Ecrivons b = p$* x ... x p® la décomposition primaire de b. Si > 3, alors b = p$* x py? x p§* x V/, et donc
. _ k’lfl kg*l kgfl /
ona: o) =(p—1)pi" " X (p2—p>" X (p3 — 1)ps® " x (V') = (pr — 1)(p2 — 1)(p3 — 1).

Deux des trois p; sont différents de 2, donc sont > 3 car premiers. Ainsi, ¢(b) > (p— 1) x 2 x 2 > 4, ce qui
est impossible.

Nécessairement, r < 3, ie r € {1,2}, car r =0 = b =1, mais b > 5. Deux cas & étudier :
x* Sir=1:alors b=7p*. Sip>5, alors ¢(b) = (p— 1) x p*~1 > p — 1 > 4, impossible. Ainsi, p € {2,3}.
Sip=2,alors p(2F) =21 =2 = k=2, deb=4, donc ¢ € g C g U .
Sip=3,alors p(b) =2x 31 = k=1,ieb=3, donc ¢ € uz C pg C pa U pig.

x Sir =2 : par le méme raisonnement que dans le cas r =1, on a: p,q < 3, ie p= 2 et ¢ = 3 quitte a les
réordonner. On a donc b = 2*3° d'oti : p(b) =1 x 2871 x 2 x 371 = 2F x 3~1 = 2. Par I'unicité de la
décomposition primaire de 2, ona: k=1let{=1,7eb=2x 3 =06, donc € ug C g U lg-

Un corollaire (en fait strictement équivalent au théoréme) dont nous nous servirons plutot est le suivant :

1
Si 0 € TQ est tel que cos(f) € Q, alors cos(f) € {O7 i§’ j:l}.
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Preuve : immédiate en observant directement ’ensemble {?R(C), €U uG}.
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3 Le contre-exemple de Dehn

3.1 L’invariant de Dehn

L’invariant de Dehn associe a un polyédre la somme des tenseurs de R ®7 A formée de la longueur des arétes et de
leur angle diedre :

DP) = Z L(a) ®z0(a)

a aréte de P

Cependant, cette "définition" (¢f [Ca], [Sy] ou [Sc]) n’est pas une bonne définition, dans le sens ot nous n’avons
défini I’angle diedre que dans le cas des tétraedres, et dans le sens ou il resterait a définir la notion d’aréte d’un
polyedre quelconque. Cependant, il est possible d’utiliser la construction faisant intervenir les complexes polyédraux
qui engendrent le polyedre, puisque les arétes des tétraedres sont bien définies, et puisque celles du polyedre seront
une partie de toutes celles-ci.

Montrons le résultat suivant :

Proposition :

Soit P € §% un polyédre non dégénéré de R3. On note Rp ’ensemble des complexes polyédraux K tels que
P= U T. On rappelle qu’on note K, ’ensemble des simplexes de K de rang k, et qu’on note Fi(X) ’ensemble

Tek
des faces de X de rang k, pour X simplexe de rang rg(X) > k.

Considérons 'application suivante :
Dp:fp — RezA

K = Y > t(a) ®z 6 (a)
TeKs \acFi(T)
Alors cette application est constante.

Preuve : pour commencer, on peut ré-écrire Dp(K) en intervertissant les deux sommes, et donc en sommant sur les
arétes de tous les tétraedres plutét que sur les tétraedres eux-méme :

Dp(K)=>" > l(a) @z 07(a) | = Y [ a) @z > fr(a)

a€k1 \TeKs3 /aeF:1(T) acky TeKs /aceF1(T)

Observons alors, & a € Ky fixé, la quantité Z Or(a) € A. En notant a = co(u;, u;), ou u; et u; sont
TeKs / a€Fi(T)

deux sommets d’un certain tétracdre, on définit Ja[= a \ {u;,u;} aréte privée de ses extrémités. Plusicurs cas se

distinguent :

(o)
e Sia ¢ OP : de maniére équivalente, si Ja[C P, alors soient T4, ..., T, les tétraedres T € K3 tels que a € F1(T).

U; 4

O --—[--SeUjy
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Alors T, N'T; = a et Ja[C int(T; U ... UT,). Ces deux relations signifient respectivement que les tétraedres
sont agencés autour de a, et que l'intérieur de la réunion des T; forme un voisinage tubulaire de ]a[ au sein

o
de P. Une vue en coupe transversale a a donne :

En particulier, la somme des angles dieédres 6, (a) vaut alors 2, ie vaut 0 dans A.

e Sia C JP : alors il y a trois cas possibles, correspondant aux trois représentations ci-apres (dans le cas de la
troisieme, il ne s’agit que d’une représentation locale du polyédre, et dans le cas de deux "branches", mais il
peut y en avoir n € N* quelconque) :
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Dans les premier et troisiéme cas, on ne peut rien dire. En revanche, dans le deuxiéme, en notant a nouveau
Ty, ..., T, les tétraedres qui possedent a pour aréte, on a toujours T; N'T; = a. Par contre, on ne peut plus
écrire ]a[C int(Ty U ... UT,) comme précédemment, parce que, justement, on a a C (T; U...UT,) ! On
observe, par une nouvelle vue en coupe transversale a a :

Cette fois-ci, la somme des angles s’évalue a 7, donc a 0 encore une fois dans A.

e Ainsi, seules les arétes a € Ky contenues dans OP et correspondant aux premiers et troisiémes cas apportent
une contribution dans ’expression de Dp(K). Maintenant, si 'on considére deux complexes K, L € fp, alors
ils engendrent le méme ensemble d’arétes de ce type. En effet, on pourra construire un nouveau complexe
K AL € fp qui engendre les mémes arétes contributrices que K et £ (le dessin est représenté dans R? pour
simplifier ; les arétes deviennent alors les sommets) :

CAVELEl

IC L superposition AL

Il n’y a pas unicité de la construction, et il faut effectuer des choix apres la superposition. En effet, il se peut
que l'intersection de deux tétraedres n’en soit pas un !

En revanche, on peut simplement considérer, pour chaque intersection de tétraedres, 1’isobarycentre de tous
les sommets, et le lier a ces sommets, pour obtenir plusieurs nouveaux tétraedres.

Sur le dessin précédent, voici ce que I'on devrait faire pendant I’étape de superposition :
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Pour ce nouveau complexe, on aura alors, par toutes les observations précédentes :

DP(IC) = DP(/C N E) = Dp(ﬁ)

Ceci permet de conclure que Dp est contante.

On peut alors définir :

Définition :

Soit P € §% un polyédre non dégénéré de R3. On appelle invariant de Dehn de P 'unique élément de
Dp(Rp), et on le note D(P). Dans le cas o P € §% serait dégénéré, on définit D(P) = 0.

Cette définition vérifie alors :

Théoréme :

L’application ainsi construite D : §5 — R ®z A définit un invariant, appelé invariant de Dehn.

Preuve :

e Remarquons d’abord que si P = U T, alors D(P) = Z D(T). En effet, T est lui-méme un polyedre :
Teks Teks
un complexe qui Pengendre est 7 = {T} U F(T), pour lequel 73 = {T}.

e Soient P, Q € §% deux polyedres d’intersection dégénérée (éventuellement vide). On écrit alors :

P=|JT e Q=1_Js

TeKs SeLls
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de telle sorte que P W Q = U T. On obtient alors :

Te(KUL)s
DPsQ)= > D(T)= > D(T)+ Y D(S)=D(P)+D(Q)
Te(KUL)3 TeKs SeLls

e Soient donc maintenant P, Q € §% deux polyedres d’intersection quelconque. On développe, en utilisant le
point précédent :

D(P)+D(Q) = [D(P\ Q) + D(PN Q)| + [D(Q\P) + D(P N Q)|

~ [P(P\ Q)+ D(Q\P)+ D(PN Q)| + DPNQ)
=DPuUQ)+DPnNQ)

L’application D ainsi définie décrit donc bien un invariant.

3.2 Condition d’annulation de l’invariant

On cherche dans cette partie & mieux appréhender 'invariant de Dehn, a travers son lieu d’annulation. Commencons
d’abord avec le lemme suivant, similaire a ce qui a été fait en partie 2.1.3 :

Si I'U {r} désigne une base de Hamel (& savoir une Q-base de R), alors pour tout £ ® 6 € R ® A, il existe
une unique famille & support fini (¢,),er € R™) telle que :

LR0=) £,0%

~yer

ou 7 désigne la classe de v dans A = R/7Z.

Preuve : par un raisonnement analogue & la partie 2.1.3, montrons que R @z A ~ R,

e Observons d’abord le résultat suivant : si f: X XY — M est une application Z-bilinéaire entre les Q-modules

X et Y et le Z-module M, alors pour tout ¢ € Q, f(qx,y) = f(z,qy). En effet, en notant ¢ = %, on a:

1
flgz,y) = f (%x,y) =af (bx,y) par linéarité & gauche

1
=f <b;p, ay) par linéarité a droite

1 (o go) =of (G jov) = fwan)

e Définissons ¢ : R x A — R de la maniére suivante : pour 8 € A, il existe, par définition de T', une unique

famille & support fini (Ay) er € QM et un unique rationnel ¢ € Q de sorte que § = Z Ay +gm. On note alors
~el

v*(0) le coefficient d’indice ~ dans la somme, e v* : A — Q est la forme Z-linéaire (et méme Q-linéaire) sur

A qui associe le coefficient devant v dans la décomposition dans I" de . Cette application ne dépend pas du
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choix du représentant, justement car 7Q NI' = &, puisqu’on a demandé que I' U {7} soit une base de Hamel
(on peut toujours compléter la famille libre {7} en une base du Q-espace vectoriel R, via I’axiome du choix).

On définit maintenant ¢(¢,0) = (v*(0)¢),er, qui est bien une famille & support fini puisque seul un nombre

fini de v*(0) est non nul. ¢ est Z-bilinéaire :

P(0,0+410) = (0.0 + 1l car p € Z

)} E) car 7y % est Z-linéaire
ye
v

Il en va de méme pour la linéarité a gauche.

e Soit f: R x A — M une application bilinéaire vers un Z-module M quelconque. Posons :

S (ev)vel“ cRM s Z f(gwﬁ)

yel
Cette application est Z-linéaire :
f* ((E’Y)’YGF + M(E’Y)’YEF) = f* ((fv + ME’/‘/)’YEF)
= Sy +ull,7)
yel’
= Z Fly,y) + pf(l, ) par linéarité & gauche de f
yel’
=D fly) + Y fE)
yel el
= fs ((gv)vel‘> + wf ((&)wel‘)
De plus, elle factorise f :
J«o @(675) = fu ((7* (5)5)7611)
=> (6 O),7)
el
= Z f,v*(0)7) car v*(0) € Q et f bilinéaire, par le premier point de la preuve
yel’
=f1|¢, Z v (0)5 car la somme est & support fini
vel
= f(£.0) car =) 7" (0)7

yel
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Ainsi, encore une fois, on a bien vérifié les hypothéses du produit tensoriel, ie on a obtenu : R ®z A ~ RM). Par le
méme argument que celui détaillé en partie 2.1.3, on obtient alors la décomposition souhaitée des tenseurs, de la
forme :

L ®70 = Z&, ®z7 avec £, = v*(0)¢
yel

Ce lemme nous permet alors d’obtenir la caractérisation suivante des tenseurs nuls :

Pour tout £ #0, {®z0 =0 <= 0 € 1Q

Preuve : montrons les deux implications. Fixons ¢ € R*.

e SifermQ, ic = qmavec q € Q, alors par le premier point de la preuve précédente, puisque ’application
Rz : R x A — R ®z A est bilinéaire, on a :

(@70 =0®7 (¢7) = (¢f) @zT=0  car ™ =0 dans A

e Inversement, supposons que £ ®z 6 = 0. On écrit :

(@z0=>Y v O)®s7
yel

Or,ona: 0= Z 0 ®z 7, et la décomposition de cette forme est unique. On a ainsi :
~eT

Vy €T, v*(0)¢ =0, ie v*(6) =0 (£#£0)

On obtient alors § = 0 dans R/7Q, ie 6 € 7Q.

3.3 Le contre-exemple

Dehn eut donc Iidée de montrer qu’un cube et qu’'un tétraedre régulier n’ont pas le méme invariant de Dehn, quel
que soit leur volume. Observons donc ces deux invariants.

3.3.1 Le cube

Le cube C possede 12 arétes, chacune de longueur £ > 0, et d’angle diedre g
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On a donc :

D(C) =12t () =0

3.3.2 Le tétraedre
Le tétraedre régulier T est composé de 6 arétes, chacune de longueur £. Soit # ’angle diedre commun & chacune de
ces arétes.
On obtient alors :
D(T)=6/®0

Que vaut 'angle diedre 8 du tétraedre régulier 7 Rappelons la loi des cosinus, connue aussi sous le nom de régle
d’Al-Kashi :

Regle d’Al-Kashi :

Etant donné un triangle ABC' quelconque, on a :

AB? = AC? + BC? — 2AC x BC cos ACB

En réalité, il s’agit juste d’une maniére savante et purement géométrique de développer ||u —v||? & 'aide du produit
scalaire, en écrivant (u|v) = |lul| x ||v|| x cos(8).

Soit donc un tétraedre ABDFE de coté de longueur ¢, soit C' le milieu de DE, de sorte que DE 1 AC'. Ainsi, angle

— 3
diedre est égal a 6 = ACB, par des raisons de symétries, et on a AB = /¢ et AC = BC = \/26 en appliquant le
théoréeme de Pythagore au triangle ACD.
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En appliquant la regle d’Al-Kashi au triangle ABC, on obtient :

) _AC?+BC?—AB® _3%/4+3C/4— 1
VT TTHOACKBC T 2x32/4 3

1
Ainsi, on a D(T) # 0. En effet, si on avait D(T) = 0, alors on aurait € 7Q, et cos(f) = 3 € Q. Or, le théoréme

1
de la section 2.4 n’autorisait que les valeurs 0, :i:§ et +1 pour de tels angles.

3.3.3 Conclusion

3 3
a a
Un tétraedre régulier de coté de longueur a a pour volume V = ——. La fonction a > 0 — ——= est bijective de

6v2 612

3 Pest. Ainsi, il existe un tétracdre T de volume 1. Soit C un cube de c6té 1, donc de

R% sur R, puisque a — @
volume 1% = 1 aussi.

Ona: D(C) =0 et D(T) # 0, mais vol(C) = vol(T). Le cube régulier et le tétracdre régulier de méme volume ne
sont donc pas congrus, puisque leur invariant de Dehn differe.

C’est un contre-exemple qui répond finalement a la question de Hilbert.
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Des suites a ce troisieme probleme

En définitive, le troisiéme probléme de Hilbert fut le plus rapide & étre résolu, et était alors considéré comme
le plus simple des vingt-trois proposés. Cependant, les ouvertures qui s’ensuivent sont, elles, d’un tout autre
niveau.

Pour commencer, Jean-Pierre Sydler proposa une réciproque en 1965, aujourd’hui connue sous le nom de
théoréme de Dehn-Sydler. Ce théoreme affirme que deux polyedres sont congrus si et seulement si ils ont méme
volume et méme invariant de Dehn. La preuve fut par la suite simplifiée en 1990, par Dupont et Sah, en faisant
intervenir I’homologie de certains groupes (les modules des différentielles de Kéahler).

Quant aux dimensions supérieures, la question se pose de savoir a quelle condition on aura la réciproque, e on
cherche & généraliser le théoréeme de Dehn-Sydler. Hugo Hadwiger résuma le théoreme de Dehn-Sydler en 1968 a
I’aide d’un unique invariant, 'invariant de Dehn-Hadwiger, qu’il généralisa a tout R™. Il exprima ainsi la condition
nécessaire et suffisante pour la congruence de deux polyedres en termes de cet invariant. Par la suite, Barge Jessen
généralisa en 1972 cette condition nécessaire et suffisante dans la dimension 4.

Jessen se posa alors la question de savoir si le résultat se maintenait en travaillant en géométrie sphérique ou
hyperbolique. Dans ces cadres-ci, la méthode proposée par Dehn fonctionne encore, avec plus de travail, et produit
le méme contre-exemple que celui mis en avant ici. Cependant, le probleme reste ouvert a ce jour de savoir si le
théoréme de Dehn-Sydler reste vrai en géométrie sphérique ou hyperbolique.
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