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| Codage source

#» Source P stationnaire sur I'alphabet A.
#» PDb: transmettre les messages issus de cette source:

# Fonction de codage ¢, : A — {0,1}*, on veut
minimiser la longueur de code moyenne des messages

Ep [|¢n(2)]]

—



| Entropie

#® Théoreme de Shannon ('48) :
Ep [[¢n(x)]] = Hn(P) = Ep [ log P(X7)],

a peu pres atteignable.

#» Par allleurs, si la source est ergodique
1
n
taux entropique de la source = nb de bits nécessaires
au codage de chaque caractere emis.

# Code ¢,(z) « loi de codage ¢, = 27/¢n (@)l |
= —log ¢, (x)=longueur de code



| Codage universel

#» Codeur et décodeur saventjuste P € S = {IPy : § € O}.

# EXx: Markov chains, general stationary ergodic
processes.

# || faut une seule loi de codage ¢, pour toutes les
sources Py
= surcolt appelé redondance

Ry (qn, 0) = Ep, [|on(X)]] = Hn(Pg) = K L(P"|gn)

—



| Redondance minimax

#® Luniversalite du codeur ¢, est mesurée par la
redondance dans le pire des cas.

# La mellleure possible est la redondance minimax

R,(S) = inf sup R, (q,, 0)
n QcO

#® Th: pour les classes S paramétriques a k degres de
liberté, Rissanen (1984) : R, (S) = £logn + O(1)
= Il faut au moins

k

nH(Py) + 5 logn
bits en moyenne pour coder un message de t—b_l



| Choix.de.modele

On dispose d’'une séquence x, réalisation d’'une va dont la
loi est dans un des modeles Sy, S;. ..

Pb: identifier ce modele a partir de I'observation.

Exemple :

®» chaine ADN x=ACCACTGACTAGACCT...vient d'une
chaine de Markov d’'ordre O, 1, 2, ...7

#» suite de nombre réels provenant d’'un melange d’'un
nombre inconnu de composantes gaussiennes.

—



| Principe MDL

Minimum Description Length : “choisis le modele qui donne
la plus courte description des données” (Rasoir d’Occam).
= Soit k; = dim S;, a partir de = :

#» on calcule §;(z) = estimateur du parametre dans le
modele S; (ex: maximum de vraisemblance).

» on choisit le modele minimisant

ki
nH(Py ) + o logn

#» ~ maximum de vraisemblance pénalisé. Penalité BIC.

—
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I Dictionnaire de suffixes complet

® 7 est un Dictionnaire de suffixes complet (DSC) si

vzl € A ANk eN:2?, €T
® Siz’_ e A%, on note 7 (z) son suffixe dans 7.

#» Un DSC peut étre représenté par un trie dont les
feuilles sont les élements de 7.

T = {00,10,1} T = {0%} U {107 : 0 oot}



I VLMC

# Soit 7 un DSC et soit p = (p(.|w)),. un |7 |-uplet de
lois de probabilité sur A.

® | a chaine de Markov d’'ordre variable PP, est la
distribution stationaire sur AZ définie par

Pr, (X1 =a1|X o =22) =p (1T (22)).
» EX

P (X} =1001/X°  =...01)

(3/4, 14)

X 3 X

H~ Qo

X

DO —
|
NP



I Les VLMC sont des chaines de Markov

» Profondeur du trie = ordre markovien

p({01) (/L)

o Variable Length Markov Chains :
potentiellement moins de parametre pour une

memoire donnée



I Les chaines de Markov sont des VLMC...

# ...correspondant a un arbre complet:

[ p(.[000) \
p (-|100)

M —

\ ( ‘ ) / p(000) p(J200)  p(jo20) p(J110) p(00L)  P(OL)  p(JO1L)  p([111)

» — les VLMC combinent le pouvoir
d’approximation des chaines de Markov avec
avec une grande souplesse. approach every
stationary ergodic source.

» Elles ne sont pas plus compliguées a utiliser. |



| Esitmateur de modele BIC

#» Lestimateur BIC pour x € A™ s’ecrit :

AT

Tgrc = arg min Z H(T (x,s)) :

se€7T

logn
#® Th: (Csiszar & Talata, Garivier) : T/B;; est un

estimateur consistant.

# Rq: il existe une procedure qui calcule Tz;c en temps

linéaire.
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| Chaines.de Markov cachées

9

o

chague état caché a une loi d’émission differente.

on passe d’'un état caché a l'autre par un processus
markovien.

a chaque etape, on émet un caractere.

EX:



| Inegalités de meélange

Si A=Nou A =R, on ne peut appliquer la théorie de
I'information classique, mais on peut montrer des inegalités
de type BIC. En choisissant pour ¢* un mélange de toutes
les lois de transition et d’émission possible, on obtient

» Cas Poisson:

ko
log nto 3 | X () +Chnta
(1)

/62
0 < sup log Py(X7)—log ¢"(XT) <
0cOL 2

#» Cas gaussien:

k2
0 < sup log fo( X —log ¢"(X™) < Bl log n+/~cTX(n)—|—ckn—|—eknl
0cO;

®



| Chaines.de Markov cachées

#® De facon analogue a BIC, on définit I'estimateur :

k = arg min {— sup log go(X{') + pen(n, k)}
k>1 0cO
# Théoreme : Le vrai ordre est identifie a partir d’'un
certain rang des que pourn > 3,k > 1,

k
€2
pen(n, k) = Z —; . logn + Ry,

(=1

—



| Commentaires

# RqQ: on peut faire la méme chose avec des états
cachés i.i.d. (mélange), en remplacant les facteurs k>
par 2k — 1.

#» Avantages . pas besoin de borne a priori sur I'ordre ni
sur les parametres des lois d’émission.

# Inconvénients : en pratique la vraisemblance n’est pas
facile a maximiser.

—
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