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f -divergence

Définition
f convexe telle que f (1) = 0

Df (Q‖P) =

∫
f

(
dQ
dP

)
dP

Exemples
Kullblack-Leibler f (t) = t ln t

Hellinger f (t) = (
√
t − 1)2

Variation totale f (t) = |t − 1|



Problème de transport, Kantorovitch (1942)

Optimisation sur l’espace des mesures
I X et Y deux espaces Polonais
I c : X × Y → R+ ∪ {+∞} s.c.i.
I P = mesure de proba. sur X
I Q = mesure de proba. sur Y
I Distance associée

Tc(P,Q) = inf
γ∈Σ(P,Q)

∫
X×Y

c(x , y) dγ(x , y).



Exemples

Wasserstein

I X = Y = Rn , c(x , y) =
1
2
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I X = Y = C0([0, 1],Rd), c(x , y) =
1
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|x − y |2H avec

H = W 1,2([0, 1]).
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Exemples

Wasserstein

I X = Y = Rn , c(x , y) =
1
2
|x − y |2.

I X = Y = C0([0, 1],Rd), c(x , y) =
1
2
|x − y |2H avec

H = W 1,2([0, 1]).

Rubinstein

X = Y = Rn, c(x , y) = |x − y |

Hamming

X = Y = {0, 1}n, c(x , y) =
n∑

j=1

1xj 6=yj
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Inégalité HWI

H-W-I
Entropie (H) HP(Q) = EP [L log L] avec L = dQ/dP
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Information de Fischer (I) IP(Q) = EQ
[
|∇ log L|2
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Inégalité HWI

H-W-I
Entropie (H) HP(Q) = EP [L log L] avec L = dQ/dP
Wasserstein (W) W2(P,Q) = T‖.‖2/2(P,Q)

Information de Fischer (I) IP(Q) = EQ
[
|∇ log L|2

]
Inégalité (cf. Villani)
Si P et Q admettent une variance (sur Rn) et P = exp(−V ) dx
avec ∇2V ≥ K Idn

HP(Q) ≤W2(P,Q)
√

IP(Q)− K

2
W2(P,Q)2
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Distance de Prohorov

ε-voisinage
(E , d) espace métrique

Aε = {y ∈ E , ∃x ∈ A, d(x , y) ≤ ε}

Definition (Distance de Prohorov)

DistPro(P,Q) = inf
{
ε > 0,P(A) ≤ Q(Aε)+ε pour tout A ∈ B(E )

}



Distance de Prohorov

ε-voisinage
(E , d) espace métrique

Aε = {y ∈ E , ∃x ∈ A, d(x , y) ≤ ε}

Definition (Distance de Prohorov)

DistPro(P,Q) = inf
{
ε > 0,P(A) ≤ Q(Aε)+ε pour tout A ∈ B(E )

}
Topologie de la convergence en loi
Si (E , d) séparable alors

(Pn =⇒ P)⇐⇒ (DistPro(Pn,P)
n→∞−−−→ 0)



Distance de Rubinstein

Théorème (Kantorovitch-Rubinstein)
Si c est une distance,

Tc(P, Q) = inf
γ∈Σ(P,Q)

∫
E×E

c(x , y) dγ(x , y)

= sup
F∈c−Lip1

(EP [F ]− EQ [F ])

où
F ∈ c − Lip1 ⇐⇒ |F (x)− F (y)| ≤ c(x , y)



Distance de Rubinstein

Théorème (Kantorovitch-Rubinstein)
Si c est une distance,

Tc(P, Q) = inf
γ∈Σ(P,Q)

∫
E×E

c(x , y) dγ(x , y)

= sup
F∈c−Lip1

(EP [F ]− EQ [F ])

où
F ∈ c − Lip1 ⇐⇒ |F (x)− F (y)| ≤ c(x , y)

Théorème (cf. Dudley)
Si (E , c) est séparable, il y a équivalence entre

I Pn converge en loi vers P
I DistPro(Pn, P)

n→∞−−−→ 0
I Tc(Pn, P)

n→∞−−−→ 0
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Autres distances

Remarque

sup
F=1]−∞,x]

|EP [F ]− EQ [F ] | = distTV(P,Q)

Plus généralement

distF (P,Q) = sup
F∈F ,x∈R

|EP [F ]− EQ [F ] |
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Situation générique

Espace initial Espace cible

(E,Q) (F,P)

(F,T ∗Q)

T

distF (T ∗Q, P) ?



Méthode de Stein

Historique (partiel)
I Stein (’72) : approximation gaussienne

I Chen (’73) : approximation Poisson
I Barbour : extensions au Poisson composé, au mouvement
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I E = N, Q = mesure de Poisson (λ)
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Théorème de Donsker

Convergence en loi

B]m(t) =
1√
m

[mt]∑
j=1

Xj + (mt − [mt])X[mt+1]

 m→∞−−−−→ MB(t)

Formalisme
I E = {−1, 1}N, Q = (1/2ε−1 + 1/2 ε1)⊗N

I F = C0([0, 1], R), P = Mesure de Wiener



Théorème de Donsker

Convergence en loi

B]m(t) =
1√
m

[mt]∑
j=1

Xj + (mt − [mt])X[mt+1]

 m→∞−−−−→ MB(t)

Formalisme
I E = {−1, 1}N, Q = (1/2ε−1 + 1/2 ε1)⊗N

I F = C0([0, 1], R), P = Mesure de Wiener



Premier ingrédient (espace cible)

Caractérisation de la loi gaussienne

Z ∼ N (0, 1)⇐⇒ E
[
Z F (Z )− F ′(Z )

]
= 0, ∀F ∈ C1

b



Premier ingrédient (espace cible)

Caractérisation de la loi gaussienne

Z ∼ N (0, 1)⇐⇒ E
[
Z F (Z )− F ′(Z )

]
= 0, ∀F ∈ C1

b

Idée de Stein

Z F (Z )− F ′(Z ) ' 0 =⇒ Z ' N (0, 1)



Equation de Stein

Definition
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Equation de Stein

Definition

∀H ∈ Lip1, ∃? F s.t. H(x)− E [H(N (0, 1))] = x F (x)− F ′(x)

Théorème
Il existe F , qui plus est, F ∈ C2

b

‖F ′‖∞ ≤ 1, ‖F ′′‖∞ ≤ 2

Formule de représentation de Stein

sup
H∈Lip1

∫
H dP− E [H(N(0, 1))]

= sup
F :‖F ′‖∞≤1, ‖F ′′‖∞≤2

∫
x .F (x)− F ′(x) dP(x)



Application

Convergence en loi
1√
λ

(Poisson(λ)− λ)
λ→∞−−−→ N (0, 1)

Formalisme
I E = N, Q = mesure de Poisson (λ)

I F = R, P = Loi(N (0, 1))

I T (n) = (n − λ)/
√
λ

Convergence pour la distance de Rubinstein

distR

(
1√
λ

(Poisson(λ)− λ), N (0, 1)

)
≤ 1√

λ



Deuxième ingrédient (espace initial)

Rappel
Pour X ∼ Poisson (λ),

λE [F (X + 1)] = E [X F (X )]

Intégration par parties

Soit X ∼ Poisson (λ) and X̃ = (X − λ)/
√
λ

E
[
X̃F (X̃ )

]
=
√
λ E

[
F (X̃ + 1/

√
λ)− F (X̃ )

]



Troisième ingrédient (deux espaces)

Pseudo commutation des « gradients »
D’après la formule de Taylor

F (X̃ + 1/
√
λ)− F (X̃ ) =

1√
λ
F ′(X̃ ) +

1
2λ

F ′′(X̃ + θ/
√
λ)



distR

(
1√
λ

(Poisson(λ)− λ), N (0, 1)

)
= sup

H∈Lip1

E
[
H(X̃ )− H(N (0, 1))

]
≤ sup

F : ‖F ′‖∞≤1, ‖F ′′‖∞≤2
E
[
X̃F (X̃ )− F ′(X̃ )

]
= sup

F ...
E
[√

λ(F (X̃ + 1/
√
λ)− F (X̃ ))− F ′(X̃ )

]
D’après la formule de Taylor

F (X̃ + 1/
√
λ)− F (X̃ ) =

1√
λ
F ′(X̃ ) +

1
2λ

F ′′(X̃ + θ/
√
λ)

Conclusion

distR

(
1√
λ

(Poisson(λ)− λ), N (0, 1)

)
≤ 1√

λ



Structure de Dirichlet

m, L∫
LF dm = 0

Pt=etL

Pt F→
∫

F dm

E(F,G)=
d
dt
〈Pt F,G〉L2(m)

en t = 0

LF=
dPt F
dt

∣∣∣
t=0

E(F,G)

=〈LF,G〉
L2(m)

LF/ G tq
E(F,H)=

〈G,H〉
L2(m)

, ∀H



Caractérisation de la loi cible

m m

ν

m = P∗t m

P∗t ν



Structure de Dirichlet-Malliavin

m, L∫
LF dm = 0

Pt=etL

Pt F→
∫

F dm

E(F,G)=
d
dt
〈PtF,G〉L2(m)

en t = 0

LF=
dPt F
dt

∣∣∣
t=0

E(F,G)

=〈LF,G〉
L2(m)

LF/ G tq
E(F,H)=

〈G,H〉
L2(m)

, ∀H

D tel que
E(F,G)=

〈DF,DG〉
L2(m)⊗L2(m)

L = D∗D

ΓF =
L(F2) −
2FLF



Exemple

Mesure gaussienne sur Rn

I F = Rn, P=Gaussienne
I LF (x) = x .∇F (x)−∆F (x)

I X=processus Ornstein-Uhlenbeck

dX (t) = −X (t)dt +
√
2 dB(t)

I Semi-groupe

PtF (x) =

∫
Rn

F (e−tx +
√

1− e−2ty) dP(y)

I D = ∇



Mesure Gaussienne sur C0([0, 1], R)

Espace de Wiener (abstrait)
I F = C0([0, 1], R), P= mesure de Wiener
I Semi-groupe

PtF (u) =

∫
F
F (e−tu +

√
1− e−2tv) dP(v)

I D=gradient de Malliavin défini par

DtF (Bt1 , · · · ,Btn) =
n∑

j=1

∂jF (Bt1 , · · · ,Btn) 1[0,tj ](t)

I LF (u) = 〈u,DF (u)〉F,F∗ − trace(D(2)F )(u)



Espace de Rademacher

Suite de Bernoulli symétrique indépendantes
I F = {−1, 1}N, P = (1/2.ε−1 + 1/2.ε1)⊗N

I Gradient discret

D]
kF (X ) =

1
2

(F (X+
k )− F (X−k )).

avec

X+
k = (X1, · · · , Xk−1, 1, Xk+1 · · · )

and X−k = (X1, · · · , Xk−1, −1, Xk+1 · · · ).

I Intégration par parties

E

[∑
k∈N

ukD
]
kF (X )

]
= E

[
F (X )

∑
k∈N

ukXk

]



Formule de représentation de Stein-Dirichlet

Distance de Rubinstein entre T ∗Q et P

P∞F (x)− P0F (x) =

∫ ∞
0

LPtF (x)dt
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0

LPtF (x)dt
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Formule de représentation de Stein-Dirichlet

Distance de Rubinstein entre T ∗Q et P∫
F
FdP−

∫
F
F (x) d(T ∗Q)(x) =

∫
F

∫ ∞
0

LPtF (x)dt d(T ∗Q)(x)

IPP sur l’espace initial

∫
F
FdP −

∫
E
F ◦ TdQ =

∫
E

∫ ∞
0

(LPPP
t F ) ◦ T dQ dt



Formule de représentation de Stein-Dirichlet

Distance de Rubinstein entre T ∗Q et P∫
F
FdP−

∫
F
F (x) d(T ∗Q)(x) =

∫
F

∫ ∞
0

LPtF (x)dt d(T ∗Q)(x)

IPP sur l’espace initial

∫
F
FdP−

∫
E
F ◦ TdQ =

∫
E

∫ ∞
0

DQ((PP
t F ) ◦ T ) dQ dt

+ Reste



Enfin

Commutation des gradients

∫
F
FdP−

∫
E
F ◦ TdQ =

∫
E

∫ ∞
0

DQ(PP
t F ) ◦ T dQ dt + Reste

=

∫
E

∫ ∞
0

DP(PP
t F ) ◦ T dQ dt

+ Reste + Reste′



Enfin

Commutation des gradients

∫
F
FdP−

∫
E
F ◦ TdQ =

∫
E

∫ ∞
0

DQ(PP
t F ) ◦ T dQ dt + Reste

=

∫
E

∫ ∞
0

DP(PP
t F ) ◦ T dQ dt

+ Reste + Reste′

Interversion

DPPP
t F = e−ΦP(t)PP

t D
PF
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Théorème de Donsker

Rappel

B]m(t) =
1√
m

[mt]∑
j=1

Xj + (mt − [mt])X[mt+1]

 m→∞−−−−→ B(t)

Théorème (Coutin-D. + Shih)

sup
F∈F

∣∣∣E [F (B#
m )
]
− E [F (B)]

∣∣∣ ≤ c

m

où F = fonctions 1-lipschitziennes sur C0([0, 1], R)



Développement d’Edgeworth

E
[
X̃F (X̃ )− F ′(X̃ )

]
= E

[√
λ(F (X̃ + 1/

√
λ)− F (X̃ ))− F ′(X̃ )

]
D’après la formule de Taylor

F (X̃+1/
√
λ)−F (X̃ ) =

1√
λ
F ′(X̃ )+

1
2λ

F ′′(X̃ )+
1

6λ3/2F
(3)(X̃+θ/

√
λ)

E
[
X̃F (X̃ )− F ′(X̃ )

]
=

1
2
√
λ

E
[
F ′′(X̃ )

]
︸ ︷︷ ︸+

1
6λ

F (3)(X̃ + θ/
√
λ)︸ ︷︷ ︸



Développement d’Edgeworth

E
[
X̃F (X̃ )− F ′(X̃ )

]
= E

[√
λ(F (X̃ + 1/

√
λ)− F (X̃ ))− F ′(X̃ )

]
D’après la formule de Taylor
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E
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X̃F (X̃ )− F ′(X̃ )

]
= E

[√
λ(F (X̃ + 1/

√
λ)− F (X̃ ))− F ′(X̃ )

]
D’après la formule de Taylor

F (X̃+1/
√
λ)−F (X̃ ) =

1√
λ
F ′(X̃ )+

1
2λ

F ′′(X̃ )+
1

6λ3/2F
(3)(X̃+θ/

√
λ)

E
[
X̃F (X̃ )− F ′(X̃ )

]
=

1
2
√
λ

E
[
F ′′(X̃ )

]
︸ ︷︷ ︸

≈E[F ′′(N (0, 1))]+cλ−1/2

+
1
6λ

F (3)(X̃ + θ/
√
λ)︸ ︷︷ ︸

≤‖F (3)‖∞



Convergence Poisson - Brownien
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Convergence Poisson - Brownien

Nλ(t) =
1√
λ

(
Nδ(t)− λt

)
λ→∞,δ→0−−−−−−−→ B(t)

N(t)

Nδ(t)

δ



Développement d’Edgeworth

Théorème
Pour F suffisamment régulière,

E [F (Nλ)] = EP [F ] +
λ−1/2

6
EP
[
FH(1)

]
+ λ−1

[
1
72

EP
[
FH(1,1)

]
+

1
24

EP
[
FH(2)

]]
+ O(δ2, λ−3/2)
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Question
Que se passe-t-il quand le nb de points tend vers l’infini ?



Espace des configurations

Definition (Distance de Rubinstein)

dR(P,Q) := sup
F∈F

(
EP [F ]− EQ [F ]

)
où

F ∈ F ⇐⇒ |F (ω)− F (η)| ≤ distTV(ω, η)



Espace des configurations

Definition (Distance de Rubinstein)

dR(P,Q) := sup
F∈F

(
EP [F ]− EQ [F ]

)
où

F ∈ F ⇐⇒ |F (ω)− F (η)| ≤ distTV(ω, η)

Theorem (D.-Schulte-Thäle)

dR(Pn,Q)
n→∞−−−→ 0 =⇒ Pn

distr.−−−→ Q



Résultat

Théorème

dR(PPP(M)|[0,a] ,
∑

x 6=y∈η
δt2‖x−y‖

∣∣
[0,a]

) ≤ Ca

t

où M est une densité de type Weibull.



Processus de Glauber

Y

Temps0

X (s)

sS1 S2

I S1, S2, · · · : processus de Poisson d’intensité M(Y) ds

I Durée de vie : r.v. exponentielles de param. 1
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