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I /-divergence

Définition

f convexe telle que (1) =0

Kullblack-Leibler f(t) =t

Hellinger f(t) = (vt — 1)?
Variation totale f(t) = |t — 1]




I Probléeme de transport, Kantorovitch (1942)

Optimisation sur |'espace des mesures

» X et Y deux espaces Polonais
» c: XX Y = RYTU{+o0} s.ci.
» P = mesure de proba. sur X

» Q = mesure de proba. sur Y

» Distance associée

T(P, Q)= inf / c(x, y) dvy(x, y).
(P,Q) L ny( y) dv(x; y)
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I Excmples

1
> X=Y=R" clx,y)=Slx—yP

X = Y = Co([0,1],RY), c(x,y) = %|x P, avec
H = w2((0, 1)),

X=Y=R" c(x,y)=|x—y|

Da0



I Excmples

1
> X:Y:R”,c(x,y):§|x—y\2.

> X =Y = Co([0,1],RY), c(x,y) = %|x — Y, avec
H = wi2([o,1]).

X=Y=R" c(x,y)=|x—y|
Hamming

X=Y={0,1}", clx,y) = Lz,
j=1

Da0
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I | hcgalite HWI

H-W-|

Entropie (H) Hp(Q) = Ep[LlogL] avec L = dQ/dP
Wasserstein (W) Wa(P, Q) = T 12/2(P, Q)
Information de Fischer (1) /p(Q) = Eq [|V log L|?]

Inégalité (cf. Villani)

Si P et Q admettent une variance (sur R") et P = exp(—V/) dx
avec V2V > Kld,

Hp(Q) < Wh(P,Q)Vp(Q) — ng(P,Q)2
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I Distance de Prohorov

€-voisinage

(E, d) espace métrique

A“={y€E, IxeAd(x,y) <e}

Definition (Distance de Prohorov)

Distpro(P, Q) = inf{e > 0,P(A) < Q(A)+¢ pour tout A € %(E)}




I Distance de Prohorov

€-voisinage

(E, d) espace métrique

A“={y€E, IxeAd(xy) <e}

Definition (Distance de Prohorov)

Distpro(P, Q) = inf{e > 0,P(A) < Q(A)+¢ pour tout A € %(E)}

Topologie de la convergence en loi
Si (E, d) séparable alors

(P, = P) <= (Distp,o(P,, P) ==>% 0)




B Distance de Rubinstein

Théoreme (Kantorovitch-Rubinstein)

Si ¢ est une distance,

T(P, Q)= inf / c(x, y) dvy(x,
(P, Q) o ExE( y) dv(x, y)

= sup (Ep[F]—Eql[F])
Fec—Lipy

ou

F € c—Lipy <= |F(x) = F(y)| < c(x,y)




B Distance de Rubinstein

Théoréme (Kantorovitch-Rubinstein)

Si ¢ est une distance,

T(P, Q)= inf / c(x, y) dy(x,
(P, Q) o ExE( y) dv(x, y)

= sup (Ep[F]—Eql[F])
Fec—Lipy

ou
F € ¢ —Lip; <= [F(x) = F(y)| < c(x,y)

Théoreme (cf. Dudley)

Si (E, c) est séparable, il y a équivalence entre
» P, converge en loi vers P
n—oo

» Distp,o(Ppn, P) =50
» T(P,. P) 2220




I A utres distances

Remarque

sup  (Ep[F] —Eq[F])
Fec—Lipy
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I A utres distances

Remarque

sup  |Ep[F] —Eq[F]]

T o0




I A utres distances

Remarque

sup |Ep [F] — EQ [F] ‘ = diStT\/(P, Q)

T o0




I A utres distances

Remarque

sup
F=11_00 4

H |

|Ep [F] — Eq [F]| = distrv(P, Q)

Plus généralement
distr(P,Q) = sup

[Ep [F] — Eq[F]]
FEF xeR




I Situation générique

Espace initial Espace cible
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I Situation générique

Espace initial Espace cible

distr(T*Q, P)?
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>

>
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Chen ('73) : approximation Poisson

Barbour : extensions au Poisson composé, au mouvement
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I Poisson - Gaussien

Convergence en loi

(Poisson(\) — \) Ao, N(0, 1)

Formalisme

» € =N, Q = mesure de Poisson (\)
» §=R, P = Loi(\(0,1))
> T(n) = (n— N)/VA

S




B Théoreme de Donsker

Convergence en loi
[mt]
1
Bﬁ t) = —
m(t) vm (

DX+ (mt = [mt]) Xpme 1y
j=1

m—0o0

) —— MB(t)
> Qf - {_17 l}Nl Q = (1/26_1 + 1/2 61)®N




B Théoreme de Donsker

1 [mt]
B (t) = N JZ_;XJ + (mt — [mt]) X{me+1)

m—0o0

) —— MB(t)
» ¢={-1,1}N, Q=(1/2¢_1 +1/2¢)®N
» § =0Co([0,1], R), P = Mesure de Wiener




I Premier ingrédient (espace cible)

Caractérisation de la loi gaussienne

Z~N(0,1) < E[ZF(Z)-F'(Z)] =0, VF € C}




I Premier ingrédient (espace cible)

Caractérisation de la loi gaussienne
Z~N(0,1) < E[ZF(Z)-F'(Z)] =0, VF € C}
Idée de Stein
ZF(Z)—F(Z)~0= Z ~N(0, 1)




I Equation de Stein

Definition

VH € Lipy, 3?7 F s.it. H(x) — E[H(N(0, 1))] = x F(x) — F'(x)
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I Equation de Stein

VH € Lipy, 3?7 F s.t. H(x) — E[H(N/(0, 1))] = x F(x) — F'(x)

| A

Théoréme

Il existe F, qui plus est, F € Cg

1F'lloo < 1, [[F"]loo <2

| \

Formule de représentation de Stein

sup /H dP — E[H(N(0,1))]
HelLipy

= sup /X.F(x) — F'(x) dP(x)

FAF o<1, [|F"[loo<2

A\,




I A pplication

Convergence en loi

%(Poisson()\) — ) 222 (0, 1)
Formalisme

» € =N, Q = mesure de Poisson (\)
» =R, P = Loi(\(0,1))
» T(n)=(n—X)/VA

Convergence pour la distance de Rubinstein
1
distp | —
) (\/X

(Poisson(\) — \), N(0, 1)) <

S




I Dcuxiéme ingrédient (espace initial)

Rappel

Pour X ~ Poisson (),

AE[F(X +1)] =E[X F(X)]

| A

Intégration par parties
Soit X ~ Poisson (A) and X = (X — \)/v/A

E [)?F()?)] = V\E [F(>"< +1/V) - F(X)}




I Troisieme ingrédient (deux espaces)

Pseudo commutation des « gradients »

D’apres la formule de Taylor

FIR+1/VA) = F(%) = = (X) + 50 F (R4 0/V3)




distg (%(Poisson()\) — ), N(0, 1))

— sup E [H(X) — HV(0. 1))

Helip,
< sup E [)?F()?) - F’()?)]
F [/l [P oo

= sup [VA(F(X + 1) ~ (X)) - F(X)]

D’apres la formule de Taylor

F(X +1/VA) — F(X) = %F’(f() + %F”()? +0/VN)




B Structure de Dirichlet

Pr=etl

PtF— [ F dm

N



I Caractérisation de la loi cible




I Structure de Dirichlet-Malliavin

Pr=etl

LF/ G tq
E(F,H)=

. (G,H)

PtF— [ F dm i

(m)’




I Excnple

Mesure gaussienne sur R”

» § = R", P=Gaussienne
» LF(x) = x.VF(x) — AF(x)
» X=processus Ornstein-Uhlenbeck

dX(t) = —X(t)dt + 2 dB(t)

» Semi-groupe

PF(x) = /R Fle x4+ /1 — e~2ty) dP(y)

| 2 D:v




I \Mesure Gaussienne sur Cy([0, 1], R)

Espace de Wiener (abstrait)
» § =Co([0,1], R), P= mesure de Wiener

» Semi-groupe

P:F(u) = /gF(e_tu +V1—e2tv) dP(v)

» D=gradient de Malliavin défini par

n

D:F(Byy,- -+, Bt,) = Z@-F(Btl,--- , Bt,) 1p0,41(2)
=

> LF(u) = (u, DF(u))3 5 — trace(D®)F)(u)




I Espace de Rademacher

Suite de Bernoulli symétrique indépendantes
» F={-1, 1IN P=(1/2.€_1 +1/2.61)®N
» Gradient discret

DEF(X) = S(FOG) — FOG).

X=X, Xee1, 1, Xew ++)
and Xk_ = (Xla Ty Xk*la _1: Xk+1 )

> Intégration par parties

E [Z uk DEF(X)

keN

=E |F(X))_ ucXi

keN




I Formule de représentation de Stein-Dirichlet

Distance de Rubinstein entre T*Q et P

P F(x) — PoF(x) = /0 T LR F(x)dt
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I Formule de représentation de Stein-Dirichlet

Distance de Rubinstein entre T*Q et P

/SFdP — F(x) = /OO LP:F(x)dt

0




I Formule de représentation de Stein-Dirichlet

Distance de Rubinstein entre T*Q et P

/@ Fdp - /@ F(x) d(T"Q)(x) = /3 | tPrtod dr )0




I Formule de représentation de Stein-Dirichlet

Distance de Rubinstein entre T*Q et P
/de—/ F(x) d(T*Q) // LP.F(x)dt d(T*Q)(x)
3 S
IPP sur I'espace initial
/FdP — /F o TdQ
5 ¢

_ //OO(LPPE’F) o T dQ dt
¢Jo




I Formule de représentation de Stein-Dirichlet

Distance de Rubinstein entre T*Q et P
5

[ Fap— [Feodra= [ [T LrrmdaT )
[

PP sur I'espace initial

[ Fap- [Fotda= [ ["00(PPF)aT) dQ dt
5 ¢ ¢Jo

+ Reste




B Enfin

Commutation des gradients

/de_//:o TdQ:// DA(PPF)o T dQ dt + Reste
3 ¢ ¢ Jo

:// DP(PPF)o T dQ dt
¢Jo
+ Reste + Reste’




B Enfin

Commutation des gradients

/de_//:o TdQ:// DAPPF)o T dQ dt + Reste
3 ¢ ¢ Jo

[o¢]
:// DP(PPF)o T dQ dt
¢Jo
+ Reste + Reste’

v

Interversion

DPPPF = e **()pPDPF




B Théoreme de Donsker

[mt]
Bi(t) = % (ZXJ + (mt — [mt])X[mt-i-l]) T2 B(t)

j=1




B Théoreme de Donsker

Rappel

vm

Jj=1

[m]
B, (t) = — (ZXI + (mt — [mt])X[mt+1]) T2 B(1)

Théoréme (Coutin-D. + Shih)

sup [E [F(BE)] ~ EIF(B)]| <

C
FeF m

ou F = fonctions I-lipschitziennes sur Cy([0, 1], R)




I Développement d’Edgeworth

E [XF(X) - F/(%)] = E [VAF(X + /) = F(X)) - F/(X)

D’aprés la formule de Taylor

F(R41/VN)—F(X) = \%F'(X) ;A "(R)+ =3z FORH0/V)
E [XF()?) F'()?)] =
1 11 ( v 1 \/
S E F'(X)] + 2 FOX +0/V)




I Développement d’Edgeworth

E [XF(X) - F/(%)] = E [VAF(X + /) = F(X)) - F/(X)

D’aprés la formule de Taylor

F(R41/VN)—F(X) = \%F'(X) ;A "(R)+ =3z FORH0/V)
E[XF(X) - F(X)] =
1 11 ( v 1 \/
S E F'(X)] + 2 FOX +0/V)

<IF® oo



I Développement d’Edgeworth

E [XF(X) - F/(%)] = E [VAF(X +1/VX) = F(X)) - F/(X)

D’aprés la formule de Taylor

l%X+Uv5}4%X}:Q%FKXHE&P%@+6;QF“HX+WVK)
Epm%—ﬁdﬂ:

1 1( v 1 \

T EF(M] + 55 FOK +0/V)

~E[F(N(0,1))]+cA—1/2 <IF® o



I Convergence Poisson - Brownien

(N(t) - At) 2200020, By

S-




I Convergence Poisson - Brownien

%(N(t) at) 270 gy




I Convergence Poisson - Brownien

Na(t) = %(N‘s(t) at) A0 gy

N(t)




I Développement d’Edgeworth

Théoréme

Pour F suffisamment réguliére,

-1/2

A
E[F(Ny)] = Ep [F] + Ep [FH)]
111 1
37| [Fon] + 5Ee [Foa)|

+ 0(82,173/?)




I Folytopes de Poisson




I Folytopes de Poisson

._.
4 o
+ o

g

Que se passe-t-il quand le nb de points tend vers l'infini ?




I Espace des configurations

Definition (Distance de Rubinstein)

dr(P, Q) := sup. (Ep[F] — EqlF])

ou
F e F <= |F(w) — F(n)| < distry(w,n)




I Espace des configurations

Definition (Distance de Rubinstein)

dr(P, Q) := sup. (Ep [F] — Eq[F])

ou
F € F < [F(w) — F(n)| < distry(w,n)

Theorem (D.-Schulte-Thale)

n—o0 distr.

dr(Pn, Q) — 0= P, — Q




B Résultat

Théoréme

G,
dr(PPP(M)|o 5 » Y Se yll‘[Oa] ST
xF#yen

ot M est une densité de type Weibull.




I Processus de Glauber

X(s)
Y
0S: S s Temps
» 51,5, -+ @ processus de Poisson d'intensité M(Y) ds

» Durée de vie : r.v. exponentielles de param. 1
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