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» Probleme possiblement difficile pour M grand
L, Approximation asymptotique ? (Lasry, Lions)
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» Probleme de contrble d'un joueur dans un environnement “champ moyen”
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L, Approche basée sur les méthodes de cubature



Cubature sur I'espace de Wiener

L, Lyons, Victoir (2002)

v

T >0, (C([0, T],R),P), espace de Wiener.

Approcher la mesure de Wiener P par une mesure discrete Q a support fini dans
I'ensemble des trajectoires a variations bornées telle que :

(Ep — Eq) [J odBy - -0 dBt,] =0,
O=to<t1<...<ty=T

pour tout / < m, me N donné.

v

Existence : “Théoreme de Tchakaloff”.

v

v

Pour toute fonctionnelle réguliere F :

(Ep — Eq)[F(B7)] < CT M2 sup || V%F||oo.

Jj<m+42

v

L'EDS est remplacée par un systeme d'EDO pondérées.



Cadre de travail

Soit T > 0, on considére sur [0, T| le systéme uni dimensionnel suivant :

dXi = V(X{, pt) o dB:
dYX = —f(t, XX, Y5, Z5, 107 )dt + ZXdB;
X())< = X, \/7)S — Qb(X;(-),

» Approche basée sur les méthodes de cubature :
Les coefficients V et f sont réguliers en espace, et au moins Lipschitz par rapport a

la mesure
» Deux étapes :

1. construire un arbre de cubature 7 (m) (m est I'ordre de la cubature) qui approche la
loi de la composante progressive

2. remonter |'arbre a rebours pour calculer les valeurs de la composante rétrograde
(Y,2)



Algorithme, premiére étape : construction de I'arbre de cubature 7 (m)
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Initialisation :
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Algorithme, premiére étape : construction de I'arbre de cubature 7 (m)

exemple : cubature d'ordre 3, N = 3.

Initialisation :

X, Ox
®
> Intervalle [0, T], N > 0
» To=0<...<Ty=T
» Cubature d’ordre m : 0 1 '
{th,--- s wit, {\1,...,An}

> Vraie dynamique : (x, dx)

» Approximation : (x, dx)
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exemple : cubature d'ordre 3, N = 3.
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Algorithme, premiere étape :

étape [T1, T2|
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Algorithme, premiére étape : construction de I'arbre de cubature 7 (m)
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Algorithme, premiere étape :

exemple : cubature d'ordre 3, N = 3.
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Algorithme, premiere étape :

exemple : cubature d'ordre 3, N = 3.
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Erreur (faible) 7

> Objectif : controler |{uT — fiT, ®)|
> Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales

> erreur locale [Ty, Ty] : ET, = Kut, — fi1,,%)|, 9 fonction réguliére .

Vraie dynamique :  dXy = V(Xt, pe) o dBs X1, =Y
Approximation : d)A(t(J)’” = V()A(EJ)’“’,/QTk_l)dW{, j=1,...,n, )A(%()ji =y

ETkg?
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> Objectif : controler |{uT — fiT, ®)|

> Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales

» erreur locale [Tk_l, Tk] : ETk — |<MTk — [
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> Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales
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Vraie dynamique :  dX: = V( X, {ut, p)) o dB;
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(m+1)/2
k ATk

1 : :
— erreur Euler ~ A%+ propagation d'erreur ~ A1 ET + erreur de cubaturex
Ty propag k= Tk—1

Vitesse d’approximation : soit 7 (m,q,~) un arbre et T, = T(1 — (1 — %)’V)
k=1,---,N, une subdivision :

» if v =1, si ¢ et ¢ réguliere alors
pr — AT, ) < CN~UT=D2ND sup(| [V lloo; j < m + 2},

» siv> m—1, si ¢ Lipschitz , V uniformément elliptique et ¢ réguliére,
alors
Kur — 7, ¢l < CN—Lm=D/ZANGAT2) g1




Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

L, inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d'ordre 3, N = 3. £

Données :

> intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Ty=T
> cubature d’'ordre m :
(wi, - w, {A,.., An)
> arbre T (m), ¢

» mje{l,---,n}N (généalogie)
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Initialisation :

> intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Ty=T
> cubature d'ordre m :
(wi, - w, {A,.., An)
> arbre T (m), ¢
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v

Vraie valeur : Y/ = u(T,XT) =



Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

L, inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d'ordre 3, N = 3. o
i H(XT')

Initialisation :

> intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Ty=T
> cubature d'ordre m :
(wi, - w, {A,.., An)
> arbre T (m), ¢

» mje{l,---,n}N (généalogie)

> Vraie valeur : Y/ = u(T,X7) = ¢(X)), Z7 = v(T, X)) = V(X ur)Deu(T, X)

> Approximation : Y7T — (T, X~ T) = gb(X ), 277 — (T, X~ T)=0



Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

L, inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d'ordre 3, N = 3.

o 0T

étape [TN—17 TN[

v

intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Tny=T
cubature d'ordre m :

(wi, - w, {A, .. , An)
arbre T (m), ¢

» me{l,---,n}N=1 (généalogie)

v

v

v

Tn
Vraie valeur : Y = = u(TN_l,X%V_l) =K [u(TN’X%V) + JT,\, 1 f(---)ds ) ‘7:7/\/—1]

v

Approximation : Y7 =" 7T = v
PP Tn_1 ’ Tn_1



Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

L, inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d'ordre 3, N = 3. & (7,1)

étape [Ty—1, Tn|

v

intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Tny=T
» cubature d’'ordre m :

{W},--~ cwit, {1, A0}
> arbre T(m), ¢ 0! ! ; T

» we{l,---,n}N=1 (généalogie)

v

Tn
Vraie valeur : YfrrN_l = u(TN_l,X%V_l) =E [u(TN’X%V) + fTNl f(---)ds ) ]—"TN1]

L, I'arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle



Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

Ls inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exelnple . Cubature d'ordre 3, N = 3 (1

étape [TN—17 TN[

> intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Tny=T
> cubature d'ordre m :
{W},--- cwit, {1, A0}
> arbre T (m), ¢

» we{l,---,n}N=1 (généalogie)

Thn_1

Tn
> Vraie valeur : YfrrN_l = u(TN_l,X%V_l) =E [u(TN,X;_TN) + L_N 1 f(---)ds ‘ FTN—l]

L, I'arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle
o Ty_1,XT 1 (i _
(T K, ) < B o (T x M) awr | o 3 ves ) and)
=1

A

T T, A~ - () N
U(T’V_l’XT/\/—l) <k {U(TkH’XT:é) + AT O “TN—l)] - Z >‘J¢(X§N1)) + Ay ATy )
j=1



Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

L, inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d'ordre 3, N = 3. qb()A((ml))

or, o

étape [T/\/_l, T/\/[ ¢()A<(7Ta2))
T

> intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Ty=T
> cubature d'ordre m :
{W},--~ cwit, {1, A0}
> arbre T (m), ¢

» we{l,---,n}N=1 (généalogie)

Tn
> Vraie valeur : YfrrN_l = u(TN_l,X%V_l) =E [u(TN,X;_TN) + L_N 1 f(---)ds | ]:T/v_ll

L, I'arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle
o Ty_1,XT n NP .
(T, K7, ) < B [u (T x ™) awr | < Y vek ) and)
j=1

A

T T, A~ « () A
U(TN_l’XTN—l) —E [U(TkH’ XT:+y1) T ATk+1'c(" '“TN—I)] - Z Af(b(x%v J)) + Ary f( ATy y)
j=1



Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

L, inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)

v

v

v

>

v

v

exemple : cubature d'ordre 3, N = 3. qb()A((ml))

or, o

étape [T/\/_l, T/\/[ ¢()A<(7Ta2))
T

intervalle [0, T], N >0
To=0<...<Ty=T
cubature d'ordre m :

{W},--~ cwit, {1, A0}
arbre T (m), ¢

me{l,---,nN~1 (généalogie)

Tn
Vraie valeur : YfrrN_l = u(TN_l,X%V_l) =E [u(TN,X;_TN) + L_N 1 f(---)ds | ]:T/v—1]

L, I'arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle
& Trn_1,XT n o (. .
v(Tv-1, X}, )« E [u <TN,X T/v> AWTN] - Aj¢(X§NJ))AW$A)I
j=1

A

T T, A~ « () A
U(TN_l’XTN—l) —E [U(TkH’ XT:+y1) T ATk+1'c(" '“TN—I)] - Z Af(b(x%v J)) + Ary f( ATy y)
j=1



Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

L, inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d'ordre 3, N = 3. S (o1
P d(X7Y)

étape [Tk, Tk_|_1[

v

intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Tny=T
cubature d'ordre m :

{W},--~ cwit, {1, A0}
arbre T (m), ¢

» me{l,---,n}¥ (généalogie)

v

v

T Thn_1

v

. : _ s T . Ty
Vraie valeur : Y7 = u(Tk,XTk), Z7 = v(Tk,XTk)
L, I'arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle

v

Approximation :

n

A A7r T ,7T,. i

s U(Ti, XE) = D) )\ju(Tk+1,XT:+1J)AW%3+1
j 1

- 0(Ti, X, ) = 2)\ (4(Tin, X7579) + Ar £ 7))
j=1



Algorithme, seconde étape : remonter I'arbre 7 (m) a rebours

L, inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d'ordre 3, N = 3. qb()A((ml))

étape [Tk, Tk_|_1[ ¢()A<(7Ta2))
T

v

intervalle [0, T], N >0
» To=0<...<Tny=T
cubature d'ordre m :

{W},--~ cwit, {1, A0}
arbre T (m), ¢

» me{l,---,n}¥ (généalogie)

v

v

T Thn_1

v

. : _ s T . Ty
Vraie valeur : Y7 = u(Tk,XTk), Z7 = v(Tk,XTk)
L, I'arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle

v

Approximation :

n

A A7'r T ,7T,. i

s U(Ti, XE) = D) )\ju(Tk+1,XT:+1J)AW%3+1
j 1

- 0(Ti, X, ) = 2)\ (4(Tin, X7570) + Ar £ 7))
j=1



Estimation de |'erreur

Soit N un entier, T, = T(1—(1— %)7) k=1,---,N, une subdivision et T (m, q,7)
un arbre. Sous des hypothéses appropriées on peut montrer qu'il existe une constante
C, indépendante de N, telle que

max max |Y7, — Y7 |+ AT/ Z7, — Z7,| < C—.
ke{0,--- ,N—1} 7e{l,... ,n}k k+1 N

En outre, on peut construire un schéma de type predicteur-correcteur pour obtenir
|"approximation suivante :

2
N\ A 1
max max |YFE —YE|+AY? |27 —ZF 1< C(=).

(O N1y ne g |V T T YTl B [ = 27




[llustration sur un modele joué

A

[E(¢(X))—E(¢(X))]

A

|E(¢(X7))—E(6(X7))]

107 ¢

1073

103 |

Forward Error - LB

[|@®® 7(3,1,3); rate =-1.03| @ ¢
WYY T7052,5); rate = -3.43 | :

6 9 12 15 18 21

N (steps)

Forward Error - LB

N (steps)
|@®® d=2;rate =-1.09 WWy d=4; rate = 0.76|

max|E(¢(X))—E(o(X))|

max|E(¢(X))—E(¢(X))|

Forward Error - SB

.01 [

i ! ! !
o%9 7(1,1,3); rate = -1

12 15 18 21
N (steps)

Forward Error - SB

N (steps)
|@®® d=2;rate =-1.01 WWy d=4; rate = -1.09|

dX; = E[sin(X;)]dt + dBy;; = X = B



[llustration sur un modele joué

Backward error: Y - LB Backward error : Y - SB

10 1 ' | ' | | I I " !: 10 ! I I I I I I
’ . . . . ] Y ‘ .
: : : o o ® :

' [ ] ' : : { B ) -

Ly O-9 ®oqn. 1072 oo ?"",'.O“*
= v | teee = -
T Wb g b ]
5 A A . % v :

: v : v :
g : . : g v ;
: N A v v :
i : : : 'E c] 10 b SPPPPPRRR ---'--!-vv -------------- o
[@®® Alg1;rate=-1.01] ] (@®® Alg1; rate = -1.0 v
VYVv Alg2; rate =-2.85 : : : : | YWy Alg2; rate = -2.01 : : : i
10-3 . I . . I ] ] ] 1 10-5 . I . . I ] ] [
6 9 12 15 18 21 6 9 12 15 18 21
N (steps) N (steps)
Backward error: Y - LB Backward error : Y - SB
v ' - i ° ' -
¢« T Y é T e é
10 -y o - PS ----'-.--, --------- B . M ° :
>~ I v : 1 P~ \4 ° :
>L ° v . >|* v :
w ° : w ' :
o] [ J ' < ' X
g e . g | B
) ®
: [ ] ° . g Y
{ ] ° ® ®]
| |
10t 10*
N (steps) N (steps)
|@®® d=2;rate =-1.01 VWWy d=4; rate = -0.77| |@®® d=2; rate =-1.00 VW d=4; rate = -0.89

dX: = E[sin(X,)]dt + dB;; —dY; — (1 ' COZS(Xt) FE[(1-sin(X,)) exp(—Y,_?)D dt — Z, - dB,,



Merci |



