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EDSPR de champ moyen, ou de Mckean-Vlasov (faiblement couplées)
Soit T ą 0, on considère, sur r0, T s, le système$’’&

’’%
X t “ x `
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0
bps, X s , μsqds ` σps, X s , μsqdBs ,

Y t “ φpXT q ´
ż T

t
Hps, Xs , Y s , Zs , μX ,Y

s qds `
ż T

t
ZsdBs
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§ Problème possiblement difficile pour M grand
ë Approximation asymptotique ? (Lasry, Lions)
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§ Solution d’une HJB :
pBt ` Lqupt, xq “ Hpt, x , upt, xq, σpx , μt qDx upt, xq, μt q, H “ inf

α
tb1 ` hu
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Cubature sur l’espace de Wiener

ë Lyons, Victoir (2002)

§ T ą 0, pCpr0, T s,Rq,Pq, espace de Wiener.
§ Approcher la mesure de Wiener P par une mesure discrète Q à support fini dans

l’ensemble des trajectoires à variations bornées telle que :

pEP ´ EQq
„ż

0“t0ăt1ă...ătl “T
˝dBt1 ¨ ¨ ¨ ˝ dBtl

j
“ 0,

pour tout l ď m, m P N donné.

§ Existence : “Théorème de Tchakaloff”.

§ Pour toute fonctionnelle régulière F :

pEP ´ EQqrF pBT qs ď CT pm`1q{2 sup
jďm`2

||∇j
x F ||8.

§ L’EDS est remplacée par un système d’EDO pondérées.



Cadre de travail

Soit T ą 0, on considère sur r0, T s le système uni dimensionnel suivant :$&
%

dX x
t “ V pX x

t , μtq ˝ dBt

dY x
t “ ´f pt, X x

t , Y x
t , Z x

t , μX ,Y
t qdt ` Z x

t dBt

X x
0 “ x , Y x

T “ φpX x
T q,

§ Approche basée sur les méthodes de cubature :
Les coefficients V et f sont réguliers en espace, et au moins Lipschitz par rapport à
la mesure

§ Deux étapes :
1. construire un arbre de cubature T pmq (m est l’ordre de la cubature) qui approche la

loi de la composante progressive

2. remonter l’arbre à rebours pour calculer les valeurs de la composante rétrograde
pY , Zq
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Initialisation :
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j “ 1, . . . , n
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Erreur (faible) T

§ Objectif : contrôler |xμT ´ μ̂T , φy|
§ Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales

§ erreur locale rTk´1, Tk s : ETk “ |xμTk ´ μ̂Tk , ψy|, ψ fonction régulière .

Vraie dynamique : dXt “ V pXt , μt q ˝ dBt XTk´1 “ y
Approximation : dX̂ pjq,μ̂

t “ V pX̂ pjq,μ̂,
t , μ̂Tk´1 qdwj

t , j “ 1, . . . , n, X̂ pjq,μ̂
Tk´1

“ y

ETk ď ?
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+ propagation d’erreur « ΔTk ETk´1 + erreur de cubature« Δ
pm`1q{2
Tk

Vitesse d’approximation : soit T pmq un arbre et Tk “ T p1 ´ p1 ´ k
N qq, k “

1, ¨ ¨ ¨ , N, une subdivision :
§ si φ régulière alors

|xμT ´ μ̂T , φy| ď CN´prpm´1q{2s^1{2q supt||∇j
x φ||8; j ď m ` 2u,



Erreur (faible) T

§ Objectif : contrôler |xμT ´ μ̂T , φy|
§ Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales

§ erreur locale rTk´1, Tk s : ETk “ |xμTk ´ μ̂Tk , ψy|, ψ fonction régulière .

Vraie dynamique : dXt “ V pXt , μt q ˝ dBt XTk´1 “ y
Approximation : dX̂ pjq,μ̂

t “ V pX̂ pjq,μ̂,
t , μ̂Tk´1 qdwj

t , j “ 1, . . . , n, X̂ pjq,μ̂
Tk´1

“ y

ETk = erreur Euler « Δ
3{2
Tk

+ propagation d’erreur « ΔTk ETk´1 + erreur de cubature« Δ
pm`1q{2
Tk

Vitesse d’approximation : soit T pmq un arbre et Tk “ T p1 ´ p1 ´ k
N qq, k “

1, ¨ ¨ ¨ , N, une subdivision :
§ si φ régulière alors

|xμT ´ μ̂T , φy| ď CN´prpm´1q{2s^1{2q supt||∇j
x φ||8; j ď m ` 2u,



Erreur (faible) T

§ Objectif : contrôler |xμT ´ μ̂T , φy|
§ Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales

§ erreur locale rTk´1, Tk s : ETk “ |xμTk ´ μ̂Tk , ψy|, ψ fonction régulière ϕ régulière.

Vraie dynamique : dXt “ V pXt , xμt , ϕyq ˝ dBt XTk´1 “ y
Approximation : dX̂ pjq,μ̂

t “ V pX̂ pjq,μ̂,
t , xμ̂Tk´1 , ϕyqdwj

t , j “ 1, . . . , n, X̂ pjq,μ̂
Tk´1

“ y

ETk = erreur Euler « Δ
3{2
Tk

+ propagation d’erreur « ΔTk ETk´1 + erreur de cubature« Δ
pm`1q{2
Tk

Vitesse d’approximation : soit T pmq un arbre et Tk “ T p1 ´ p1 ´ k
N qq, k “

1, ¨ ¨ ¨ , N, une subdivision :
§ si φ et ϕ régulière alors

|xμT ´ μ̂T , φy| ď CN´prpm´1q{2s^1{2q supt||∇j
x φ||8; j ď m ` 2u,



Erreur (faible) T

§ Objectif : contrôler |xμT ´ μ̂T , φy|
§ Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales

§ erreur locale rTk´1, Tk s : ETk “ |xμTk ´ μ̂Tk , ψy|, ψ fonction régulière ϕ régulière.

Vraie dynamique : dXt “ V pXt , xμt , ϕyq ˝ dBt

Approximation : dX̂ pjq,μ̂
t “ V pX̂ pjq,μ̂,

t ,
řq´1

p“0
1
p! pt ´ Tk´1qxμ̂Tk´1 , pLμ̂qpϕyqdwj

t ,

ETk = erreur Euler « Δq`1
Tk

+ propagation d’erreur « ΔTk ETk´1 + erreur de cubature« Δ
pm`1q{2
Tk

Vitesse d’approximation : soit T pm, qq un arbre et Tk “ T p1 ´ p1 ´ k
N qq,

k “ 1, ¨ ¨ ¨ , N, une subdivision :
§ si φ et ϕ régulière alors

|xμT ´ μ̂T , φy| ď CN´prpm´1q{2s^qq supt||∇j
x φ||8; j ď m ` 2u,



Erreur (faible) T

§ Objectif : contrôler |xμT ´ μ̂T , φy|
§ Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales

§ erreur locale rTk´1, Tk s : ETk “ |xμTk ´ μ̂Tk , ψy|, ψ fonction régulière ϕ régulière.

Vraie dynamique : dXt “ V pXt , xμt , ϕyq ˝ dBt

Approximation : dX̂ pjq,μ̂
t “ V pX̂ pjq,μ̂,

t ,
řq´1

p“0
1
p! pt ´ Tk´1qxμ̂Tk´1 , pLμ̂qpϕyqdwj

t ,

ETk = erreur Euler « Δq`1
Tk

+ propagation d’erreur « ΔTk ETk´1 + erreur de cubature« Δ
pm`1q{2
Tk

Vitesse d’approximation : soit T pm, qq un arbre et Tk “ T p1 ´ p1 ´ k
N qq,

k “ 1, ¨ ¨ ¨ , N, une subdivision :
§ si φ et ϕ régulière alors

|xμT ´ μ̂T , φy| ď CN´prpm´1q{2s^qq supt||∇j
x φ||8; j ď m ` 2u,

si φ Lipschitz ?



Erreur (faible) T

§ Objectif : contrôler |xμT ´ μ̂T , φy|
§ Propriété de Markov : erreur globale = somme des erreurs locales

§ erreur locale rTk´1, Tk s : ETk “ |xμTk ´ μ̂Tk , ψy|, ψ fonction régulière ϕ régulière.

Vraie dynamique : dXt “ V pXt , xμt , ϕyq ˝ dBt

Approximation : dX̂ pjq,μ̂
t “ V pX̂ pjq,μ̂,

t ,
řq´1

p“0
1
p! pt ´ Tk´1qxμ̂Tk´1 , pLμ̂qpϕyqdwj

t ,

ETk = erreur Euler « Δq`1
Tk

+ propagation d’erreur « ΔTk ETk´1 + erreur de cubature« Δ
pm`1q{2
Tk

Vitesse d’approximation : soit T pm, q, γq un arbre et Tk “ T p1 ´ p1 ´ k
N qγq,

k “ 1, ¨ ¨ ¨ , N, une subdivision :
§ if γ “ 1, si φ et ϕ régulière alors

|xμT ´ μ̂T , φy| ď CN´prpm´1q{2s^qq supt||∇j
x φ||8; j ď m ` 2u,

§ si γ ą m ´ 1, si φ Lipschitz , V uniformément elliptique et ϕ régulière,
alors

|xμT ´ μ̂T , φy| ď CN´prpm´1q{2s^q^γ{2q||φ||Lip.



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

Données :

§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ πj P t1, ¨ ¨ ¨ , nuN (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

X̂π2
T

X̂π3
T

X̂π4
T

X̂π1
T



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

Initialisation :

§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ πj P t1, ¨ ¨ ¨ , nuN (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

X̂π2
T

X̂π3
T

X̂π4
T

X̂π1
T

§ Vraie valeur : Y πj
T “ upT , X̂π

T q “ φpXπj
T q, Zπj

T “: vpT , Xπj
T q “ V pXπj

T , μT qDx upT , Xπj
T q



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

Initialisation :

§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ πj P t1, ¨ ¨ ¨ , nuN (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

φpX̂π2
T q

φpX̂π3
T q

φpX̂π4
T q

φpX̂π1
T q

§ Vraie valeur : Y πj
T “ upT , X̂π

T q “ φpXπj
T q, Zπj

T “: vpT , Xπj
T q “ V pXπj

T , μT qDx upT , Xπj
T q

§ Approximation :Ŷ π
T “ ûpT , X̂π

T q “ φpX̂π
T q, Ẑπ

T “ v̂pT , X̂π
T q “ 0



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

étape rTN´1, TN r
§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ π P t1, ¨ ¨ ¨ , nuN´1 (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

ûπ , v̂π?

TN´1

§ Vraie valeur : Y π
TN´1

“ upTN´1, Xπ
TN´1

q “ E

«
upTN , Xπ

TN
q `

ż TN

TN´1

f p¨ ¨ ¨ qds
ˇ̌̌

FTN´1

ff

§ Approximation : Ŷ π
TN´1

“ ûπ , Ẑπ
TN´1

“ v̂π



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

étape rTN´1, TN r
§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ π P t1, ¨ ¨ ¨ , nuN´1 (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

X̂π
T

X̂ pπ,2q
T

X̂ pπ,1q
T

TN´1

§ Vraie valeur : Y π
TN´1

“ upTN´1, Xπ
TN´1

q “ E

«
upTN , Xπ

TN
q `

ż TN

TN´1

f p¨ ¨ ¨ qds
ˇ̌̌

FTN´1

ff

ë l’arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

étape rTN´1, TN r
§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ π P t1, ¨ ¨ ¨ , nuN´1 (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

ûπ , v̂π

φpX̂ pπ,2q
T q

φpX̂ pπ,1q
T q

TN´1

§ Vraie valeur : Y π
TN´1

“ upTN´1, Xπ
TN´1

q “ E

«
upTN , Xπ

TN
q `

ż TN

TN´1

f p¨ ¨ ¨ qds
ˇ̌̌

FTN´1

ff

ë l’arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle

§ vpTN´1, X̂π
TN´1

q Ð E

„
u

ˆ
TN , X

TN´1,X̂π
TN

˙
ΔWTN

j
Ð

nÿ
j“1

λj φpX̂ pπ,jq
TN

qΔwpjq
TN

upTN´1, X̂π
TN´1

q Ð E

„
upTk`1, XTk ,y

Tk`1
q ` ΔTk`1 f p¨, μ̂TN´1 q

j
Ð

nÿ
j“1

λj φpX̂ pπ,jq
TN

q ` ΔTN f p¨, μ̂TN´1 q



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

étape rTN´1, TN r
§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ π P t1, ¨ ¨ ¨ , nuN´1 (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

ûπ , v̂π

φpX̂ pπ,2q
T q

φpX̂π3
T q

φpX̂ pπ,1q
T q

TN´1

§ Vraie valeur : Y π
TN´1

“ upTN´1, Xπ
TN´1

q “ E

«
upTN , Xπ

TN
q `

ż TN

TN´1

f p¨ ¨ ¨ qds
ˇ̌̌

FTN´1

ff

ë l’arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle

§ vpTN´1, X̂π
TN´1

q Ð E

„
u

ˆ
TN , X

TN´1,X̂π
TN

˙
ΔWTN

j
Ð

nÿ
j“1

λj φpX̂ pπ,jq
TN

qΔwpjq
TN

upTN´1, X̂π
TN´1

q Ð E

„
upTk`1, XTk ,y

Tk`1
q ` ΔTk`1 f p¨, μ̂TN´1 q

j
Ð

nÿ
j“1

λj φpX̂ pπ,jq
TN

q ` ΔTN f p¨, μ̂TN´1 q



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

étape rTN´1, TN r
§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ π P t1, ¨ ¨ ¨ , nuN´1 (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

ûπ , v̂π

φpX̂ pπ,2q
T q

φpX̂π3
T q

φpX̂π4
T q

φpX̂ pπ,1q
T q

TN´1

§ Vraie valeur : Y π
TN´1

“ upTN´1, Xπ
TN´1

q “ E

«
upTN , Xπ

TN
q `

ż TN

TN´1

f p¨ ¨ ¨ qds
ˇ̌̌

FTN´1

ff

ë l’arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle

§ vpTN´1, X̂π
TN´1

q Ð E

„
u

ˆ
TN , X

TN´1,X̂π
TN

˙
ΔWTN

j
Ð

nÿ
j“1

λj φpX̂ pπ,jq
TN

qΔwpjq
TN

upTN´1, X̂π
TN´1

q Ð E

„
upTk`1, XTk ,y

Tk`1
q ` ΔTk`1 f p¨, μ̂TN´1 q

j
Ð

nÿ
j“1

λj φpX̂ pπ,jq
TN

q ` ΔTN f p¨, μ̂TN´1 q



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

étape rTk , Tk`1r
§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ π P t1, ¨ ¨ ¨ , nuk (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

ûπ , v̂π φpX̂ pπ,2q
T q

φpX̂π3
T q

φpX̂π4
T q

φpX̂ pπ,1q
T q

TN´1Tk

§ Vraie valeur : Y π
Tk

“ upTk , X̂π
Tk

q, Zπ
Tk

“: vpTk , Xπj
Tk

q
ë l’arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle

§ Approximation :

§ v̂pTk , X̂π
Tk

q “
nÿ

j“1

λj upTk`1, XTk ,π,j
Tk`1

qΔwpjq
Tk`1

§ ûpTk , X̂π
Tk

q “
nÿ

j“1

λj

´
upTk`1, XTk ,π,j

Tk`1
q ` ΔTk`1 f p¨, μ̂Tk q

¯



Algorithme, seconde étape : remonter l’arbre T pmq à rebours

étape rTk , Tk`1r
§ intervalle r0, T s, N ą 0
§ T0 “ 0 ă . . . ă TN “ T
§ cubature d’ordre m :

tw1
t , ¨ ¨ ¨ , wn

t u, tλ1, . . . , λnu
§ arbre T pmq, φ

§ π P t1, ¨ ¨ ¨ , nuk (généalogie)

ë inspiré par Zhang (2004) et Crisan & Manolarakis (2010)
exemple : cubature d’ordre 3, N “ 3.

0 T

ûπ , v̂π φpX̂ pπ,2q
T q

φpX̂π3
T q

φpX̂π4
T q

φpX̂ pπ,1q
T q

TN´1Tk

§ Vraie valeur : Y π
Tk

“ upTk , X̂π
Tk

q, Zπ
Tk

“: vpTk , Xπj
Tk

q
ë l’arbre local de cubature donne une approximation de la loi conditionnelle

§ Approximation :

§ v̂pTk , X̂π
Tk

q “
nÿ

j“1

λj upTk`1, XTk ,π,j
Tk`1

qΔwpjq
Tk`1

§ ûpTk , X̂π
Tk

q “
nÿ

j“1

λj

´
upTk`1, XTk ,π,j

Tk`1
q ` ΔTk`1 f p¨, μ̂Tk q

¯



Estimation de l’erreur

Soit N un entier, Tk “ T p1 ´ p1 ´ k
N qγq, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , N, une subdivision et T pm, q, γq

un arbre. Sous des hypothèses appropriées on peut montrer qu’il existe une constante
C , indépendante de N, telle que

max
kPt0,¨¨¨ ,N´1u

max
πPt1,¨¨¨ ,nuk

|Ŷ π
Tk ´ Y π

Tk | ` Δ1{2
Tk`1

|Ẑ π
Tk ´ Z π

Tk | ď C 1
N

.

En outre, on peut construire un schéma de type predicteur-correcteur pour obtenir
l’approximation suivante :

max
kPt0,¨¨¨ ,N´1u

max
πPt1,¨¨¨ ,nuk

|Ŷ π
Tk ´ Y π

Tk | ` Δ1{2
Tk`1

|Ẑ π
Tk ´ Z π

Tk | ď C
ˆ

1
N

˙2

.



Illustration sur un modèle joué

dXt “ ErsinpXt qsdt ` dBt ; ùñ X “ B



Illustration sur un modèle joué

dXt “ ErsinpXt qsdt ` dBt ; ´dYt “
ˆ 1 ¨ cospXt q

2
` E

”
p1 ¨ sinpXt qq expp´Y 2

t q
ı˙

dt ´ Zt ¨ dBt ,



Merci !


