Correction de 'exercice 34 : processus de Poisson et paradoxe de
'autobus

MDI 101 - Probabilités - Groupe 5

1. Soit h : R™ — R une fonction borélienne bornée.
E[h(Tl,TQ, R ,Tn)] = E[h(Sl, S1+Sy...,5+ -+ Sn)}
= / h(s1,81 4+ 82...,81 4+ -+ sn))\"e_(sl+52+'”+S”)d81d82 ...ds,.
[0,4-00["
On effectue le changement de variable suivant : t; = s1,t3 = s1 + S2,...,t, = 81 + -+ + Sp.
L’application T : R™ — R™ qui & (s1, $2,. ., Sn) associe (t1,ta,...,t,) est une application linéaire
de R™ dans R™ dont matrice triangulaire supérieure a des termes non nuls égaux a 1 : c’est donc

un C'-diffSomorphisme de jacobien égal & 1 de [0, +oo[™ sur A = {(t1,t2,...,t,) ER": 0 <t <

Eh(Ty,To,...,T,)] = / h(s1,81 +82...,81+ -+ sn))\”efA(SlJrS?*'*S")d51d52 ...dsy,
[0,+o0["

= [ Aty to, ... . t)) A" e M LA (ty, to, ... ty)dErdls . . . dty,.
Rn

Conclusion : (11,75, ...,T,) admet pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue de R™ la
fonction :
g(tl,tg, - ,tn) = )\ne_)\t"]lA(tl, to,... ,tn).

2. Soit h: R — R une (nouvelle) fonction borélienne bornée. D’apres ce qui précede,

E[h(T},)] = / h(tp)A e ML (L, to, ... ty)dtydty ... dty,

[e’e] tn tn—1 ty ts to

- / h(tn) A" e~ dt, / dt,_1 / dtn_o... / dts / dto / dty
t, =0 tn—1=0 tn—2=0 t3=0 to=0 t1=0
[e’e] tn tn—1 ty ts

= / h(tn)\"e Mt / dt,_1 / dtn_o... / dts / todts
t,=0 tp—1=0 tp—2=0 t3=0 to=0

oo tn th—1 ty t?
= / h(tn)\"e Mt / dt,_1 / dtn_o... / Bdts
tp,=0 tp—1=0 tp—2=0 t3=0 2

e e] t’nfl
= h(ty)Ame ™ Mn " __qt,.
/tn—O (n—1)!

T, admet donc par rapport & la mesure de Lebesgue la densité

n
A n—1_—Au

flw) = = 1)!u e 1o ool (u).

On reconnait que T, suit la loi Gamma(n, \), ce qui était d’ailleurs prévisible puisque qu’on sait
que si S1,S59,...,S, sont des variables indépendantes de méme loi £(A) = Gamma(l,\), leur
somme suit une loi Gamma(n x 1, A).



3. Soit w € Q. Comme la suite (7},(w)),,>, est croissante, la suite (Lo, (Th (w)))n>1 est décroissante,
et B
Ni(w)=k<eVne{l,....k},1jgg (Th(w)) =1 et ¥n >k, 1oy (Th(w)) =0
evVne{l,... .k}, Th(w) <tetVn >k T,(w) >t
& Tp(w) <tet Tpyr(w) >t
On a donc bien

{Nt = k} = {Tk <t< Tk+1}-
4. Deux possibilités :
— la premiere est de remarquer que P(T}, <) =P(Ty <tet Tp41 > t) + P(Tp < tet T <t) =
P(T, <t < Tgt1) + P(Ti41 < 1), Cest-a-dire :
]P)(Nt = k) = P(Tk <t< Tk+1)
—P(T, <t) — P(Thiy < 1)

K A" n—1_—\u “ )\nJrl n_—A\u
u" e du — u'e du

J
t n n+1
:/ ( A un—le—Au _ A une—Au> du
0 .
d

— Autre possibilité : on utilise 'indépendance T}, et S, 1 pour écrire :

P(Nt = k) = ]P)(Tk <t< Tk+1)
/ AT
(u,t)ERZ:u<t<u-+s (n - 1)'

t An o0
/ ﬁu"_le_)‘“du/ e ds
u=0 (n - 1) s=t—u

t n
— / A un—le—)\ue—)\(t—u)du
u=0 (n - 1)'

A" !
= 767”/ u" " du
(n - 1)' u=0

Xt

u" e M Ne M duds

(n—1)! n
_ )"
n!

Dans les deux cas, on reconnait que IV, suit la loi de Poisson de parametre At.

5. On commence par définir T pour que les relations W, =t — Ty, et Z; = Ty, 41 — t définissent
bien deux variables aléaoires sur tout 2 : conformément a l'intuition on prendra Ty = 0. Pour cette
question, trois fagons possibles de mener les calculs :

— On peut calculer la fonction de répartition du couple (Wi, Z;). En fait, il est légérement plus
simple (et bien sir équivalent) de s’intéresser, pour (w, z) € R2, &

P({Wt >’UJ}ﬁ{Zt >Z}) :P<D {Wt >w}ﬂ{Zt >Z}Q{Nt Zk}>
k=0

= iP({Wt >w}N{Z >z} N{N; = k})
k=0



par o-additivité de P. Or pour k£ > 1,
P({Wt>w}ﬂ{Zt>z}ﬂ{Nt:k} IP {Tk< t, )]]-[Ot] )}ﬂ{Tk+Sk+1>t+z})

)\k
= / 'ukfle*’\“)\e*/\sduds
(u,s)ERZ:uL (t—w) Lo, ¢ (w),uts>t+2 (k; - 1)

(t—w)Lyo, ,](w )\k 0o
/ ukilef)‘“du/ e Mds
- 1) s=t+z—u

(t w ]1[0 t]
_ ukflef)\uef)\(t+z7u)du
1)'
A(t+2) /(t_w)l[o’t](w) k—1
= —e" u” " du
(k - 1) u=0

/\k — z (t B w)k
“Eone T e

At —w)F s
:( ( I )) e~ A+ )I[O,t](w)

De plus, pour K =0,si Ny =0ona Wy, =tet Z; =T —t et donc :
P({W; > w}N{Z > 2} N {N; = 0}) = Ljg 4 (2)P(T1 >t + 2) = Ljg 4 (x)e M+,

Au total,
P({W, > w} N {Z > z}) = Ljg g(x)e ) + Z e M1 0 (w)
k=1

ML o w )Z()\(t— w))*

k!
k=0

_ ]]-[O,t] (w)ef)\(tJrz)e)\(tfw)
i, (w)e

= ]]-[O,t] (w)e

—A(z4w)

—Aw X ef)\z.

On en déduit que W; et Z; sont indépendantes, que Z; ~ E(X) et que Wy ~ )\e’Aw]l[oﬂf] (w)dw +
e M§y, c’est-a-dire que la loi de W; est celle d’une variable £(\) tronquée en t.
— Variante : on remarque que pour 0 < w <t, z > 0 et pour tout n € N* :

P(T, +w<t<T,+ Sny1 —2)

P{{W; >w}N{Z > 2}|Ni—w =n) =

]P)(Ntfw = n)
t—w oo O W s
. fu:() fs:t7u+z /\(n—l)! e~ M e M duds
B P(Nt w — n)

t—w A"yl Xy 7)\(25 u+z)
fu 0 (n—1)! € du

P(Ni—w =n)
_ 00w
R AT w7l

_ eszefkw

b

et on conclut de la méme maniere. Au passage, un tel argument permet de montrer que Sy, 41 —
t ~ E(N\) (penser que la loi exponentielle est sans mémoire), et que par conséquent pour tout
x > 0 la variable N;1, — N; a méme loi que Nyy,—y = N, ~ P(Ax).

— Autre possibilité : soit A : R? — R une fonction borélienne positive, on a par le théoreme de
Fubini-Tonnelli

E[h(Wy, Z)] = Y Elh(Wy, Ze)1n,=k).
k=0



Or pour k > 1

E[R(Wy, Zi)In,=k] = E[M(W4, Z) L1, <t<T +Si41]

' = AN As
:/uzo - t—uu—i—s—t)mu e” e ¥duds

t o) )\k—i—l
= h(w Tt — w)*F e AT dupd

w=0 Jz=0 1)

o0 [ee] _ k—
— h(w At =w)) )\2 AT 4 (w)dwdz
=0J2=0 k - 1)

grace au changement de variable u =t — w et u + s = z + t. Ainsi, en appliquant & nouveau le
théoreme de Fubini-Tonnelli on obtient :

ZE (Wi, Z)1n,= Z/ / (w, 2) —w)* 1>\ 272G (w)dwdz
’ - z=0 k 1)' [ ]

k=1

0o roo _ k-1

[ ( M) NN )
w=0 Jz=0 k=1 :

/ / h(w, z)eNE=W) \2e=AG+H) Ljo,4(w)dwdz
0J2=0

w=

= / / h(w, z)/\zef/\(”w)]l[o,t] (w)dwdz.
0J2z=0

w=

De plus, comme sur ’événement {N; =0} on a Wy =t et T} = 51 > t,

E[h(Wy, Z)1n,—o / / h(w, s — t)Ae *dsd, (w / h(w 2)Ae NE A28, (w).
2=0

Donc

E[h(Wy, Z,)] /

w=0

(o) oo
/ w, 2)Ae ETD dz6, (w) + / / h(w, z))\Qe_)‘(Z'*'w)]l[Qﬂ (w)dwdz
0 w=0 J2z=0

/ h(w, z) e~ **dz ()\e*)‘w]l[ojt] (w)dw + e*)‘tét(w)) ,
z=0

3

et on retrouve la méme conclusion : W; et Z; sont indépendantes, Z; ~ £(\) et Wy ~ )\e_’\w]l[ovt] (w)dw+
e~Mdy, c’est-a-dire que la loi de W, est celle d’une variable £(\) tronquée en t.

6. cf point précédent. En fait, comme la loi des durées inter-arrivées est £(A) et donc sans mémoire,
il était attendu que la loi de Z; soit aussi £(A). On remarque en particulier que E[Z;] = 1/) et que

1— e—)\t

t t
E[W;] = / whe Mdw 4 te M = [—we”‘w]g —|—/ e Mdw 4 te M = 3
0

w=0

7. 1l peut paraitre surprenant que 'intervalle entre les deux instants d’arrivée qui entourent le temps
t soit de longueur Sn,+1 = Wy + Z; significativement plus grande qu’une durée d’inter-arrivées Sy
“générique”. En particulier, son espérance E[W; + Z;] = (2 — e~ *)/\ est presque deux fois plus
grande que E[Sg] = 1/A quand ¢ devient grand devant 1/\. Cela s’explique intuitivement par le
fait que Sy,11 n’est pas n'importe quelle durée d’inter-arrivées : le fait de savoir qu’elle contient ¢
augmente ses chances d’étre plus grande ; autrement dit, un intervalle d’inter-arrivée Sy a plus de
chance de contenir l'instant ¢ s’il est plutot plus grand que les autres.



