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Préface

L’objet de ce cours est d’introduire les notions de base de résolution des équations aux
dérivées partielles par la méthode des éléments finis. Depuis son introduction au milieu
du XX®™me siecle, cette méthode est devenue 'outil de base dans la résolution des équa-
tions aux dérivées partielles qui interviennent dans les études scientifiques ou techniques.
Congue initialement comme un procédé de calcul en mécanique des structures, c’est sa
formalisation qui a permis de ’étendre efficacement & des domaines complétement diffé-
rents comme la mécanique des fluides ou I’électromagnétisme. Nous prenons en quelque
sorte 1’édifice sous sa forme achevée : nous introduisons cette méthode sous sa forme de
procédé général de résolution.

La formalisation ci-dessus est basée sur une formulation variationnelle des problémes
d’équations aux dérivées partielles, posées sur un domaine de RY (N < 3 généralement
dans les problémes d’ingénierie), qui avec des conditions appropriées sur la solution au
bord de ce domaine, sont nommés problémes aux limites. La méthode des éléments finis
apparait alors comme une méthode de Galerkin particuliére. Ce formalisme nous permet-
tra, non seulement d’avoir un cadre général pour la description de cette méthode, mais
en plus de bien comprendre ses limites de validité : en particulier, les situations ou elle
engendre un procédé de résolution instable.

Contrairement, cependant, & une présentation orientée essentiellement vers la descrip-
tion des propriétés mathématiques de cette méthode, nous détaillerons la mise en ceuvre
numérique et les principes de programmation des algorithmes induits qui sont aussi im-
portants en ingénierie que ses performances en tant que procédé d’approximation.

Nous commencerons par les problémes dits elliptiques qui, en ingénierie, modélisent
des phénomenes ot le temps ¢ n’est pas un parameétre : ce sont les problémes statiques,
c’est a dire, décrits par des variables constantes au cours du temps, ou des phénomeénes
stationnaires ot la dépendance en temps est connue a priori. Nous verrons ensuite com-
ment étendre cette méthode aux problémes évoluant au cours du temps a partir d’une
condition initiale.

Notre objectif dans ce cours a été de ménager un équilibre entre les aspects mathéma-
tiques, qui sont importants pour une réelle compréhension de la méthode et son utilisation
avec efficacité dans des situations non cataloguées a priori, et les aspects d’implémentation
numérique dont I'importance est de premier plan. Les retours sur cet enseignement, qui
sont fortement sollicités, permettront de mesurer le niveau de réalisation de ce programme.






CHAPITRE 1

Notions élémentaires sur la théorie des problémes aux limites
elliptiques

Nous introduisons dans ce chapitre la notion de probléme aux limites elliptique. Méme
en se limitant aux problémes scalaires, i.e. dont I'inconnue est une fonction & valeurs sca-
laires, cette classe de problémes intervient dans un grand nombre de situations physiques
en sciences de I'ingénieur comme le montreront les quelques exemples que nous considére-
rons. La résolution numérique standard de ces problémes est basée sur I'utilisation d’une
méthode d’éléments finis. Cette méthode est basée sur une formulation variationnelle de
ces problémes et apparait alors comme une méthode de Galerkin particuliére. Nous nous
concentrerons sur cet aspect dans ce chapitre.

1. Probléme en dimension un

1.1. Position générale du probléme aux limites. La forme générale des pro-
blémes aux limites elliptiques est la suivante : il s’agit de déterminer une fonction in-
connue u sur Uintervalle |0, L[, qui est le domaine ou est posé le probléme aux limites
elliptique, qui satisfait les conditions suivantes.

— Une équation aux dérivées partielles (équation différentielle ici puisqu’il n’y a

qu'une variable de dérivation dans un probléme en dimension un)

(1.1) —0x(a(x)0pu)(x) + ag(z)u(x) = f(x), = €]0,L].

— Des conditions aux limites sur la frontiére du domaine (ici les points x = 0 et
x = L). Nous prendrons ici pour décrire les différentes situations qui peuvent se
présenter en pratique :

(1) — condition de Dirichlet en {z =0}

(1.2) u(0) = go.
— condition de Fourier-Robin (pour A # 0), de Neumann (pour A = 0),
en {z = L}
(1.3) (a0yu)(L) + Au(L) = ho.

Les données peuvent étre classées suivant les rubriques suivantes.

— Coefficients de 'EDP : ce sont les deux fonctions a et ag, (éventuellement dé-
finies seulement presque partout sur |0, L[). Les propriétés physiques du systéme
étudié assurent que le coefficient a vérifie la propriété suivante (qui caractérise le
caractére elliptique du probléme et qui sera fondamentale aussi bien d’un point de
vue théorique que pour les propriétés des schémas d’approximation numérique) : il
existe deux constantes a et (3 telles que

(1.4) 0<a<a(x)<pB, p.p.toutzel0,L].

Le coefficient ag est généralement nul. Il apparait lorsqu’on utilise une semi-discréti-
sation en temps pour un probléme évoluant avec le temps ou s’il y a une absorption

1
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d’énergie par des forces de frottement. Il vérifie : il existe une constante [y telle que
(15) 0< CLO(‘T) < 607 p.p. tout = € ]07 L[

— Second membre de ’EDP : il est donné par la fonction f qui peut étre définie
seulement presque partout sur |0, L[. Nous préciserons la classe fonctionnelle auquelle
elle appartient lors de 1’étude de I'existence-unicité d’une solution au probléme aux
limites.

— Condition aux limites de Dirichlet : elle correspond physiquement & une condi-
tion imposée, & une contrainte sur le systéme. On connait la solution au point
{z = 0}. Sa valeur est donnée et égale ici a go..

— Condition de Neumann ou de Fourier-Robin : elle correspond au cas ot on
laisse le systéme physique évoluer librement. Le paramétre A > 0 traduit une réaction
de 'extérieur et, plus précisément une absorption de I’énergie par I'extérieur.

1.2. Quelques exemples de problémes physiques. Nous donnons ci-aprés sous
forme d’un tableau quelques exemples de situations physiques modélisées par un probléme
aux limites elliptique du second ordre. Cette liste montre, que méme dans un cadre simple,
on peut décrire, de cette fagon, plusieurs situations significatives en ingénierie. Dans tous
ces exemples, la fonction ag et la constante A\ sont nulles. La variable primaire est 'incon-
nue par rapport a laquelle on résout le probléme. La variable secondaire est une quantité
qui fixe la donnée de la condition de Neumann ou qu’il est important de calculer par un
post-traitement une fois I'inconnue primaire déterminée.

. Variable Loi de com- Terme Variable
Probléme . . .
primaire u | portement a source f secondaire a0, u
Déflexion Déflexion Tension dans Densité de EOTF ¢ axiale
; chargement (généralement,
d’un cable transverse le cable .
transverse inconnue)
Transfert Températire Conductivité Apport Flux
thermique P thermique calorifique thermique
Ecoulement ) . . Gradient Contrainte
dans une Vitesse Viscosité . .
: de pression axiale
conduite
Ecoulement Coefficient "
. Injection ou Flux
dans un Vitesse de . .
- R extraction (filtration)
milieu poreux perméablilité
. Potentiel Permittivité Densité de Flux du
Electrostatique , . ., . i .
électrique diélectrique charges champ électrique

1.3. Formulation variationnelle. L’étude de I’existence-unicité d’ une solution pour
le probléme (1.1, 1.2, 1.3) et la mise en oeuvre d’un schéma pour sa résolution numérique
passent par sa formulation sous forme d’un probléme variationnel. La technique de base
pour Deffectuer repose sur une formule d’intégration par parties. Pour cela, on considére
une fonction test v, quelconque pour I'instant. On écrit

L L L
(1.6) —/ 8I(a8xu)vdx+/ CL()UUdZL‘:/ fodx
0 0 0

et ensuite

- /0 0, (a0} dz = () (L)o(L) — (aduw)(0)0(0) + /0 00udyv d.
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En imposant & la fonction test de s’annuler 1& ot est donnée une condition de Dirichlet,
on obtient le probléme variationnel

u(0) = go, Vo, v(0) =0,

(1.8) /L (a0zudyv + aguv) dx + Au(L)v(L) = /Lfv dz + hov(L).

Reamarquons que, si les conditions de Dirichlet sont imposées dans la formulation,
celles de Neumann sont implicites.

1.4. Cadre fonctionnel de la formulation variationnelle. Le cadre fonctionnel,
comme la formulation variationnelle, est important non seulement pour établir rigou-
reusement un résultat d’existence-unicité de la solution mais aussi pour comprendre la
dérivation des schémas numériques d’approximation de celle-ci.

Pour que la formulation variationnelle ait un sens, il faudrait d’abord que toutes les
intégrales existent. Comme a et ag sont bornées, i.e. dans L>(]0, L|), ceci revient a exiger
que u, dyu, v, O,v, et f soient dans L?(]0, L]), les dérivations étant prises au sens des
distributions.

On voit donc que 'espace fonctionnel, ott on doit chercher la solution et faire varier la
fonction test, est 'espace de Sobolev suivant

(1.9) H'(J0, L[) := {v € L*(0,L]); d,v € L*(]0,L])}.
L’importance de ce cadre fonctionnel vient de la propriété suivante.

THEOREME 1.1. L’espace H'(]0, L]) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

L
(1.10) (0 o) = / (0,udy0 + uv) dz.
0

DEMONSTRATION. Il est immédiat de vérifier que I’expression de ’énoncé est un pro-
duit scalaire.
Introduisons quelques notations

L 1/2 L 1/
(1.11) vlojo,2( == {/0 uv dx} : v]1 50,20 = {/0 0, u0,v dx}

respectivement la norme dans L?(]0, L) et la semi-norme d’ordre 1. La norme associée au
produit scalaire est ainsi

2 2 1/2
(1.12) HUHL}QL[ = {|U|1,]0,L[ + |U|o,}0,L[} :

Il suffit ainsi de vérifier que si {v,},,-, est telle que

2

lim v, — Um”l,]o,L[ =0,

alors il existe v € H(]0, L]) telle que
(1.13) nhj{)lo [on — U||1,}0,L[ = 0.
Mais comme
vy — Umlo,]o,L[ < v = Um||1,]o,L[» v — Um|1,]o,L[ < lvn = Um||1,]0,L[ ;
et que l'espace L?(]0, L[) est complet, il existe v et g dans L*(]0, L]) tels que

n—oo
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La convergence dans L? entrainant la convergence au sens des distributions, on a ainsi

lim O0,v, = 0,v au sens des distributions.

Comme lim,,_,, 9,v,, = ¢g dans L?, et donc au sens des distributions, il vient
0,v =g.
On a donc bien vérifié (1.13). O

Il reste & s’assurer que les conditions de Dirichlet ont un sens de méme que le terme
Au(L)v(L). Le fait qu’on soit en dimension un permet de répondre relativement faci-
lement & cette question. En effet, Pespace H'(]0, L[) possede les propriétés importantes
suivantes qui résultent de celles de 'intégrale de Lebesgue :

— tout v € H'(]0, L) est continu sur [0, L]

(1.14) H'(Jo, L[) € €° ([0, L]) ;
— de plus, la formule d’intégration par parties suivante est vérifiée

pour 0 < a < b < Letu,vdans H(]0, L]),
(1.15) / (u0,v + vO,u) dx = u(b)v(b) — u(a)v(a)

En particulier, en prenant v = 1, on déduit de (1.15), la formule suivante

(1.16) / dpu(t) dt.

REMARQUE 1.1. Bien str, l'espace H(]0, L[) ne se limite pas auz fonctions dans
CY([0, L]). La formule des sauts montre que la fonction

(z) = L/2, pour0<z<L/2, |p
U x, pour L/2 < x < L,

0 L2 L

a pour dérivée

Soat — 0, pour0<xz<L/2, ]
vt = 1, pour0 <z <L,

0 L2 L

qui est dans L>=(]0, L[), et donc dans L*(]0, L]). Remarquer que O,u n’est définie que p. p.
sur 10, L.
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Les deux membres de la formulation variationnelle (1.8) ont ainsi un sens. Pour pré-
parer ’étude de cette formulation, nous I’écrivons a ’aide des notations suivantes

(1.17) a(u,v) = / " (0sudy0 + aguv) d+ Nu(L)o(L),
(1.18) Lv= / " fods + hoo(D)
(1.19) V:={ve H'(0,L[); v(0) =0}

(1.20) { uwe HY (0, L)) tel queu—go €V, Yv eV,

a(u,v) = Lv.

1.5. Propriétés de la formulation variationnelle. Nous allons maintenant mettre
en évidence les propriétés de la formulation variationnelle (1.20) qui permettent de vérifier
qu’elle admet une solution et une seule et de développer les procédés d’approximation
numeérique de sa solution.

Les propriétés algébriques suivantes sont de vérification immédiate.

Forme bilinéaire: L’application
(u,v) € H*(]0, L]) — a(u,v) € R
est bilinéaire, i.e., u — a(u,v), pour v fixé, et v — a(u,v), pour u fixé, sont
toutes les deux linéaires.
Forme linéaire: L’application
ve HY(0,L)) — Lv eR
est linéaire.

Ces formes ont en outre des propriétés de continuité. Ces propriétés sont impor-
tantes en pratique. Elles résultent directement du fait que les applications précédentes
sont bien définies.

Continuité de la forme bilinéaire: Elle consiste a s’assurer qu’il existe une cons-
tante M, indépendante de u et v dans H*(]0, L[) telle que

(1.21) |a(u, v)| < M |[ully o 1011502 -

On va faire cette vérification ici pour voir sur un exemple comment elle résulte
du sens qu’on a donné ci-dessus & ’écriture de la formulation variationnelle. En
pratique, on ne s’attarde sur cette étude que si elle fait apparaitre une instabilité,
i.e. lorsque M dépend d’un paramétre et tend vers +o0 lorsque ce prameétre tend
vers une valeur limite.

Ici, on a clairement une décomposition de a(u,v) sous la forme d’une somme de
trois termes qu’on traite un a un.

On a d’abord par (1.4)

L
< / 0] .l [8s] d < B 1l 101 vl 0.1

< Bllullyyo.ri 1ollo.z-

L
/ a0, ud,v dx
0
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On a de méme

L
/ apuv dx
0

Pour le troisiéme terme, on utilise la formule (1.16) qui donne

)+ [ ot dt\ <Ju(o)| + [ l0.u(o)] d
<|u(z)|+VL—x ’“|1,]0,L[ .

On intégre une nouvelle fois entre 0 et L pour obtenir, par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, continue puis discréte, une nouvelle fois,

3 1/2
Llu(L)| < \/Z|U|o7}o,L[ + %Lz |U|1,]0,L[ < VL (1 + %LQ) HUHL]O,L[

soit ’estimation

< Bolulpgoz; [Vlo 0.0 < Bo llwlly o, 10l 0.2 -

u(L)] =

1\ 12
) < (324 7) Tl

A titre d’exercice, on pourra améliorer cette estimation pour L > 1.
On a alors (1.21) avec M = 5+ [y + A (%L+ %)1/2'

Continuité de la forme linéaire: Elle consiste & s’assurer de 'existence d’une
constante C, indépendant de v dans H'(]0, L[) telle que

(1.22) | Lo| < C|vlly 0,1 -
Cette vérification s’effectue comme pour la forme bilinéaire ci-dessus.

En fait la propriété, généralement non immeédiate, qui est cruciale et dont il faut
s’assurer, est la coercivité. C’est une des caractéristiques des problémes elliptiques.

La coercivité consiste a vérifier la propriété suivante dans V' (et non dans H'(]0, L)
tout entier ou elle peut étre fausse!)

(1.23) Iy >0:a(v,v) >y H'UHi]O’L[, Vv e V.

Remarquons que cette inégalité n’est pas triviale. Par exemple, si v est constant, le
premier membre peut étre nul (pour ag et A nuls !), alors que le second membre est > 0.
Le fait que v soit dans V' est fondamental.

Prenons donc v € V. On a

L L
(1.24) a(v,v) = / a |0 dx + / ao [v* dz + Xo(L)]> > a |U|i}07L[
0 0

car on a juste ag > 0 et A > 0. Le second membre de (1.24) dépend seulement de la
semi-norme d’ordre 1 et non la norme dans H'(]0, L[). Il s’annule sur les constantes par
exemple. Le point fondamental dans la vérification de la coercivité est I'inégalité établie
dans la proposition suivante.

ProprosITION 1.1 (Inégalité de Poincaré). Il existe une constante C' > 0 indépendante
dev €V telle que

(1.25) [0loo,0; < C vl o1 -
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DEMONSTRATION. On utilise 1 encore la relation (1.16) pour écrire

v(x) = / O, v(t) dt.
0
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
2 2
lv(z)]" <@ |U’17]07L[‘

En intégrant cette inégalité entre 0 et L, il vient alors

2
2 2
|U’0,]0,L[ < o5 ’U’L]O,L['

D’ott I'inégalité avec C' = L/+/2. O

On déduit alors immédiatement la coercivité. A partir de (1.24), on écrit

a9 a9 a9 Q 2 . 1 2
a(v,v) > 5 ‘UlL]o,L[ + 9 ’U’L](),L[ > b) ‘v|17]0,L[ + 72 |v‘0,}0,L[ = amm(g, ﬁ) ||UH1,]0,L[

obtenant ainsi I'inégalité (1.23) avec v = amin(3, 75 ).

2. Problémes en dimension supérieure

2.1. Position générale des problémes aux limites. Le domaine o est posé le
probléme aux limites est maintenant un domaine borné 2 de RY, N = 2 ou 3. La géométrie
peut étre maintenant extrémement variée et complexe comme le suggére les deux exemples
suivants

Deux types de géométrie

La forme de la seconde figure se compose de segments paralléles aux axes. Elle peut
étre décrite assez simplement. La premiere forme est bien plus complexe.

La position générale des problémes aux limites est alors la suivante.

— Equation aux dérivées partielles

N
(2.1) - Z O, (aijﬁxju) +apu = f dans €

3,j=1

ol Zgjzl est la somme double 3 | Zjvzl

— Conditions aux limites. Elles sont posées sur la frontiére I' du domaine 2. On
effectue une partition sans recouvrement de I' en I'p et 'y (éventuellement I'j, ou
[’y peut étre vide)
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— Conditions de Dirichlet
(2.2) u=g sur I'p.

— Conditions de Neumann (ou de Fourier-Robin pour A # 0)

N
(2.3) Z aij Op;un; = h sur 'y,
ij=1
ou n; est la composante relativement a ’axe z; de la normale n unitaire & I’
orientée vers I'extérieur de ().
Pour les données, nous reprenons la classification de la dimension un mais maintenant
g, h et X sont des fonctions.

— Coefficients de I’EDP. Ce sont maintenant N2+ 1 fonctions : a;;, 4,7 = 1,..., N,
et ap qu'on supposera dans L (2) pour couvrir les besoins des applications en
pratique. Nous supposerons que ag vérifie ’analogue de condition (1.5) en replacant
10, L[ par le domaine 2. L’inégalité (1.4) se généralise par 'inégalité d’ellipticité

suivante :
N N
(24) da>0: Z aij(x)fj& > &ng
ij=1 i=1
pour presque tout x € €2 et tout systéme &1, ...,y de N nombres réels.

— Coefficient dans la condition de Fourier-Robin. La fonction A joue un roéle
sur ['y analogue a celui de ag sur 2. On suppose qu’elle est dans L>®(I'y) et qu’elle
vérifie

(2.5) A(z) >0, pour presque tout z € I'y.

— Second membres.

— Second membre de I’EDP. Comme en dimension un, on supposera simplement
que f est dans L?(2).

— Second membre de la condition de Neumann. Si on n’a pas besoin de tra-
vailler avec les conditions minimales de régularité, il suffit de supposer que
h e L? (F N)-

— Second membre de la condition de Dirichlet. La condition de Dirichlet est plus
difficile & poser car la solution du probléme aux limites n’est plus forcément
continue comme en dimension un. Cependant, ces difficultés n’apparaissent pas
au niveau du schéma de résolution numérique. Comme en dimension un, ou
la condition a été exprimée par u — go s’annule en {x = 0}, nous supposerons
que la fonction g est en fait définie sur €2 et qu’elle est dans la méme classe
fonctionnelle que la solution u. La condition u = ¢ sur I'p est alors prise au
sens ol u — ¢g s’annule sur I'p dans une signifiaction qui sera précisée par la
suite.

Pour terminer sur la position du probléme aux limites, notons qu’on condense souvent
’écriture en utilisant la notation matricielle. Ceci donne une forme pour 1’équation (2.1)
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et la condition aux limites (2.3) anolgue respectivement a I’équation (1.1) et a la condition
(1.3). On note donc

— matrice A : matrice N x N, de coefficients a;;,

— gradient de la solution : c’est le vecteur Vu colonne de composante 0,;u

O,
Vu = : ,
Oy U
— divergence V - v d'un vecteur colonne v & N composantes vy, ...,Uy

V-v:i=0,v1+ -+ 0zyUn,

— produit scalaire de deux vecteurs colonne v et w, de composnates respectives
V1,...,0n €t wy, ..., Wy,

VW = UV + -+ UNVUN.

A Taide de ces notations, le probléme aux limites se réécrit

(2.6)

—V - AVu+ aguv = f dans (2,
u=g surlp, AVu-n+ X u=h sury.

2.2. Quelques exemples de problémes physiques. Nous regroupons dans la liste
suivante quelques exemples de situations physiques en dimension 2 ou 3 modélisées par
un probléme aux limites elliptique du 2°¢ ordre.
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normalement 0

Probleme Variable Loi de com- Terme Variable
primaire u portement a source f secondaire a0,
Flux
thermique ¢ :
T fert . . A t d t
rans' . Température Conductivité ppor oux er'mes
thermique T thermique” calorifique conduction
Dim. 2 ou 3 crmque Q kdnT
convection
WT - T,)
Ecoulement
1rr0t§"clonnel Fonction 1 création de Vitesse
un masse
v=(-071,0
fluide parfait courant 3 normalement 0 ( yw’ ‘rw)
Dim. 2
Ecoulement
irrotati 1 . .
1o Cz;’;znne Potentiel de 1 Forces Vitesse
fluide parfait vitesse extérieures v =(0,0,0,p)
Dim. 2 ou 3
Ecoulement erméablilité Flux
dans un Vitesse de p, ralomont Injection ou q=KVu-n
milieu poreux filtration ¢ geneﬁ em;; extraction Filtration
Dim. 2 ou 3 ratee v=—KVu
. . e . Flux d
Electrostatique Potentiel Permittivité Densité de chlgr(npu
Dim. 2 ou 3 clectri diélectri ) h )
im. 2 ou électrique iélectrique € charges 0 Slectrique
Densité de Flux du
Magnétostatique Potentiel Permeéabilité charges cham
Dim. 2 ou 3 magnétique magnétique ,u* magnétiques magné t?que

* . . .
scalaire ou matrice dans le cas anisotrope.

2.3. Formulation variationnelle. On utilise 14 aussi une intégration par parties
basée sur la formule de Green suivante

/axiwdx:/wnidF
Q r

(2.7)

qui donne ici

_/8331- (aij&cju) vdx :/
Q Q

O, u0y v dx — /

r

0Oz, un; dl.

En multipliant donc 1’équation (2.1) par la fonction test v et en intégrant par parties, on

obtient

ij=1

N N
aiaxju&pivdx—k/a wv dr —
> [ [ aguoda = 3

ij=1

/vaijazjunidF:/fvdx.
r Q
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En imposant v = 0 sur I'p et en utilisant la condition (2.3), on arrive a I’équation
variationnelle

(2.8) a(u,v) = Lv

avec
N

(2.9) a(u,v) := Z/aiﬁl,ju@mvd:rnL/aouvdx—l—/ Auv dl
Go/e Q Ty

(2.10) Lv ::/fde—l—/ hv dI'
Q Ty

2.4. Cadre fonctionnel de la formulation variationnelle. Tout comme en di-
mension un, pour que les intégrales sur () soient définies, il suffit que u et v soient dans
I’espace de Sobolev

(2.11) HY Q) :={veL*Q); 0,,v e L*(Q), j=1,...,N}.

En adaptant la démonstration de la dimension un, on obtient directement que H*()
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

N
(2.12) (u, ) g1 (@) = Z/axjuamjvdx—i-/uvdx.
= Je Q

On note 1a encore

1/2
(2.13) v]g.q = {/Q |ul® dm} :
N 1/2
(2.14) ], = {Z/ 10,,ul” dx} :
j=1"9

1/2
(2.15) lolo = {lolia+Rlia}

On doit maintenant définir la condition aux limites de Dirichlet ou les intégrales sur
'y. Malheureusement, la propriété H'(Q) C C°(Q) n’est pas vérifie en dimension > 1.
On a cependant le théoréme, dit de trace suivant, qui permet de donner un sens a la
condition v = 0 sur I'p et a l'intégrale sur I'y. Les conditions d’application de ce théoréme
nécessitent un minimum de régularité pour la frontiere I' de €2. Ces conditions sont difficiles
a décrire en général bien qu’elles soient satisfaites dans la quasi-totalité des situations
pratiques et plus encore dans celles ol une résolution numérique est envisageable. C’est
pourquoi nous supposerons implicitement qu’elles sont vérifiées.

THEOREME 1.2 (Théoréme de trace). L’application, définie pour v € H () N C°(Q)
par v|r se prolonge en une application linéaire, continue, de H*()) dans L*(T).

La démonstration de théoréme, assez compliquée, sera admise. En gros, ce théoréme
énonce que, pour v dans H*(2), v|r a un sens comme fonction de L?*(T"). Observons qu’on
ne peut pas définir v|r & partir de la seule donnée de v dans L?(().

Si v est dans H'(), on peut ainsi imposer & la fonction v|r, qui est dans L?(T'), de
s’annuler sur I'p (presque partout pour la mesure dI'). On peut ainsi définir le sous-espace

(2.16) V:={ve H(Q); v|r, =0}.

On peut alors démontrer le résultat suivant.
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PROPOSITION 1.2. Le sous-espace V' est fermé dans H*(Q).

DEMONSTRATION. Elle est une simple conséquence du théoréme 1.2. Si {v,}, ., est
une suite contenue dans V' telle que lim,, .o, v, = v dans H'(Q), ce théoréme donne

/ lv)* dT" = / [v, — v|* dD < / v — v|” dT
I'p I'p r

< Cflus —vll2g.

En passant a la limite, pour n — oo, sur le dernier terme, on obtient

/ (o2 dD" = 0,
I'p

Ceci exprime exactement que v € V. (]

La condition de Dirichlet sera prise au sens suivant : il existe une fonction, toujours

notée g, dans H'(9) telle que
(2.17) u—gevV.
On peut donner alors la formulation variationnelle dans le cadre précis suivant
ve HY(Q), u—geV, YveV,
(2.18) { a(u,v) = Lv.

Cette formulation a les mémes propriétés de continuité que la formulation en dimension
un. Une extension de 'inégalité de Poincaré, qui demande maintenant, pour étre établie,
des éléments d’analyse fonctionnelle qui seront abordés dans les chapitres suivants, permet
de s’assurer 1a aussi que la formulation est coercive.



CHAPITRE 2

Problémes variationnels abstraits

Nous montrons dans une premiére section comment le cadre général fourni par le
théoréeme de Lax-Milgram permet de démontrer un résultat d’existence et d’unicité pour
la solution des problémes aux limites du chapitre précédent. Nous présentons ensuite la
méthode de Galerkin qui fournit le cadre abstrait d’étude de la convergence de 1’approxi-
mation de la solution de ces problémes aux limites par la méthode des éléments finis.

1. Théorie élémentaire des problémes variationnels

1.1. Position du probléme variationnel. Les formulations variationnelles du cha-
pitre précédent nous ont permis de poser le probleme aux limites de dimension un et en
dimension supérieure sous la forme générale suivante

uve X, u—geV, YveV,
(1.1) { a(u,v) = Lu.
ou

— X est un espace de Hilbert dont nous noterons respectivement la norme et le produit
scalaire par

llully et (u,v)x pouruetv dans X,

— V est un sous-espace fermé de X,

— ¢ est un élément donné dans X,

— (u,v) — a(u,v) est une forme bilinéaire sur X x X vérifiant
— continuité sur X : il existe une constante M telle que

(1.2) la(u,v)] < M ||ul|y ||v|ly, pour tout u et tout v dans X,
— coercivité sur V :
(1.3) Fy > 0:a(v,v) >7v|lv|%, pour tout v dans V,

— L est une forme linéaire continue sur X, autrement dit L est un élément donné dans
le dual topologique X’ de X.
On rappelle que X’ est un espace de Hilbert pour la norme (dite duale)

(1.4) |L||y, = sup |Lv].

\U\Xlzl

Le théoréme de Riesz affirme que I'application

(1.5) Jx : X — X'

définie pour z € X par

(1.6) Jxz(v) == (2,v)x, pour tout v dans X,
est une isométrie de X sur X', i.e.,

(1.7) Jx est un isomorphisme algébrique de X sur X',

13
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qui vérifie
(1.8) |Jxz|lx = ||zllx ~ pour tout z dans X.

1.2. Unicité et stabilité de la solution du probléme variationnel. Le théoréme
suivant établit une inégalité vérifiée par une solution éventuelle du probléme variationnel
(1.1). Une telle inégalité est appelée inégalité a priori. De telles inégalités sont souvent
a la base des propriétés d’existence, d’unicité et de dépendance continue par rapport aux
données du second membre.

THEOREME 2.1. Toute solution u du probléme (1.1) vérifie

1 M
(1.9) |wusgwmﬁ(r%7ymu

et constitue donc ['unique solution de ce probleme.

DEMONSTRATION. On a, si u est une solution du probléme (1.1),
a(u—g,v):a(u,v)—a(g,v):Lv—a(g,v), Vo eV

Comme u — g € V, en utilisant successivement la coercivité, la définition de la norme
duale et la continuité de la forme bilinéaire a(-, ), on obtient

Yllu—gl% < alu—g,u—g) = L(u—g) —a(g,u—g)
<Ll llw = gllx + M lgllx 1w — gl x -
Si u = g, 'inégalité (1.9) est trivialement vérifiée. Sinon, en divisant par 7 [|ju — g|| i, on
arrive a 1 M
u—0|lv < —||L||lxv +— |9 x -
I I x S IL]| 5 gl

L’inégalité triangulaire donne alors

ully = llu—g+gllx < llu—gllx +llgllx
et conduit ainsi a l'inégalité (1.9).
Supposons maintenant que u; et uy sont des solutions correspondant respectivement
aux données Ly, g1 et Lo, go. Il est immédiat que u; — uy est solution du probleéme (1.9)
relativement aux données L, — Ly et g1 — go. L’inégalité (1.9) montre alors que

1 M
(1.10) nm—mmsgmrdwx+0+7)m—mm-

Le second membre de l'inégalité (1.10) est nul pour Ly = L, g = g, Lo = L et go = g et
conduit ainsi a

Jur = uzf[x <0
qui induit u; = us. OJ

REMARQUE 2.1. Prenons Ly = L, Lo = L+ AL, g1 =g et go = g+ Ag ot AL et Ag
sont deux perturbations des données. L’inégalité (1.9) et son écriture (1.10) donnent, si
on note u; = u et uy = u + Au,

1 M
|mwxs¢mum+(r%7)Mﬂx

Autrement dit, la perturbation Au résultant de petite perturbations AL sur L et Ag sur
g reste petite si la constante de coercivité v n’est pas trop faible et si la constante de
continuité n’est pas trop forte. Les deux constantes M et 1/v mesurent ainsi la stabilité
du probléeme. Si l'une de ces constantes vient a exploser, la résolution devient délicate.
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1.3. Existence d’une solution au probléme variationnel. On va se ramener au
conditions d’application duthéoréme de Lax-Milgram. Pour cela, on va faire le changement
d’inconnue suivant

(1.11) Uy =1u—g.
On est ainsi ramené & étudier I'existence d’une solution pour le probléme variationnel

Ug € ‘/, Yv € V,
(1.12) { a(ug,v) = Lov,

ol Ly est la forme linéaire continue sur X, et a fortiori sur V', donnée par
(1.13) Lov := Lv —a(g,v), Yve X.

Comme V' est un sous-espace fermé de X, c’est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire (-,-),, induit par celui (-, )y de X. On notera aussi provisoirement par |-||;, la
norme induite par celle de X. L’existence d’une solution au probléme (1.12) constitue le
théoréme de Lax-Milgram.

THEOREME 2.2 (Théoréme de Lax-Milgram). Sous les conditions de continuité (1.2)
et de coercivité (1.8) pour la forme bilinéaire a(-,-), pour toute forme linéaire continue Ly
sur V', le probléme variationnel (1.12) admet une solution et une seule.

DEMONSTRATION. Comme (u,v) — a(u,v) est une forme bilinéaire continue sur V' x
V', le théoréme de Riesz montre que I'identification

(Au,v)y = a(u,v), Yu,veV

définit un opérateur linéaire continu de V' dans V.
La coercivité et 'inégalité de Cauchy-Schwarz donnent

2
Ylolly < a(v,v) = (Av,v)y < [[Av]ly (o],
d’ou
(1.14) Yllvlly < [|Av]ly -
On va montrer que cette inégalité entraine que I'opérateur est injectif et que son image
R(A) ={weV;weV, Av=uw}

est fermée.
— A est injectif : si Av = 0 alors ||Av||,, = 0 et donc, par (1.14), ||v||,, = 0 et ainsi
v =0.
— R(A) est fermé : supposons que lim,, .., Av, = z; la suite est donc une suite de
Cauchy. Appliquons alors 'inégalité (1.14) a I’élément v, — vy,

1 1
Up — Umlly < = ||A(v,, — v, = — ||Av,, — Av,||\ -
I [ 5 [ A( )Ny S I %

On en déduit alors que la suite {v,}, -, est elle-méme une suite de Cauchy. Comme
V est complet, il existe ainsi v € V tel que lim,,_. v, = v. La continuité de A
entraine que

lim Av,, = Av

n—oo

et donc que Av = z. Ceci montre que z € R(A) et donc que R(A) est ferme.
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Le probléme (1.12) admettra une solution si R(A) = V. Comme R(A) est fermé, il
suffit de montrer que si w € V est orthogonal a tout R(A), il est obligatoirement égal a
0. Soit donc un tel w

(Av,w)y =0, YveV.
En particulier, on a
(Aw,w)y = a(w,w) = 0.

La coercivité donne alors w = 0. O

2. La méthode de Galerkin

La méthode des éléments finis est une méthode de Galerkin particuliere mais avec
des propriétés spécifiques qui la rendent spécialement attractive dans la résolution des
problémes aux limites. Nous allons la présenter ici comme un cadre général abstrait per-
mettant I’étude de la convergence de ’approximation par éléments finis qui sont données
dans le chapitre suivant.

2.1. Principe de base d’une méthode de Galerkin. Reprenons le probléme abs-
trait (1.1). Le but est de ramener sa résolution a celle d’'un probléme discret, équivalente
a la recherche d’'un nombre fini de parameétres réels.

Le principe d’une méthode de Galerkin est d’approcher les éléments de I'espace X par
ceux dun sous-espace X" de dimension finie. C’est donc, 4 la base, la construction d'un
processus d’approximation des éléments d’un espace de Hilbert X. L’exposant h est un
paramétre réel > 0 caractérisant la discrétisation et tendant vers 0 au fur et a mesure que
la discrétisation devient de plus en plus fine. Cette convention est utile pour les méthodes
d’éléments finis ol ce parameétre a un sens géométrique précis.

La propriété d’approximation est décrite par la condition suivante dit d’approximation
interne

. . h
(2.1) Vv e X, }lllir[l)vhlg)f(th—v HX—O.

La quantité inf, nexn Hv — vhH « est la distance de v & X " Comme X" est un espace
de dimension finie, dés que X est un espace normé (méme s’il n’est pas complet), cette
distance est caractérisée de la facon suivante.

— Il existe 2" € X" tel que
22 o = inf o= "],

et 2" est appelé la meilleure approximation de v par les éléments de X".
— La propriété d’approximation interne peut ainsi étre décrite de fagon équivalente :

L wh e X" Vh>0
(2.3) YwwelX, 3 {w }h>0 : 1irr(1) wh = v dans X

— Si X est un espace préhilbertien, i.e. si sa norme est associée & un produit scalaire,
la meilleure approximation est unique : c’est la projection de v sur X". Elle est
caractérisée par les équations dites normales

{ he Xt vl e XP,

24 (Zhvvh)x - (v,vh)X.
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Le probléme variationnel fait intervenir aussi le sous-espace vectoriel V' de X. Une
facon simple, mais qui ne fonctionne pas toujours, est d’introduire le sous-espace de X"
(2.5) Vhi=X"nV.

Pour v € V', on a cependant seulement

. h . h
_ < _
ot flo =o' < inflo— o]
puisqu’on prend la borne inférieure sur un espace plus restreint. On est amené a faire ’hy-
pothése supplémentaire que la famille {Vh}h>0 constitue une approximation interne
de V

(2.6) lim inf Hv—vhHX.

h—0yhevh

2.2. Le probléme discret. En supposant donc que pour tout A > 0, on se donne
g" € X" tel que

(2.7) }llin% g" = g dans X,

la méthode de Galerkin consiste simplement & mimer le probléme (1.1) dans les sous-
espaces de dimension finie X" et V"

uh e Xhouh —gh e v, Wl eV,
a(u,vh) = Lo
Le théoréme de Lax-Milgram assure bien stir 14 aussi que ce probléme posséde une
solution et une seule avec la propriété de stabilité suivante

(2.8)

1 M
(2.9) "l < S 12l + (= + Dl

L’intérét de la méthode de Galerkin vient du fait que la résolution du probléme variationnel
i=Nh

peut étre ramenée a celle d’'un systéme linéaire. Pour cela, fixons une base {Bih}i:N

de V". On voit immédiatement pourquoi le probléme (2.8) est un systéme discret : sa

résolution équivaut & la détermination des coefficients x1, ..., zy» de u® — ¢" dans la base
: h

h =N
{Bi }i:1
(2.10) u = g" + 2Bl -+ ayn Bh.
Il sera commode d’organiser les coefficients x1, ...,z » suivant un vecteur colonne noté
x. De méme, la donnée de v" dans V" équivaut a celle de ses composantes v, . . ., Y,
organisées suivant un vecteur colonne y

h h h

(2-11) (% :y]_Bl +"'+yNhBNh.

La restriction de a(-,+) & V" x V" est bien stir une forme bilinéaire sur ce dernier. Comme
V" est de dimension finie, toute forme bilinéaire sur V" x V" est complétement caractérisée
par une matrice. Dans le cas présent, cette matrice A est une matrice N* x N” dont les
coefficients sont donnés par

(2.12) Ay = a(B]}, B).
On alors
a(xlB{L + e+ I'NhBth, le{L + e+ yNhB]}ifh> =

Nh

,j=1
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De méme, la forme linéaire L restreinte & V" est complétement caractérisée par un vecteur
colonne ¢ de composantes

(2.14) ¢;:==LB' i=1,...,N"
et la relation
(2.15) Lo =

Exactement, selon la méme démarche, le nombre a(g", v") s’écrit de fagon matricielle sous
la forme

(2.16) a(g", ") =y'yg

ol g est le vecteur colonne 4 N composantes

(2.17) alg",B")y=g; i=1,...,N"
Compte tenu des précédentes relations, en posant en outre

(2.18) b=1—g,

le probléme (2.8) se réécrit sous forme matricielle

zeRN" VWyeRN,
(2.19) { T Az — yTh

Clairement, en prenant y = Ax — b, on vérifie que le probléme variationnel (2.19) est
équivalent au systéme linéaire

(2.20) Ax =D.
On alors le théoréme suivant qui est de premiére importance pour les applications.

THEOREME 2.3. Sous la condition de coercivité (1.3), la matrice A du systéme linéaire
(2.20) est inversible. De plus, elle admet la décomposition

(2.21) A=LU

ot L est une matrice triangulaire avec des coefficients diagonaux égaux a 1 et U une
matrice triangulaire. De plus, si la forme a(-,-) est symétrique, i.e. vérifie

(2.22) a(u,v) = a(v,u), Vu, Vv dans X,
alors, la matrice A est symétrique définie positive.

DEMONSTRATION. Montrer que A est inversible et admet la décomosition (2.21) re-
vient a s’assurer que les sous-matrices principales A®) € RP*P données par

Ag)):AU, Z,jzl,p,

sont toutes inversibles. Soit 4 € R? tel que AP y® = 0. En complétant éventuellement
les composantes de y® par des 0, on a donc

T . T y(l’) .
(y(p)) AP yp) — [ (y(p)) 0 } A [ 0 } —0.

j=N"

Notant v" = ) ijJ’-‘, on a donc

ah o) = [ (y)" 0] 4 [yg) } 0.

La coercivité donne alors v" = 0 et par suite y; = 0 pour j = 1, ..., p, et par suite y®) = (.
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Si (u,v) — a(u,v) est symétrique, on a
Aij = CL(BJ}'La Bzh) = CL(Bih7 B;L) = Aji
et donc A est symétrique. La coercivité donne une nouvelle fois
y' Ay = a(o",0") >~ thHi >0siy#0.
OJ

REMARQUE 2.2. La propriété (2.21) équivaut au fait que le systéme linéaire (2.20) peut
étre résolu par 'algorithme de Gauss sans échange de ligne ou de colonne. Cette propriété
sera cruciale pour résoudre a moindre codt dans certaines situations les systémes résultant
de la discrétisation par une méthode d’éléments finis.

2.3. Convergence d’une méthode de Galerkin. Le point-clé dans ’étude de la
convergence d'une méthode de Galerkin est le résultat simple mais important suivant.

LEMME 2.1 (Lemme de Céa). Soient u et u" les solutions respectives des problémes
continu (1.1) et discret (2.8) ; alors,

(2.23) a(u" —u,w") =0, Yu"e V"
DEMONSTRATION. Soit w" € V", comme V* C V, on a simplement
a(ul, w") = Lw" = a(u, w").
O

ProprosITION 2.1 (Estimation de I'erreur de résolution). L’erreur de résolution vérifie
lestimation suivante

(2.24)
M )
ooty < (1) | gnt gl ¢ o=l
FErreur de ) , . g Erreur sur la
résolution Erreur d’approzimation donnée de Dirichlet

de la solution

La solution du probléme discret converge donc si la famille {Vh} Lo €St une approximation
interne de V' et si

lim g" = X.
lim g% = g dans

DEMONSTRATION. Soit v € V", La coercivité de a(-,-) sur V" donne
2
(2.25) yHuh—gh—vhHX <a(u —g" =" ut — g — ).

L’égalité (2.23), démontrée ci-dessus dans le lemme de Céa, permet alors d’écrire

a(uh_gh_vhauh _gh_vh) :a(u_gh_vhauh _gh_vh)a

soit en ajoutant et en retranchant g

a(u" —g" =" ul — g — ") =a(u — g — 0" W = g" =)

(2.26) +alg—g"u —g" =),
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La continuité de la forme bilinéaire a( ,-) donne alors

(2.27) a(u —g— " u" vh)<MHu—g—vhHX”uh—gh—vh”X,
(2.28) alg—g"u" —g —vh)<MHg—thXHuh—gh—vh”X.
On déduit alors de (2.25), (2.26), (2.27) et (2.28),

M
(2:29) o = g" ="l < = (Jlu =g =" +llg = 9"]l)

L’inégalité triangulaire permet alors d’écrire
lo—wlly = flu—g=0"+g—g" = (" —g" = ")
<fu=g="x +llo— 9"l +lu" = 9" ="l
L’inégalité (2.29) permet alors d’arriver a (2.24).
La convergence suit de I’approximation de v — g par les éléments de V" et de g par
h
qg". 0

REMARQUE 2.3. Si la constante M/~ devient grande devant 1, l'erreur de résolu-
tion peut étre importante méme si l'erreur d’approrimation de g et de u — g est faible.
Typiquement, on observe alors un cas d’instabilité de la méthode.



CHAPITRE 3

Introduction a la méthode des éléments finis

Nous allons dans ce chapitre présenter les méthodes d’éléments finis les plus simples,
qui restent aussi les plus utilisées, pour la résolution des problémes aux limites des cha-
pitres précédents. Cela nous permettra d’introduire les principes permettant de construire
des méthodes de ce type plus générales.

1. Principes de base

1.1. Elément géométrique. La résolution des probléemes (1.20) et (2.18) du cha-
pitre I par une méthode d’éléments finis est basée sur la construction d’'une approxima-
tion interne de H'(Q)) constituée de fonctions polynomiales par morceaux. Plus
précisément, on utilise une partition finie sans recouvrement 7" (la signification du para-
meétre h > 0 sera donnée plus loin) du domaine de calcul € en sous-domaines ouverts T’
de “forme simple”

(1.1) a=yTr
TeTh
(1.2) TNL=0siT#L

Cette partition est sujette & une condition de compatibilité qui sera précisée plus loin.
Elle est appelée maillage de 2. On note

(1.3) hr = diam T
le diametre de T' (i.e. hy := sup, e |2 — yl), et
1.4 h = h
(1.4) ;ne?% T

le pas du maillage.
EXEMPLE 3.1. Maillages d’un intervalle et d’un pavé

(1) Maillage d’un intervallede R : Q) :=]a,b]

! ! ! . ! !
T T T T 1

X,i=a X X, Xp, Xp = b

Un maillage en dimension 1 correspond seulement a la donnée d’une grille de
points

{rg:=a<z < - <wpq <z :=0}

non nécessairement répartie de fagon uniforme dans |a,b|. Les éléments géomé-
triques sont des sous-intervalles

T .= ].Ti, xiJrlI:.

21
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N
(2) Maillage d’un pavé de RY : Q := [] Jax, bx[. Pour chaque k, on se donne une
k=1
grille sur 'axe des coordonnées xy,

{wop =ar <m1fp < < Tppo1k < Ty = bi}-

On obtient un maillage par

N
T:= H ]xik,k7xik+17k
k=1
X,
Xn2,2 = b
3
Xy
T
X1
Xp2 = &
%.
Xop = & Xy Xy Xn-11 Xn1 = B X

D’autres maillages, de forme plus générale, seront introduits par la suite.

1.2. Fonctions de forme. La seconde étape est la construction d’une approximation
interne de H'(§2) en considérant des fonctions approchantes v € L>®(Q) de forme “simple”
sur chaque élément géométrique

(15) U’T =upr ePp, VI€ Th,

ott P7 est un espace de dimension finie de fonctions dans C*°(T). Dans la quasi-totalité

des cas, Pr est un espace de polynomes. Le plus souvent, on utilise ’espace P des
polynémes a N indéterminées —N est la dimension du probléme, i.e., le nombre de
variables des fonctions a approcher—

IP%V) = {p € C®(RY); p(x) = Z‘a|§maal’a, Gq € ]R}

avec les notations suivantes :
— multi-indice : a = (aq,...,ay),; EN(i=1,...,N),
— monoéme : 2% 1= x{* -z},

EXEMPLE 3.2. Polynémes a une, deux et trois indéterminées.
(1) Polynémes a une indéterminée
p(x)=ay+ax+---+ayz™, a €R.
On a, de fagon élémentaire,
dimPY) = m + 1.
(2) Polynémes a deur indéterminées

p(x) = ijgNaijxixé-
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D

oo

1. Représentation des mondomes & trois indéterminées a 1’aide d’un tétraédre

Les différents monomes peuvent étre décrits par un tableau triangulaire (de type
triangle de Pascal)

degré
0 1
1 I To
2 2
2 | x7 T x5
m m—1 m—2,_2 m

On a directement en comptant le nombre de mondmes du tableau précédent
dimP? = (m +1) (m +2) /2.

Polynoémes a trois indéterminées
pz) = Zi+j+k§Naijkxzixgx§'

Il'y a autant de monomes xﬁxéx'g de degré total ¢ = i+ j + k que de mondmes
xix) degré i+ j < (L. On a donc la formule suivante

dimP® = S dim PP = IS (04+1) (4 2) = L(m + 1) (m + 2)(m + 3)

qu’on pourra vérifier facilement par récurrence. La figure (Fig. 1) montre que les
monoémes a trois indéterminées peuvent étre représentés a l’aide d’un tétraédre
qui est la généralisation a l'espace tridimensionnel du triangle.

Conditions de raccord. Il faut que les fonctions définies par les conditions

(1.5) satisfassent des propriétés de continuité globales, appelées conditions de raccord,
pour que la fonction v € L>®(Q) correspondante soit dans H!(Q). Par exemple, les fonc-
tions en escalier

Ve =i €ER, pourt=0,...,m—1,
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relativement au maillage ci-dessus du segment |a, b[ ont pour dérivée

(1.7) v =30 (Wi — i),

ou d,, est la masse de Dirac au point z;, et ne sont donc pas dans H'(]a, b[).

Afin de donner le théoréme qui précise les conditions de raccord que doivent satisfaire
les différentes expressions vr d’une fonction v donnée par (1.5) pour donner lieu a une
fonction dans H'(€2), nous avons besoin auparavant de la notion d’interface entre deux
¢éléments géométriques.

Pour T et L deux éléments dans 7", on appelle interface entre T et L, I’ensemble
G’ :=T N L lorsqu’il vérifie la condition suivante

(1) G' ={a} en dimension N =1 (i.e. si §2 est un intervalle de R),

(2) |G'| > 0 en dimension N > 1, ou |G’| est la mesure de G’ comme partie du bord
T de T (ou L' de L).

REMARQUE 3.1. Comme le maillage T" de Q est une partition sans recouvrement, on

TNL=TnNL.
EXEMPLE 3.3. Interfaces de sous-domaines dans les cas mono et multidimensionnels.

(1) Interface entre intervalles.

: L L :
a X, X, k

Interface entre [’élément et s{x}
Interface entre I’élément et s {zo}

(2) Interface entre deux polygones.

Segment épais : interface entre I’élément et .
Le point e n’est pas une interface entre l’élément et .

(3) Interface entre deux polyédres.
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L6J
En /@
— 1=
o J rJ
3

Face hachurée : interface entre l’élément et .
L’aréte (segment épais) n’est pas une interface entre [’élément et[4].
Le point e n’est pas une interface entre et .
THEOREME 3.1. Soit v € L>(Q) vérifiant (1.5) ; alors, v € H(Q) si et seulement si
v € CO(Q).

DEMONSTRATION. La démonstration, dans le cas N = 1, s’obtient simplement & I’aide
de la formule des sauts (de fagon analogue a (1.7)). Nous pouvons donc nous concentrer
sur le cas N > 2.

Comme v € L>®(9) et que € est borné, on a directement que v € L(£2). On va calculer
9,,v au sens des distributions et montrer qu’il est dans L*(€). Soit ¢ € D(Q2). On a

(1.8) (03,0, 0) = —(v,04,0) = — / V0, dSY = = e / vrOp;p dIT.
0 T

Or v et ¢ sont dans C*(T'). La formule de Green dans T donne alors (n; est la composante
j de la normale n a T" orientée vers 'extérieur de T")

(1.9) —/vTaxjgodT: —/ UTdT'—F/@ijTgodT.
T T T

Comme ¢ = 0 sur le bord de €2, I'intégrale sur 7" se réduit seulement a I'intégrale sur les
interfaces séparant T' de ses éléments adjacents.

bord de Q

D’ou si 'on définit presque partout g; € L*>°(2) par
gjlr = Oz;vr, pour tout T' € 7",

on peut réécrire (1.8) en utilisant (1.9) sous la forme

<a'fjv’ 30> = /QgJQDdQ - Zinterfaces /G’ (UTn? + anJ['/)SO da'.
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N

h v h
Vo Vo o
n-1 Vr?
%.
X, :=a X X, Xnt Xpi= b

F1G. 2. Graphe d'une fonction générique de X".

On a ainsi que 9,,v € L*(Q) si seulement si les intégrales sur chaque interface sont
nulles pour tout ¢ dans D(). Or sur chaque interface G’ sé¢parant T de L, on a n” +n”.
Comme (vr) |er = (vr) | si et seulement si v est globalement continue sur Q, ceci termine
la démonstration. 0

2. Eléments finis usuels de plus bas degré

Nous allons dans cette section présenter les éléments finis les plus simples pour résoudre
les problémes variationnels du chapitre I. Cette simplicité n’est cependant aucunement en
rapport avec une efficacité limitée en tant que procédé de résolution. Il est souvent inutile
de recourir & des méthodes plus élaborées en pratique.

2.1. Eléments finis de plus bas degré monodimensionnels. Le théoréme 3.1
montre qu’on doit choisir des fonctions globalement continues pour construire un sous-
espace de H'(Ja,b[). En se limitant a des fonctions polynémiales sur chaque élément,

on est amené & considérer ainsi successivement des fonctions IP’(()) sur chaque élément,

puis Pgl), etc. pour cette construction. On a déja vu que le choix Pél) comme espace de
fonctions de forme ne peut étre retenu car le raccord de fonctions en escalier de fagon
a constuire une fonction globalement continue donne seulement des fonctions constantes
sur tout I'intervalle ]a, b[. Ceci ne peut bien sir étre considéré comme un procédé efficace
d’approximation de fonctions.

On est donc amené de fagon naturelle & considérer

(2.1) Xh .= {’Uh e C%[a,b]); v"|pw € PV, pour e =0,...,n— 1}
ou
(2.2) Tl .= |Te, Tera|

est I’élément [e] du maillage. Comme tout polynome p de degré < 1 est complétement
déterminé dans K¢ & partir de ses valeurs p[f} = p(z,) et p[;] := p(xe41), on obtient donc
un sous-espace de fonctions suffisamment riche pour approcher les éléments de H'(]a, b[)
(voir Fig. 2).

Les propriétés de cet espace d’éléments finis, appelés P;-continus, sont décrites dans
le théoréme suivant dont la démonstration est immédiate.
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a Xi_y Xj Xit1 b

Fi1a. 3. Fonction chapeau (avec des modifications adéquates pour les cas
i=0eti=m).

THEOREME 3.2. Chaque fonction v € X" est complétement déterminée par ses de-
grés de liberté (ici, ses valeurs nodales)

(2.3) ol = v"(z;), pouri=0,...,n

Comme de plus, v"(x) = S\=¢ v} Bl'(x) ou Bl est la fonction de X" définie par
B?(Ij)zéij, i,j:(),...,n
X" est un sous-espace de dimension Ng :=n + 1, le nombre de sommets du maillage.

Les fonctions {Bzh}z[])v sont les fonctions de base de cette méthode d’éléments finis.
On les appelle ici fonctions chapeau par référence a leur graphe (voir Fig. 3)

2.2. Eléments finis bidimensionnels. En prenant le triangle comme élément géo-
métrique, on peut généraliser la construction précédente aux cas des fonctions & deux
variables en s’appuyant sur deux propriétés.

La premiére de ces propriétés est donnée par le résultat suivant.

PrROPOSITION 3.1 (Coordonnées barycentriques). Soit T un triangle non dégénéré du
plan de sommets o] = (af;,a3;) (j =1,2,3). Les conditions suivantes

AT e 3).
(24) {ARE) G () o1 2.9),

ot 0;5 est le symbole de Kronecker, caractérisent une base de ]P’gQ) permettant de déterminer
tout polynome p € IP’gQ) a Uaide de ses valeurs nodales : p! := p(al) (i = 1,2,3) (valeurs

auzx sommets de K ) par

(2.5) pla) =S pi M (@)

DEMONSTRATION. On va déterminer les A7 a partir des conditions nécessaires qu’ils
vérifient. Ainsi donc, les A7, ’ils existent, déterminent en particulier les polynomes 1, z;
et x5. Ils satisfont dés lors les conditions suivantes

M(z)  + M)+ A(x) = 1
(2.6) al T (z) + oM\ (2) + T)\T(:C) x
a21)‘T< ) + a22)‘T( ) + a23 (I) = 22
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T
+2

1)
a“-.l....h\%

Fic. 4. Triangle intervenant dans le calcul de la coordonnée barycentrique @

Le déterminant de ce systéme est donné par

1 1 1 1 0 0
T T T _ T T T T T
Qg Qg a3 | Q21 Ay — A1 Qg3 — Ay
T T T T
—d Qg — a1 Q13 — 41 — 9 |T
= det N o (O = 2¢|T|
| Q22 21 Qa3 21

ou |T| > 0 est 'aire du triangle 7" et ¢ = £1 suivant qu’on tourne, en suivant la nu-
mérotation des sommets, dans le sens direct ou non. Ceci montre déja que les A7 sont
déterminés de fagon unique. On n’a pas encore montré, cependant, qu’ils répondent a la
question. Pour cela, on résout le systéme

(2.6) al’aide des formules de Cramer, soit, en utilisant les propriétés bien connues de
permuation des colonnes des déterminants et une permutation circulaire des indices,

1 1 1
AzT(x) det | =, aﬂﬂ aﬂw , pouri=1,2,3.

22 |T| T2 Q2i4+1 (2449

En développant le déterminant du numérateur par rapport a la premiére colonne, on
montre d’abord que A7 est bien un polynéme dans ]P’§2). La méme réduction que celle
effectuée pour le déterminant de la matrice du systéme montre ensuite que, pour x € T,
on a

2¢ [T T

ou T;(x) est le triangle de sommets z, al\4, af, , (voir Fig. 4). On termine la démonstration

en observant que la formule (2.7) donne A (al) = d;; o d;; est le symbole de Kronecker.
0

REMARQUE 3.2. On déduit du théoréme précédent et de sa démonstration les propriétés
suivantes.

(1) Les relations (2.6) peuvent étre réécrites
M)+ M () + M (z) =1
M (z)ay + A3 (2)ay + X5 (w)ag ==

Ces relations expriment que x est le barycentre des sommets du triangle T affec-
tés respectivement des poids AT (z), M\ (x) et A} (x); d’ou la terminologie coor-
données barycentriques pour les fonctions A\ (x), \'(z) et \I(x). Ces fonctions
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i1
Fic. 5. Triangles T;(z), Ti11(x) et Tiio(x) pour z € [aly, all,] .

interviennent dans un grand nombre de questions et en particulier dans [’étude
des méthodes d’éléments finis plus compliquées.

(2) Le triangle T;(x) dégénére lorsque x est sur aréte [al,, al,,]. On obtient donc
(2.8) M(z)=0

comme équation cartésienne de la droite supportant 'aréte opposée au sommet

T
a; .

Pour énoncer la seconde propriété permettant d’étendre la construction de ’approxi-
mation par éléments finis en dimension 1, nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 3.1. Lorsque x est sur [’aréte [a;ﬂrl,aiTH], les coordonnées barycentriques
Aiy1(x) et A\iyo(x) sont données par

(2.9) Aiv1(r) = ‘x - a?”‘ / |az“+1 - a?+2| , Aige(T) = ‘x - a,i'l:rl‘ / |a?+2 - a@-TH\
ot |x —y| désigne la distance de x a y.

DEMONSTRATION. Notons par h; la hauteur relativement a la base ‘a;ﬂl — aﬁr?‘ deT';
h; est aussi hauteur de T}, (2) relativement & la base |z — af,,| et de Tj12(z) relativement

a la base |z —afl;| (voir Fig. 5) On a donc |Ti1(z)| = h |z — all,| /2 et |Tiiz(a)| =
hi |z —al4] /2 ; Qo la formule (2.9) en utilisant (2.7). O

On est alors en mesure de montrer la seconde propriété, nécessaire a I’extension évo-

e ci-d i d der d lynomes dans P{” é
quée ci-dessus, qui permet de raccorder deux polynémes dans IP;” sur toute une aréte en
raccordant seulement leurs valeurs aux sommets de cette aréte. Plus précisément, on a la
proposition suivante.

PrOPOSITION 3.2. Soient deux triangles T et L non dégénérés du plan partageant
une aréte en commun G' = [a,b]. Soit aussi une fonction v dans L>*°(D) ou D est le
quadrilatére dont T' et L assurent une partition sans recouvrement telle que

v|T:p€]P’§2) etv|L:q€IP’§2)

alors, v € C°(D) si et seulement si ces deux fonctions se raccordent auz points a et b (i.e.
v est globalement continue sur D si et seulement si elle est continue au points a et b).

DEMONSTRATION. Il est clair que la continuité aux points a et b est nécessaire. Mon-
trons qu’elle est suffisante. Notons par ¢ et d les sommets respectifs de 1" et L non sur
'aréte G’ (voir Fig. 6). Notons par AL, AT, AT les coordonnées barycentriques relatives au
triangle T et AL, AL, AL celles relatives au triangle L. Pour z € G', on a A (z) = M} (z) = 0,
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d

a

Fic. 6. Triangles partageant une aréte en commun

A YA

F1G. 7. Situations interdites

AVVAN

Fic. 8. Situations permises

M(z) = Me(z) = |z —b|/|a—b| et N[ (z) = No(2) = |z —a|/|a—b|. Il résulte donc des
relations ci-dessus que pour z € G’
p(x) = v(a)A; () +v(b)A,
= v(a)Xg (

=
+
=
=
>~
S
—~ o~
ST
~— ~—
I
=
=

d’ou la proposition. O

A partir des deux propositions précédentes, nous sommes donc amenés a mailler €2 en
triangles vérifiant la condition de compatibilité suivante

(2.10) L’interface G’ entre deux triangles 7" et L ne peut étre qu’une aréte commune

Autrement dit, pour deux triangles T et L distincts, T et L ne peuvent avoir qu’une
intersection vide, un sommet commun ou toute une aréte en commun. Les figures (Fig.
7) et (Fig. 8) donnent des exemples de situations conduisant ou non a des maillages
utilisables.

A partir des propositions 3.1 et 3.2, on déduit immédiatement la proposition suivante.
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PROPOSITION 3.3. Soit un maillage T" en triangles d’un domaine Q0 polygonal du
plan satisfaisant les conditions (1.1), (1.2) et 2.10) ; alors, ’espace

(2.11) XM= {vhec% ); v"|p e PP, VTeTh}

est un sous-espace de H'(Q) de dimension Ng le nombre de sommets du maillage. (Toute
fonction v" de X" est complétement définie a l'arde de ses degrés de liberté (ici, valeurs

nodales) v == v"(a;) (i =1,...,Ns), {a;}'='¢ étant les sommets du maillage.)

On peut étendre la construction précédente aux maillages de domaines polyedriques
Q2 de R? en tétraedres. Cette classe d’éléments finis est appelée méthode d’éléments finis
P;-continus.

Nous admettrons enfin le théoréme suivant dont la démonstration demande certains
développements d’analyse fonctionnelle.

THEOREME 3.3. La méthode d’éléments finis Py-continus, sur des maillages en seg-
ments en dimension un, en triangles en dimension deux et en tétraédres en dimension
trois, donne des approzimations internes X" de H'(Q).

3. Notion d’élément fini

Jusqu’a maintenant nous avons parlé d’éléments finis sans vraiment définir cette no-
tion. A partir des constructions précédentes, nous allons dégager la notion d’élément fini.
Elle nous permettra par la suite de construire des schémas numériques pour des problémes
plus complexes que les problémes du second ordre ou d’améliorer certaines caractéristiques
du procédé d’approximation comme la précision, le volume de calculs, le stockage, etc.

Une méthode d’éléments finis est caractérisée par les trois données suivantes et les
relations qui les lient :

(1) Domaine géométrique 7', comme par exemple dans les constructions précé-

dentes
— Segment T":= |af, al'| en dimension un,
— Triangle T" de sommets {alT, ay , a3 } en dimension deux,

— Tétraedre T' de sommets {af,al,al,al} en dimension trois.

(2) Espace de fonctions de forme (forme de fonctions approchantes) : espace Pr
de dimension finie fonctions réguliéres définies et réguliéres sur T, comme par
exemple ci-dessus,

— Espace ]P’gl) des polynomes a une indéterminée de degré < 1 de dimension

2,

— Espace ]P(z) des polyndémes a deux indéterminées de degré < 1 de dimension
3,

— Espace IP’ des polynoémes a trois indéterminées de degré < 1 de dimension
4.

(3) Systéme de degrés de liberté. On se limite dans ce cours aux degrés de liberté
qui sont des valeurs nodales qui sont les valeurs d’une fonction ou de certaines
de ses dérivées en des points de T appelés noeuds. Le systéme de degrés de liberté
doit étre unisolvant : la donnée des degrés de liberté ¢(p) doit déterminer une
fonction de forme p € Py et en plus de facon unique.

Dans les exemples précédents, on avait
1
- =1V := {u(a]), v(a])}
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- 2= {o(a]). v(a}), v(a5) }
5 = {u(ad), v(ad) o(ad ) o)}

On peut aussi avoir des valeurs nodales qui sont données par la valeur de dérivées
ou d’une combinaison de dérivées. On a ainsi successivement lorsque ’élément est un
segment, puis un triangle

— Espace Pgl), Hél) = {v alT v'(al),v(ad), v/(ag)}

— Espace ]P’Ef), Hé = {v(al), 05, 0(al), Opv(al) (j = 1,2,3), v(ad)} on af := (af +

al +al)/3 est le centre de gravité de T.

Observons qu’un degré de liberté est une forme linéaire sur un espace de fonctions
définies régulieres sur T contenant P.

Une méthode d’éléments finis {T, Py, X} est dite de classe C* si les dérivées partielles
0% (Ja| < k) d’un élément p quelconque de P sur une interface quelconque ne dépendent
que que des degrés de liberté sur cette interface. Par exemple, les éléments finis construits
ci-dessus sont de classe C° mais non de classe C!.

L’outil algébrique suivant est trés utile pour vérifier I'insolvance.

PROPOSITION 3.4. Soient P un espace de dimension finie n et ¥ un sytéme de m degrés
de liberté. Alors, Y2 est P-unisolvant si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées

(1) La dimension n de P et le nombre de degrés de liberté m de X sont égau.
(2) L’unique p € P qui a tous ses degrés de liberté {;(p) =0 (i=1,...,m), estp=0.

DEMONSTRATION. Soit une base {B; }ijln de P. Par définition, dire que le systéme X

est P-unisolvant revient a dire que pour chaque systéme de nombres {bz}jz’f (valeurs des
degrés de liberté), il existe un et un seul systeme de nombres {z;}'_}" (coefficients d'un

élément p € P dans la base {B]}jz”) tel que
gl(IlBl + 4 ZEan) = bl

Le systéme précédent est en fait un systéme linéaire

a11r1 + -+ a1px, = by

Am1T1 + -+ AppTp = bm

avec a;; = {;(B;). L'unisolvance est ainsi équivalente au fait que le systéme linéaire
précédent est inversible. On sait que ceci équivaut & m = n et que le systéme homogéne
associé n’admet que la solution nulle. Ceci démontre la proposition. 0

REMARQUE 3.3. De méme, pour s’assurer qu’un élément fini {T,P, X} est de classe
C*, il suffit de vérifier que si p € P a tous ses degrés de liberté sur une interface G' nuls,
alors toutes les dérivées jusqu’a 'ordre k sont nulles sur tout G'.



CHAPITRE 4

Mise en oeuvre de la méthode d’éléments finis

Nous examinons dans ce chapitre les lignes directrices permettant d’effectuer une im-
plantation informatique de la méthode des éléments finis. Nous prenons comme fil conduc-
teur la résolution des problémes aux limites des chapitres précédents par la méthode des
éléments finis de plus bas degré. Nous commencgons par la premiére étape : la donnée du
maillage. Nous abordons ensuite la discrétisation, la formation des équations et enfin la
résolution.

1. Structure de données d’un maillage

La donnée d'un maillage consiste au minimum en celle de :
— la liste des sommets,
— la table de connectivité.

(1) Liste des sommets : caractérisée par les deux données

— Ng : nombre des sommets,
— Pour chaque sommet |i|=1,..., Ng

— les coordonnées du sommet
— Exemples.

(a) Dimension 1 : zg:=a <z <z < -+ <xp:=b
- NS =n-+ 1
— Tableau a une entrée de longueur Ng

]| 1]2|--|Ns

X|xog|lx1 |- | T

Il ne faut pas toujours stocker cette structure de données. Si la grille
est uniforme, elle est donnée de facon implicite par

Ns=n+1;, xzy:=a; z;:=x9+1ih, i=1,...,(Ng—1).

i=Ng

(b) Dimension 2 : Tableau des coordonnées { (1, %2,)}._,

— Nombre de sommets : Ng
— Tableau a deux lignes et Ng colonnes

1 2 |... Ny

X X111 x1,2 T1,Ng
X211 X292 T2 Ng

33
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Dans ’exemple suivant, on a Ng =5

Xy
Mo
i) 1| 2] 3| 4| 5
0 O] [[Z]|[Z] |[0] |[L2
x [[0] |[0] |[H] |[H] |[H]
([T [T |[T]|[ 0
B0 T
0 L

On peut ajouter un numéro de référence pour les sommets. Ici, il
sert & distinguer les sommets sur la frontiére du sommet interne.

(2) Table de connectivité : caractérisée par les données

— Ng : nombre d’éléments
— Pour chaque élément [e]=1,..., Ng

: numéro du sommet j de I’élément

— Exemples.

(a) Dimension 1 :
— Ngp=Ng—1
— Pour chaque élément [e] =1,..., Ng

Ne1 =€, MNea:=e+1

Pour le cas monodimensionnel, la table de connectivité est implicite
a partir de la liste des sommets. Il est inutile par conséquent de la
stocker.

(b) Dimension 2 : Pour un maillage en triangles,

— Ng : nombre de triangles
~Me; ce=1,...,Ng, j=1,2,3

Xy
o
e]|1 2 3 4
@ o 15 5 3 1
211 2 4 5
D 312 3 5 4
" X,
0 L

L’ordre dans lequel sont donnés les numéros de sommet n’est pas
important. Si on peut, il faut respecter un sens comme ici le sens tri-
gonométrique. Cela peut faciliter pour certains problémes quelques
points de programmation.

Souvent on ajoute un numéro de référence pour pouvoir introduire
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une caractérisation des équations au niveau de chaque élément. La

table
1 2 3 4
1155 31
211 2 45
312 3 5 4
| 4 \1 2 1 2|

indique que les éléments et ont les mémes caractéristiques,
de méme que les éléments | 2| et .

2. Maillage et conditions aux limites

On se limite au cas ot la dimension du probléme aux limites est N < 2. Pour N = 2,
on suppose que 2 est un domaine polygonal. On se donne un maillage 7" en segments si
N =1 et en triangles si N = 2.

On note par I les numéros de sommets de 7" qui appartiennent a I’adhérence I'j, de
I'p ; Ip est généralement donné & 'aide des numéros de référence de sommets.

EXEMPLE 4.1. On examine successivement les cas de la dimension N =1 puis N = 2.
(1) Dimension 1. a :=1x9 < -+ <z, :=b; I'p = {a} ; Ip = {1}.
(2) Dimension 2.

[D = {1,4}

=KC,

Sachant que X" est I’espace d’éléments finis introduit au chapitre précédent, on pose
alors

(2.1) Vii={o"e X" vl =0,i€lp}
(ou encore V" est le sous-espace de X" dont les valeurs nodales sur I'p sont nulles).

Si en dimension deux on suppose que le maillage est compatible avec le change-
ment de type des conditions aux limites, i.e. si les points de jonction de I'p et de
I'y sont des sommets du maillage, on a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1. Sous la condition de compatibilité précédente sur le maillage, on a
(2.2) Vh=X"nV.

DEMONSTRATION. En dimension N = 1, il n’y a rien & démontrer. En dimension

N = 2, il suffit de remarquer qu’une fonction de ]P’gQ) est nulle sur une aréte d’un triangle
si et seulement si elle s’annule aux extrémités de cette aréte. 0]

On admettra la proposition suivante dont le résultat est intuitif.

PROPOSITION 4.2. Les espaces X" et V" constituent respectivement des approzima-
tions internes de H'(Q) et de V
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(1) sans aucune restriction si Q =10, L[,

(2) sous la condition d’angle suivante si Q) est un domaine polygonal de R*

(2.3) { Or est le plus petit angle de T € T", 0" = mingeqn O

0" > 0y > 0 indépendamment de h

La condition d’angle exprime que le maillage ne doit pas comporter de triangles aplatis

comme
L — \ ou /\

C’est pourquoi souvent pour raffiner les maillages, on opére de la fagon suivante : on
partage chaque triangle en 4 en joignant les milieux de ses arétes

3. L’assemblage

Sous le vocable d’assemblage, on désigne le procédé de formation des équations du
systéme linéaire résultant de ’application d’une méthode d’éléments finis. L’efficacité de
ce procédé, généralement non disponible pour les autres méthodes de Galerkin, participe
pour une bonne part & la popularité de la méthode des éléments finis.

Auparavant, on rappelle ’obtention des problémes discrets associés aux formulations
variationnelles (1.20) et (2.18) du chapitre I construits a ’aide des espaces d’éléments finis
X" et V" On se donne donc ¢g" une approximation de g dans X". En supposant que la
fonction g|lr, € C°(Tp), on peut construire de fagon pratique la fonction ¢g" de la facon
suivante (dite par interpolation) en se donnant ses valeurs nodales g/ sur les sommets a?
du maillage 7"

gt =g(al), i€lp, g quelconquesii ¢ Ip.
Le probléme discret s’écrit alors
(3.1) u e Xt ouh —gh e VP,
' a(u, vh) = Lo, Vot € VI
Les fonctions de base {B]h}jzvs ont été déterminées par leur restriction a tout élément

au chapitre précédent. Elles sont définies par les conditions
Ble X" Ba})=46y, i,j=1,...,Ns.

Le systéme variationnel (3.1) est alors équivalent & un systéme linéaire dont on s’intéresse
maintenant & la formation des coefficients. Ces coefficients sont obtenus par la contribution
de chaque élément du maillage. Chacune de ces contributions est décrite par des matrices
de petite taille : les matrices élémentaires. Le procédé d’assemblage permet d’accumuler
toutes ces contributions.
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3.1. Matrices élémentaires. La restriction de la forme bilinéaire a(-,-) et de la
forme linéaire L(-) au sous-espace X" est décrite dans la base des th par les matrices
totales

h
uy
(3.2) [of o o, | A* : =a(u", "), ul " e X"
h
uNS
(3.3) [of oo Wb [ L#F =L, e X"

ou u? (resp. v!') sont les valeurs nodales de u" (resp. v").
Le procédé d’assemblage s’appuie sur le fait que les intégrales

(3.4) a(u,v") :/ij:laijﬁjuhﬁivhdﬂ+/
Q

agu’v dQ+/ Auv dl
Q

INY;
(3.5) Lvh:/fvhd9+/ hv dT'
Q Tn

avec les adaptations adéquates pour le cas unidimensionnel, peuvent étre décomposées
en une somme d’intégrales sur chaque élément

Z/ Z” Lai;05u @0 a7 + Z/ agulle dTe 4

TleleTh TleleTh
/ Mol g (1)’
T[e eT™ (1) T ) Al

foldartd + 37 Z / hotd d (71)’
ﬂFN

Tlel E'Th eT[

(3.6) = )

TleleTh Tl

indique la somme sur les faces (arétes dans le cas N = 2)

ou la notation Z( @Y ert

composant la frontiere de T et ul := u"| € ]P’gN) (resp. vl := V| € ]P’gN)) les
expressions polynomiales de u” (resp. v") dans I’¢élément T'¢/. Dans le cas unidimensionnel,
le dernier terme des sommes ci-dessus est donné par Auy, vy, et par hvy, respectivement.
Ils sont décrits globalement de facon directe comme nous le verrons par la suite.

Chacune des intégrales ci-dessus ne dépend donc que des valeurs nodales de u" et v"
(ou seulement de v") relatives & un noeud dans T'¢l. On peut donc les décrire & 'aide de
matrices ¢ X ¢ (ou seulement ¢ x 1) ou ¢ est le nombre de noeud par élément : ¢ = 3 en
dimension N = 2, / = 2 en dimension N = 1. Ce sont les matrices élémentaires. On en
donne la liste ci-dessous.

1. Matrice raideur élémentaire

(37) /T[e] Zﬁ?;:laijaju[e}ai’l}[e} dT[e} = |: Uge] s vl@ ] K[e}
2. Matrice masse élémentaire

(3.8) /T[e] aguldle gTle = [ o Uz[ze] }M[e]
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L —+

L2 L

Fic. 1. Maillage et discontinuités des données

3. Matrice chargement élémentaire de volume

(3.9) n fold qTlel = [ UF U(EE] } Fle]

4. Matrice raideur élémentaire concentrée sur le bord
[a]

a a a ! a a a
(3.10) / alylel g (Gl = M] el ]Kg] :
G ul?

ou (G[a])l est une face (aréte en dimension deux) sur 'y et ¢ est le nombre de valeurs
nodales sur (G[a])/ et ul et vl sont les restrictions respectives de u” et v sur (GM)/,

5. Matrice chargement élémentaire concentrée sur le bord
e al\’ a a a
(3.11) / ol d (Gl = [v[l] ool | FY
(ct)

Les matrices et forces concentrées en dimension N = 1 sont introduites & l'initialisation
ou & la fin du processus d’assemblage.

3.2. Matrices élémentaires en dimension un. On a ici Tl = }a[le],a[;} [ En

prenant un maillage compatible avec les discontinuités éventuelles des données,
c’est-a-dire pour lequel les discontinuités des données sont toujours aux interfaces entre

deux deux éléments, on peut supposer que a|pe = ale, agl e = a%e} et flre = f ] sont
tels que

all, a([)e} et fle e Cw([a[le],a[;]}).
Par exemple, pour la fonction représentée dans la figure Fig. 1, on a

al(z) = L/4, a¥(x)=L/4,
aBl(z) =z, ad¥z)=2, dl(z)=0

La particularisation de la situation générale au cas de la dimension N = 1 donne alors.
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1. Matrice raideur élémentaire.
On a simplement ici

ol ‘T[e]‘ est la longueur de I’élément 7. On a alors

[e]

ol
[vﬁe] ol } Kl [U[le] ] _ / [: 0 (' (v) de
ay

Uy

a[e}

|T[e}| (“[e] - U[le])(vée] - Uge])

(3.12)

ot ald est la moyenne de la fonction al® sur ’élément 7'¢!

_ 1 ay) ”
- |T[€]| /a[e] a
1

qu’on peut approcher par la formule des trapézes ou du point milieu

1
2

(3.13) ald ~ —(aH( [€}>+a[e]( H)) %a[e]( (a H+a[e}>>.

2
On identifie les coefficients de K¢ par la relation (3.12) : Ki; ) est le coefficient de ug ]UM

ael [ 1 -1
I
K= 3
2. Matrice masse condensée.

Généralement, il est suffisant de calculer l'intégrale (3.8) de fagon approchée par la mé-
thode des trapézes

[e] [e]
e e e U o [6] e e
[Up UE]}MH[,&@J]—/M Wl g
9 a

1

el
(3.14) .| : | ((alf) ol + (), uf'of?)

avec (a([)egj = al( Ee}) j = 1,2. Ceci donne une matrice diagonale

. ]
(3.15) e 1T (“0>1 0

2 0 (a[oe] )
2

3. Matrice chargement élémentaire.
On peut 1a encore utiliser la formule des trapézes pour approcher l'intégrale (3.9)

[ o gl } Fle — f ol da

1

(3.16) ‘T[ ‘ (fle] [e]+f [e]>
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avec f][»e} = fll(al?y, j = 1,2. D'ott la matrice élémentaire

J
A
f
4. Matrices concentrées sur le bord.
C’est ici des matrices a un seul coefficient non nul qui sont données directement a partir
de

7]

3.17 Fle.—
(3.17) 5

h o h h
Aun VN et hug

par

(318) (Kﬁ)NsNS = )\ et (FC#)NS = h

3.3. Matrices élémentaires en dimension deux. On note de la méme fagon qu’en
Ej} ‘= Qij| e, Al 1a, matrice 2 x 2 donﬁs
coefficients sont les agj-}, a%e} = ag|pe et f = f|pg quion peut supposer dans C>(T1))
si le maillage est compatible avec les discontinuités des données.

On peut alors donner ’expression des matrices élémentaires.

1. Matrice raideur élémentaire.
La méthode suivante de détermination de la matrice élémentaire est en fait générale. Elle
peut étre utilisée pour la détermination de n’importe quelle matrice élémentaire et dans
le cadre de n’importe quelle méthode d’éléments finis.

On a par définition

dimension un les expressions des restrictions a

[e]

t [e]
e el fel ] gl |l | e g 1 gl | O g
(3.19) [ vy vy U K u%e] = /T[e] [ oyvlel 9yulel }A { 32u[e} ] dT
Us
D’ot si 'on note par Al la moyenne de Al sur T
el el ] pelel u%} ) 7e) |
(3.20) [ Ui Uy Uy ]K u[ge] = [ ovle Oylel } (}T } A[e]) { Byl }
Us

On exprime maintenant ul? et vl A 1’aide de leurs coefficients polynomiaux et d’une
écriture matricielle

SN
o)
(3.21) ul(z) = ol + o2y + ey = [1 21 2] | ol
ol
| Q3
- ([)e]
(3.22) U[e]@) = 5([361 + 6£e]xl + 5£e]$2 = [ Iz o ] F]
le]
2
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On peut alors calculer

e BNl

0% [0

Oyul 010 6 o | f

(3:23) [@u[el “ 1001 ap | =B | o
a5’ ] | oy’ ]
Ex EN

vl 010 g € | afe

(3.24) lav[e] 1o o0 1 1 =B By
> B i

On utilise alors la relation qui permet de relier les coefficients polynomiaux aux valeurs
nodales

ol + oflaf] + alll] = uf
ol + oflaf] + aflaf) = ol

ofl -+ ol + offof] = of

qu’on écrit sous forme matricielle

(3.25)
L ol ol o
plel [a[e]} — [“ML pl.— | 1 a[162] a[2€2] 7 [a[el] — a[f] : [u[e]] — u[;]
U ald o ol o
et de méme
[e] ke
0 1
(3.26) plel [5[6}] — [v[e]} : [ﬁ[e]} — 5{6] : [U[e}} — Uge}
[e] le]
2 Us

On inverse alors H!¢ = (P[e})fl pour exprimer les coefficients polynomiaux a ’aide des
valeurs nodales

(3.27) 0] = HE [ul],  [8] = 5[] .

Cette inversion constitue en fait la détermination des fonctions de base sur 7' de 1’élément
fini. Comme on le voit cette détermination peut étre effectuée (pour cet élément et pour
n’importe quel élément fini) de fagon complétement implicite par programmation.

En utilisant toutes les relations précédentes, on obtient

(3.28) )" K19 o] = )" (59" (BT (‘T[e]‘ ﬂ) BEHE [yl]
D’ou la matrice raideur élémentaire par un simple calcul matriciel

(3.29) K = (ge)" (Be)" <‘T[e}‘ m) Bl el

La moyenne de Alf peut étre obtenue par une formule d’intégration approchée comme en
dimension un

ATl 1 e e e e
AV & 2 (Al + Al 4+ AT ~ A
[e]

avec Ag.e] valeur de AlY au sommet a;’,j=1,2,3et A([)E] valeur de Al? au centre de gravité

de T : (al + a¥! + al) /3.

2. Matrice raideur concentrée sur le bord.
On dispose généralement & partir des données fournies par le mailleur (sinon on peut la
construire par programmation) de la liste des arétes sur la frontiére munies chacune d’un



42 4. MISE EN OEUVRE DE LA METHODE D’ELEMENTS FINIS

numéro de référence permettant entre autres de savoir si 'aréte est contenue dans 'y ou
ne recouvre pas I'y. On peut donc supposer qu’on dispose des données suivantes :

(1) - N, : nombre d’arétes sur la frontiere I',
— pour chaque aréte [a] =1,..., N,
[a]

[ ]

— Ngo : numéro du 2"¢ sommet as
— ngz : numéro de référence de aréte
On peut donc parcourir les arétes et calculer la matrice élémentaire donnant
la contribution & la raideur concentrée sur I'y

a7
3.30 [ ol ] | = / Nelylalylal g (Glely’
(3.30) V) u[] (1Y (G*)

— Ng1 : numéro du 1° sommet ay

2

ou A = /\|(G[a 1y est la restriction de A a l'intérieure de ’aréte (G[a})/. Si on
approche cette intégrale par la formule des trapézes, on a
(G[a])/ [a]
A 0
3.31 K4 = —‘ !
(3.31) c 3 0 Ad

ol ’(G[a])/‘ est la longueur de laréte et )\Ba] = )\[“](aga]), j = 1,2, sont les valeurs
de M aux extrémités de Paréte.

2. Matrice masse condensée.
La matrice masse condensée sans recourir & la matrice H¢ en utilisant la formule d’inté-
gration approchée a partir des sommets

Tlel
(3.32) / aldulyle g7l = ‘ | <<a0 ) uldold 4+ (a[ﬁ) ulfol 4 (a([)e]> uge}v:[f]>
Tle) 3 1 2 3

ou <a£f]>j = al(a [e}) j =1,2,3, sont les valeurs de aff aux sommets de T, 11 vient par

(agﬂ 0 0
. T bl
(3.33) Ml =111 g (ao ) 0
3 2 ’
0 0 (d)
0 )3
Le fait que la matrice masse condenée est diagonale sera déterminant dans certaines
résolutions de problémes en dynamique, c’est-a-dire dépendant en outre du temps ¢.

4. Matrices chargement élémentaires.
On a de méme que pour la matrice chargement élémentaire de volume en dimension un

suite

[e]
T[e} fl . . '
(3.34) F :=‘—3‘ f% c =), =1,2,3,
iy

La matrice chragement élémentaire concentrée sur le bord est donnée de la méme facon
par

(GE| T e
(3.35) Fol = ‘—2‘ [ 1l ] ;R = hl@E), =12,
2
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3.4. Assemblage. La matrice raideur totale est définie par
(3.36)

h
Uy h
[of Wk JKF ] :/Q[awh ahvh}A[g;Zh}dﬂ, u' ot e X",
h
UNS

En utilisant la décomposition de 'intégrale sur €2

jé{”.}dgzz E: ]CM{”.}dTM

TleleTh

et la définition (3.7) de la matrice raideur élémentaire, on obtient la relation suivante
entre la matrice raideur totale et les matrices raideur élémentaires

ul ul
CEINN RCONTTEt o Dl IEER R S VC Rl N
upg 1 Tier uy

On identifie alors le coefficient de v} dans les deux membres de cette realation pour
obtenir

(3.38) [K#],, = > (K],

{Tle] €TM, )i =1, Ne)je :j}

Conséquences. La formule (3.38) résume le procédé d’assemblage. Elle a plusieurs
conséquences.

(1) Un coefficient [K #]ij est nul a priori si a et o’ ne sont pas les sommets d’un

méme élément. Autrement dit, les degrés de liberté ué‘ et v ne sont couplés (i.e.
[K #} i # 0 ou encore I’équation relative & v} dépend de I’inconnue u?) que si ugl
h

et v’ appartiennent & un méme élément.

(2) Pour former K# il suffit de parcourir les éléments en ajoutant successivement
la contribution de chaque de chaque matrice élémentaire [K [‘ﬂ ~a la matrice

leje
or

totale [K#]ij avec i = Niei,, J = NieJ;

Le pseudo-code FORTRAN 90 (Alg. 1) donne l'organigramme général d’un assem-
blage.

Algorithm 1 Algorithme général schématisant un assemblage

K# :=0; {Initialisation des éléments de K# stockés en mémoire}
do e = 1, Ny {Boucle sur les éléments}
Keoem := form(e) ; {Formation de la matrice élémentaire}
do i, = 1,/ {Boucle sur les lignes de la matrice élémentaire}
i :=mn(e,i.); {Indice de ligne du coefficient & incrémenter}
do j. = 1,/ {Boucle sur les colonnes de la matrice élémentaire}
j :=n(e, j.); {Indice de colonne du coefficient a incrémenter}
K#(i,7) == K7(i,7) + Keem(ic, je) ; {Assemblage}
enddo
enddo
enddo
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EXEMPLE 4.2. Probléme en dimension un.
Dans le cas de la forme (1.17) du probléme (1.20) du chapitre I, on a deux propriétés
importantes

— la matrice A” est symétrique

~ chaque élément |i| ne contient que les noeuds al! et al, ;.

On en déduit les propriétés suivantes

#] — #

(3.39) A7), = [4%],.
Il suffit donc de ne stocker que la partie triangulaire supérieure de A*, i.e. les coefficients
[A#]Z.j pour i < j. De plus,
(3.40) [A*], =0 pour |i—j| > 2.
On peut donc stocker cette matrice a l'aide uniquement de 2 vecteurs : la diagonale prin-
cipale [A#]u (i=1,...,Ng), et la premiére codiagonale [A#]”H (i=1,...,Nsg—1).

En dimension supérieure, la situation n’est plus aussi favorable que dans ’exemple
ci-dessus. Cependant, en numérotant convenablement, ou en utilisant 1’algorithme de
Cuthill-MacKee pour renuméroter, les degrés de liberté, on peut miminiser I'entier /g
pour que la matrice A* vérifie

(3.41) [A#] =0 pour |i—j|>lp.

ij
Dans le cas ot A* est symétrique, on dit qu’elle est une matrice bande avec une demi-
largeur de bande égale a /5. Elle peut étre stockée a I'aide d'un tableau a /g lignes et Ng
colonnes. La correspondance entre les coefficients de A# et du tableau servant a la stocker
est schématisée comme suit pour /g = 3

[ a1 a2 a3 i
X Qa2 Q23
X X ass Qi—2;
X X Ai—1,
Qg : ANg—2 Ng
ANg—1,Ng
- @NsNs -
* * apz Ai—2,i : aNg—2,Ng
* Q2 23 : Qi—1 : ANg—1,Ng
| @11 Q22 das3 5 Qi : ANgNg

L’étoile * indique les entrées du tableau non utilisées, la croix x le coefficient a;; avec
© > j répéré par la valeur a;; qui est stockée.

Les formules suivantes permettent de passer du coefficient a;; (i < jet j—i < /{p) a
I'entrée du tableau A(ig, jo) qui sert a le stocker

(3.42) Jo = j (méme colonne),
(3.43) o =V¥p+1i—].
On peut se rappeler les formules précédentes & partir des deux repéres suivants

— les indices de colonnes sont les mémes
— les coefficients de la diagonale de la matrice sont sur la derniére ligne du tableau

(ligne ).
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3.5. Le systéme linéaire final. Aprés assemblage des différentes matrices , on ob-
tient la matrice totale

(3.44) A* = K# + KZ + M*.
Avec des notations évidentes, on a aussi
(3.45) L# = F* + F%.
Le systéme variationnel (3.1) peut étre réécrit alors
([ ul ol
€ RVs, v € RVs,
Ul v
(3.46) ul = gl .= g(al), i € Ip, vt =0, i€ Ip,
i
[v? UJ@S}A# :[/UT' U]I{[S}L#
h
\ UNS
Renumérotons les sommets af, ... a% . de la fagon suivante

— Pordre initial n’est pas modifié,

— les sommets correspondant & des degrés de liberté bloqués (i.e. pour i € Ip) sont
numérotés en dernier.

En pratique, on peut utiliser 'algorithme (Alg. 2) pour effectuer cette renumérotation.

Algorithm 2 Renumérotation des degrés de liberté

N :=0; {Compteur des degrés de libertés libres}
IDL := 0; {Vecteur de longueur Ng}
doi= 1, NS
if i ¢ Ip then
N:=N+1;IDL(i) := N;
end if
enddo

A la fin de la boucle, N contiendra le nombre de degrés de liberté non bloqués,
IDL(i) = 0 si le degré de liberté i est bloqué et IDL(i) > 0 donne son numéro dans
la nouvelle numérotation sinon.

Le systéme (3.46) pourra étre ainsi réécrit dans cette nouvelle numérotation

( T U”Z -
: ol
uh -
N cRNs, V|- € RVs,
giN+1 Uth
: 0
h
g;
(3.47) - TNs S —h -
(8
h
h h A Ap Uy h h L
U’L A U?, O :| N = /Ul e UZ 0 i|
[ ! Ns l An Agp ] Iy ' Ns l L, ]
“h
\ L giNS i
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En effectuant ce produit matriciel par blocs, on trouve

h
vi1
(3.48) [vg U?NS]A:U:[UZ el e v | eRY,
ol
IN
avec
h
uZ giN+1
(3.49) ri=|: , bi=L—A;|:
b g
1IN INg
Oou encore
(3.50) Az =b.

Dans ce systeme,

— A est la matrice finale, obtenue a partir de la matrice totale par suppression des
lignes et des colonnes correspondant & des degrés de liberté bloqués,

— L est le vecteur chargement final, obtenu de méme par suppression des lignes cor-
respondant a des degrés de liberté bloqués.

De facon pratique, le systéme (3.50) est obtenu comme suit.

(1) On forme les matrices totales A% et L#. (Cette formation peut étre explicite
seulement pour les matrices finales.)

(2) On multiplie les colonnes de A% correspondant & des degrés de liberté bloqués
par les valeurs de ces degrés de liberté et on les retranche de L#. (Cette opération
peut étre effectuée en cours d’assemblage.)

(3) On supprime les lignes et colonnes corespondant & des degrés de liberté bloqués.

Le fragment de pseudo-code FORTRAN90 (Alg. 3) illustre les points précédents. 11
faudra, en pratique, ajouter une structure de données permettant de prendre en compte
le caractére creux de la matrice finale A. De méme, il faudra ajouter les contributions des
raideurs ou des chargements concentrés éventuels par une boucle sur les arétes frontiére
comme celle effectuée ici sur les éléments.
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Algorithm 3 Formation des matrices finales

A :=0; L := 0 {Initialisation}
do e = 1, Ngp {Boucle sur les éléments}
Aclem := formK(e) ; Lo, := formL(e) ; {Formation des matrices élémentaires}
do i, = 1,/ {Boucle sur les lignes de la matrice élémentaire}
iy :=mn(e,ie) ;i := IDL(i;);
if 1 # 0 then
do j. = 1,/ {Boucle sur les colonnes de la matrice élémentaire}
= nle,jo)s § == IDL(G)
if j # 0 then
A(Zh]) = A<Z7]> + Aelem(ie,je) 3

else
L(i) := L(i) — Actem (ie, Je) * G(iy) ;
end if
enddo
L(i) := L(7) + Lejem (ie) ;
end if
enddo

enddo







CHAPITRE 5

Eléments d’analyse fonctionnelle

Dans la plupart des problémes, des estimations explicites comme 'inégalité de Poincaré
au chapitre I ne sont pas disponibles. De méme, certaines équations variationnelles ne
possédent pas de propriétés de coercivité. Le but de ce chapitre est de donner quelques
compléments d’analyse fonctionnelle qui permettent de traiter ce type de situation. La
notion essentielle introduite ici est celle de convergence faible. Le théoréme de Riesz, établi
ci-dessous, permet de justifier I'introduction de cette notion. On se limite pour simplifier
I’exposé et les démonstrations aux espaces de Hilbert mais les résultats s’étendent au cas
des espaces de Banach dits réflexifs (voir le livre de Haim Brezis “Analyse fonctionnelle”,
Masson).

Tous les éléments d’analyse fonctionnelle, que nous allons énoncer, sont valables, avec
les adaptations requises, dans un espace de Banach, c’est-a-dire un espace muni d’une
norme (espace normé) complet dont la norme n’est pas nécessairement associée a un pro-
duit scalaire. Cependant, les démonstrations sont considérablement simplifiées dans le
cadre hilbertien. C’est pourquoi, sauf si la structure hilbertienne n’améne aucune simpli-
fication spécifique, nous énoncerons ces éléments d’analyse fonctionnelle pour un espace
de Hilbert. Nous noterons X cet espace de Hilbert, (-,-), son produit scalaire et |||
le produit scalaire associé. Lorsque le cadre hilbertien n’ameéne rien de particulier, nous

utiliserons un espace de Banach E dont nous noterons la norme de fagon analogue a celle
de X.

1. Le théoréme de Riesz

On a d’abord le résultat suivant qui établit en fait que tous les espaces normés de
dimension finie peuvent étre considérés comme des copies de R™.

THEOREME 5.1. Soit E un espace normé de dimension finie m et eq,. .., e, une base
de E. Alors, il existe deux constantes vy et v1 > 0 telles que

m 1/2 m 1/2 ,
20 (S0 1) < Jallp < m (C0 567 sia=mer oo+ Dl

DEMONSTRATION. L’estimation de droite s’obtient directement par d’abord
[2llg = llerer + -+ zmemll g < ] leallg + - + |2m] l[emll g

puis par I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte

(L1) lall < (S fleal2) " (S f:f?)

N

1/2

g

=M
L’estimation de gauche

m 2 1/2
(1.2) Yo (Zi:l |:] ) < H*T”E
49
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s’obtient de fagon indirecte en utilisant un raisonnement par I’absurde. Si elle était fausse,

il existerait une suite {x(”) = :c§”) e+ -+ %(g) em} telle que
n>0

2 =1 et lim [|[2®], =o0.

n—0

2t

On déduit de

(n)

E (v

)

T

o\ 1/2
g(Z;’il ) =1 ({=1,....,m)
(n)

que toutes les suites numériques {:rg } sont bornées. Le théoréme de Bolzano-Weier-
n>0

strass assure alors que, quitte a passer a une suite extraite, on peut supposer que

lim 2" =z, ((=1,...,m) avec 37", |z;* = 1.

Il s’ensuit donc que
lim ™ =z # 0.

n—oo

Ceci est en contradiction avec I’hypothese lim,,_, Hx(”) || 5 = 0 et établit de ce fait (1.2).
O

REMARQUE 5.1. La démonstration précédente est exemplaire des deux classes de mé-
thodes permettant d’établir des estimations. L’estimation (1.1) s’obtient de fagon directe
avec une évaluation explicite de v,. L’estimation (1.2) est démontrée par un raisonnement
par 'absurde & l'aide d’une constante vy dont ’existence est établie uniquement de fagon
théorique.

On déduit immédiatement de ce théoréme.

COROLLAIRE 5.1. Soit EE un espace normé de dimension finie. Alors, de toute suite
bornée {x(")}n>0 de E, i.e. telle que

AM |||, <M V¥n >0,
on peut extraire une sous-suite convergente.
DEMONSTRATION. A démontrer & titre d’exercice. OJ

On dit qu'un sous-ensemble K d’un espace normé E est compact si de toute suite
{x(”)}n>0 C K, on peut extraire une suite convergente vers un élément x dans K. Dési-
gnons par

By(z) :={ve E; lv—-ullp<r}
la boule centrée en x de rayon r d’un espace normé FE. La boule unité de F est alors
simplement la boule centrée en 0 de rayon 1. Il est facile de voir que si la boule unité d’un
espace normé est compacte, alors tout sous-ensemble fermé est compact. Le résultat du
corollaire précédent exprime que la boule unité d’'un espace normé de dimension finie est
compact.

Le théoréme de Riesz établit que ce résultat n’est vrai que pour les espaces de di-
mension finie. Cette propriété, qui peut sembler étre un résultat négatif & premiére vue,
est cependant a la base d’une collection d’outils d’analyse fonctionnelle trés puissants
incluant I’alternative de Fredholm et la théorie spectrale des opérateurs compacts. Nous
aurons besoin de quelques préparatifs pour établir ce théoréme.

On a besoin aussi du lemme suivant caractérisant un espace normé de dimension
infinie.
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LEMME 5.1. Soit X un espace préhilbertien (espace muni d’un produit scalaire non
nécessairement complet). Si E est de dimension infinie. Alors, il existe une suite de points
{I(n)}nzo telle que
(1.3) [z, =1 n>0,

(1.4) Hx(") - x(m)HX >1 n#m.

DEMONSTRATION. L’espace X est de dimension infinie. Il posséde donc une famille
libre {u(m) }m>0 ayant un nombre dénombrable d’éléments. On orthonormalise cette suite

par I'algorithme de Schmidt qu’on rappelle ci-dessous

0 .— U(O)/ HU(O)HX
{=0,1,
w(Z—i—l) ._ u z]—ﬁ( (£+1) I(Z)) 2®
2D /Hw ) HX

On peut démontrer facilement par récurrence que la suite {x(m)}m>0 est bien définie,

qu’elle engendre le méme sous-espace que {u(m) }m>0 et que c’est une famille orthonormée

1 sin=m,
0 sinon

(2™, 20M) ¢ = 5, = {

Pour terminer la démonstration, il suffit d’écrire que pour n # m

) = ] = (@ = 209,20 — o) = Jle | + a0
=v2>1.

O

THEOREME 5.2 (Théoréme de Riesz). Soit un espace préhilbertien X . Si la boule unité
de X est compacte, alors X est de dimension finie.

DEMONSTRATION. C’est une simple conséquence du lemme précédent qui permet d’af-
firmer que, si X est de dimension infinie, il posséde une suite bornée telle que

) — 2] > 1
Aucune suite extraite ne peut ainsi étre une suite de Cauchy et ne peut donc étre conver-

gente. 0]

REMARQUE 5.2. Le lemme et le théoréme précédent sont valables pour un espace normé
mais la démonstration est plus compliquée (voir J. Dieudonné, “Eléments d’Analyse,
Tome 17).

2. Convergence faible
2.1. Définition et premiéres propriétés. Le théoreme de Riesz montre que si
{x(”) }n>0 est une suite bornée de X, on n’est pas stir qu’on puisse extraire une sous-suite
{y(”)}n>0 de {x(”)}n>0 qui soit convergente. Rappelons que {y(”)}n>0 est obtenue a ’aide
de {x(”)}n>0 par y™ = z(6(™) ou ¢ est une application strictement croissante de N dans

N. Pour pallier & cette insuffisance, on introduit la notion de convergence faible.
On dit que la suite {x(")}n>0 C X converge faiblement vers = dans X si

(2.1) vye X, lim (@™, y)x = (2,9)x
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On note alors

(2.2) w- lim ™ = z.

n—oo

Pour distinguer entre cette convergence et la convergence au sens usuel pour la norme de
X, on dira que {x(")} converge fortement lorsqu’elle converge pour la norme.
n>0

REMARQUE 5.3. Considérons une base hilbertienne {e(”)}n>0 d’un espace de Hilbert
X, de (e ™) = 6, et

lim > (™, v)xe™ =
m—0o0

fortement dans X pour tout v € X. (L’algorithme de Gram-Schmidt, donné ci-dessus,
assure qu’une telle base existe toujours si X est séparable, i.e. s’il contient une famille
dénombrable partout dense.) L’égalité de Bessel-Parseval montre alors que

o 2
Sonto [ 0)x|” = |oll% -

Le terme général de la série numérique convergente tend donc vers 0. On a ainsi

lim (e, v)x =0 Yoe X,

n—oo
Ceci exprime exactement que
w- lim ™ = 0.

n—oo

On a immédiatement la propriété suivante sans laquelle la notion de convergence faible
aurait été inutilisable.

PrOPOSITION 5.1 (Unicité de la limite faible). Soit {x(”)}n>0 une suite de X . Alors

(2.3) w-lim 2™ =2 et w-lim 2™ =y entrainent x = y.

n—oo n—oo

DEMONSTRATION. Sous les conditions de la proposition, on a

Jim (20,2 = y)x = (@0 = y)x = (o = y)x,

et donc par différence (z — y,x — y)g = 0. D’ou la proposition. 0

Les propriétés suivantes sont analogues aux propriétés usuelles et se vérifient directe-
ment.

PROPOSITION 5.2. La propriété suivante est vérifiée

(2.4) w- lim (Az™ + py™) = Aw- lim 2™ + g w- lim ™.

n—oo

Enfin, comme son nom l'indique la convergence faible est plus faible que la convergence
forte.

PROPOSITION 5.3. On a

(2.5) lim 2™ =2 entraine w- lim 2™ = z.

DEMONSTRATION. Il suffit d’observer que pour tout v € X
(@™, 0)p = (2,0)5] = |(z™ = z,0)p] < ||z — 2|, 0]l

pour établir la proposition. O
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2.2. Toute suite faiblement convergente est bornée. On sait qu'une suite for-
tement convergente est bornée. De fagon assez surprenante, la méme propriété est vérifiée
par une suite qui est seulement faiblement convergente. Cependant, la démonstration de ce
fait utilise un outil puissant d’analyse fonctionnelle : le théoréme de Banach-Steinhauss.

Le théoréme de Banach-Steinhauss s’obtient a ’aide du théoréme de Baire relatif a la
topologie des espaces métriques complets qu’on énonce ici dans le contexte des espaces de
Banach.

THEOREME 5.3 (Version simplifiée du théoréeme de Baire). Soit E un espace de Ba-
nach. Si{X,},5, est une suite de sous-ensembles fermés de E tels que

UnsoXn = E.
Alors, il existe r > 0, u et ng > 0 tel que
B, (u) C X,,.
DEMONSTRATION. Voir par exemple H. Brezis, “Analyse fonctionnelle. Théorie et
applications”, Masson (1983). O

On a alors le résultat fondamental suivant.

THEOREME 5.4 (Théoréme de Banach-Steinhauss). Soient E un espace de Banach,
F un espace normé et {T,},.4 une famille d’opérateurs linéaires continus de E dans F
vérifiant

(2.6) sup |75 (v)||p < +00 Vv € E.
acA
Alors,
(2.7) sup [| 7| g g,y < 400
acA
avec
HTCLH[:(E,F) = sup |[|Tov][p.
lvllp<1

DEMONSTRATION. Notons pour n > 0

X,i= {v e B supI Ll <o}
acA
On établit facilement (exercice) que X, est fermé. Il résulte de (2.6) que
UnZOX” =F.
Le théoreme de Baire assure alors qu’il existe xg, 19 > 0 et ng tel que

sup ||To(xo + rov)|| p < no Vo vérifiant v < 1.
acA

Cela induit en particulier que
sup |7,z | < o
ac

11 vient alors pour tout v vérifiant ||v||; < 1
7o [|Ta(0)]l p = Ta(o + r0v) = Tazol|»
<o+ |[Ta(o)lp < 2n0 Va € A, .

On montrera & titre d’exercice que I'inégalité précédente est en fait vraie pour |[v||, < 1.

Ceci donne alors
2710

T, p—
Tl <
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et ainsi

D’ou (2.7). O
On peut alors démontrer le résultat annoncé.

PrROPOSITION 5.4. Toute suite {x(”)}n>0 d’un espace de Hilbert X, faiblement conver-
gente, est bornée. -

DEMONSTRATION. On définit 7, € X' par T), := Jxz™ ou Jx est 'isométrie naturelle
de X dans son dual X’. Rappelons que T}, := Jxz™ est défini par

T = (2" v)x, YweX

et qu'on a
sup |T,v| = Hx(”)H
ol x <1

Comme la suite numérique {7,,v}, -, est convergente, on a donc

X

sup | T,,v| < +o0.
n>0

Le théoréme de Banach-Steinhauss donne alors

sup sup |[T,v|= sup ||x HX < +00.
n>0 [lo] <1

Ceci établit la proposition. O
On en déduit les résultats suivants qui sont trés importants pour les applications.
PROPOSITION 5.5. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) limy, e £ = £ fortement dans X' et w-lim,, o, 2™ = x dans X entrainent

(2.8) lim ¢ (2™) = ¢(x),

n—oo
(2) Soient X etY deux espaces de Hilbert et une application bilinéaire a, continue de

X x Y dans R. Alors, lim,_,. 2™ = = fortement dans X et w-lim,_., y™ =y
dans 'Y entrainent

(2.9) lim a(z™,y™) = a(z,y).

DEMONSTRATION. On écrit
|60 () — ()] = |6 (M) — (™) + £(x™M) — ¢(2)]

< }E(”) (™) — E(x("))‘ + |€(x(”)) —{(z)]

< ||€(”) + }E(x(")) —U(z)].
On utilise alors I'isométrie Jx pour écrire

)~ )] < 167~ ]
Comme la proposition précédente donne que {x(”)} nso €5t bornée, on obtient

|60 (@) — f(2)| < M |6 — ¢, + (@™, I 0 x — (2, I 0) x| -

D’ou (2.8) en passant a la limite sur le second membre.

(I

I + 1@, I 0 x = (2, T x|
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La forme bilinéaire continue est définie de fagon équivalente par A € L(E, F”) et
Az(y) = a(z,y) VYx € E,Vy € F.

Comme /™ = Ax(™ converge fortement vers ¢ = Ax lorsque n — oo, la propriété (2.9)
est une conséquence immeédiate de (2.8). O

3. Compacité faible

Nous en venons maintenant a la raison principale de I'introduction de la convergence
faible. Elle permet de retrouver la propriété de pouvoir extraire de toute suite bornée une
sous-suite convergente. Ce résultat s’exprime en disant que la boule unité d’un espace
de Hilbert est faiblement séquentiellement compacte. Cette propriété, et les préparatifs
qui servent a 1’établir, requiérent des démonstrations & un niveau un peu plus avancé
que celui auquel se situe ce cours. La recommandation est donc de se concentrer sur la
compréhension de ’énoncé du théoreme 5.5 qui donne le résultat principal de cette section.

3.1. Convergence d’une suite d’opérateurs uniformément bornés. La pro-
position suivante établit qu’une suite d’opérateurs d’un espace normé a valeurs dans un
espace de Banach uniformément bornés, converge dés qu’elle converge pour les éléments
d’un sous-ensemble B dont les combinaisons linéaires forment ) un sous-espace dense de
E.

PROPOSITION 5.6. Soit E un espace normé et F' un espace de Banach. Soit B une

famille de la boule unité de E telle que V le sous-espace engendré par B est dense dans
E. Alors, si {T,},>, C L(E, F) vérifie

(3.1) Tl < Mjvlly, VveE, ¥n>0,
(3.2) lim T,v=Tv YvebB

Alors, T peut étre prolongé sur E en un opérateur dans L(E, F) vérifiant
(3.3) ITolly < Mllz Woe E.
DEMONSTRATION. Observons que la condition (3.2) permet de définir 7" sur V. Suite
a (3.1) et (3.2), il vérifie
(3.4) |Tv|| < M ||| Yve.

Soit maintenant v € E. Il existe donc {v(”)}n>0 C V telle que lim,, ™ = . 11 résulte
de (3.4) que HTU("W) — Tv(")HF <M Hv(”“’) — v(")HE et donc que {TU(n)}n>0 est une
suite de Cauchy convergente donc puisque F' est de Banach. De méme si {w(”)}n>0 cV
est une autre suite convergeant vers v, HT w™ — Ty H P <M Hw(”) 0 H  montre que

la limite lim,_,o T0™ = Tv ne dépend pas de {v(”)}n>0 C V et définit un prolongement
de T € L(FE, F) vérifiant (3.3). - O

3.2. Compacité faible de la boule unité d’un espace de Banach réflexif.
Nous aurons besoin du procédé diagonal qu’on rappelle ci-dessous.

PROPOSITION 5.7 (Procédé diagonal). Soit U un ensemble non vide et {x(")}n>0 une

suite d’éléments de U. Soit la famille de suites extraites {x(m’”) }n>0 pour m > 0 construite
de la fagon suivante -

{x(mﬂ’n)}nzo est une suite extraite de {x(m’n)}nzo-
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Alors, la suite {x(”’”)}n>0 est une suite extraite de {x(”)}n>0 telle que {x(”m)}mk est une

suite extraite de {x(’“”)}mo.

DEMONSTRATION. C’est une simple conséquence de la définition des suites extraites.
O

Nous passons maintenant au résultat de compacité qui a justifié les développements
précédents. Il est clair que la compacité séquentielle faible de la boule unité est équivalente
a celle de n’importe quelle boule centrée & 'origine par normalisation.

THEOREME 5.5. Soit X un espace de Hilbert. De toute suite bornée {x(”)}n>0 Cc X,
on peut extraire une sous-suite faiblement convergente. B

DEMONSTRATION. On traduit de fagon plus précise I’hypothése du théoréme par
il existe M : Ha:(")HX < M, pour tout n > 0.

Notons par V le sous-espace de X engendré les éléments de la suite {x(”)}n>0. SiV est

de dimension finie, on sait qu’il coincide avec son adhérence V. La suite {:U(”)}n>0 étant
donc une suite contenue dans un espace normé de dimension finie, on peut y extraire une
sous-suite fortement, et donc faiblement, convergente.

On peut supposer donc que V est de dimension infinie.

Notons par B les éléments de {x(")}n>0 qui ne peuvent pas s’écrire comme une com-

binaison linéaire des autres éléments de {x(”)}nzo. On note par {w(m)}mzo les éléments
de B.
La construction suivante utilise le procédé diagonal. On a

[, w@)x| < [Ja]] < M.

On peut donc extraire de {x(”) }n>0 une sous-suite {x(o”l)) }n>0 telle que la suite numérique

{ (2O, w(o))X}nzo converge vers a(?). De méme, on a
|($(07”)’w(1))X‘ < Hx(om))HX < M.

On peut de méme extraire de {z(%") }nzo une sous-suite {1 }7120 telle que { (z(™, w) }nZO
converge vers o). Continuant ainsi, on définit donc pour tout & > 1 une suite {x(’“”) }n>0

extraite de {x(k’l’”)}wo telle que {(x(k’”), w(k))x}n>0 converge vers a*).

On considére alors la suite extraite de {x(”)}n>0 définie par (procédé diagonal)

{w(n’n) }nzo :
On a donc lim,, o, (™™ w))x = o) pour tout j > 0.
Notons ¢ := Jyz(»™) . La proposition 5.6 montre que la limite de {6(”) }n>0 est définie

comme élément de V', ¢’est-a-dire
lim (2™, v)x = lim (M (v) = L(v) = (x,v)x Vv eV

n—oo n—od
avec T = J‘}lf. Comme pour v € V+, le sous-espace orthogonal & V, on a (x(”’”), v)x =0
et (z,v)x, on a en fait
nlijgo(x(nm)aU)X = (‘Ta U)X Vo € X.
Ceci exprime exactement que
w- lim 2™ = z.

n—oo
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4. Opérateurs compacts

L’intérét de la convergence faible vient du fait que, dans certaines conditions, on est
capable de déduire une convergence forte d’'une convergence faible. Avant d’examiner ce
point, démontrons d’abord le résultat suivant.

PROPOSITION 5.8. Soient X etY deux espaces de Hilbert et T € L(X,Y). Alors,

(4.1) w- lim ™ = 2 dans X entraine w- lim Tz™ = Tx dans Y.

n—oo

On exprime ce résultat en disant que tout opérateur linéaire continu est faiblement sé-
quentiellement continu.

DEMONSTRATION. Soit v € F. On a (Tz(™, v)y = (2™ T*v)y par définition de
ladjoint. Si w-lim,, ., 2™ = z dans X, il vient

lim (Tz™, v)y = lim (™, T*0)x = (z,T*0)x = (Tz,v)y.

Ceci exprime exactement la propriété (4.1). O
On dit qu'un opérateur linéaire 7" de F dans F est compact, s’il transforme

toute suite faiblement convergente en une suite fortement convergente.
On a tout d’abord.

PROPOSITION 5.9. Tout opérateur compact d’un espace de Hilbert X dans un espace
normé F' est continu.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que

sup ||7Tv]y < +o0.
l[oll x <1

Soit {v(”)}n>0 une suite maximisant ||7'v||y sur la boule unité, i.e. telle que
lim [|7v™] .= sup ||Tv|.
s [ Iollx <2 17

Quitte & passer & une suite extraite, on peut supposer que

w- lim 0™ = 2

n—oo

avec ||z||y < 1. Comme 7" est compact, on a

lim To™ = Tz,

n—oo
ce qui implique que supy, <1 [ 70| = ||T’2|| et démontre la proposition. O

On dit que 'espace normé E s’injecte continument dans un espace normé F' si F
s’identifie & un sous-espace de F' avec une norme plus fine, c’est-a-dire

[ollp < llvllp YveE,

ou encore
lim v = v dans E entraine lim v = v dans F.

n—oo n—oo

EXEMPLE 5.1. L’espace H*(QY) s’injecte continument dans L*().
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La proposition précédente montre que si I'espace de Hilbert X s’injecte continument
dans l'espace de Hilbert Y, alors toute suite faiblement continue dans X est faiblement
continue dans Y. On dira que l'injection de X dans Y est compacte si I'injection pré-
cédente est compacte, autrement dit si toute suite faiblement convergente dans X est
fortement convergente dans Y.

On a le résultat fondamental suivant.

THEOREME 5.6 (Théoréme de compacité de Rellich). Soit Q un domaine de RN borné.
Sous de larges hypothéses sur la régularité de la frontiére de Q (toujours satisfaites en
pratique), linjection de H*()) dans L?(Q) est compacte.

DEMONSTRATION. Admise. O

5. Applications

THEOREME 5.7 (Théoréme de Peetre-Tartar). Soient X, Y et G trois espaces de
Hilbert, T € L(X,Y) et S compact de X dans G tels que il existe une constante Cy

(5.1) [ollx < CodlITolly +[Svllgr  Yve X
Alors,

(1) ker T':= {v € X : Tv =0} est de dimension finie,

(2) il existe une constante C' telle que

(5.2) inf o+l < C Tl

DEMONSTRATION. Il est clair que ker 7" est un sous-espace fermé de X. C’est donc un
espace de Hilbert pour le produit scalaire induit par celui de X. Soit {x(”) }n>0 une suite
dans la boule unité de ker T'. Quitte & passer & une suite extraite, on peut supposer que

w- lim 2 = 2 dans kerT.

Il vient ainsi
2™ = 2| < Co[[S2™ — Sa|,

et comme S est compact lim,_,., Sz = Sz dans G entrainant

lim 2™ = 2 dans kerT.

n—oo

La boule unité de ker T" est ainsi compacte. Le théoréme de Riesz assure donc que ker T’
est de dimension finie.

L’existence et I'unicité de la projection sur un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert
assurent que pour tout v € X, il existe un et un seul p, € ker T tel que

[0+ polly = inf flo+qlly <[lv+qlx VgekerT.
q€ker T
Supposons que (5.2) soit fausse. Il existe donc une suite {v(”)}n>0 C X et une suite
{p(”)}n>0 C ker T telles que

(5.3) Hv(") +p(”)||X =1< Hv(”) + qHX Vq € ker T,
(5.4) lim || To™]|,, = 0.

n—oo
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Posons w™ = (™ + p . Comme ¢ — p™ est quelconque dans ker T si ¢ est quelconque
dans ker T et que Tv™ Tw( , les propriétés (5.3) et (5.4) peuvent étre réécrites

(5.5) [w™], =1 < Jw™ +q|, Vq€kerT,
(5.6) lim ||Tw HY =0.

Comme X est un espace de Hilbert, quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer
que
w- lim w™ = w.

Comme S est compact, on a donc
(5.7) lim Sw™ = Sw.

Mais ’hypothéese (5.1) entraine
2 w9 < o T+ 529 — 5]

et montre ainsi que la suite {w(” }n>0 est de Cauchy. Elle converge donc et, par suite de

I

I'unicité de la limite faible, vers w. En prenant ¢ = —w dans (5.5), on obtient
1< [l =l
ce qui est en contradiction avec

lim Hw — wHE =0.

n—oo

O

On va appliquer le résultat précédent pour démontrer 1'inégalité de Poincaré suivante
dans le cas d’un domaine € born¢ assez régulier de RY (N = 2,3). La régularité, étant
celle requise par le théoreme d’injection compacte de Rellich, est assez large pour inclure
tous les cas pouvant se présenter en pratique : frontiére présentant des angles, des points
de rebroussement, domaines avec des fissures, etc.

PROPOSITION 5.10. Soit un domaine 2 comme ci-dessus et I'y et I'p une parttion
sans recouvrement de sa frontiére I' avec la mesure |I'p| de I'p non nulle. Notons par

Vi={veQ; v, =0}.
Alors, il existe C' telle que
(5.8) vl g <Clvlg Yoe
DEMONSTRATION. Posons
Y = L*(Q) x - x L*(Q)

[\

-~

N fois
On considére alors Uopérateur T € L(V, F')

= (B0, -, Onv)

et S Vinjection de V' dans L*(Q2). Comme |[T||, = [v], ,, on a ainsi par définition de la
norme dans H'(Q)

9 9 1/2
Jolly = ol = {IT0l% + 030 }

1/2
{IITUHYHIUHLz + 2 Tolly vl 2 } = [Tvlly + vl 2 q)
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Le théoréme d’injection compacte de Rellich assure S est compacte. Soit p € ker T, i.e.
8jp =0.
Ceci donne p = « avec « une constante. Mais comme a|r, = 0 et que |I'p| > 0 ceci

entraine que o = 0. Ceci donne donc que T est injectif. Le lemme de Peetre-Tartar assure
alors que 'estimation (5.8) est vérifiée. ]



CHAPITRE 6

Systémes et problémes d’ordre supérieur

Nous examinons dans ce chapitre comment les méthodes d’éléments finis du chapitre
précédent peuvent étre étendues au cas des systémes comportant plusieurs inconnues et
équations et aux problémes posés avec des dérivées d’ordre 4.

1. Systémes de ’élasticité

1.1. Le probléme variationnel. Pour rester simple, nous examinons le cas des sys-
témes de ’élasticité bidimensionnelle : probléme en contraintes planes ou en déformations
planes. Le systeme de 1’élasticité tridimensionnelle peut étre obtenu de facon analogue.

Pour décrire dans un seul cadre les systémes en déformations planes et en contraintes
planes, nous écrirons les équations telles qu’elles sont fournies par le principe des travaux
virtuels.

Soit 2 un domaine du plan R?. On note par I sa frontiére et n la normale unitaire &
I" orientée vers I'extérieur de Q. Notons L?(£2; R?) I'espace des vecteurs

v = [ z; } , v, € LA(Q),
qu’on peut identifier & L2(Q2) x L*(Q) et

HY(Q;R?) := {ve L*(Q;R?); 0,5, 1,5 = 1,2}
qu’on peut de méme identifier & H'(Q) x H*(£2). On se donne une partition sans recou-
vrement de I' en I'p et I'y. On note alors

V:={ve H(GR*; v|r, =0}
le sous-espace des déplacements v € H'(Q; R?) vérifiant une condition d’encastrement sur

I'p.
Le probléme & résoudre s’énonce alors

(1.1) {uEV,VVEV,

a(u,v) = Lv,

12 atuv)= [ T e e) AT e ) | a9
(1.3) Lv ::/f-de—i-/ h-vdl,

avec f donné dans L?(§2;R?), représentant la densité des forces extérieures appliquées
a l'intérieur, h celle des forces appliquées sur le bord. On a noté de fagon usuelle par
f-v = fivy+ fovg et h- v = hyv; + hovy les produits scalaires respectifs de f et v et de
h et v. Les coefficients i1 et A dépendent du probleme étudié. Ils sont donnés a 1’aide du
module d’Young E et du coefficient de Poisson v selon le tableau suivant :

61
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| | 21 | A |
Contraintes planes (d épaisseur) Ed/(1+v) Edv/(1—1?)
Déformations planes El-v)/(14+v)(1-2v)| Ev/(1+v)(1-2v)

Les constantes p et A peuvent dépendre de x € (). Elles sont dans tous les cas dans
L>(Q) et vérifient

(1.4) o > 0: p(z) > po, p.p. tout z € Q,
(1.5) Az) >0, p.p.tout z € Q.

1.2. Existence-unicité de la solution du probléme variationnel. L’existence-
unicité d’une solution pour le probléme variationnel (1.1) n’est pas aussi simple que pour
les problémes scalaires. Elle repose sur une estimation difficile, fondamentale en élasticité :
I'inégalité de Korn.

LEMME 6.1 (Inégalité de Korn). Il existe une constante ¢ ne dépendant que de ) telle
que

(1.6 Mo < e{Ieloa + o} ¥ = |

avec

v ] e H'(%R?)

V2

2 2 V2
Vo = { ¥} a+ Vo)

1/2 ’
Ve = {Ziilila} . i=10
9 9 1/2
lelhe = {Zh leaMa}+ eulv) = (@n0+0uy) /2

DEMONSTRATION. Démonstration admise. Disons simplement que la difficulté vient
du fait qu’il faut controler toutes les dérivées 0;v; a l'aide seulement des combinaisons
suivantes

Oz, Vi + Oz, v;.
O

L’autre ingrédient est de caractériser les déplacements linéarisés rigides, c’est a dire
“ne donnant lieu & aucun travail pour les forces internes d’élasticité”, définis par

(L.7) e(v) =0.

LEMME 6.2 (Caractérisation des déplacements linéarisés rigides). Soit v € H'(Q; R?)
vérifiant (1.7). Alors, il existe a € R? et b € R tels que

(1.8) v(:z:):a+b[_xz ]
T1
DEMONSTRATION. On écrit d’abord
O, 02,00 = O, (0,00 + O3y 05) — O, On, 0,
O, 02,00 = Oy, (Og, V¢ + O, V;) — O, Oy, ;.
En prenant la moyenne des deux relations suivantes, on obtient
O, 0,00 = On,(€j6(V)) + Or, (€it(V)) — Or,(€45(V))-
D’ou si v vérifie (1.7)
O, 0,00 (1, 5,4 = 1,2).
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Il en résulte que
ve(x) = v(0) + 2105, v(0) + 220,,10(0) (£ = 1,2).
La condition (1.7) donne en particulier
0y, 01(0) =0 Oz, 01(0) = 05,v1(0) — Oy, v2(0)
0, 02(0) = 0, v2(0) — Opyv1(0)  Opyv2(0) =0

Soit, en notant

ai— [ z;ggg ] b= 0,0n(0) — Byn(0),

v(x):a+b{x2 }

U

LEMME 6.3. Soit v un déplacement rigide et p et q deux points distincts du plan tels
que

(1.9) v(p) = v(q) = 0.
Alors, v est indentiquement nul.

DEMONSTRATION. Soit D une droite du plan passant par le point z et de cosinus
directeurs le vecteur unitaire t,

D:={zeR* z=z+st, t € R},

i.e. x € D si et seulement si x — z est colinéaire & t, ou encore
det lh 21— 2 -
tg To — 29 —T1+ 2
Il résulte de cette propriété que si v est un déplacement rigide alors

)

V(ac)~t:a-t+bt~{ ]zai—l—bt-l 2 ]
—T1 —Z1

=v(z)-t

pour tout x € D.
Soit maintenant r un point du plan tel que p, ¢ et r forment un vrai triangle. Notons
par

t™) = (g—p)/llg—pll, =0 —-q)/|r—ql, tP:=@-r)/|p-7]

les vecteurs directeurs des droites supportant les arétes du triangle de sommets p, g, r. Si
v est le déplacement rigide de 1’énoncé, il vient

v(r)-t9) =0 et v(r) -t = 0.

Comme t(@) et t0”) sont non colinéaires, il forment une base des vecteurs du plan. Il
s’ensuit que
v(r) = atl®) 4 gtlrr)

et donc v(r)-v(r) = ||[v(r)||> = 0. On en déduit que v(r) = 0. On termine la démonstration
du lemme en observant que chaque composante de v est un polynéome de degré < 1 qui
s’annule aux trois sommets d'un triangle et s’annule donc identiquement sur R2. 0]

On a alors le théoréme suivant.
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THEOREME 6.1. Si la longueur de T'p est non nulle, alors le probléme (1.1) posséde
une solution et une seule.

DEMONSTRATION. Clairement, il suffit d’établir la coercivité. On a tout d’abord

a(v,v) = 2p0[[e(v)lloq -

L’inégalité de Korn assure I'existence d’une constante Cj telle que

Mg < Co {llEMllon+ I¥lloa } -

Cette inégalité s’exprime aussi de la facon suivante. Notons par 1" 'opérateur de V dans
{L2(Q)}! qui & v associe TV := (e11(V), £12(V), £21(V), £22(v)) et par S Vinjection de V
dans L?(£2; R?). Le théoréme de Rellich montre que S est compact et, puisque la longueur
de I'p est non nulle, le lemme précédent que ker 7" = {0}. Le lemme de Peetre-Tartar
assure donc qu’il existe C' > 0 telle que

leW)lloe = (/) vl YV eEV.
Ce qui avec 'inégalité sur a(v, v) ci-dessus assure la coercivite. O

1.3. Discrétisation par éléments finis. On utilise 'approximation par éléments
finis P;-continus pour approcher I’espace H'(£2;R?) introduite au chapitre II. Le sous-
espace de dimension finie devient maintenant

X" = {v" € COUR?Y); of|lr € Py, i=1,2 VT € T"}.

Tout v € X" est ainsi décrit par les valeurs nodales vectorielles
V? = Vh(aj) = l 1 } , j=1,...,Ns.

REMARQUE 6.1. Par rapport au cas scalaire, on a deux valeurs nodales par noeud.
Pour un systéeme plus général avec M inconnues et M équations, on aurait eu M valeurs
nodales par sommet. Par exemple pour un probléme en thermoélasticité en contraintes
planes, il y a en plus du vecteur déplacement la température qui serait aussi & déterminer.
On aurait dans ce cas 8 valeurs nodales par sommet : 2 pour les deux compsantes du
déplacement et une pour la température.

La matrice raideur élémentaire est définie par la relation

[vlT Vg vg]K[e] u [ =
us

/T[e] {2“[6] St g (weg(v) + A[e}zleau(u>zfzm(u>} 7'l
avec

[e] [e]
at” sommet de 7',
ug € Py Uy j = u2(a£e]) ) J

u:{ulep1 ], u; = [uu:ul(a[?})

Si j = IDL(/) est la numérotation des sommets permettant de repérer les sommets ou
il y a encastrement (sommets a, € I'p), on peut numéroter les degrés de liberté inconnus
par
Toj—1 = Ulp, Taj = Uy Sl] > O,

i.e. par un numéro impair les premiéres composantes et un numéro pair les secondes.
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On peut alors vérifier aisément que si N est le nombre de degrés de liberté non bloqués
pour le probléme scalaire et ¢ la largeur de bande, on a ici (avec M = 2 le nombre
d’inconnues du systeme d’EDP)

— Ordre du systéme a résoudre : M N

— Largeur de bande : M/p.

2. Problémes du quatriéme ordre

Nous introduisons ci-dessous les problémes les plus usuels en ingénierie ol intervient
une équation aux dérivées partielles d’ordre 4 : le systéme de Stokes qui décrit le modele
le plus simple d'un fluide visqueux incompressible et le modele de Kirchoff-Love d’une
plaque en flexion.

2.1. Formulation du systéme de Stokes en courant - tourbillon. Nous consi-
dérons le modeéle simple suivant décrivant I’écoulement stationnaire d’un fluide incom-
pressible confiné dans un domaine Q de R? de bord I'

—pAu + Vp =f dans Q
(2.1) V-u =0 dans 2
u=0sur '

Dans ce systéme, les données sont la viscosité du fluide 4 > 0 et les forces volumiques
f produisant I’écoulement ; les inconnues sont la vitesse de 1’écoulement u, qui est un
vecteur & deux composantes qu’on note commodément sous forme d’un vecteur colonne

Uy (‘T"a y)
u(x,y) =
( y) |: U2 (‘T ) y) :|
et la pression p qui est une inconnue scalaire. C’est pourquoi, le probléme (2.1) est appelé
formulation en vitesse-pression du systéme de Stokes. Rappelons que le laplacien vectoriel
est défini par

Au(z,y) = l ﬁ%zg ]

et que la divergence V - u est donnée par
V- u<x> y) = 8$U1<1', y) + ayu2<x> y)

La résolution du systéme précédent a ’aide d’une méthode d’éléments finis n’est pas
triviale car on ne peut pas discrétiser la vitesse u et la pression p de facon indépendante.
Ce type de discrétisation par éléments finis est & un second niveau de difficulté que celui
considéré dans ce cours. On utilise ce qu’on appelle une méthode d’éléments finis mixtes.

Nous allons utiliser ici une formulation qui évite la difficulté précédente. Introduisons
pour cela le tourbillon w qui est donné par le rotationnel scalaire de la vitesse

w:rotu::&ch—ﬁyul:V-{ u; }
—Uy

Comme rot Vp = 0,0,p — 9,0,p = 0, en prenant le rotationnel scalaire des deux membres
de la premiére équation dans (2.1), on obtient I’équation suivante sur le tourbillon
(2.2) —prot Au = —pArotu = —pAw = rot f.

On arrive ainsi & une équation scalaire posée avec le laplacien. La difficulté provient du
fait ici qu’on ne dispose pas de condition aux limites sur le tourbillon w. C’est pourquoi,
on va plutot utiliser une formulation basée sur la fonction courant.
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En supposant que le domaine €2 est simplement connexe (i.e., sans trou), la condition
d’incompressibilité V - u = 0 assure qu’il une fonction dite fonction courant w telle que

Oyw
(2.3) u—wa.—{_amw].
Le rotationnel vecteur V x w peut s’interpéter de diverses fagons : c’est ou bien le rota-
tionnel usuel dans R? du champ de vecteurs colinéaires a 1’axe des z

0
W(z,y) = 0
w(z,y)

ou bien encore le gradient Vw de w tourné de 7/2 dans le sens contraire au sens trigono-
métrique. Observons que la fonction courant est définie a une constante prés. Pour fixer
la constante, on impose & w d’étre & moyenne nulle sur I'

(2.4) ﬁw@:&

La relation entre la fonction courant w et le tourbillon est simplement donnée par

Oyw

w =rot { —O,w

} =02, w — 3§yw = —Aw.
L’équation (2.2) se réécrit alors avec le bilaplacien pA?w = rot f.

Il reste maintenant a trouver les conditions aux limites vérifiées par w. La condition
de non glissement u = 0 sur I' se décompose de fagon équivalent en les deux conditions
suivantes sur la composante normale u-n = 0 et la composante tangentielle u-7 = 0ou 7
est le vecteur tangent unitaire & I obtenu par rotation de 7/2 dans le sens trigonométrique
de la normale n & I' sortante de €2. Notons par s I'abcisse curviligne sur I' croissante dans
le sens de 7. On a

un=Vxw-n=Vw-1=0wlr)=0.
Cette relation entraine que w|r est une constante. Comme w est de moyenne nulle sur T,
on obtient donc la premiére condition aux limites vérifiée par w :
w=0sur .
La condition u - 7 = 0 donne simplement

Oqw = 0 sur I'.

On obtient alors le probléme aux limites du 4°™¢ ordre permettant de déterminer la fonc-
tion courant

(2.5) { A%w = p~trot f dans Q

w=0, Ohaw=0sur '

Nous montrerons dans la suite que ce probléme est un cas particulier d’un probléme
de plaque en flexion. On pourra en déduire ainsi non seulement un résultat d’existence-
unicité pour sa solution mais aussi une facon de le résoudre avec une méthode d’éléments
finis.
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Fic. 1. Représentation de la plaque

2.2. Les équations variationnelles d’une plaque en flexion. On note par 2 un
domaine borné de R? représentant la surface moyenne de la plaque (voir Fig. 1).

On note par I' la frontiére de (2.
Le cadre fonctionnel pour poser le probléme de I’équilibre de la plaque en flexion est
I’espace de Sobolev suivant

H*(Q) = {v e L*Q); 0°v € L*(Q), Vo, |a] < 2}.
On peut définir H2(2) de fagon équivalente par
H*(Q) == {ve H'(Q); 02,0 € L*(), &2,v € L*(), &2,v € L*(Q)}.

On montre exactement comme pour H'(Q) que H?(2) est un espace de Hilbert pour la
norme

1/2
2
(2.6) [oll0 = {HUHLQ + Ivlg,g}

1/2
v]yq = {}aﬁmv‘i,ﬂ + |8§yv|§,9 + }agyvﬁ,ﬂ}

et que
H?*(Q) C C°(Q).

Pour décrire les différents type de conditions aux limites, on se donne partition sans
recouvrement I'p, I'y et I';, de I'. On a alors les différentes situations cinématiques sur le
déplacement inconnu w :

— Encastrement sur I'p

(27) U|1’*D =0et anuh"D =0
— Appui simple sur I'y,
(28) u|1"L =0

— Bord libre sur I'y : pris en compte directement par la formulation variationnelle.
Si la plaque est en équilibre sous I'action de la densité de forces normales f € L*(1),
le déplacement u (fleche) est solution du probléme variationnel :

weV, YveV,
(2.9) { a(u,v) = Lv,
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avec

a(u
/ D {02 udz v + v(92,ud;, v+ 02 uds,v) + 00 udsv + 2(1 — v)d3 udz v} dQ

ou D = ERh3/12(1 — v/?) est le module de rigidité a la flexion, h étant la hauteur de la
plaque, et

V.= {’U € Hz(Q)7 U|FDUFL = 0, 8n'U|FD = 0}
et L une forme linéaire continue sur V.

2.3. Existence-unicité de la solution. L’existence-unicité de la solution du pro-
bleme (2.9) est assurée par le théoréme suivant.

THEOREME 6.2. Si le coefficient de Poisson v vérifie

(2.10) 0<v(z)<wy<l, p.p. toutz €,
le module de rigidité a la flexion D vérifie

(2.11) D(xz) > Dy >0 p.p. tout x € €,
et le seul p dans Py qui est dans V est le polynéme 0, i.e.
(2.12) VNP, = {0}

alors, le probléme (2.9) posséde une solution et une seule.

DEMONSTRATION. La seule condition, non triviale a vérifier pour appliquer le théo-
réme de Lax-Milgram, est la coercivité. On observe tout d’abord que a(v,v) peut étre
écrit

a(v,v) / {’ v}2+2yﬁim03§yv+ lﬁgyvlz-l—Z(l—V) }nyvf}dQ

:/D{V}@ixvf—i—Qu@ng@;yv—l—u‘ of } ao
Q
+/D(1 —v) (|02 + 02,0 + 2]02,0") a0
Q
:/DU|AU|2dQ+/D(1—V) (\ang|2+\ajyv‘2+2\a§yv|2) S
Q Q

Il vient donc
a(v,v) > Do(1 = p) [v]50 -

Comme 'injection de H?(2) dans H* () est compacte, le lemme de Peetre-Tartar permet
a partir de (2.6) de se ramener a s’assurer que si v € V' est tel que |v],, = 0, alors v = 0.
Mais comme |v], , = 0 équivaut a v € Iy, le résultat suit de I'hypothese (2.12). O

2.4. Eléments sur ’approximation numérique. La résolution par une méthode
d’éléments finis repose sur la construction d’un sous-espace de H?(f2). Ceci impose de
raccorder de les fonctions et leurs dérivées premiéres aux interfaces. Sur un maillage en
triangles, cela impose d’utiliser 1’élément d’Argyris (voir document sur getfem annexeé)
dont l'espace des fonctions de forme est P5 (et donc de dimension 21) et de raccor-
der aussi les dérivées secondes aux sommets du maillage. Cela a les deux inconvénients
suivants par rapport par exemple a la résolution du probléme de la poutre en flexion :

— on n’a plus d’interprétation simple en langage mécanique du torseur des forces

concentrées liées aux matrices élémentaires,
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— on impose un raccord trop fort sur les dérivées secondes aux sommets du maillage qui

peut donner une solution fausse si le sommet est sur une discontinuité des données.

C’est pour cette raison qu’on peut étre amené & utiliser des éléments dits composites

ol les fonctions de forme sont polynomiales sur une partition du triangle en trois triangles
de sommets le centre de gravité et les trois sommets.

2.5. Liens des problémes de Stokes et de la plaque en flexion. Supposons
que la plaque est encastrée sur toute sa frontiére I'. En notant w := u, c’est exactement
sous cette forme que sont écrites les conditions aux limites dans (2.5). Supposons en outre
que la plaque est homogene, i.e. D est constant (on peut ainsi supposer D = 1) et v est
constant, avec donc 0 < v < 1. Prenons Lv sous la forme

Lv = / p L rot £ o dSQ.
Q

Montrons que la solution du probléme (1.3), , est celle du systéme de Stokes en formulation
fonction courant (2.5). En effet la dérivation au sens des distribution donne pour ¢ € D(2)

a(w, p) =
/Q [02,w0Pp + (02wl + 02, wdP,p) + 02w o+ 2(1 — )02, 0} dD

= {(0p)*w + 2002,02,w + (8, w + 2(1 — v)92,02,w, ¢>D,(Q)’D(Q)

_ /A2
= (A wv@DI(Q),D(Q)
On obtient bien que w est la solution du probléme (2.5).

REMARQUE 6.2. On aurait pu écrire la formulation en fonction courant o l'aide de la
forme bilinéaire

a®(w,v) = / Aw Av dS)
Q
qui est a priori plus simple. On s’apercoit dans beaucoup d’expériences numériques que

Vutilisation de la forme blinéaire a(-,-) avec un coefficient de Poisson 0 < v < 1 artificiel
donne une meilleure précision.






CHAPITRE 7

Problémes dépendant du temps

Nous nous limitons dans ce chapitre & introduire les principes a la base des procédés
de résolution numérique des problémes modélisant des phénomeénes évoluant au cours du
temps. Ce type de probléme est dit d’évolution.

1. Problémes modéles d’évolution

Nous donnons ci-dessous deux exemples typiques de problémes dépendant du temps.
La plupart des situations rencontrées en ingénierie ont les caractéristiques de I'un ou
l’autre de ces deux exemples.

1.1. Les problémes modéles. On reprend les données et notations du chapitre I
de (2.1) & (2.6). On suppose pour simplifier que g = 0 et h = 0 et on fait 'hypothese
fondamentale que la matrice A(z) est symétrique (et donc définie positive) pour presque
tout = € (). On suppose en outre que la donnée f dépend non seulement de x mais aussi
det € ]0,T] (i.e. on se donne (z,t) — f(z,t) définie dans 2 x [0, 7). On se donne en plus
une fonction p dans L>(Q)) vérifiant

(1.1) 0<om<o(r) <om, ppenzé€ld

On pose de cette fagon les deux exemples type de problémes dépendant du temps ¢

(1) Probléme parabolique

((z,t) — u(x,t),

Q(I)atu(l’, t) - sz\i1 Z;\Tzl a:ciaij (x)ax]u(x, t) + CLO(I)U(*I7 t) = f(l’, t),
1.2 (x,t) € Q x]0,T],
(12) {3 w@t)=0, (a.6)eTpx]0,T],

ij\il Zjvzl nl(x)alj(x>8mju(x7t> = 0> (‘T’ t) €'y x ]O7T[7
(2,0) = u®(x), 2 €0

ot la fonction u(®) constitue la donnée initiale du probléme,

I~

\

(2) Probléme hyperbolique

((x,t) — u(x,t),
o) u(w, t) = 20 SO0 Oy i (2)0e,ulz, t) + ao(z)ulw, ¢

u(z,t) =0, (z,t)el'px]0,T7],
N SN ni(@)ag(@)0s,ulz, ) =0, (x,t) € Ty x 0,77,

[ u(2,0) = uO(), du(w,0) = uD(z), z €,

(1.3)

ol maintenant le probléme nécessite deux données initiales u(® et u(V.

71
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1.2. Formulation variationnelle. En multipliant 'EDP par une fonction test v,
indépendante de ¢, dans

V:={veH(Q); v|r, =0},
on met les problémes (1.2) et (1.3) sous la forme
t — u(-,t) définie dans [0,7]a valeurs dans V,
(1.4) orb(u(-,t),v) + a(u(-,t),v) = /f(x,t)v(t)dx, Yo eV,
Olu(-,t) =u, 0<l<m— 1(}

avec m = 1 pour le probléme parabolique et m = 2 pour le probléme hyperbolique. La
forme bilinéaire a(-,-) a été définie en (2.9) au chapitre I et la forme b(-, -) est donnée par

(1.5) b(w, v) ::/ngvdx.

2. Semi-discrétisation en espace

2.1. Méthode d’éléments finis. On utilise un maillage 7" de Q :

— en segments si () est un segment,

— en triangles si {2 est un domaine polygonal du plan,

— en tétraedres si () est un domine polyédrique de 1’espace
compatible avec les discontinuités des données et I'p. On utilise alors la méthode d’élé-
ments finis P;-continus introduite au chapitre ITI pour approcher respectivement H*'(2)
et V par X" et V",

Les fonctions test ne dépendent pas du temps t. Elles sont approchées, comme au
chapitre III, par des fonctions v" complétement déterminées a ’aide de leurs valeurs no-
dales : v; (i =1,..., Ng) ou Ng est le nombre de sommets du maillage —nous supprimons
Pexposant h pour alléger la notation—. On note par [U#} le vecteur colonne formé par
les valeurs nodales de v"

U1

(2.1) [v#] = vj’vfi 1

L UNns

Si on suppose que la numérotation des sommets est telle que a; € I'p est numéroté par i
variant de N + 1 & Ng, le vecteur des valeurs nodales non fixées a zéros de v" € V" est
donné par

(2.2) [v] ==

L’approximation de la fonction inconnue u est effectué de la fagon suivante : en tout
point t € [0,T], u(-,t) est approchée par une fonction u"(-,¢t) € V". En particulier, la
fonction u" est complétement déterminée par Ng fonctions de t € [0,T] : t — u?(t)
donnant les valeurs nodales de u"(, ). On note de méme la fonction de ¢ & valeurs dans
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RNs
C ) T
un(t
(2.3) [u#] (t) := uN]iE(Zf)
| uns ()
De méme, I’appartenance de u”(-,t) & V" est caractérisée par les conditions
(2.4) un1(t) = = ung(t) =0
de sorte que les seules fonctions inconnues & déterminer sont les composantes du vecteur
uq (t)
(2.5) [ (0) = |
un(t)

En supposant que les données initiales u® (¢ < m — 1) sont suffisamment réguliéres
(en fait dans C°(92)), on peut les approcher a partir de leurs valeurs aux noeuds u(®(a;)

par un vecteur [u#}( ) qu’on suppose vérifier u =0 (i =N+1,...,Ng) : condition
de compatibilité sur les données initiales. Ces valeurs nodales déterminent des fonctions
(w®)" e v,

Pour approcher u, on est ainsi conduit de facon naturelle & résoudre le probléme
variationnel

t — ul(-,t) définie dans [0 T a valeurs dans Vh

(2.6) orb(ul(-,t), v + a(ul /f z, )l (z)dz, Vo' eV
Ol (-, t) = (u), 0<l<m—1,

dont les inconnues sont N fonctions inconnues [0, 7] 3t — u;(t) (j =1,..., N).

2.2. Réduction a un systéme différentiel. En plus de la matrice raideur totale
définie par la relation

(2.7) [0#] K# [w#] = a(w" "), w" 0" e X"

on forme la matrice masse totale M7 définie par

(2.8) [v#] M# [w#] = b(w",v"), w" " e X",

ol [w#} est comme ci-dessus pour ['U#] le vecteur colonne formé des valeurs nodales de
wh,

On définit aussi pour tout ¢ € [0, 7] le vecteur chargement total dont les composantes
dépendent du temps ¢ sont données par la relation

(2.9) [v#] L#(t) = / fz, )" (z)dQ, " e X"
Q
Le probléme (2.6) s’écrit donc a 1'aide de ces notations

[#]" M# [0fu#] (1) + [v#]" K [u#] (1) = [o#]" L#(t), te[0,T],
(2.10) { [0fut] (0) = [u#]”, e <m—1,



74 7. PROBLEMES DEPENDANT DU TEMPS

ou [0fu*] (t) est le vecteur de composantes 0fu;(t) ou u;(t) vérifie les conditions (2.4) et
v; les conditions analogues

(211) UN41 = " = UNg = 0.

Exactement comme pour le cas des problémes ne dépendant pas de t, en supprimant
les lignes et les colonnes des matrices raideur, masse et chargement correspondant a des
degrés de liberté bloqués a zéro, le systéme variationnel matriciel précédent se réécrit
(2.12) M [Opu] (t) + K [u] (t) = L(t), t€[0,T],

' [0fu] (0) = [u®], £<m-—1.

Dans ce systéme, K, M et L(t) désignent respectivement les matrices raideur, masse et
chargement finales.

2.3. Propriétés des matrices du systéme différentiel. Nous avons supposé que
la matrice A des coefficients de PEDP était symétrique. Cela entraine que la forme bili-
néaire a(-, ) est symétrique et par la-méme que la matrice raideur K est symétrique

(2.13) K' =K.
La matrice finale M est aussi symétrique car la forme b(-,-) vérifie
(2.14) b(w,v) = / owv dS) = / ovw dS) = b(v, w).
Q Q

On a alors le résultat fondamental pour la résolution suivant.

ProOPOSITION 7.1. Quelque soit sa détermination, exacte ou condensée, la matrice
masse M est définie positive.

DEMONSTRATION. On a d’abord, pour [v#} satisfaisant les conditions (2.11),

W' M o] = [v#]" M# [v#].

On a donc

/Qv2 dQ > 0, si M est exact,

T
[U] M [U] = N% |T[5] Ne 8 ] 2 )

Yo 20 (Ui ) >0, si M est condensée,

e=1 ¢ i=1
ou gl[e] et vl[e} les valeurs nodales respectives de ol = 0|7t et vh|T[e} aux sommets de
’élément T et N, est le nombre de sommets de 71, La condition ¢ > g > 0 donne
alors directement que vTMv > 0 dés que v" # 0. U

REMARQUE 7.1.
— La matrice masse condensée est une matrice diagonale

M, 0 - 0
M=

: .. .. 0

0 --- 0 My

avec M; >0 (1=1,...,N).

- 51 T'p est vide, c’est a dire si on a une condition de Neumann sur toute la frontiére
T, la forme a(-,-) est généralement positive mais non définie. Dans ce cas la matrice
K est symétrique et positive mais non définie. C’est ce qu’on supposera dans toute
la suite.
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3. Schémas en temps

On est ainsi ramené a résoudre le systéme différentiel (2.12) qu’on peut effectuer a
I’aide d’une méthode numérique de détermination de la solution aux points d’une grille
de l'intervalle [0, T

(31) t0<t1<"'<tm<tm+1<tM:T,
ou encore aux points
(32) tOIO, th:tm—i—Atm(m:O,...M—l).

Le systéme (2.12) est un systéme différentiel dont la constante de Lipschitz est en
1/h2. 11 est donc raide. On ne peut pas le résoudre par n’importe quel schéma. Nous
décrivons ci-dessous rapidement une famille de schémas pour les problémes paraboliques,
les #-schémas, et un schéma pour les équations hyperboliques, le schéma de Neumark.

3.1. f-schéma pour les équations paraboliques. Ce sont des schémas & un pas
d’intégration du sytéme différentiel (2.12). Rappelons que la construction de ce type de
schéma revient a utiliser une formule d’intégration numérique. En effet, si [u] est solution
du systéme différentiel

(3.3) { M [i) (t) + K [u] (t) = L(t), te[0,T],

[u] (0) = [u®],

ou [ (t) désigne le vecteur dont les composantes sont les dérivées ,;(t) des composantes
de [u], on a

/t M ) (ot = /t ") - K @) dt

M [u] (tmi1) = M [u] (tm) = /t L) — K [l (1) dt.

On approche alors I'intégrale du second membre par la formule d’intégration numérique

/tw p(t)dt = AT ((1 = 0)p(ty) + 0p(tms)), 0<6O< 1.

On obtient alors le schéma
1

A (M = M [],) = (0= (L], = K [t} + 0Ly = K [,
[U]o = [u(o)} )
= |

est le vecteur dont la composante u;,, donne 'approximation de la valeur nodale u;(t) a
Iinstant ¢, et avec des notations analogues pour [L], .

On réécrit ce schéma en mettant tous les termes connus aprés m pas d’intégration
dans le second membre

<Aith 0K [ul,, = (1— 0)[L],, +0[L],.,, +

[uly = [u®]

- A M- (- 0K [,
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Les schémas pour 6 < 1/2 sont conditionnellement stables. Ceci les rend difficiles
a utiliser, ou méme quasiment inutisables, en pratique. En fait, le seul schéma intéressant
de ce type est le schéma d’Euler explicite obtenu pour § = 0

1
A_th[u]erl = [L],, (FM K) [u],,,
[uly = [u]

Lorsque la matrice masse M est condensée, le calcul de [u],, , se fait par résolution d'un
systeme diagonal.

Les schémas pour 6 > 1/2 sont des schémas fortement stables. Le schéma avec la
meilleure propriété de stabilité est le schéma d’Euler implicite obtenu pour 6 = 1

1

1
(FM"‘K) [u] m+1+A—tm

[ul, T ()]

Pour # = 1/2, on obtient le schéma de Crank-Nicholson. C’est un schéma faible-
ment stable. Mais c’est le seul qui est un schéma d’ordre 2

Observons que pour tout schéma avec 6 > 0, on doit résoudre a chaque pas d’intégra-
tion un probléme de type éléments finis

m+l [L] M {u]m

Az =b
avec .
A= (5~M +0K)
T = [u]m—I—l
b= (1= 0) (Ll + 0 L]+ (5= M = (1= O)K) ],

Il est clair que les méthodes directes, si la taille du systéme n’est pas trop grande, sont
les plus indiquées. On effectue la décomposition de A a 'aide de I'algorithme de Gauss
sous la forme

A= LU.

A chaque pas d’intégration, on est amené ainsi & résoudre deux systémes triangulaires.

3.2. Schéma de Neumark. Il s’agit maintenant de résoudre le systéme d’ordre 2
en temps

55 MW ¢ Kl )= L0, 1< 0.7)
| ) (0) = [u®], [i] (0) = [u] .
Nous nous limitons au schema de Neumark le plus utilisé. Il est utilisé sur une grille
uniforme
At, =At, 1=0,....,M—1.
Son obtention est effectuée par les deux approximations suivantes :

(1) une approximation & ’ordre deux de la dérivée seconde par une dérivation
au sens des différences finies centrées

[ii] (t) ~ (] (tmy1) = 2[u] (tm) + [u] (Fr1)

] () — 2] () 410
Y 20 ¢ L(t) - K [u] ()
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(2) une approximation a ’ordre deux pour le second membre pour améliorer
les propriétés de stabilité
L(tm) = K [u] (tm)
1
~ 7 (Lltna1) = K [u] (1)) + 2(Ltm) = K [u] (tn)) + (L(Emsr) = K 1] (Enra)))

On obtient ainsi le schéma

1 1
(@ 35) s =
avec

1 1 1
b = 7 ([Ly +2[L), + (L) + 55 M (2], = [0, ) = 3K 2 [l + [u],, ).

On a besoin de deux données initiales : [u], et [u],. On a
[u, = [u(o)] :
On calcule [u], par un développement de Taylor & I'ordre 2
[ul, =~ [u] (At) ~ [u] (0) + At [4] (0) + (At?/2) [ii] (0)
On a
] (0) = [u)]
En revenant a I’équation (3.5), on peut calculer
[a] (0) = M7([L], — K [u])

4. Analyse modale

4.1. Résolution d’un systéme différentiel par diagonalisation. Rappelons le
principe de résolution d’un systéme différentiel

g (t) + Aw(t) = f(t)
(4.1) dt (0

Sw(0) =w, 0<L<m-—1
par diagonalisation. Supposons que A soit diagonalisable, i.e. qu’il existe une matrice
inversible V' et une matrice diagonale A := diag [\, -, Ay] telles que
(4.2) VTIAV = A
Ceci revient en fait & supposer qu’il existe une base (de RY ou de CV selon que 'une
au moins des valeurs propres soit complexe ou non) qui est en fait la famille de vecteurs
{Vi; }zzjlv formée des Vec’peurs colonne de V' qui sont les vecteurs propres correspondant
aux valeurs propres {); };iv

Multiplions a gauche le systéme (4.1) par V! et faisons le changement de fonction

inconnue

(4.3) v(t) =V w(t).
On est ramené au systéme
dm
40 (t) + Ao(t) = F(1)
(44) { j—;U(O) =00, 0</<m-1
avec

(4.5) Ft)=V7@), vW=v"1w9 0<t<m-1.
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Ce systeéme est découplé : il équivaut a la résolution de N équations différentielles décou-
plées
%vj(O):vj(), 0</<m-1

On le résout directement. On suppose pour simplifier la discussion et parce que cela
sera vérifié pour le cas qui nous intéresse par la suite que les valeurs propres sont réelles
et positives. On les ordonne de la facon suivante

(4.7) 0<A <A< <Ay
(1) Systéme d’ordre 1

(4.8) vi(t) = v exp(—Ajt) + /Otexp(—)\j(t—s))Fj(s)ds, j=1,...,N.

(2) Systéme d’ordre 2
(4.9)

(0) (1) Sin(t\ / )\j) /t Sil’l( )\](t — S)) .
vi(t) =v;7 cos(t\/A;) + v; + F;(s)ds, =1,...,N,
J() ' ( j) j \/)\—j ] \/)\—j J( ) J

avec

(4.10) vi(t) = vVt + / t(t — §)Fy(s)ds
si \j = 0. O
On revient a la solution w par la transformation inverse de (4.3)
(4.11) w(t) = Vo(t)

4.2. Probléme aux valeurs propres généralisé. Cependant, le sytéme (2.12)
n'est pas sous la forme (4.1). Comme M est symétrique définie positive, on peut en
fait s’y ramener. On décompose M par 'algorithme de Cholesky

(4.12) M =R'R
ol R est triangulaire supérieure et inversible. Multiplions le systéme (2.12) par (R_l)T et
par R les conditions initiales. On note u(t) = [u] () pour simplifier :

{ 45 Ru(t) + (R™Y)' Ku(t) = (R™Y)" L(t)

dt’?n

¢ Ru(0) = Ru®, 0<(<m-—1

at’

(4.13)

Posons alors

(4.14) w(t) .= Ru(t)
et (R™HT L(t) = f(t). On est ainsi ramené au cas précédent avec
(4.15) A= (RY KR

Cependant, comme K est symétrique positive, on a des résultats plus précis concernant
ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

PROPOSITION 7.2. Il existe une matrice V € RN orthogonale, i.e.
vi=vT
telle que
(4.16) VIAV = A
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avec
(4.17) A = diag[\y, ..., \N]
et

(4.18) 0< XA <<y

DEMONSTRATION. Il suffit de s’assurer que A est symétrique et positive. On a d’abord
AT = ((B) KR) = (R KR = A
car KT = K. On a de méme
vt Av = ot (R_l)T KR 'w=:2"Kz
avec z = R~1v. Il vient donc
v Av=2TKz > 0.

Ceci termine la démonstration. OJ

On déduit de cette proposition le théoréme suivant.

THEOREME 7.1. Il existe une matrice U € RMY telle que
(4.19) UTKU = A := diag[\, ..., \y]

(4.20) UTMU =Ty
avec {/\]}jjv vérifiant (4.18) et Iy la matrice identité de RNV,
DEMONSTRATION. On a en utilisant la proposition précédente
VTAV = A.
Posons alors
U=R"'V.
On a ainsi (4.19). On a ensuite

U'MU =U"R'RU = VTV =1y.

Ceci démontre le théoréme. O
REMARQUE 7.2. Il résulte de (4.19)
KU = (U)"A
et de (4.20)
MU = (U)"
1l s’ensuit
KU = MUA.

Multiplions les deuxr membres de l’égalité précédente par le j-éme vecteur colonne de la
matrice Iy. Les vecteurs colonne U, ; de la matrice U constituent en fait une base de
vecteurs vérifiantl

(421) KU*J' — )\jMU*J.

Le couple (A\;,U, ;) forme une valeur propre et un vecteur propre pour le probléme de
valeurs propres généralisé

(4.22) Kw = AMuw.
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4.3. Résolution modale. A partir des matrices intervenant dans les relations (4.19)
et (4.20), on écrit le systéme (2.12) sous la forme

%UTMu(t) +UTKu(t) = F(t)
CUu(0) =Uu®, 0<l<m—1

dt?
On pose alors

(4.23) u(t) = Uv(t)
On se raméne & un systéme découplé

{ L=u(t) + Av(t) = F(t)

j—;v(O) =Uu®, 0<l<m—1

qu’on résout par les formules (4.8) ou (4.9) ou (4.10).
La relation (4.23) s’écrit aussi

(4.24)

(4.25) u(t) = 3 _vi(t)Ue,

chaque v;(t) est solution de I’équation différentielle

{ L0 (t) + Moy (1) = F(t)

4.2
(4.26) j—;vj(()):v](-g), 0</<m-—1

Chaque terme v;(t)U, ; est appelé un mode pour le probléme (2.12). Il nécessite pour étre
calculé, la détermination de la valeur propre A; et d’un vecteur propre U, ; normalisé par
la condition
USMU,; = 1.
En fait, on n’a pas besoin de calculer tous les termes de la somme (4.25) pour obtenir
une bonne approximation de u(t). Il suffit de disposer des premieres valeurs propres et
vecteurs propres

J
u(t) ~ Zvj(t)U*,j, avec ] < N
j=1

pour obtenir une approximationde la solution avec une bonne précision.
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1 Finite element methods

All finite element methods defined in GETFEM++ are interfaced in the file getfem.fem.h. A descriptor on a finite
element method is available thanks to the function

getfem: :pfem pf = getfem::fem_ degcriptor("name of method");

where "name of method" is a string to be choosen among the existing methods.

1.1 Finite element methods description

Figure 1: Example of geometric transformation for a triangle.

A finite element method is defined on a reference element 7 c R” by a set of ny nodes a' and corresponding
base functions
¢ T c RF — R2.
Each base function corresponds to a degree of freedom (d.o.f). Most finite element methods are scalar, which means
that Q = 1, but GETFEM++ support also intrinsic vectorial elements. The map between the reference element and
the real element is called the geometric transformation and is denoted by

T — T,

and is supposed to be polynomial (see [1] or [2]). The base functions ¢' defined on the reference element define a
set of base function on the real element defined by

§'(x) = 9'(2) = ¢'(r7' (v)),
If the element is said to be equivalent throught the geometric transformation T (or T-equivalent) then base functions
on the real element are just defined by
¢'(x) = '(x).
This is generally the case for Lagrange element, but not for Hermite elements (when some dof represent the gradient
of the unkown). When the element is not equivalent throught the geometric transformation then GETFEM++ allows

to define a square matrix M depending on the real element (i.e. on the geometric transformation) such that base
functions on the real element are defined by

ng—1

0l(x) =Y My’ (x).
=0

3



We denote by

- >

('p"d“l ()2-)
the ny x Q matrix, such that when a function is defined by

ng—1

flx) = 2 Oﬁi(Pi(x),
=0 '
one has

where ¢ is the vector of components 0.

1.1.1 Different types of d.o.f.

To each base function of a finite element method corresponds a degree of freedom (d.o.f) which is a linear form on
this function. The following table gives the most significant types of d.o.f.

type expression commentary

Value of ¢ on the node ;. The most simple d.o.f.

Lagrange type 0(ai) Allows the Lagrange interpolation.

Difference between the value of ¢ on the node g;

Hierarchical Ola) — ... and the value of some other base functions. This is

Lagrange type generally the bubble functions type of d.o.f.
mean type b / 0(x)dx Value of the mean value of ¢ on the element. Exists
Tt Jr also for the restriction on a face.
P Value of a derivative of ¢ on the node a;. This kind
derivat 52¢(“i) or O(’l; d.o.f. makes the element not to be tT-equivalent.
erivative type E_ o(ai) aq)(a,-) denotes the normal derivative with respect
on to a face.
second  derivative e Yalue of a second derivative of ¢ on the node a;. This
type m(b(ai) kind of d.o.f. makes also the element not to be -
e equivalent.




1.1.2 Graphical codification of d.o.f.

PY Value of the function at the node

Value of the gradient along the first coordinate

Value of the gradient along the second cordinate

e
/ Value of the gradient along the third cordinate for 3D elements

—_—
O Value of the whole gradient at the node
I

Value of the normal derivative to a face

<= Value of the second derivative along the first coordinate (twice)

Value of the second derivative along the second coordinate (twice)

Value of the second cross derivative in 2D or second derivative
along the third coordinate (twice) in 3D.

Value of the whole second derivative (hessian) at the node

Scalar product with the normal to a face for a vectorial element

Bubble function on an element or a face, to be specified.

“CTON T

Lagrange hierarchical d.o.f. Value at the node in a space of details.

Figure 2: Symbols representing degree of freedom types

1.2 Classical “Px” Lagrange elements on simplices

It is possible to define a classical “Px”” Lagrange element of arbitrary dimension and arbitrary degree. This element
has only degrees of freedom which corresponds to the value of the function on a node. The grid of node is the
so-called Lagrange grid. Figures 3, 4 and 5 show examples of dimension 1, 2 and 3.
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Figure 3: Examples of classical Px Lagrange elements on a segment.
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®

0 1 0 1 2
P, element, 3 d.o.f., C° P, element, 6 d.o.f., C°

0O 1 2 3 4 5 6
P5 element, 10 d.o.f., C? Ps element, 28 d.o.f., C°

Figure 4: Examples of classical Px Lagrange elements on a triangle.

The number of degree of freedom for a classical “Px” Lagrange element of dimension P and degree K is
(P+K)! (P+1)(P+2)
PIK! 2

. For instance, in dimension 2 (P = 2), this value is , in dimension 3 (P = 3), this value is



(P+1)(P+2)(P+3)
6

Py element, 4 d.o.f., CO,

P, element, 35 d.o.f., C°

Figure 5: Examples of classical Py Lagrange elements on a tetrahedron.

The particular way selected in GETFEM++ to numerate the nodes are also shown in figures 3, 4 and 5. Using
another numeration, let

i0,11,...ip,
be somme indexes such that

P
0<ig,it,..ip <K, and Y i, =K.
n=0

Then, the coordinate of a node can be computed as

P .

i
Gigy,ip = X, Sn Tor K #0,
n=0
P
where Sp,S1,...Sy are the vertexes of the simplex (for K = 0 the particular choice app_o = 2 Pl IS" has been
=0

chosen). Then each base function, corresponding of each node ay, 4, . i is defined by

P iy—1 K)\,, o
Gigirir = L1 T1 ( jjr . ]) .

n=0 j=0




where A, are the barycentric coordinates, i.e. the polynomials of degree 1 whose value is 1 on the vertex S, and
whose value is 0 on other vertices. On the reference element, one has

)\'n:-xlly OS”<P,

}\.P‘—“I—X()—xl o Xpot.

When between two elements of the same degrees (even with different dimensions), the d.o.f. of a common
face are linked, the element is of class CY. This means that the global polynomial is continuous. If you try to link
elements of different degrees, you will get some trouble with the unlinked d.o.f. This is not automatically supported
by GETFEM++, so you will have to support it (add constraints on these d.o.f.).

For some applications (computation of a gradient for instance) one does not want the d.o.f. of a common face
to be linked. This is why there are two versions of the classical “Px” Lagrange element.

Classical “Py” Lagrange element

"FEM_PK (P, K)*

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
K, P, (K+P)! ) No Y?S Yes
0<K<255 | 1<P<255 | "gipT Q=1 | (M =Id)

Discontinuous “Px” Lagrange element

"FEM_PK_DISCONTINUOUS (P, K)"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
K, P, (K+ P)! discon- No Yés Yes

0< K <255 1<P<255 K!P! tinuous (@=1) (M =1d)

Even thought Lagrange elements are defined for arbitrary degrees, to choose a hight degree can be problematic
for a large number of applications due to the “noisy” caracteristic of the lagrange basis. Those element are recom-
mended for the basic interpolation but for p.d.e. applications elements with hierarchical basis are preferable (see
the corresponding section).

1.3 Classical Lagrange elements on other geometries

Classical Lagrange elements on parallelepipeds or prisms are obtained as tensorial product of Lagrange elements
on simplices. When two element are defined, one on a dimension P; and the other in dimension P, one obtains the
base functions of the tensorial product (on the reference element) as

ij(x,y) =6l () (), xe R,y e R,

where ¢} and 7 are respectively the base functions of the first and second element.
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0, element, 4 d.o.f., C° 03 element, 16 d.o.f., C°

Figure 6: Examples of classical Lagrange elements in dimension 2

The Qg element on a parallelepiped of dimension P is obtained as the tensorial product of P classical Py ele-
ment on the segment. Examples in dimension 2 are shown in figure 6 and in dimension 3 in figure 7.

A prism in dimension P > 1 is the direct product of a simplex of dimension P — 1 with a segment. The Px ® Pg
element on this prism is the tensorial product of the classical Px element on a simplex of dimension P — 1 with the
classical Px element on a segment. For P = 2 this coincide with a parallelepiped. Examples in dimension 3 are

shown in figure 7. This is also possible not to have the same degree on each dimension. An example is shown on
figure 8.
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Q7 element, 8 d.o.f., C
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0

P, ® P; element, 6 d.o.f., C°

64 d.o.f., C°

P;® P; element, 40 d.o.f., C°

Figure 7: Examples of classical Lagrange elements in dimension 3
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Figure 8: P, ® Py Lagrange element on a prism, 12 d.o.f, C°

Ok Lagrange element on parallelepipeds

"FEM_QK(P, K}"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
KP, P, P 0 No Yes

0<Kk<255 | 2<p<ass | K+ ¢ ©=1 | @=1d) Yes
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Px ® Py Lagrange element on prisms
"FEM_PK_PRISM(P, K)*"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
(K+1)
2K P No Yes
) ) (K+P-1)! | ° ~ Yes
0<K<255 2<P<255 T =1 M=1d
<K< <P< P Q=1 | W =1Id)
Py, ® Pg, Lagrange element on prisms
"FEM_PRODUCT (FEM_PK (P-1, Ki), FEM.PK(1l, Kp))"
Degree dimension d.o.f. number class ‘vectorial | t-equivalent | Polynomial
(K2-+1)
K}+K2, P, (K]"l"P_l)' CD NO Y?S Yes
0< Ky, Ky <255 2 < P <255 =1 M=1d
<P< G Q=1 | W=1d)
6 5 4
® L $
7® 3
® L ®
0 1 2
Incomplete O, element, 8 d.o.f., C°
Incomplete O, Lagrange element on quadrilateral (Quad 8 serendipity element)
"FEM_TNCOMPLETE_ Q2"
Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
No Yes
3 2 8 v ~ Yes
Q=1 |WM=1Id)

1.4 Elements with hierarchical basis

The idea behind hierarchical basis is the desciption of the solution at different level : a rought level, a more refined
level ... In the same discretisation some degrees of freedom represent the rought description, some other the more
rafined and so on. This correspond to imbricated spaces of discretisation. The hierarchical basis contains a basis of

each of these spaces (this is not the case in classical Lagrange elements when the mesh is refined).

Among the advantages, the condition number of rigidity matrices can be greatly improved, it allows local raffine-

ment and a resolution with a multigrid approach.

11




1.4.1

Py

Hiercarchical elements with respect to the degree

3

¢]
Py

Py

Figure 9: Py Hierarchical element on a segment, C°

Py Classical Lagrange element on simplices but with a hierarchical basis with respect to the degree
"FEM_PK_HIERARCHICAL(P,K)"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
K, P, (K1-+P)! 0 No Yes v
0<K<255 | 1<P<255 | K1pI ©=1) | (¥ =Id) e

degree

"FEM_QK_HIERARCHICAL(P,K) "

Qk Classical Lagrange element on parallelepipeds but with a hierarchical basis with respect to the

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
K, P, P 0 No Yes
0<K<255 | 2<p<ass | KD ¢ ©=0 |W=1a |

Px Classical Lagrange element on prisms but with a hierarchical basis with respect to the degree
"FEM_PK_PRISM_HIERARCHICAL(P,K)"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
(K+1)
K P No Yes
’ ’ (K+P—1)! | ¢® N Yes
0< K <255 2<P<255 e = =1
<K< <P< I Q=1 | 0=1d)

some particular choices :

additionnal basis of the Pj.

Ps will be build with the basis of the Py, the additional basis of the P, then the additionnal basis of the Pg (not
with the basis of the Py, the additional basis of the P5 then the additionnal basis of the Pg, this is possible to build

the latter with "FEM_GEN_HIERARCHICAL(a,b))

1.4.2 Composite elements

The principal interest of the composite elements is to build hierarchical elements. But this tool can also be used to

build piecewise polynomial elements.

12

P4 will be build with the basis of the P;, the additional basis of the P, then the




Figure 10: composite element "FEM_STRUCTURED_COMPOSITE (FEM_PK(2,1), 3)"

composition of a finite element method on a element with S subdivisions
"FEM_STRUCTURED.COMPOSITE (FEM1, S)"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
degree of | dimension of . , No . . .
FEM] FEM1 variable variable ©=1) If FEML is piecewise

It is important to use a corresponding composite integration method.

1.4.3 Hierarchical composite elements

Figure 11: hierarchical composite element "FEM_PK_HTERARCHICAL_COMPOSITE(2,1,3)"

hierarchical composition of a Py finite element method on a simplex with S subdivisions
"FEM_PK_HIERARCHICAL_COMPOSITE (P,K,S)"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
(SK + P)! . No ) ‘ ‘
K P ——(S_](W— variable ©=1 If FEM1 is piecewise

13

hierarchical composition of a hierarchical Py finite element method on a simplex with S subdivisions
"FEM_PK_FULL_HIERARCHICAL_COMPOSITE(P,K,S)"




Degree dimension d.o.f. number class vectorial | T-equivalent | Polynomial
SK + P)!
K P —((S—K;F—'];?‘ variable i\g): 1 If FEM1 is piecewise

Other constructions are possible thanks to "FEM_GEN_HIERARCHICAL(FEM1, FEM2)" and
"FEM_STRUCTURED_COMPOSITE (FEML, S)°
It is important to use a corresponding composite integration method.

1.5 Specific elements in dimension 1
1.5.1 GaussLobatto element

The 1D GaussLobatto Py element is similar to the classical Px fem on the segment, but the nodes are given by
the Gauss-Lobatto-Legendre quadrature rule of order 2K — 1. This FEM is known to lead to better conditioned
linear systems, and can be used with the correspounding quadrature to perform mass-lumping (on segments or
parallelepipeds).

The polynomials coefficients have been pre-computed with Maple (they require the inversion of an ill-conditionned
system), hence they are only available for the following values
of K: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,24,32. Note that for K = 1 and K = 2, this is the classical P1 and
P2 fem.

GaussLobatto Py element on the segment
"FEM_PK_GAUSSLOBATTOLD (K) "

Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
K 1 K+1 lol No(Q=1) | Yes Yes
1.5.2 Hermite element
<t o L >
2 0 1 3

Figure 12: P53 Hermite element on a segment, 4 d.o.f., C 1

Base functions on the reference element
do=(2x+D)(x—1% o1 =x"(3-2x),
G = x(x—1)%, Gy =x*(x—1).

This element is close to be T-equivalent but it is not. On the real element the value of the gradient on vertices
will be multiplied by the gradient of the geometric transformation. The matrix M is not equal to identity but is still
diagonal.

Hermite element on the segment
"FEM_HERMITE(1)"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
3 1 4 C! No(Q=1) | No Yes
1.5.3 Lagrange element with an additional bubble function
(D
L 4 L
0 N 1

Figure 13: Py Lagrange element on a segment with additional internal bubble function, 3 d.o.f., C°
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Lagrange P; element with an additional internal bubble function
"FEM_PK WITH.CUBIC_BUBBLE(1, 1)"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial

T-equivalent

Polynomial

2 1 3 o No(Q=1

Yes

Yes

1.6 Specific elements in dimension 2

1.6.1 Elements with additional bubble functions

2

=
@
0 1 0 1 2
Py, with additional bubble function, 4 d.o.f., P, with additional bubble function, 7 d.o.f,,
o (o

Figure 14: Lagrange element on a triangle with additional internal bubble function

Lagrange P; or P, element with an additional internal bubble function
"FEM_PK WITH CUBIC_BUBBLE(2, K)"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
3 2 4or7 c? No(Q=1) | Yes Yes
2
Q
®
0 1

Figure 15: Py Lagrange element on a triangle with additional bubble function on face 0, 4 d.a.f., o

Lagrange P; element with an additional bubble function on face 0
"FEM_P1_BUBBLE.FACE (2) "

15




Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
2 2 4 C? No(Q=1) | Yes Yes
2
3
@
0 1

Figure 16: Py Lagrange element on a triangle with additional d.o.f on face 0, 4 d.o.f,, C°

P; Lagrange element on a triangle with additional d.o.f on face 0
"FEM_P1_BUBBLE_FACE_LAG"

Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
2 2 4 c? No(Q=1) | Yes Yes
1.6.2 Non-conforming P; element
10 0
L 4
2
Figure 17: Py non-conforming element on a triangle, 3 d.o.f., discontinuous
P) non-conforming element on a triangle
"FEM_P1_NONCONFORMING"
Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
di -
1 2 3 O No (@ =1) | Yes Yes
tinuous :




1.6.3 Hermite element

®

Figure 18: Hermite element on a triangle, Ps, 10 d.o.f,, C°

Base functions on the reference element:

Go=(1—x—y)(1+x+y—2x*—2y*— 1lxy),

G1 = —2x° +Tx%y + Txy? 4+ 3x% — Txy,
By = 7x2y R 7xy2 — 2y3 + 3y2 - Txy,

§3 = 27xy(1 —x—y),
s =x(1—x—y)(1-x—2y),

Ps = x> — 2x%y — 2xy? — x> + 2xy,

P = xy(x+2y—1),

G7=y(1-x—y)(1-2x~y),

P = xy(y+2x—1),

Qo = y* —2x%y — 2xy* — y* + 2y,

This element is not T-equivalent (The matrix M is not equal to identity). On the real element linear combinaisons
of ¢4 and @7 are used to match the gradient on the corresponding vertex. Idem for the two couples (§s, ¢g) and

({g, Po) for the two other vertices.

9,07(0,0) = 1),
9,05(1,0) = 1),
dyd9(0,1) = 1),

(
(
(
(
(
(ax(’f)5(1,0) = 1)7
(9x06(0,1) = 1),
( )
( )
(

Hermite element on a triangle

"FEM_HERMITE(2)”

Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
3 2 10 c? No(Q=1) | No Yes
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1.6.4 Argyris element

Figure 19: Argyris element, Ps, 21 d.o.f., C!

The base functions on the reference element are:

Polx,y) =1 — 101> - 10y + 15x* — 30x%y% + 15y4~6x5+30x3y2+30x2y3~6y5, ($0(0,0) = 1),
P1(x,y) = 10x> — 15x* 4+ 15222 + 6x° — 15x3y? — 1547y, (91(1,0) = 1),
P2(x,y) = 10y° +15x2y — 15y* — 15x3y2—15xy +6y°, (2(0,1) = 1),
P3(x,y) = x— 6x° — 11xy? +8x + 10x2y% + 18xy — 3x° + x3y? — 10x%y° — 8xy*, (0x93(0,0) = 1),
Pa(x,y) = —dx> + 7x* —3,5x N 3x5+3.5x3y2+3.5x2y3, (0:(4(1,0) = 1),
Bs(x,y) = —5x9% + 18.5x2y2 4 14xy® — 13.5x%y? — 18.5x%) — 8xy*, (0,05(0,1) = 1),
Go(x,y) =y — 11x%y — 6y + 18x3 y+ 10x2y2+8y e 8x y—10x3y% +x%y% —3y°, (0y96(0,0) = 1),
G7(x,y) = —5x*y + 14x>y + 18.5x2y% — 8x*y — 18.5x%y? — 13.5x2y (0,07(1,0) = 1),
Pg(x,y) = —4y> — 3.5x%y% +Ty* + 3.51c3'y2 +3.5x%y% — 3y5, (ay(pg (0,0) = 1),
Po(x,y) = 0.5x —15x +15x 1.5x%y? — 0.5x° 4 1.5x%y? 4+ x%y3, (92.9(0,0) = 1),
d1o(x,y) = 0.5¢3 —x +0.25x 2+o 5x° —0.25x3y% — 0.25x%y° (aqu)m (1,0) =1),
(Pn( ,y) = 1.25x%y% — 1.25x°y* — 0.75x y 3 (0%:611(0,1) = 1),
P12(x,y) = xy — dx?y — dxy* + 583y + 10x%y? 4 5xy° — 2x* y 6x3y? — 6x%y? — 2xy*, (82 (pu(O 0)=1),
3(x,y):xy 3xy 35x2y2+2x y-+3. 5x3y2+25x ( 013(1,0) = 1),
O1a(x,y) = - 3xy® +2.5x%y? + 3.5x%° +2xy , ( $14(0,1) = 1),
P15(x,y) = 0. 5y — 1 5y 1. 5x2y2+ 1.5y* 4+ x3y? + 1.5x%y% — 0.5y°, (02 (p15(0 0)=1),
Pr6(x,y) = 1.25x%y* —0. 75x —1.25x%y3, (02 (p16(1 0)=1),
(p17(x,y) 0.5y} +0 25x%y% —y* —0.25x3y% — 0.25x2y% +0.5y°, (aqu)n(o,l) =1),
P18(x,y) = V2(—8x%y% 4 8x3y? + 8x2y?), (v/0.5(3:4p(0.5,0.5) + 9,$15(0.5,0.5)) = 1),
Pro(x,y) = —16xy% + 32x%y% + 32xy® — 1653y — 32x%y% — 160y*, (—0x$19(0,0.5) = 1),
$20(x,y) = —16x%y + 32x3y 4 32x%y% — 16xy — 32x%y% — 162393, (—0y$20(0.5,0) = 1),

This element is not T-equivalent (The matrix M is not equal to identity). On the real element linear combi-
naisons of the transformed base functions §; are used to match the gradient, the second derivatives and the normal
derivatives on the faces. Note that the use of the matrix M (see also the documentation on the finite element kernel
[2]) allows to define Argyris element even with nonlinear geometric transformations (for instance to treat curved

[

boundaries).
Argyris element on a triangle
"FEM_ARGYRIS”
Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
5 2 21 C! No(Q=1) | No Yes
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1.7 Specific elements in dimension 3

1.7.1 Elements with additional bubble functions

3

P, with additional bubble func-

tion, 5 d.o.f., C°

P, with additional bubble func-

tion, 11 d.o.f., C°

tion, 21 d.o.f., C°

P5 with additional bubble func-

Figure 20: Lagrange element on a tetrahedron with additional internal bubble function.

Px Lagrange element with an additional internal bubble function
"FEM_PK_WITH_CUBIC_BUBBLE(3, k)"

Degree

dimension

d.o.f. number

class

vectorial

T-equivalent

Polynomial

4

3

5,11 or 21

CO

No (@=1)

Yes

Yes

Figure 21: Py Lagrange element on a tetrahedron with additional bubble function on face 0, 5 d.o.f, C°

Lagrange P; element with an additional bubble function on face 0
"FEM_P1._BUBBLE.FACE(3)"

Degree

dimension

d.o.f. number

class

vectorial

T-equivalent

Polynomial

3

3

5

CO

No (@=1)

Yes

Yes
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1.7.2 Hermite element

Figure 22: Hermite element on a tetrahedron, P3, 20 d.o.f, Co

Base functions on the reference element:

Go(x,y) = 1 —3x% — 13xy — 13xz — 3y* — 13yz- 372420 + 13x2y+ 13x%z

+13xy? + 33xyz + 13x2% + 2y° + 13y%z + 13y2% + 227, ($0(0,0,0) = 1),

1 (x,y) = 3x% — Ty — Txz — 223 + Tx%y + Tx%z+ Txy? —|—7xyz+7xz , (90(1,0,0) = 1),
G2 (x,y) = —Txy + 3y — Tyz + T2y + Tny? + Txyz — 29° + Ty*z + Tyz%, {$6(0,1,0) = 1),
3 (x,y) = —Txz — Tyz+ 3% + Ttz 4 Tayz + Txz* + Ty’ + Ty2 — 222, {$0(0,0,1) = 1),
@4(]{ y)‘27xyz, (@0(1/3a1/371/3) :1):
§s (x,¥) = 27yz — 27xyz — 27y*z — 27yz?, (30(0,1/3,1/3) = 1),
Po (x,y) = 27xz — 27x* z~27xyz~27xz , ($0(1/3,0,1/3) = 1),
&7 (x,y) = 27xy — 27x%y — 27xy* — 2Txyz, (90(1/3,1/3,0) = 1),
Pg (x,y) = x — 2x% — 3y — 3oz + x> + 3x%y + 3x%z + 2% + dxyz + 222, (a;(pO(O,O,O) =1),
Go(x,y) = —x2 4+ 2xy + 2xz + x> — 2%y — 2%z — 2y — 2wyz — 2x2, (8;(1)0(1,0,0) =1),
@10()6 y) = "xy+x2y+2x)’27 (aJE(Po(()»l,O) = 1)’
(PII( ) = —xz+x22+2xz2, (ax(po(oa():l) - 1)7
Gr2(x,y) =y —3xy — 2y2—3yz+2x2y+3xy2+4xyz+ Y3+, (3,94(0,0,0) = 1),
G13(x,y) = —xy+2x y+n?, (9y9,(1,0,0) = 1),
Pra(x,y) =20y —y* + 2yz~ 2%y — 20" — Dxyz + y* — 2y%2 — 292, (9y9y(0,1,0) = 1),
G15(x,y) = —yz -+ y*z+2y2%, (0,9,(0,0,1) = 1),
(pm(x y) =z—3xz—3yz —22* + 2x*z+ dayz + 3xz? + 2%z + 3y 4+ 2, (9:9,(0,0,0) = 1),

G17(x,y) = —xz+ 2x°z+ x2%, (BZ:(pO(I,O,O)Ml)
Pis(x,y) = —yz+ 2%z +y22, (9:00(0,1,0) = 1),

G1o(x,y) = 2xz+ 2yz — 72 — 2%z — 2xyz — 2x2® — 29%2 — W + 22, (a;<p0(0,0 1)=1),

This element is not T-equivalent (The matrix M is not equal to identity). On the real element linear combinaisons
of ¢g, @12 and Py are used to match the gradient on the corresponding vertex. Idem on the orther vertices.

Hermite element on a tetrahedron

"FEM_HERMITE(3)”

Degree dimension d.o.f. number class vectorial T-equivalent | Polynomial
3 3 20 C? No(Q=1) | No Yes
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1.8 Interpolation of elements on different meshes

Figure 23: Element which intepolates a finite element method defined on another mesh. The element has as many
d.o.f. as the union of d.o.f. of elements of the other mesh having an intersection with it. The interpolation is made
on Gauss points of the integration method.

To increase the precision, it is not necessary to raise the order of the integration method. It is recommended to
keep the normal order and use composite integration methods (see below).

Element which interpolates an element defined on another mesh
getfem::virtual link fem(getfem: :mesh_fem mfl, getfem::mesh_fem mf2,
getfem: :pintegration_method pim)
getfem: :virtual link fem with_gradient (getfem::mesh_fem mf1,
getfem: :mesh_fem mf2, getfem::pintegration.method pim)

2 Integration methods

2.1 Integration methods description

The integration methods are of two kinds. Exact integrations of polynomials and approximated integrations (cuba-
ture formulas) of any function. The exact integration can only be used if all the elements are polynomial and if the
geometric transformation is linear.

A descriptor on an integration method is available thanks to the function

ppl = getfem::int_method_descriptor(”"name of method");

where 'name of method" is a string to be choosen among the existing methods.
The program integration located in the tests directory lists and checks the degree of each integration
method.

2.2 Exact Integration methods

The list of available Exact integration methods is the following

"IM_NONE ()" Dummy integration method (new in getfem++-1.7).

Description of the exact integration of polynomials on the sim-

"IM_EXACT_SIMPLEX (n) " . .
plex of reference of dimension n.

Description of the exact integration on the convex which is the

"IM_PRODUCT (a, b)" . - .
( ) direct product of the convex in a and in b.
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Description of the exact integration of polynomials on the par-

"IM_EXACT_PARALLELEPIPED (n)" . . .
allelepiped of reference of dimension n

Description of the exact integration of polynomials on the prism

"TM_EXACT_PRISM(n)" . .
of reference of dimension n

Even though a description of exact integration method exists on parallelepipeds or prisms, most of the time the
geometric transformations on such elements are not linear and the exact integration cannot be used.

2.3 Newton cotes Integration methods

use "IM NC(N,K) ", "IM_NC_PARALLELEPIPED (N, K) " and "IM NC_PRISM(N, K)" to have the Newton cotes integra-
tion of order X respectively on simplices, parallelepipeds and prisms.

2.4 Gauss Integration methods on dimension 1

use "IM_GAUSS1D(K) " to have the Gauss-Legendre integration on the segment of order K (with X/2 + 1 points), and
"IM_GAUSSLOBATTOLD (K) " to have the Gauss-Lobatto-Legendre integration on the segment of order K (with K/2
+ 1 points). The latter integration method is only available for odd values of K. The Gauss-Lobatto integration
method can be used in conjunction with "FEM_PK_GAUSSLOBATTO1D (K/2) " to perform mass-lumping.

2.5 Gauss Integration methods on dimension 2

graphic C())(ordmates y weights | function to call / order
"IM.TRIANGLE(1)"
1
. /3 1/3 12 1 point, order 1.
0
1/6 1/6 1/6
% "IM_TRIANGLE (2)"
2 1/6
/3 / 176 3 points, order 2.
% b i/6 2/3 1/6
1/3 1/3 -27/96
3 1/5 1/5 2596 1 IM.TRIANGLE(3)"
. . ) 3/5 1/5 25/96 | 4 Ppoints, order 3.
1 2
1/5 3/5 25/96
\ a a ¢ " IM_'.I‘RIANGLE (4"
5 1—2a a c 6 points, order 4,
a 1-2a c a = 0.445948490915965,
!0 b b d b = 0.091576213509771,
22D 1-2b b d ¢ =0.111690794839005,
b 1-2b d d = 0.054975871827661.
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of the time for composite element, it is preferable to choose the basic method IM1 with no points on the boundary
(because the gradient coulb be not defined on the boundary of sub-elements).
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