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1 — Définitions et exemples

« Un groupe c’est fait pour agir. » Les actions linéaires (i.e. sur un ev par applications
linéaires) constituent un cas particulier important, pour lequel on a des techniques spécifiques
efficaces. Dualement, on peut aussi chercher a étudier les groupes a travers ces actions spécifiques.

On peut voir I’étude des représentations linéaires comme 1’étude des groupes de symétries
des espaces vectoriels. Etant donné un groupe abstrait, de quel maniére peut-il se réaliser comme
groupe d’automorphismes d’espaces vectoriels ?

D’autre part 1’étude des représentations constitue une généralisation de la théorie de la
réduction des endomorphismes. On va chercher une réduction simultanée pour tout un groupe
d’automorphismes.

(1.1) Définition. Une représentation d’un groupe G sur un k-ev V' de dimension finie est la
donnée d’un morphisme de groupes p : G — GL(V).
Le degré d’une représentation p : G — GL(V) est la dimension de l’espace vectoriel V.

On devrait noter ’(V, p)’, mais souvent on note simplement ’V’. On reprend aussi les notations
des actions de groupes, g.x ou méme gz est p(g)(x). Implicitement, toutes les représentations
considérées dans ces notes sont de dimension finie.

Il est commode de voir formellement une représentation comme un G-espace vectoriel.

(1.2) Exemple, I. Tous les groupes déja linéaires. On se souvient en particulier de D,, < O2(R)
(groupe diédral), et 4, S4,2s5 < SO3(R). Noter que O,(R),SO,(R) < GL,(R) < GL,(C).

Pour les groupes qui sont par définition linéaire (par exemple, ceci exclut 2y, S4,2s), la
représentation tautologique correspondante est appelée représentation standard.

(1.3) Exemple, II : groupes monogeénes ; groupes abéliens finis. Une représentation de
Z sur V est la donnée de f € GL(V). Une représentation de Z/nZ sur V est la donnée de
f € GL(V) annulé par X™ — 1; si par exemple k = C, un tel f est diagonalisable.

Une représentation de Z/nZ x Z/mZ sur V est la donnée de f, g € GL(V) annulés par X" —1
et X" — 1 respectivement, simultanément diagonalisables.

Si G est un groupe abélien fini, toutes ses représentations complexes sont données par des
isomorphismes simultanément diagonalisables. Si on veut on peut voir ¢a a travers le théoreme
de classification des groupes abéliens de type fini, mais pour le démontrer on utilise simplement
le théoreme de Lagrange et le critére de simultanée diagonalisabilité. Ceci sera généralisé par le
Lemme de Schur.

(1.4) Exemple, III : représentations de permutation. Une action G O X sur un ensemble
fini induit une représentation sur (X), (groupe abélien libre sur X, tensorisé par k au dessus de
Z). Concretement, on prend une base e, , ..., ez, , 0u{z1,...,2,} = X, on décréte gey, = €44,
et on étend cette action par linéarité.

Dualement, on peut considérer kX (:= F(X,k), rappel), muni de la base des fonctions de
Dirac d,,. On vérifie que d, . (t) = 6,(g~'.t), donc P'action correspondante est

Vge G, Vfek® : gf=(teXw— flgo't)€k).

(1.5) Représentation réguliére. Pour G groupe fini, Paction & gauche G O G par translation
(“g.h = gh”) rentre dans le cadre de (1.4) ci-dessus; on appelle représentation réguliére la
représentation de permutation correspondante, notée Rg.

La représentation réguliere est fidele : le morphisme Rg : G — GL(k%) est injectif.
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(1.6) Somme directe de représentations. On consideére Vi, V, deux représentations (c’est-
a-dire en fait (V1, p1), (Va, p2)) du méme groupe G sur un méme corps k. On dispose du k-espace
vectoriel V1 @ Vs “somme directe abstraite” (si on veut, c’est simplement V; x V3), qu’on promeut
en représentation de G en définissant p(g) = (p1(g), p2(g)). On peut considérer ceci comme une
somme directe de G-espaces vectoriels.

Matriciellement, la représentation somme directe Vi @ Vo est donnée par des matrices diago-
nales par blocs.

(1.7) Représentation Hom. Comme précédemment, on considére Vp, V5 deux représentations
du méme groupe G sur un méme corps k. On définit une représentation Hom(V;,V5), c’est-
a-dire (L(Vl,Vg), pﬁ(Vl,V2)> sur le k-espace vectoriel Ly (V1,V2) en appliquant le principe de
conjugaison :
Vge G, VfeL(Vi,Va) i p(g)(f) = palg) o fopi(g)™
=pa(g)ofopi(g™)
(ie.9f =g9fg"

1 1

(& gauche, gf = g.f = p(g)(f), & droite gfg~* = go fog™!, ou le premier g dans le sens de la
lecture est po(g) et le deuxiéme est pi(g)~1).

11 est intéressant de voir p(g)(f) comme I'unique application linéaire Vi — V5 faisant com-
muter le diagramme

Vit

gl” ulg

Vi—=V;
g-f
(exercice : il existe en effet une unique telle application linéaire). J'attire 'attention sur le fait
que dans ce diagramme les fleches verticales sont des isomorphismes, puisque g agit toujours par
isomorphismes (en 'occurence p1(g) et p2(g)), mais les fleches horizontales n’ont aucune raison
d’étre inversibles (on doit définir g.f = p(g)(f) pour toute application linéaire f).
Cette opération munit Ly (V7,V3) d’une structure de G-espace vectoriel.

(1.8) Contragrédiente. C’est la représentation duale d’une représentation V', au sens du
paragraphe (1.7) :

Vge G, VeV : pi(9)(l) = puiv(g) o Lopy(g) ™ =Lopy(g) ™",
autrement dit
(1.8.1) p¥(9) ="Tp(9)" € GL(VY).

Une fagon d’écrire les conditions du paragraphe (1.7) spécifique au contexte de la dualité est
d’imposer :
Vge G, Yo eV, VLe VY : (py(0), py(v)) = (L,v).

Contrairement & ce qu’un sondage aurait pu donner, (1.8.1) est la définition naturelle. Se
souvenir par exemple de la formule de changement de base Mat(BY, BY.) = "(Mat(Bg, Br)) L.
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2 — Dévissage

2.1 — Position du probleme

(2.1) La catégorie des k-représentations linéaires d’un groupe G. Il nous reste a définir
la notion de morphisme entre deux représentations V et W de G. On définit un tel morphisme
comme une application k-linéaire ¢ : V' — W qui fait commuter tous les diagrammes,

VoW

g | =g

V—

¢

pour tout g € G. On parle aussi d’application G-linéaire : pour tout z € V et g € G, ¢(gx) =
go(x). Dans la terminologie classique, on les appelle opérateurs d’entrelacement, ce qui se justifie
par la condition qu’on leur impose,

¢ o p(g) = p(g) © ¢

Attention & ne pas confondre les morphismes de représentations et la notion de représentation
morphisme. On note Lg(V, W) (ou Homg (V, W)) 'ensemble des morphismes de représentations
V — W c’est un k-espace vectoriel. On remarque que c’est la partie de Ly (V, W) invariante
pour la représentation p,(y,w) induite par py et pw : soit ¢ € Ly (V, W),

peLa(V,IW) & VgeG :gd=0o.

(2.2) Sous-représentations. Une sous-représentation de V est un sous-espace vectoriel G-
stable, c’est-a-dire un k-sev W C V tel que

Vge G, Ve e W : greW.

(On pourrait parler de G-sous-espace vectoriel).
Autrement dit, W est une sous-représentation si et seulement si la représentation sur V'
induit une représentation sur W.

(2.2.1) Sous-représentations supplémentaires. Soit W et W’ deux sous-représentations de V.
On dit que ce sont des sous-représentations supplémentaires si les sev W et W’ de V sont
supplémentaires. On a alors V.= W @& W’ en tant que représentation de G.

(2.2.2) Ezercice. a) Démontrer que le noyau et I'image d’une application G-linéaire ¢ : V.— W
sont des sous-représentations de V et W respectivement.

b) Soit W et W' deux représentations supplémentaires de V. Démontrer que le projecteur sur
W dans la direction de W’ est un morphisme de représentations.

(2.2.8) Ezxercice. Soit V la représentation de Z correspondant & f € GL(V). Les sous-représen-
tations de V correspondent biunivoquement aux sous-espaces de V' stables par f.

(2.3) Définition. Une représentation V est irréductible si elle ne posséde aucune sous-représen-
tation non-triviale. (On pourrait parler de représentation simple).

Une représentation V' est semi-simple si pour toute sous-représentation W il existe une
sous-représentation W’ supplémentaire de W, i.e. telle que V=W & W'.
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(2.3.1) Ezxercice. Soit V la représentation de Z correspondant a f € GL(V'). V est irréductible
(resp. semi-simple) ssi f est simple (resp. semi-simple).

(Rappel : f est simple (resp. semi-simple) ssi le polyndme caractéristique x s est irréductible)
(resp. aucun carré non constant ne divise le polynéme minimal f)).

(2.3.2) Exemple. La représentation de permutation associée a une action G O X sur un en-
semble fini (voir (1.4)) posséde toujours une sous-représentation triviale, et n’est donc jamais
irréductible.

En effet le vecteur eyor := erx e; € kX est invariant sous 'action de G. Le sev k.etor
constitue donc une sous-représentation de k¥, isomorphe & la représentation triviale de G.
Dans la version intrinséque, la fonction constante 1 € k¥ est invariante sous I'action de G, est
engendre une sous-représentation triviale de kX.

(2.4) On va montrer que dans la situation ot k = C et G est un groupe fini, toutes les représen-
tations sont semi-simples, et donc se cassent en sommes directes de représentations irréductibles.
Comparons cette situation a ce que 1’on obtient en affaiblissant un peu les hypotheses.
(2.4.1) Les représentations de Z ne sont pas toutes semi-simples. Supposons que k = k. On
rappelle qu’ainsi les endomorphismes semi-simples de V' sont les diagonalisables. Donner une
description des représentations semi-simples de Z. Exhiber une représentation de Z qui n’est
pas semi-simple.
(2.4.2) Représentation non semi-simple d’un groupe cyclique en caractéristique positive. Sik =
C, un endomorphisme annulé par X™ —1 est toujours diagonalisable. Exhiber un contre-exemple
en caractéristique positive (par exemple,
1 1
6 1)

est annulée par X? — 1 en caractéristique p; X? — 1 = (X — 1)? en caractéristique p). Exhiber
une F-représentation de Z/pZ qui n’est pas semi-simple.

(2.4.3) Décomposition des représentations de Z. La théorie de la réduction des endomorphismes
nous a appris que toute représentation de Z sur un espace vectoriel V sur k corps quelquconque
se décompose en somme directe de représentations k[X]/(P), mais ces représentations ne sont
pas simples en général.

(Plus précisément, soit V' la représentation de Z donnée par f € GLk(V). Ona V. =k[X]/(P1)®
---@k[X]/(P,) ol les P; sont les facteurs invariants de f. En fait il vaut mieux voir la théorie de la
réduction des endomorphismes comme ’étude des représentations d’algebre de k[X], notamment
pour éviter d’avoir & supposer que f est un automorphisme.)

Pour le reste de ces notes, on se place dans la situation ou k = C
et G est un groupe fini (et toutes les représentations sont de
dimension finie).

(2.5) Remarque (on ’a déja vu, mais je le souligne). Soit (V, p) une représentation complexe
(de dimension finie) d’un groupe fini G. Pour tout g € G, 'automorphisme p(g) € GL(V) est
diagonalisable, et ses valeurs propres sont des racines de I'unité.

(Le corps des scalaires est C, et g est annulé par X™ — 1 d’aprés le théoreme de Lagrange

(n = 1G1))-
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(2.6) Exercice. On considére G groupe abélien (fini, donc). Montrer que toute représentation
(complexe, donc) de G est semi-simple, et que toute représentation (toujours complexe) irré-
ductible de G est de degré 1.

(Montrer que tous les p(g) sont simultanément diagonalisables).

2.2 — Résultats de semi-simplicité

(2.7) Proposition (Théoréeme de Maschke). Soit G un groupe fini. Toute représentation li-
néaire (de dimension finie) de G est semi-simple.

Preuve. Soit W une sous-représentation de V. On considére un sev H supplémentaire de W
dans V' (il n’a aucune raison d’étre une sous-représentation), et m € Lc(V, V) la projection sur
W dans la direction de H. On construit

TG = Z grg~t € L(V)

geqG

(comme d’habitude, grg=! = p(g)mp(g~1)). On vérifie que i) c’est une application G-linéaire,

ii) maqly, = idw, et iii) im(mg) € W. Ces trois conditions impliquent que 7 est un projecteur
G-linéaire sur W. Son noyau est donc une sous-représentation de V', supplémentaire de W. 0O

(2.7.1) Remarque. En fait il est inutile de supposer k = C pour la preuve ci-dessus. D’ailleurs, la
méme preuve fonctionne pour les représentations continues des groupes compacts, en sommant
sur G relativement a la mesure de Haar.

(2.7.2) Variante : produit scalaire hermitien G-invariant. La méme idée permet de fabriquer un
produit scalaire hermitien G-invariant pour toute représentation complexe V' d’un groupe fini :
on en prend un n’importe comment, h, et on définit

ha(z,y) =Y hlgz, gy).

geG

(Ezercice : montrer que c’est bien un produit scalaire hermitien; ce n’est pas complétement
débile).

Alors pour toute sous-représentation W de V, W+ est une sous-représentation, et elle est
supplémentaire. (Que se passe-t-il si W est seulement un C-sev ?)

On gagne par rapport a la preuve donnée ci-dessus qu’on peut rapporter ce produit scalaire
invariant a la maison, et c’est utile pour certaines applications géométriques. Voir notamment

[H2G2, Vol. II, Chap. X].

(2.8) Proposition (Lemme de Schur). Soit V,W deux représentations irréductibles de G, ¢ :
V — W wune application G-linéaire.

(2.8.1) Si ¢ # 0, alors c’est un isomorphisme.

(2.8.2) SiV =W, alors il existe A € C tel que ¢ = A.id.

Preuve. Pour le premier point, il suffit de noter que le noyau et I'image de ¢ sont des sous-
représentations (ou G-sev) de V' et W respectivement, puisque ¢ est G-linéaire.

Pour le second point, on considére A une valeur propre de ¢ comme application C-linéaire
(il en existe toujours au moins une sur C); ensuite le sous-espace propre ker(¢ — A.id) est une
sous-représentation non-nulle de V', puisque ¢ — A.id est G-linéaire. O



Représentations Th. Dedieu

(2.9) Corollaire. Soit V' une représentation linéaire de G. Il existe des suites a) de représen-
tations irréductibles V1, ...,V N deuz d deux non-isomorphes, et b) d’entiers strictement positifs
ai,...,an, uniques a permutations prés et telles que

~Yy N 7
V@i, Vi

Pour chaque i, il existe une unique sous-représentation V; de V isomorphe d V?‘“, appelée
composante isotypique de type V; de V.

Autrement dit, il existe pour tout i =1,..., N des G-sev V; 1,...,V 4, de V, G-isomorphes
a V;, tels que

N
V=PVir10 0V,
=1

Pour tout ¢ = 1,..., N la composante Viype s = Vi1 @ -+ @ V; 4, est canoniquement détermi-
née, mais sa décomposition en V; 1 @ --- @ V; 4, n’est pas unique (voir la preuve ci-dessous, et
I’Exemple (2.10)).

Preuve. L’existence d’une décomposition est donnée par le Théoreme de Maschke par récurrence
sur la dimension, et I'unicité vient du Lemme de Schur.
Il convient sans doute de préciser un peu ce dernier point. Considérons deux décompositions

P =

(2.9.1) V=@pVi1® Vi)

1

.
Il

&

(2.9.2) Wii @ ®Wip,),

=1

ou Vi, =V, et W, s 2V, pour tout » = 1,...,a;, et s = 1,...,b; (quitte & rallonger la liste
des représentations irréductibles et a autoriser des a; ou b; nuls, on peut supposer que c’est la
méme liste pour les deux décompositions).

Relativement & ces deux décompositions, idy se décompose en (3 a;) X (3 b;) composantes

J»s .
Ii7r : Vi,r — ijs

(le morceau I7"? est la restriction a V; . du projecteur G-linéaire V- — W; ; donné par la décom-

position (2.9.2)). Le Lemme de Schur nous dit que Iff =0si1i # j, donc idy est “diagonale par
blocs”, c’est-a-dire qu’elle se décompose en morceaux

Ii s Vigpe i = Vin @+ @ Vi, = Wigpe i = Win1 @+ @ Wip,.

Chacun de ces morceaux I;, 1 < i < N, est nécessairement un isomorphisme, puisqu’on est
devant une décomposition diagonale d’un isomorphisme. Ceci conclut la preuve. a

Il existe en revanche des automorphismes non-triviaux de la composante Viype i des que
a; > 1, et les sous-représentations V; 1, ..., V; 4, ne sont pas canoniquement définies dans ce cas.
Chaque morceau I; dans les notations de la preuve est donné par blocs

i,1 i,1
Ii,l e Ii,ai
Ii = : ’
l,b7 i,bi
Ii,l T Ii,a.;

et chaque bloc est une matrice diagonale par le Lemme de Schur, mais on n’en sait guére plus.
Si dim(V;) = 1, cette matrice est compleétement quelconque.
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(2.10) Exemple. Le G-sev V& des invariants est la composante isotypique de V' correspondant
a la représentation irréductible triviale (de dimension 1).

N’importe quelle décomposition de V& en somme de droites vectorielles est une décomposi-
tion de V¢ en somme de sous-représentations irréductibles triviales.

La théorie des caracteres décrite a la Section suivante va permettre non seulement d’écrire ex-
plicitement cette décomposition, y compris les projections correspondantes, mais aussi d’établir
que pour tout groupe G il n’existe qu’un nombre fini de représentations irréductibles.

3 — Caracteres et fonctions centrales

3.1 — Caractéres

(3.1) Définition. A toute représentation V' de G, on associe la fonction

XviG—>C
g+ Tr(g),

appelée son caractere.

C’est quelque chose d’assez naturel a introduire (voir par exemple la discussion [FH, § 2.1]),
méme si peut-étre seulement restrospectivement. On peut penser dans un premier temps a ce
que la trace nous dit sur un projecteur.

Un bon argument consiste a remarquer que la donnée de xy contient la donnée des polynémes
caractéristiques ! de tous les py-(g) [FH, Exercice 2.4] : travaillant pour simplifier relativement &
une base de V, on peut fabriquer pour tout k = 1, ..., n = dim(V') une matrice g"* constituée des
mineurs de taille k& de la matrice ¢ ; la donnée de toute la fonction xy (et pas seulement sa valeur
en g) permet de calculer la trace de ces matrices g"* (par exemple, Tr(¢"?) = 2 (x(9)? — x(9%))).
qui est la somme des mineurs de taille £ de g symétriques par rapport a la diagonale : ce scalaire

est au signe pres le coefficient de X*~! dans le polynéme caractéristique de g.

(3.2) Exercice. Soit V la représentation de permutation associée a une action G O X sur un
ensemble fini. Montrer que pour tout g € G,

xv(g) = Card(Fix(g)).
En déduire dans le cas particulier de la représentation réguliere Rg, pour tout g € G

0 sig#1
|G| sig=1.

X%@:{

(3.3) Exercice. xvew = xv + xw-

(3.4) Lemme. x(g~ 1) = x(g).

Preuve. Puisque g" = 1 (n = |G|), p(g) est diagonalisable et ses valeurs propres sont des racines

de P'unité. Donc d’une part x(g) = Z/\ESp(g) A, et d’autre part pour tout A € Sp(g), A=t = .

Ainsi,
= Y A=Y 1= 3 =W

A€ESp(9—1) A€ESp(9) AESP(g)

1. tiens, caractére—caractéristique...
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(3.5) Proposition. Le caractére de la représentation Hom est donné par :

Xc(v,w) = XV - XW-

Preuve. On peut adopter la méthode des gros bourrins (c’est instructif), et appliquer le Lemme
(3.5.1) ci-dessous. Il donne

Tr(pevwy(9)) = Tr(pv(9)) Tr(pw (9) ™) = xv(9) - xw(9),

ou la derniére égalité provient du Lemme (3.4).

Sinon, g étant donné, on considére deux bases (v1,...,v,) et (wi,...,w,,) diagonalisantes
pour py(g) et pw(g) respectivement, et on note Ai,..., A\, et pi,..., iy, les valeurs propres
correspondantes. La base (¢],1 <i < n,1 < j < m)de L(V,W), telle que ¢]°(vi) = diiy-wjy,
est diagonalisante pour pﬁ(v’w)(g), et les valeurs propres correspondantes sont )\iugl. On en
déduit comme dans la preuve du (3.4)

Xcovwy(9) = Z )‘i/f(‘]'_l = (Zl Ai) (Zj 7j)-

O

(3.5.1) Lemme. Soita € L(V), b€ L(W). On considére l’endomorphisme C° de L(V, W) défini
par ¢ — boa. On a
Tr(C%) = Tr(a) - Tr(b).

Preuve. On munit V et W de bases (v1,...,v,) et (wy,...,wy) respectivement ; ceci induit une
base (¢!,1 <i<n,1<j<m)de L(V,W), telle que ¢} (Vi) = diig-wjy- 11 s'agit de calculer
pour chaque 4, j la coordonnée de C2(¢?) selon ¢? ; c’est la coordonnée de C2(¢?)(v;) = bl a(v;)
selon w;.

La matrice de bgb{a dans les bases (v1,...,v,) et (wy,...,ws,) est
i
bir - bim ‘ air -0 Qin
z e < 1 %j | s

bml e bmm anl T Gpn
0 0

bi1 bim ' | |

— E : X ail “ee am ] — ailBj .. ainBj

bml bmm : ‘ ‘

0

Le coefficient de b¢g a selon (/)g est le coefficient sur la j-eme ligne de la i-eme colonne, ay;B; ;
c’est donc a;;b;;.
On conclut :

TI'(CS) = Zaiibjj = (Zz aii) (ZJ bjj)-
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(3.5.2) Corollaire. Comme cas particulier, on obtient le caracteére de la contragrédiente,
Xv-1 = Xy-

3.2 — L’espace des fonctions centrales

(3.6) Pour toute représentation V, le caractére xy est une fonction qui est constante sur les
classes de conjugaison de G (exercice!); on parle de fonction centrale (“class function”).

Ceci équivaut a existence d’une fonction xy : G\G — C qui rend le diagramme suivant
commutatif,

G
proj.
G\G——=C
XV
(G\G est le quotient de G sous l'action & gauche de G sur lui-méme par conjugaison).

(3.7) Structure hermitienne sur Z;. On note Zg le C-espace vectoriel des fonctions cen-
trales sur G; c’est un sev de C¢ = F(@, C) de dimension Card(G\G).
Le produit scalaire hermitien suivant sur F(G, C) (exercice : ¢’en est bien un),

Yo, p € F(G,C), () = |GIZG
ge

induit une structure d’espace vectoriel hermitien sur Zq.

3.3 — Base orthonormée des fonctions centrales

(3.8) Théoréme. Les caractéres des représentations irréductibles de G forment une base orth-
normée de Z¢.

On va découper la preuve de ce théoreme en plusieurs étapes.

(3.9) Formule de projection primaire. Soit V une représentation (pas nécessairement irré-
ductible). On définit I’opérateur de Reynolds,

(3.9.1) ry =

Gl 3o

geqG

On vérifie que 7y est un projecteur G-linéaire sur V¢ : 0) ryg = gry (= rv) pour tout g € G;
i) ry ory =ry, ii) ry(z) = z pour tout z € VY, et iii) ry(z) € VY pour tout z € V.
(De plus, ry est G-linéaire. Exercice : puisque V& est une composante isotypique de V, il existe
un unique projecteur G-linéaire sur V¢, donné par la décomposition isotypique).

On en déduit la formule :

. 1
(3.9.2) dim(VY) = Tr(ry) = G|Z @g;w(g)

10
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(3.10) Relations d’orthonormalité. Considérons a présent deux représentations V' et W ir-
réductibles. On a compris au (2.1) que les applications G-linéaires entre V' et W sont les vecteurs
de Lc(V, W) invariants pour la représentation sur Lo (V, W) induite par les représentations V'
et W :

La(V,W) = Lo(V, W)

(y compris si V' et W ne sont pas irréductibles).
Puisque V' et W sont irréductibles, le Lemme de Schur nous dit que

C sivVz=w

LoV, W) = {{O} sinon.

On en déduit l'orthonormalité des caracteres des représentations irréductibles :

dim(Le(V, W)) = dim(Lc(V, W)“ > xewaw (g par (3.9.2)

geG

> xvlg)-xwl(g)  par (3.5)

geG

IGI

1
|G|
= (xv,xw) par définition

_ 1 sivew
10 sinon.

(3.11) Lemme. Soit V une représentation, et o une fonction d valeurs complezes sur G. Si o
est une fonction centrale, alors l'application C-linéaire

(ba,V = Z a(g)g

geG
est G-linéaire.

Preuve. Si « est une fonction centrale, alors

$av(gz) =Y _ a(h).h(gz)
heG
= Z (ghg™").(ghg™ ") (g2) changement de variable h' = ghg™*
hedG
=g Z a(h).he = gpa,v () car « centrale.
heG
O

(8.11.1) Exercice. Réciproquement, si ¢, est G-linéaire pour toute représentation V, alors «
est une fonction centrale. (Pour le démontrer, raisonner par contraposée : si « n’est pas centrale,
trouver une représentation V telle que ¢, 1 n’est pas G-linéaire).

(3.12) Orthogonal des caractéres. L’orthogonal dans Z¢ de 'ensemble de tous les caractéres
est simplement ’orthogonal des caracteres des représentations irréductibles, puisque xyvgw =

XV + Xw-

11
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Soit a € Z¢ orthogonale a tous les caracteéres. Soit V une représentation irréductible. Puisque
¢a,v est G-linéaire (Lemme (3.11)), d’apres le Lemme de Schur il existe A € C tel que ¢o,v =
A.ddy. On calcule A & I'aide du produit scalaire hermitien :

Tr(fav) 1
- dim(I;/) ~ dim(V) Z o(9) Tr(g)

geG
LS G|
dlm(V) (xv,a) = W(XVV’Q) =0.

Puisque toute représentation est somme directe d’irréductibles, on en déduit que si o centrale
est orthogonale aux caracteres, alors ¢, v = 0 pour toute représentation V. Pour la représenta-
tion réguliere Rg, ceci donne

dars(€1) =0 & Z a(g).eq=0;

geG

puisque (eg4, g € G) est une base de R¢ (par construction), cette derniére relation est équivalente
a 'annulation de tous les a(g), autrement dit & la nullité de a.

(3.13) Démonstration du Théoréme (3.8). On a démontré au (3.10) que les caracteres des
représentations irréductibles forment une famille orthonormée de ’espace des fonctions centrales.

D’apres le (3.12), l'orthogonal dans Z¢ de lespace engendré par les caractéres des représen-
tations irréductibles est nul, donc ces caractéres consituent une famille génératrice de Z5. O

3.4 — Applications

(3.14) Un groupe posséde un nombre fini de représentations irréductibles. Plus précisément, il
en possede Card(G\G).

(3.15) La décomposition isotypique d’une représentation est déterminée par son caracteére.

En effet, pour V = @ V;®*,
XV = Z aiXi

et donc a; = (x4, Xv)- a

(3.15.1) Application : décomposition de la représentation réguliére,
Re — @Ve dim(V;)
f .

En effet, on a calculé au (3.2)
0 sig#1

On a donc

(Xi» XRe) = |G\ ZXz “XRre(9) = xl( ) = dim(V;).
geG

12
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(3.16) Formule de projection. Les projections selon la décomposition isotypique s’expriment
en fonction des caractéres. Pour V' comme ci-dessus,

dlm Z o

geG

est la projection G-linéaire sur la i-éme composante isotypique V;EB’“’.
Preuve. Vu sa définition, ’application r; laisse stable toute sous-représentation de V. Elle est
donc “diagonale par blocs” relativement a n’importe quelle décomposition en somme directe de
sous-représentations irréductibles.

L’application r; est G-linéaire d’apres le Lemme (3.11) puisque x; est une fonction centrale.
Donc d’apres le Lemme de Schur, chacun des “blocs diagonaux” précédents est une homothétie.

Calculons le rapport A € C correspondant & une sous-représentation irréductible isomorphe
aVj:

Tf(ﬁ"vj) dim(V; dim(Vi)

LX) = 04
dim(V;)  dim(V, = dm(v;) Yo Xa) = %
(on consideére Ti|vj comme un endomorphisme de V;). On en conclut que r; est id sur la i-eme
composante isotypique, et nulle sur les autres. O

(3.17) Lemme. Une représentation V est irréductible si et seulement si (xv,xv) = 1.

Preuve. En effet, si xy = > a;x;, alors

XV;XV Za”ba’j XZ7XJ Z
]

(3.18) Retour sur les représentations de permutation. On considére une action G O X
sur un ensemble fini, et la représentation complexe CX associée, voir (1.4).

(8.18.1) Commengons par retrouver I'existence d’une sous-représentation triviale (voir (2.3.2))
a l'aide des caracteres. Il s’agit de calculer la dimension de la composante isotypique triviale

(CX*)E. On le fait & 'aide de la formule de projection primaire (3.9), ou de maniére équivalente
a laide de (3.15) :

dim ((CX)¢) = ﬁ S xex(9)

On sait que xcx (9) = | Fix(g)| (voir Exercice (3.2)) donc dim((C¥)%) est ﬁ fois une somme
d’entiers positifs. Parmi ceux-ci, il y a x(1) = |X| > 0, donc dim((C*)%) > 0 comme il fallait.
(3.18.2) D’apres le théoreme de Maschke, il existe une sous-représentation Vx de CX, supplé-
mentaire de (1). Attention, en générale (1) est plus petite que la composante isotypique triviale
de CX, et la représentation supplémentaire Vx n’est pas unique; en revanche, deux supplémen-

taires donnent toujours deux représentations isomorphes. Le caractére de Vx est donné par la
formule

(3.18.3) xvx (9) = | Fix(g)] — 1.

C’est une conséquence de la formule xygw = xv + xw (voir Exercice (3.3)), qui donne xcx =
Xvx + Xtriv, et de (3.2) qui donne xcx. Le fait que xy, soit uniquement déterminé redémontre
le fait que deux supplémentaires de (1) donnent deux représentations isomorphes.

13
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(8.18.4) Proposition. Si laction G O X est doublement transitive, alors Vx est irréductible.

Preuve. On va appliquer le critére (3.17). On calcule donc
1 . 2
(3185) (XVX?XVX ‘G| Z|XVX = @Z(lFIX(g” - 1)
g

On va ensuite utiliser deux fois la formule de Burnside

G\X| = |G|Z|Stab\ |G‘Z|Fix(g)

rzeX geG

pour exploiter les propriétés de transitivité de G O X : 1) G O X est transitive, donc X a une
seule orbite sous l'action de G, et ii) G O X est doublement transitive, donc X x X a seulement
deux orbites sous I'action diagonale de G, la diagonale et son complémentaire. Dans le cas i), la
formule de Burnside nous dit ainsi

‘G|Z‘F1XGOX |—1

geG

et dans le cas ii) elle nous dit complémentaire. Dans le cas i), la formule de Burnside nous dit

ainsi
|G\ > | Fixgoxxx(9) |G| > | Fixaox(g

geG geqG

On peut alors calculer le membre de droite de (3.18.5),

1 . 1 ,
@Z|F1X(g)|2—2-@Zﬂﬁx(g)\—i—l:2—2—|—1:1.
g g

4 — Tables de caracteéres

4.1 — Formulaire

Je rassemble ici des résultats qui s’averent utiles pour déterminer la table de caracteres d’un
groupe donné. On considere la liste complete Vi, ..., V, des représentations irréductibles de G

(r = |G\G]).

(4.1) 3, dim(V;)? = |G.

C’est une conséquence de la décomposition de la représentation réguliere (3.15.1) :

dim(R¢g) = Zdlm =|G]|.

(4.1.1) Ezercice. Montrer que G est abélien si et seulement si toutes ses représentations irré-
ductibles sont de dimension 1.

14
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(4.2)

0 sig#1

Vg € G, dim(V;) - x:(g) =
9 Z im(V;) - xi(g) {G g1

C’est & nouveau une conséquence de la décomposition de la représentation réguliére (3.15.1),
et d’ailleurs ¢a généralise (4.1) (faire g = 1) :

0 sig#1

Xre(9) =Y dim(V;) - xi(g) = {|G| g1

(4.3) Renversement des relations d’orthogonalité.

(4.3.1) Vg, h € G, > xv(h) xvig) =
Velrr(G)

{0 sig#h
e Stg~h

ot C(g) désigne la classe de conjugaison de g; son cardinal divise |G|, puisque c’est le cardinal
d’une orbite sous une action de groupe.
(Ca généralise (4.1), faire h = 1, mais cette fois argument est différent).

(4.3.2) Commentaire. Par définition, une matrice A € M,,(R) est orthogonale si

T
TAA = x|Ci |- C’n =Ild < Vl,j : TCiCj = (Sij,
Tcn
autrement dit si les colonnes de A sont orthogonales. On sait depuis qu’on est tout petit que
cette condition est équivalente a I'orthogonalité des lignes, mais ce n’est pas du tout évident (au

méme titre que rg(A) = rg(TA), quelque part).
Une facon simple de le démontrer est d’écrire :

(4.3.3) TAxA=1d & A'=TA & AxTA=1d,

cette derniere condition étant l'orthogonalité des lignes. Mais il faut étre bien conscient que
I'équivalence « TAA =1d < ATA =1d » n’a rien de trivial.

Ezercice. Soit A, B € M, (R). Démontrer 1’équivalence

AB=1d < BA=Id

(4.3.4) Preuwve de (4.3.1). Notons C1,...,C, les classes de conjugaison de G. L’espace vectoriel
des fonctions centrales Zg est muni de la base canonique B,, des fonctions de Dirac 61, ..., 0,

de Cy,...,C, (r = Card(G\G)) :

1 sigeC;
5i(g) —{ g

0 sinon.
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La matrice du produit scalaire hermitien sur Z¢ dans Bean est

|Cl
A= —
|G|
Cr|
La matrice de passage de Bean dans By = (x1,...,Xr) (base orthonormée des caractéres des
représentations irréductibles) est
x1(C1) - xx(Ch)
X = Mat(Bean, By) = : ;
x1(Cr) - XT(CT)

(en s’autorisant I’abus de notation x(C) = x(C), ¢f. (3.6)). L'orthogonalité des caractéres des
représentations irréductibles s’écrit donc

(4.3.5) TXAX = 1d.
Raisonnant comme en (4.3.3) il vient
XAX=1d & XX=A"1

qui contient toutes les relations voulues. O

(4.5.6) Preuve, variante [OD, Corollaire IV.2.6]. On conserve les notations précédentes. Puisque
B, est orthonormée, on calcule facilement la matrice de passage de B, dans Bean :

- _ |G

0; = Z(Xj75i)~Xj G Xi(Ci)-Xi-
j=1
Ce sont les relations voulues! o
(4.4) Synthése. On note (1, ..., C, les classes de conjugaison de G, ¢1, ..., ¢, leurs cardinaux

respectifs. On convient que C7 = {1}, et ainsi ¢; = 1.

|G| 1 2 ... ¢
G {1} Cy ... C,
1 1 |
xv | dim(V)

(4.4.1) Les lignes sont orthogonales,

VX' D X9 (9) = 2 ex(CX'(C) = {0 six # ¥/

v Gl six =X

(c’est Porthonormalité des caracteéres pour le produit scalaire hermitien sur Z¢, Théoreme (3.8)).
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(4.4.2) Les colonnes sont orthogonales,

. 0 sii#j
Vi, J, > (@) xv(C) = {G| L
Velrr(G) ci S11 =7
(d’apres (4.3)).
(4.4.3) On connait la somme des lignes pondérées par la dimension,

S dim(V) - (v (G- v (G) = (G1L0, ..., 0)

Velrr(G)

(c’est (4.4.2) avec C; = {1}, mais il s’agit d’un cas particuliérement remarquable).

4.2 — Applications

(4.5) Lemme. Soit V une représentation de G. Pour tout g € G,

Ixv(g)l = xv (1) = dim(V)

st et seulement si py (g) est une homothétie, de rapport xv(g)/xv(1). En particulier, py (g) = id
si et seulement si xv(g) = xv(1).

Preuve. Sin est ordre de |G|, py(g)™ = id donc g est diagonalisable, et ses valeurs propres sont
des racines n-eémes de I'unité. On conclut avec 'inégalité triangulaire. O

(4.6) Sous-groupes distingués. Un sous-groupe distingué de G est réunion de classes de
conjugaison (c’est essentiellement la définition de sous-groupe distingué).

Pour chaque caractére x, la réunion des C; sur lesquelles x prend la valeur (1) est un
sous-groupe distingué K, < G : c’est le noyau de la représentation correspondante d’apres le
Lemme (4.5).

(4.6.1) Tout sous-groupe distingué K < G est intersection de noyauzr K, de représentations
irréductibles.

Preuve. Considérons 7 : G — G//K la projection canonique, et R : G/K — GL(C%/K) la repré-
sentation réguliére du quotient. Cette derniére, comme toute représentation réguliere, est fidele
(i.e., R est un morphisme injectif), donc K = ker(R o 7). On obtient ce noyau comme intersec-
tion de noyaux K, en décomposant la représentation Rom de G en somme de représentations
irréductibles. m|

(4.6.2) Corollaire. G est simple si et seulement si pour tout V € Irr(G) \ {Viriv}, Ky = {1}.
(4.7) Sous-groupe dérivé. Les représentations de dimension 1 sont des morphismes
G — GLy(C) = C7,

donc elles se factorisent par le quotient G — G/D(G) = G2 puisque C* est abélien (c’est la
propriété universelle du quotient, vers §5.2).

Ainsi en pratique, si on connait D(G) & l'avance, on obtient facilement toutes les représen-
tations de degré 1. Sinon, une fois qu’on aura établi la table des caracteres de GG, on pourra
déterminer D(G) en vertu de I’énoncé suivant.
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(4.7.1) Le sous-groupe dérivé D(G) est lintersection des noyaux K, des représentations de
dimension 1 :

D(G) = nxeé ker(x).

Preuve. Le sous-groupe dérivé est le noyau de la représentation 7 o R* de G, ou 7 : G — G#P
est la projection, et R*" la représentation réguliere de I'abélianisé de G. On conclut comme
en (4.6.1), une fois qu’on a noté que toute sous-représentation irréductible de 7 o R*" est de
dimension 1 puisque G®P est abélien. O

(4.8) Centre. Le centre de G
Z(G)={g9ge€ G: YVhe G, gh=hg}
est la réunion de toutes les classes de comjugaison C pour lesquelles
YV eln(@), v (C)] = xv (1) = dim(V).

Preuve. Commencons par dire une fois pour toutes que la condition |xv (C)| = xv (1) nous sert
sous sa forme équivalente (¢f. Lemme (4.5)) : pour tout g € C, py(g) est une homothétie.

Si g appartient au centre Z(G), alors pour toute représentation p, p(g) est G-linéaire (exercice
automatique). Dans le cas d’une représentation irréductible p;, on obtient par le Lemme de Schur
que p;(g) est une homothétie. Ceci prouve une premiére implication.

Réciproquement, si p;(g) est une homothétie pour toute représentation irréductible, alors
pi(g) commute a tous les p;(h), h € G, autrement dit

gh =hg dans GL(V;).

Ceci implique que gh = hg dans GL(V) pour toute représentation V' (mais attention, py (g)
n’est pas nécessairement une homothétie). En particulier, on a

Ra(gh) = Ra(hg),

ol R¢ est la représentation réguliere de G, et donc gh = hg puisque cette représentation est
fidele. m]

4.3 — Exemples

(4.9) Groupes abéliens. Si G est un groupe abélien, il a |G| classes de conjugaison, et |G|
représentations irréductibles, toutes de dimension 1. Par le théoreme de structure des groupes
abéliens finis, il suffit essentiellement de comprendre le cas d’un groupe cyclique. Voir §5 pour une
étude plus systématique. Noter que le cas des groupes abéliens donne toutes les représentations
de degré 1 (nécessairement irréductibles) d’un groupe quelconque, dés lors qu’on connait son
abélianisé (voir (4.7) ci-dessus).

Une représentation du groupe cyclique Z/nZ est entiérement déterminée par 'image d’un
générateur. Dans le cas d'une représentation de degré 1, cette image est la donnée d’une racine
n-iéme de l'unité. On obtient ainsi toutes les représentations irréductibles de Z/nZ (on note w
sa racine primitive n-iéme de 'unité préférée).

n 1 1 1 1
Z/nZ |{oy {1} -~ {i} -~ {n-1}
1 1 1 . 1 . 1
w 1 w oo wi [N wn_l
WMD) | 1 -l ... =D . (n=D)(n-1)
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(4.9.1) Exercice. Vérifier 'orthonormalité des lignes et des colonnes de cette table de caracteres.
(4.9.2) Ezxercice. Déterminer la table des caractéres du groupe de Klein V, = Z/2Z x Z/2Z.

(4.10) Petits groupes symétriques et alternés.

(4.10.1) &3. Trois classes de conjugaison, et trois représentations irréductibles. On trouve tout
de suite la triviale et la signature, il reste une représentation mystere de degré 2 ; celle-ci n’est pas
si mystérieuse, puisque c’est le quotient de la représentation standard C* donnée par Gz O [3]

par la triviale.
3 2

1
Gs | {1} (%)  (xxx)
1 1 1 1
1
2

-1 1
0 -1

A toutes fins utiles, je rappelle la résolution

3 2
{1} QA3 = Z/3Z < &3.
=((123))

(4.10.2) &4. Cinq classes de conjugaison, et cing représentations irréductibles. On a la triviale
et la signature, la standard donnée par I’action tautologique &4 O [4] fournit une représentation
irréductible Vi4 de degré 3. On en obtient une quatrieme en la personne de V4 ® €, il manque
une représentation mystere de degré 2.

Ils expliquent dans [FH, §2.3] comment découvrir la représentation mysteére a partir de son
caractére, qu’on peut calculer & partir des quatre autres grace a (4.4.3). Cette représentation
provient du morphisme &4, — &3 qu’on peut comprendre de plusieurs maniéres : a) de maniére
algébrique, G5 est le quotient de &4 par le sous-groupe distingué V; des doubles-transpositions
(voir ci-dessous) ; b) de maniére géométrique, G4 est le groupe des isométries directes du cube,
donc agit sur les paires de faces opposées, qui sont trois.

24 1 6 8 6 3
(G {1} (x%)  (srx)  (okokr) (k) (5%)

1 1 1 1 1 1

€ 1 -1 1 -1 1

Vg [ 3 1 0 -1 -1

Vy®e| 3 -1 0 1 -1

S3 2 0 -1 0 2

Le groupe &4 posséde deux sous-groupes distingués, 24 et le sous-groupe des doubles trans-
positions, isomorphe a V4. On a la suite de sous-groupes distingués les uns dans les autres

2 2 3 2
{1} L Z/)2Z = (1) QV, <Ay < By

La représentation Vj4) ® € correspond a la réalisation &4 < SO(3) comme groupe des isomé-

tries directes du cube. On a alors la description suivante des classes de conjugaison :

— (%%) : rotations d’angle 7 autour des grandes diagonales, trace —1;

— (%) : rotations d’angle 27/3 autour des moyennes diagonales (joignent les milieux de deux
arétes opposées), trace 1 + 2cos(27/3) =0;

— (k) @ rotations d’angle w/2 autour des axes (joignent les isobarycentres de deux faces
opposées), trace 1;

— (%%)(xx) : rotations d’angle 7 autour des axes (les doubles-transpositions sont les carrés des
4-cycles), trace —1.
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(4.10.8) 4. On trouve quatre classes de conjugaison, telles qu’indiquées ci-dessous (la classe
des 3-cycles dans G4 se scinde en deux classes).

12 1 4 4 3
Ay | {1} (123) (132) (k) ()
1 1 1 1 1

o |1 5 2 1
as 1 52 7 1

Vg| 3 0 0 -1

Le sous-groupe dérivé de 2, est le V des doubles-transpositions, et (24)*? = Z/3Z; on a
donc trois représentations de degré 1, comme indiqué dans la table ci-dessus, et il manque une
représentation mystere de degré 3.

On calcule son caractére a partir des autres, et on constate que la représentation mystere
est la restriction de la représentation standard de &4 ; tout aussi bien, c’est le quotient par la
triviale de la représentation donnée par 204 O [4] tautologique.

(4.11) Groupe diédral Dy. Il y a 5 classes de conjugaison :
— srs=r"", donc rr /4 et r_. ;4 sont conjuguées ;
— TasyTy ' = Sy4a donc (i) so et s; /o sont conjuguées, et (ii) sy 4 et s3./4 sont conjuguées;
— sspasTt = Ss(a), donc sy /4 et s34 sont conjuguées, et sg et s, /o sont conjuguées; dans les
deux cas on le savait déja.

Les 5 classes de conjugaison sont donc :

{1}7 {_1 :rﬂ}7 {rﬂ/47r—ﬂ/4}7 {807871'/2}7 {871'/478377/4}~
Pour calculer r¥s, on note qu’en général r,, = S54/25 (5 = 80), donc

k
8 =Tkgr/250 = Skn/45050 = Skr/4-

Les 5 classes de conjugaison peuvent donc aussi étre décrites, dans le méme ordre que ci-dessus,

comme :
{1}’ {TQ}’ {Tvrg}’ {57T25}7 {T‘SaTSS}'

Le sous-groupe dérivé est D(Dy) = {£1} = {1,7%}, le quotient correspondant est le groupe
de Klein V4 & Z/27Z x Z/2Z. On a donc 4 représentations irréductibles de degré 1, la cinquiéme
est de degré 2 et coincide avec la représentation standard.

8 1 1 2 2 2

Dy {1}y {-1} {r,—r} {s,—s} {rs,—rs}

1 1 1 1 1 1

a 1 1 1 1 -1

as 1 1 1 -1 -1

as 11 1 1 1
standard | 2 —2 0 0 0

Le caractere de la représentation standard se calcule en l'interprétant comme une trace, on
connait la trace des différentes isométries du carré.
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(4.12) Groupe Hg. Il a la méme table de caractéres que Dy mais ne lui est pas isomorphe.
C’est le groupe {+1, £4, +7, £k} avec les relations

i =52 =k? =ijk = —1.

Du fait que SU(2)/{£1} = SO(3), on déduit que Hg/{=£1} est le groupe des retournements
autour des trois axes de ’espace, qui n’est autre que le groupe abélien des matrices

€1
( €2 ), €1,€2,€3 € {il}, det =1,
€3

isomorphe a Vj. On a ainsi une représentation de degré 3 de Hg, somme directe de trois repré-
sentations irréductibles et deux a deux distinctes de degré 1.

Il y a une cinquieme représentation irréductible, de degré 2. C’est la représentation standard
(dite spin) provenant de la réalisation naturelle de Hg comme sous-groupe de

SU(2) = {(b ‘a”) , det = [af? + b = 1},

Z:(é _OZ),j:(_Ol 3)’“:(3 6>

Pour cette représentation, le calcul du caracteére en termes de traces est immédiat.

avec

8 1 1 2 2 2
Hy {1y {1} {=£i} {£5} {=k}
1 1 1 1 1 1
aq 1 1 -1 1 -1
as 1 1 1 -1 -1
as 1 1 -1 -1 1
standard | 2 -2 0 0 0

(4.13) Groupes symétriques et alternés un peu plus gros (S;5 et ;).

(4.13.1) &5 (voir [FH, §3.1] ou [OD, p. 142]). Pas grand chose & en dire au niveau de ces notes,
puisqu’il semble admis que la bonne stratégie est d’utiliser de ’algébre tensorielle.

On cherche 7 représentations irréductibles. On a 1 et €, la standard V' de degré 4, et V®e. On
vérifie que A2V est irréductible de degré 6 (on calcule son caractére avec 2y (g) = %(XV (9)°—
XV(gQ)), et on vérifie qu'il est de module 1. Ainsi, il en manque deux de degré 5, conjuguées
I'une & l'autre par €; on arrive a déterminer leurs caractéres en bricolant. On les note W' et
w”.

(4.13.2) As. Ce cas receéle un peu plus de géométrie, puisque s est le groupe des isométries
directes du dodécaedre/icosaedre.

Outre la triviale et la standard V' de degré 4, on a donc une représentation Y de degré 3

donnée par l'inclusion As < SO(3), dont on calcule le caracteére en termes de traces de rotations
de R3.

60 | 1 20 15 12 12
As | {1} (o) (o) (k) (12345)  (21345)
1 1 1 1 1 1

V] 4 1 0 -1 -1
Y 3 O 1 1+2\/g 172\/5
Z|13 0 -1 1-v5 1445
Wil 5 -1 1 0 0
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— les 3-cycles sont des rotations d’angle 27/3, de trace 1 4+ 2 cos(27/3) =0;
— les doubles-transpositions sont des retournements, de trace —1;
— les 5-cycles sont des rotations d’angle +27/5 ou 47 /5, de trace (1 ++/5)/2 ou (1 + v/5)/2
(voir ci-dessous).
On voit qu’en fait il y a deux fagons de réaliser 25 comme groupe d’isométries du dodéca-
édre/icosaedre, différant de 'automorphisme extérieur donné par la conjugaison par une trans-
position dans & : I'une envoie les conjugués de (12345) sur des rotations d’angle +27 /5, Pautre
sur des rotations d’angle +4m/5.
Il manque une derniére représentation irréductible, de degré 5. On peut calculer son caractere
a partir des autres, et on constate qu’elle est issue indifféremment de I'une ou 'autre des deux
représentations irréductibles de degré 5 W’ et W du groupe symétrique Gs.

(4.13.3) Exercice. Utiliser la table des caractéres de 25 pour démontrer que ce groupe est simple.
(4.18.4) Cosinus de 210/5 et 47/5. On note w = €*7/5. On sait que c’est une racine de
1T+ X+ X2 4+ X3+ X4

On sait en fait beaucoup plus, puisque les racines de ce polynéme sont w et @, et w? et @2. Donc
il se factorise en

(X2 —2cos(3E)X +1) - (X2 —2cos(F)X +1).
On en déduit les deux identités

4.13.5
( ) —4cos(E) - cos(4F) = 1.

{ —2(cos(2F) + cos(4)) =1

Ainsi cos(2m/5) et cos(4m/5) sont les deux racines du polyndme

5 1 1
X°+ §X y
soit
~1+5 o Lo V5
4 4
respectivement.

On déduit des identités (4.13.5) le fait géométrique suivant, qui donne une méthode de
construction a la régle et au compas du pentagone régulier. On considére les points M =
(cos(27/5),0) et N = (cos(47/5),0), C le cercle de diametre [MN], I = (0,a) et J = (0, —a)
les points d’intersection de C avec ’axe des ordonnées. La premiere relation nous dit que le centre
de C est le point (—1/4,0). On va utiliser la seconde pour calculer ce. On écrit trois relations de
Pythagore

2

MI? = cosz(g) +a?
4

NI? = 0052(?7” + o?

d’ou 'on déduit

MN? = (cos(%) — cos())” = cos? (%) + cos(F) + 202,

puis finalement a = +1/2 avec la seconde relation.

La construction s’effectue donc ainsi : on trace C comme le cercle de centre (—1/4,0) passant
par (0,41/2); ses points d’intersection avec ’axe des abscisses sont M et N, d’ou 'on déduit
les sommets du pentagone en tragant des verticales par M et N et en intersectant avec le cercle
unité.
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5 — Dualité

5.1 — Généralités

(5.1) Définition. On appelle groupe dual d’un groupe G le groupe
G = Hom(G, C*)

(morphismes de groupes évidemment).
Comme ensemble, G est ’ensemble des représentations de G' de dimension 1 (nécessairement
irréductibles!). On le munit de la structure de groupe définie par

VX' €G  xxX' =(9€ G x(9)x(g) € C).

(5.2) Remarque. Si G est abélien fini, alors G = Irr(@) (ensemble de toutes les représentations
irréductibles complexes et de dimension finie).

(5.3) Lemme. On a les propriétés suivantes :
(5.8.1) G = Gab ;
(5.3.2) G1 x Ga = Gy x Go.

Pour le (5.3.1), voir (4.7) plus haut. Je laisse le (5.3.2) en exercice (facile).

(5.4) Proposition. Soit G groupe abélien fini.
(5.4.1) G et G ont le méme ordre.

(5.4.2) G et G sont canoniquement isomorphes.

Preuve. Comme on 1’a remarqué en (5.2), sous les hypotheses de la Proposition G s’identifie &
Pensemble des représentations irréductibles de G ; celles-ci sont au nombre de |G| lorsque G est
abélien (c’est le nombre de classes de conjugaison). Ceci prouve le premier point.

Pour le second point, on considére le morphisme d’évaluation

ev:G—)é R
g (x € G x(g) €CY),

comme d’habitude pour la bidualité. C’est un morphisme de groupes; on va montrer qu’il est
injectif, et ce sera suffisant puisque G et son bidual ont le méme ordre d’apres le premier point
(appliqué deux fois de suite).

Soit g € ker(ev). On a x(g) = 1 pour toute représentation irréductible de G (toujours la
Remarque (5.2)), donc g est dans le noyau de toutes les représentations irréductibles. L’inter-
section de tous ces noyaux est toujours triviale (c’est le noyau de la représentation réguliere, qui
est fidéle), donc g = 1. a

(5.5) Exercice. Montrer que
Z/nZ ~ u,

(groupe des racines n-émes de 1'unité). Cet isomorphisme n’est pas du tout canonique.
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(5.6) Théoréme. SiG est un groupe abélien fini, G et G sont isomorphes, non canoniquement.

C’est une conséquence de (5.5) et (5.3.2) si on connait le théoréme de structure des groupes
abéliens finis.

5.2 — Propriété universelle de ’abélianisé

On rappelle la propriété universelle du quotient par un sous-groupe distingué, et on I’applique
au cas du sous-groupe dérivé.

(5.7) Proposition. Soit G un groupe, et K < G un sous-groupe distingué, de sorte que le
quotient G/ K est muni d’une structure de groupe. On considére un autre groupe H. Les mor-
phismes de groupes G/K — H sont en correspondance bi-univoque avec les morphismes de
groupes G — H qui sont triviauz sur K.

(5.8) Propriété universelle de ’abélianisé. Soit G un groupe. Le sous-groupe dérivé de G
est

D(G) = {aba™'b™", a,b € G).
C’est un sous-groupe distingué de G, et le groupe quotient G* := G//D(G) est abélien.
(5.8.1) Soit M un groupe abélien, ¢ : G — M wun morphisme de groupes. Il existe un unique
morphisme ¢ : G* — M tel que ¢ = pom, ot 7 est le morphisme canonique G — G2P.

6 — Analyse de Fourier

6.1 — Transformation de Fourier

(6.1) L’algébre C[G]. On définit un C-ev C[G] en considérant le Z-module libre engendré par
G, que 'on tensorise par C au dessus de Z. On munit ce C-ev d’une structure de C-algebre en
étendant par distributivité la loi de groupe de G.

En tant que C-ev, C[G] est I’espace C@ des fonctions sur G & valeurs dans C que I'on a déja
considéré pour la représentation réguliere. La structure d’algebre décrite ci-dessus correspond
dans cette description au produit de convolution :

Vo, €CY pxip= (g > p(h)p(hg)).
heG

En effet, on constate que ce produit donne ce qu’il faut sur la base des fonctions de Dirac :

59 * 5h = 5gh~

(6.2) Transformée de Fourier relative. C’est la transformée de Fourier relativement & une
représentation de G donnée. Etant donné une telle représentation V, on définit :

VFeCIGl  fr=>_ flg)g € Lc(V).

geG

C’est le ¢5y du Lemme (3.11) ; si f est centrale, alors fv est G-linéaire, mais fv n’est en général
pas G-linéaire.

La transformée de Fourier relative a V' étend la représentation de groupe p : G — GL(V) en
une représentation de C-algebre p : C[G] — Lc (V). Ceci peut s’écrire de la maniére suivante :

~

on pose (d4)v = g, puis on étend par C-linéarité.
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(6.2.1) Lemme. La transformée de Fourier relative est un morphisme de C-algébres :

Yo, € C[G]  @xiby = dy o dy.

(6.3) Théoréme. La transformation de Fourier

7 (Cl6) %) — (®V€Irr(G’) (£c(v).0))
fr— (fv, Ve Irr(G))
réalise un isomorphisme de C-algébres.

Preuve. On a bien un morphisme d’algebres, puisque les transformations de Fourier relatives en
sont, Lemme (6.2.1). Ensuite, il suffit d’établir la formule d’inversion de Fourier :

(6.3.1) Vo € C|G] Vg e G (g Z dim(V) - Tr(pv(g~") o pv).
| VEIrr(G)

Par définition de la transformée de Fourier relativement a V,

pvigh) o Y eh =Y (kg h e Lo(V),

heG heG
et donc
Z dim(V) - Tr(py (g7 ") o ¢v) Z Z dim(V) (k) Tr(pyv (g~ 'h))
Velrr(G)
= Z w(h) Z dim(V) - xv (97" h)
= Zw )Xra(97'h) = |Gle(g),
la derniére égalité provenant du calcul de x g, (3.2). |

(6.3.2) Remarque. En comparant les dimensions de ces deux algébres isomorphes, on retrouve
I'identité
Gl= > dim(V
Velrr(G)
(6.8.3) Corollaire. On a la formule de Plancherel :
_ 1 . N
Yoo €CIGT Y g (9) =5 D dim(V)-Tr(pvody).

e |G| Velrr(G)

Elle s’obtient en remarquant que le membre de gauche est ¢ * (1), puis en calculant cette
quantité avec la formule d’inversion de Fourier (6.3.1). |
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6.2 — Sous-algebre des fonctions centrales
(6.4) Proposition. Le centre de C[G] est la sous-algébre des fonctions centrales,
Z(C[G), %) = C[G)¢
(les invariants ici correspondent a l'action de G sur C|G] par conjugaison, g.o(h) = o(g~*hg),
qui est bien une action d gauche).

Preuve. Avant de commencer, notons que le centre de C[G] est bien une sous-algebre car le
produit de convolution est associatif (double exercice).
Considérons ¢ fonction centrale, et ¥ fonction quelconque. On a pour tout g € G :

(6.4.1) prp(g) =D ph)w(hg) = ¢(k)p(gh™
heG keG

puisque ¢ est centrale,
plgk™") = (k™ gk™'k) = p(k~ '),

donc le membre de droite de (6.4.1) est ¢ x p(g) comme il fallait démontrer.
Réciproquement, supposons ¢ € Z(C[G]). Alors pour tous g,h € G on a

Sgxp(h) =pxd4(h) & (g 'h)=e(hg™"),

ce qui prouve que ¢ est une fonction centrale. O

(6.5) Exercice. Le centre de @y ¢y, () £(V) est constitué des endomorphismes homothétiques
par blocs.

(6.6) Proposition. Si V est irréductible et ¢ est une fonction centrale, alors ¢y est une
homothétie, de rapport

Tt ()

Preuve. On a essentiellement déja tout vu : @y est G-linéaire par le Lemme (3.11), donc une
homothétie par le Lemme de Schur, et son rapport est

Tr(ov) N
dim(V) d1m ZQD 9xvlg

O

(6.7) Corollaire. La transformation de Fourier réalise un isomorphisme entre l’algébre des
fonctions centrales et l’algébre des homothéties par blocs.

6.3 — Décomposition en série de Fourier

(6.8) Coefficients de Fourier. Soit f € C[G]. Pour tout V' € Irr(G), on pose

cr(V) = (xv, f) |G| ZXV 1

geG
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(6.9) Décomposition en série de Fourier. Puisque les caractéres des représentations irré-
ductibles forment une base de I’algébre des fonctions centrales, on a pour tout f € C[G]%,

f= > v.Hxv=ci(V)xv

Velrr(G)

(6.10) Formule de Plancherel. Pour tout f,g € C[G]%,

(fLo)= > cr(V)eg(V).

Velrr(G)

C’est simplement le calcul du produit scalaire dans une base orthonormale !

6.4 — Cas des groupes abéliens finis

(6.11) Si G est abélien fini, C[G] est une algébre commutative (et toutes les fontions sont

centrales) ; Irr(G) s’identifie au groupe dual G des caractéres multiplicatifs (puisque toutes les
représentations irréductibles sont de dimension 1), isomorphe & G (non canoniquement); on a
un isomorphisme

(Byca £Vi).0) = (CIE), )

(la loi multiplicative sur le membre de droite est le produit usuel des fonctions) : on retrouve la
transformation de Fourier classique !
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