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Introduction

On s’intéresse ici a ’étude des surfaces de Riemann compactes. Notre but est de montrer
qu’on peut les réaliser comme des courbes algébriques d’un espace projectif complexe, mais on
peut dire que le chemin le plus direct n’a pas forcément eu notre préférence ; nous avons plutot
considéré notre but initial comme un prétexte a faire des mathématiques. On a utilisé autant
que possible des méthodes modernes et s’appliquant a d’autres problemes.

Il est par exemple fait un usage intensif des résultats issus de la théorie des faisceaux, bien
que celle-ci ne soit pas exposée ici. On en trouve une belle présentation dans [God58]. Dans
le méme esprit, notre exposé se trouve souvent aux frontieres de la géométrie algébrique; on a
choisi un point de vue qui ne la mette pas pleinement en jeu, le temps manquant pour son étude
précise, mais le lecteur averti la reconnaitra facilement au fil du texte.

C’est le théoreme de Riemann-Roch qui constitue le coeur de I’énoncé. On commence, étape
inévitable lorsque 'on traite de surfaces de Riemann, par donner quelques résultats élaborés
de théorie des fonctions analytiques (on pense ici notamment aux théorémes de Weierstrass),
leur théorie élémentaire étant supposée connue (on pourra en trouver un exposé treés clair
dans [Bos00]). Ensuite, on présente brievement les opérateurs pseudo-différentiels, qui nous per-
mettent d’établir un joli théoreme sur les opérateurs différentiels elliptiques, que 'on applique
au laplacien pour obtenir le théoreme d’isomorphisme de Hodge et la dualité de Serre. On utilise
alors ces résultats pour I’étude des faisceaux de diviseurs des surfaces de Riemann compactes,
et établir le théoreme de Riemann-Roch qui nous permet de plonger les surfaces de Riemann
compactes dans des espaces projectifs convenables (et au passage étudier quelques propriétés
de ces plongements). On conclut notre étude en prouvant I’algébricité des surfaces de Riemann
compactes.

Je remercie Yves Laszlo, qui a su me guider et répondre a mes questions tout au long de ces
recherches.

We study here compact Riemann surfaces. Our goal is to show that they can be looked at
as algebraic curves in a complex projective space, but we clearly did not choose the most direct
way to do it ; our initial goal was rather an occasion to do some mathematics. We used as many
modern tools as possible which in addition apply to other problems.

For example we use a great deal of sheaves theoretic results, even if the latter is not explained
here. A nice presentation of it can be found in [God58]. In the same manner, this text is often
at the border of algebraic geometry ; we chose not to put it in full light, lacking time to study
it in details. The wise reader however will recognize it easily.

The heart of this text is Riemann-Roch theorem. We begin by giving a few advanced results
in analytic functions theory (this topic being essential when speaking about Riemann surfaces)
mainly Weierstrass theorems. The basic analatic functions theory is supposed to be known (a
very clear introduction to it is [Bos00]). We then introduce pseudo-differential operators that
allow us to establish a very nice theorem about elliptic differential operators, which in turn will
be applied to the laplacian and give Hodge isomorphism theorem and Serre duality. We then use
these results as tools for the study of divisors sheaves of a compact Riemann surface, and prove
Riemann-Roch theorem. We then are able to find embeddings of compact Riemann surfaces into
suitable projective spaces (and on our way we will give some properties of these embeddings).
We finish our study by showing the algebraicity of compact Riemann surfaces.

I am grateful to Yves Laszlo that managed to show me the way during these researches and
answered all my questions.



1 Analyse complexe a plusieurs variables

1.1 La formule de Cauchy

Théoréme 1.1.1 (formule de Cauchy généralisée)

Soit [ une fonction C* a valeurs complezes sur un ouvert U du plan compleze. St D est un
domaine compact de U dont la frontiére v est une réunion de courbes C*, alors pour tout z € D
on a :

e

T dC_ [ D) dendC
- zm[ /Wf(of—zJr p 0¢ E—z}

Démonstration : Soit z € D. On considere un disque D(z,r) dont 'adhérence est incluse dans
D. On note v, le cercle C(z,7) (i.e. t € [0,1] — 2z + r€?™). Alors la frontiere de D \ D(z,r) est

Y= r-
Par ailleurs, dans ce domaine on a :

dC N 0 (FQYN = . 0f dCAdC
1(107%;) = g (£52) denac= 3 21
donc d’apres la formule de Stokes, on a :

0f dEn G _ &
/D\D(z,r) 86 C -z [y'yr f(C) C -z

et en passant & la limite (en utilisant les théorémes de convergence de Lebesgue), on obtient :

% df/\d(
DaC_ ¢—=z

qui est exactement la premiere formule. On obtient la seconde formule de la méme maniere, en

remarquant que B B
d¢ ) _Of d¢ndC
(-z) 9 (—z

Remarque 1.1.2 On peut en fait démontrer ce résultat pour une fonction f simplement C' en
utilisant la formule de Stokes pour les distributions et ’égalité au sens des distributions :

o (f) O ()

9z \z) =z

- [ 1072 ~2imr(a)

d (f(()

Théoréme 1.1.3 Soit f une fonction C*> a valeurs complexes sur un owvert U du plan com-
pleze. Si D est un domaine compact de U dont la frontiere vy est une réunion de courbes cl,
alors il existe une fonction g définie sur D et de classe C™° telle que :

Si de plus [ est une fonction holomorphe (resp. C) pour d’autres paramétres, alors g sera
également holomorphe (resp. C*°) pour ces paramétres.



Démonstration : On introduit a priori la fonction g définie pour tout z € D par :

o(2) = = /D F(o e de

~ 2irn (—=z

Déja, cette fonction vérifie clairement la deuxieme assertion du théoréeme. Pour montrer qu’elle
vérifie bien lautre propriété, on se donne une nouvelle fois z € D et un disque D(z,r) dont
I’adhérence est incluse entierement dans U. On conserve les notations de la démonstration du
théoreme 1.1.1.

On désigne par log la définition principale du logarithme; elle est définie sur C \ R*. On
obtient, pour ¢ € D\ D(z,r) :

d¢ d¢
SRS

et donc, en remarquant qu’on peut se contenter d’intégrer sur D, privé d’une demi-droite, celle-ci
étant de mesure nulle, on obtient par application de la formule de Stokes :

/ <8f(<) 10g|§—z2+f(<)) d¢ N dC
D\D(z,r)

d(log|¢ — z|%) = d(log(¢ — z) + log(C — 2)) =

21(Q) L
5 T [ A€ t08c =20

/ F(Olog [ — 22dC
Y=r

En faisant tendre r vers 0, on obtient ensuite :

a¢

et alors, la dérivation par rapport a z sous le signe somme étant bien licite d’apres les théoremes

de Lebesgue : ~ B
B d [ Of(Q)dcndC . Dg(z)
[r072s = [ 5T vy

[ #@osic —spac = [ 01 10g 1 - 22dc A dC + 2img(2) 1)
o D

(—z
et d’apres la formule de Cauchy généralisée, la fonction g vérifie bien dg = f. La formule (1)
prouve que g est bien elle ausi C*°.

Remarque 1.1.4 on pourrait trouver une fonction h vérifiant Oh = f en procédant de maniére
parfaitement analogue.

1.2 La résolution de Dolbeault

On considere X une variété analytique complexe de dimension n. On note O le faisceau des
fonctions holomorphes sur X, QP:? le faisceau des formes différentielles C>° de bidegré (p, q) (i.e.
de degré p en dz et q en dz) sur X, et C le faisceau des fonctions C* sur X.

Théoréme 1.2.1 La suite

Qi

0 O Q0,0 0 e QO,n 0

est une résolution de O par des faisceaur mous.



Démonstration : Commencons par rapeller le résultat suivant : si U est un ouvert de C,
alors f € D/'(U) est une fonction holomorphe sur U si et seulement si elle vérifie ’équation
aux dérivées partielles Of = 0 (au sens des distributions). Autrement dit, la suite suivante de
faisceaux de groupes abéliens est exacte :

0 o Qoo —2

Q(0,1)
On sait qu’il faut montrer pour tout x € X que la suite

0 O(z) 000(z) —2m . 0 QON(g) —

est un complexe. Soit donc x € X. On considere un voisinage U de z sur lequel on dispose de
coordonnées locale z1, ..., z,. Il s’agit alors de voir pour f € Q%2 que d(9f) = 0. Comme O est
un opérateur linéaire, il suffit de le voir pour f = o(21,...,2,)dz;;, A...NdZz;, :

A(0p(21,. ..y 20)dZs N ... NdZ;,)
= Z 514{51%0(21, ceey Zn)dik- ANdZyNdZy N A diip
k,l

= Zékélgp(zl, s z)(dE NdE ANdE AL NdE +dE AN dE NdE A NdE)
k>l

=0

A présent, il nous faut encore démontrer qu'il s’agit d’une suite exacte pour établir que nous
disposons d’une résolution du faisceau O. Ce résultat sera établi (toujours en se souvenant qu’il
suffit d’établir le résultat pour les fibres) quand nous aurons démontré le fait suivant :

Théoréme 1.2.2 (Lemme de Dolbeault)

Soit A un polydisque compact de C", w une forme différentielle C* de bidegré (p, q) définie sur
un voisinnage ouvert de A.

Siq>0 et dw=0, alors il existe n forme différentielle C= dans A telle que On = w.

Démonstration : On fixe une fois pour toutes le bidegré (p,q) de w, et on raisonne par
récurrence sur v, le plus petit entier tel que seuls dzy,...,dZz, interviennent dans 1’expression
de w. Si v =0, comme g > 0, w est nécessairement la forme nulle, et le résultat est alors trivial.
Supposons v > 0. On écrit

w=dz, Na+f

olt a et 3 sont des formes différentielles C> dans 'expression desquelles n’interviennent que
dzy,...,dz,_1. La condition dw = 0 s’écrit alors :

dz, NOa+ 08 =0

Pour les indices [ > v, si ¢ (resp. ) est le coefficients de a (resp. () relatif a la forme
dz;, A...NdZ;, (1 < d < v),alors le coefficient de dz, NOa+00 relatif & dzZ, NdZiNdZ;, N. . .NdZ;,
(resp. dz; AdZ;, A...AdZ;,) est Opp (resp. O0). La nullité de la forme dz, A da + 3 nous donne
donc I'holomorphie relativement aux parametres z,41, ..., 2, des coefficients de « et 3.

Un coefficient ¢ de a est donc une fonction C* de z, sur un voisinnage ouvert du disque A, (en
écrivant A = Ay X ---x A,), holomorphe en z,41,...,2, et C® en z1,...,2,-1 (les paramétres
variant eux aussi dans des voisinnages ouverts des disques A;). Alors, d’aprés le théoréme 2.1.6,
il existe une fonction @, C™ en z, dans un voisinnage ouvert de A, (qui est aussi holomorphe en



les 2,1 1,...,2n et C®en 2q,...,2, 1) vérifiant 3,% = ¢ (et 9;¢ = 0 pour [ > v). En remplagant
chaque ¢ par le coefficient ¢ correspondant, on obtient donc une nouvelle forme différentielle
C™> ~ telle que :

Oy=dz, Na+§

ot § est une forme différentielle dans laquelle n’interviennent que les dz, ..., dz,.
Alors, dans la forme différentielle w — 0y = 8 — 4, seuls les dzy,...,dz,—1 interviennent. Donc
par hypothese de récurrence, on peut écrire w — 9y = 9, et donc :

w=0y+n=09(v+n)

C.Q.F.D.

Enfin, pour voir que notre résolution est bien une résolution par des faisceaux mous, il s’agit
de voir que chacun des Q%9 est un faisceau mou. Ce sera fait lorsque nous aurons démontré le
résultat suivant :

Proposition 1.2.3 Un C*°-module est nécessairement un faisceau mou.

Démonstration : Soit S un fermé de X, f une section au dessus de S. On se donne un voisinnage
ouvert U de S, tel qu’il existe f au-dessus de U qui induise f sur S (en toute généralité, il faut
pour cela que S possede un systeme fondamental de voisinnages paracompacts, ce qui est le cas
ici). Par ailleurs, pour tout = € X \ S, il existe un V,, ouvert qui contient = et qui ne rencontre
pas S (car celui-ci est fermé) On peut donc se donner un recouvrement ouvert de la forme :

X=vulJvi, vinS=0 (2)

Considérons alors une partition de I'unité relative au recouvrement (2). On la note p, (v;) (avec
des notations évidentes). Alors la fonction p (définie sur X tout entier, bien entendu) vérifie les
propriétés :

Vre X 0<pu(r)<1

Veg¢U p(x)=0

VeeS pz)=1

On n’a alors aucun mal & trouver une section au dessus de X qui induise p f sur U (en prolongeant
par 0 hors de U), et donc f sur S, ce qui achéve notre démonstration.

1.3 Irréductibilité dans O,

De la méme maniere qu’en dimension 1, une fonction f de classe C'*° sur un ouvert U C C"™ est
holomorphe si et seulement si f = Y, <i<n 0;fdz; = 0 ou de maniere équivalente si f(z1, ..., 2,)
est holomorphe en chacune des variables z; séparément. On démontre en utilisant n fois la
formule de Cauchy (pour les fonctions holomorphes & une variable) que f est holomorphe si et
seulement si elle possede partout un développement local en série entiere en les variables z; :

f(z1y.00y2n) = Z Ay o (1 — w1)™ (2, — wp) ™"

mi,...,mMp 20

(pour (z1,...,2,) proche de (wy,...,wy,))



Définition 1.3.1 (polynémes de Weierstrass)
Un polynome de Weierstrass de degré d en w sur C" est une fonction de la forme

w4 a1 (2)w 4 -+ ag(2)

ot les a; sont des fonctions holomorphes sur un voisinnage de 'origine dans C"1 telles que

Théoréme 1.3.2 (de préparation de Weierstrass)

Soit f holomorphe autour de l'origine dans C", telle que f(0) = 0. Si f n’est pas identiquement
nulle sur l'axe des zp, alors il existe un voisinage de l'origine dans lequel f s’écrive de maniére
unique

[ =gh

ot g est un polynome de Weierstrass en z,, et h une fonction holomorphe telle que h(0) # 0.

Démonstration : considérons f(z1,...,2,) holomorphe dans un voisinage de lorigine de C",
telle que f(0) = 0. Pour la suite de la démonstration, on notera w = z, et z = (21,...,2n—1)-
On suppose que f n’est pas identiquement nulle sur I’axe des w i.e. que le dévelopement en série
entiere de f autour de l'origine contient un terme aw? avec a # 0 et d > 1 (on consideére pour
la suite un tel d, que I'on suppose minimal).

Soit § > 0. Comme f n’est pas identiquement nulle sur ’axe des w, il existe r > 0 tel que
pour |w| = r, on ait |f(0,w)| > §. Alors, par continuité, on peut considérer ¢ > 0 tel que
|f(z,w)|] = §/2 pour tout |w| =7 et ||z]| <e. A ||z|| < € fixé, on note by,...,by les racines de
Péquation f(z,w) = 0 dans le disque |w| < r (compte-tenu de la forme locale au voisinnage de
0 de la fonction holomorphe w — f(z,w), pour r suffisamment petit il y a exactement d racines
distinctes). Alors, en appliquant le théoréme des résidus (pour les fonctions holomorphes & une
seule variable), on obtient :

1 wi(0f/ow)(z, w)
4q o 4 _
bl + + bd 24T |w|=r f(Z,?.U) dw

ce qui prouve que les sommes Y, ;- bi(2)? sont des fonctions analytiques de 2 pour [|z]| < e. Or
on sait que les fonction symétriques élémentaires o1 (2),...,04(z) de by, ..., by s’écrivent comme
des polynomes en ces sommes ), ;4 bi(2)? (1 < ¢ < d). Ce sont donc elles aussi des fonctions
holomorphes en z pour ||z|| < €. Alors, le polyndéme de Weierstrass

g9(z,w) = w? — o1 (2)w ™ + -+ (=1)%04(2)

est holomorphe pour ||z|| < € et |w| < 7. On sait par ailleurs que ce polynéme s’annule & z fixé
exactement en by(z),...,bq(2).
On définit alors la fonction h dans l'ouvert {||z|| < ¢,|w| < r} privé des zéros de f et g
comme étant le quotient
f(zw)

9(z,w)
h est holomorphe sur ce domaine de définition. Or, h(z,w) n’a que des singularités illusoires sur
le disque |w| < r, donc pour tout ||z|| < & fixé, elle se prolonge en une fonction analytique en w
sur tout le disque |w| < r. On voit alors que h ainsi prolongée est également holomorphe en la
variable z en écrivant h(z,w) = 1/2ix f|u\:r h(z,u)/(u — w)du.

On vient de démontrer 'existence d’une écriture f = gh comme dans ’énoncé du théoreme.
L’unicité d’une telle écriture est claire.

h(z,w) =



Avant de continuer, on rappelle les faits suivants concernant les anneaux a factorisation
unique. Soit R un anneau intégre. Une unité est un élément v € R pour lequel il existe v € R
tel que uv = 1. u € R est un élément irréductible si v = vw implique que parmi v et w, 'un au
moins est une unité. Enfin, R est un anneau a factorisation unique si tout élément u € R peut
s’écrire comme le produit d’un nombre fini d’éléments irréductibles, u = vy ... v,,, les v; étant
uniques a multiplication par une unité pres. Le lemme de Gauss nous assure que si R est un
anneau a factorisation unique, alors il en est de méme pour anneau R[X]. Enfin, si R est un
anneau a factorisation unique, et si u, v € R[X] sont premiers entre eux, alors il existe a, 5 € [X]
premiers entre eux et v € R non nul tels que au + fv = . v est apelé le résultant de u et v.

Proposition 1.3.3 O,,, Uanneau des germes de fonctions holomorphes sur un voisinage de
lorigine dans C", est un anneau o factorisation unique.

Démonstration : on procede par récurrence sur n > 1. Dans O, les unités sont les fonctions
holomorphes telles que f(0) # 0. f € O s’écrit de maniére unique

f(z) = 2"h(z)

au voisinage de l'origine, ou h est une fonction holomorphe sur ce voisinage ne s’anulant pas en
0. Ceci démontre le résultat pour n = 1.

Supposons a présent que O, _; soit un anneau a factorisation unique, et considérons f €
O,,. On peut supposer (quitte a faire un changement de variables) que f(0,...,0,w) n’est pas
identiquement nulle. On écrit alors

f=gh
comme dans le théoréme 1.3.2, ott h est une unité dans O, (i.e. comme dans le cas n = 1
une fonction holomorphe ne s’annulant pas au voisinage de lorigine) et g € O,_1[w] est un
polyndéme de Weierstrass. Mais O,,_;[w] est un anneau a factorisation unique d’apres le lemme
de Gauss et I'hypothese de récurrence ; on écrit alors g comme le produit d’éléments irréductibles
de O, —1[w] (uniques & multiplication par une unité pres), et alors

f=9g1.-..gmh

Réciproquement, supposons que l'on ait écrit f = f1 ... fi oules f; € O, sont des irréductibles.
Nécessairement, chaque f; est tel que f;(0,...,0,w) ne soit pas identiquement nulle, et donc
g’écrit f; = gih;, g; étant un polyndéme de Weierstrass (bien str irréductible dans O,_1[w]) et

h; une unité. Alors
f=gh= (HQQ (H hi)

et d’aprés la partie unicité du théoreme 1.3.2 on a g = []g}. Alors, comme O,_1[w] est un
anneau a factorisation unique, les g; sont exactement les g;, & multiplication par des unités pres.

Théoréme 1.3.4 (de division de Weierstrass)
Soit h(z,w) € Op_1[w] un polynéme de Weierstrass de degré k. Alors tout f € O, s’écrit de
maniére unique

f=gh+r

avec g holomorphe dans un voisinage de lorigine, et r € O, _1|w| de degré inférieur a k — 1.
g P g gine, g

Démonstration : de la méme maniere que dans la démonstration du théoreme de préparation
de Weierstrass, on considere r,¢ > 0 tels que pour |w| =r et ||z|| < ¢, on ait h(z,w) # 0. Alors,

I’expression
_ 1 f(z,¢) d¢
g(z,w) - 2271—/(7’ h(Z,C) C_w

~—




définit une fonction holomorphe sur le polydisque {||z]| < e, |w| < r}. Alors, posant
r(z,w) = f(z,w) — g(z, w)h(z,w)
on obtient a nouveau une fonction holomorphe. Celle-ci s’écrit

z

L 50 [MEO - b w)
rzw) = 2m/g rh(z,c)[ (—w %
_ b f(z,0) [(¢F —wF) +ar(2)(CF —wF 1)+ ap_1(2)(( — w)
= 2m/C rh(z,o[ tw d

en tenant compte de ce que h est un polynéme de Weierstrass. Cette derniére expression prouve
que r s’exprime autour de l'origine comme un élément de O,,_1[w].

Reste alors a voir l'unicité d’une telle écriture. Supposons avoir écrit de la méme maniere
f=g1h+r1. On a alors

r(z,w) = r1(z,w) = h(z, w)[g1 (2, w) — g(2,w)]

On choisit r,e > 0 tels que pour ||z|| < e fixé, h(z,w) a k zéros distincts dans le disque ouvert
|w| < r. Mais alors, 7(z, w) —r1 (2, w) est un polynéme de degré k—1 en w, et a k zéros distincts :
c’est donc le polynéme nul pour ce z. On en déduit que r — r; est identiquement nulle, et il en
va alors de méme pour g; — g, car h n’est pas identiquement nul.

Corollaire 1.3.5 (nullstellensatz faible)
Si f(z,w) € O, est irréductible, et si h € O,, s’annule sur l’ensemble des zéros de f, alors f
divise h dans O,,.

Démonstration : on peut supposer que f est un polynome de Weierstrass de degré k en w
(comme on I’a vu dans la démonstration de la proposition 1.3.3). Comme f est irréductible, f
et 0f /0w sont premiers entre eux dans O,,_1[w]. Cela nous autorise & écrire

af—l—ﬂ f

avec des notations évidentes. Si z € C"~1 est tel que v(z) # 0, f(z,w) et Dy f(2,w) sont des
polynoémes de Clw] (z est fixé) premiers entre eux d’apres le théoréme de Bezout, donc f(z,w)
a k racines disctinctes. Par ailleurs, on écrit grace au théoreme de division

h=fg+r

ol r est un polynéome de Weierstrass de degré inférieur a k — 1. Mais pour 2y qui ne soit pas un
zéro de 7y, h(zp, w) s’annule au moins pour les k racines distinctes de ’équation en w f(z,w) = 0.
Du coup, r(zg, w) = 0. Comme 7 n’est pas identiquement nulle, on en déduit »r = 0 et f = gh,
ce qu’il fallait démontrer.

1.4 Les fonctions analytiques vues comme des revétements ramifiés

Théoréme 1.4.1 Soient X et Y deuz surfaces de Riemann compactes et connezes, f: X — Y
une fonction analytique non constante. Alors :
— il y a un nombre fini de points de ramification ; on note R C X l’ensemble de ces points,

et S=f(R)CY
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- X\ fY9) Loy \ S est un revétement a n feuillets, pour un certain entier n que l’on

appellera le degré de f.
— pour Q €Y quelconque :

Yoo ov(P)= ) orde(f-Q)=n

Pef~1(Q) Pef~1(Q)

Démonstration : si z € X est un point de ramification de f, il existe un voisinnage de x ou f
s’écrit f(z) = y+ (z—x)Ph(z), ol p > 2 est un entier et h une fonction analytique ne s’annulant
pas en x. Des lors, z est le seul point de ramification dans ce voisinnage. On construit de cette
fagon un recouvrement de X par des ouverts contenant au plus un point de ramification ; par
compacité, il n’existe alors qu’un nombre fini de points de ramification.

Soit @ ¢ S. On note f~4Q) = {P1,...,P,}. Pour 1 < i < n, on considere U; et V; des
voisinnages de P; et @ respectivement tels que f réalise un homéomorphisme entre U; et V;
(c’est possible d’apres le théoréme d’inversion locale, car P; n’est pas un point de ramification) :

Ui —V;

Quitte a prendre des voisinnages plus petits, on peut supposer que les U; sont disjoints deux a
deux et que les V; ne rencontrent pas S. Soit alors V un voisinnage connexe de ) contenu dans
N Vi. Alors, f réalise un homéomorphisme entre U/ = U; N f~1(V) et V :

;) o~

On va montrer que f~1(V) = |JU/ si V est assez petit, ce qui prouvera la deuxiéme assertion
du théoréme. Supposons par ’absurde qu’il existe une suite (V;) de voisinnages tels que

(N ={Q} 3P ef'(NyetP ¢ JUi

Alors par compacité, et quitte a extraire une sous-suite, on peut suposer que Pi' converge vers
P € X. Alors f(P) = @ par continuité, donc P = P;, pour un certain jo, et les P/ sont dans
U]’h a partir d’un certain rang : contradiction !

11 faut alors se convaincre que le n (qui correspond au nombre de feuillets) est le méme pour
tout les points de Y \ S (autrement dit que le nombre de feuillets est un nombre qui a une
définition convenable). C’est un résultat bien connu sur les revétements : ’ensemble des points
a n antécédents est ouvert et fermé dans Y, qui est connexe ; donc des qu’il est non-vide, c’est
Y tout entier.

Enfin, pour voir le dernier point du théoréme, considérons € Y et notons f~1(Q) =
{P,...Py,}. On considére U; (pour 1 < i < m) et V des voisinnages de P; et Q) respectivement,
munis de coordonnées locales telles que :

u, L

2z s ()

Dans chaque Uj;, le seul point qui puisse étre un point de ramification est P; : f : U; \ {z =
0} — V' \ {# = 0} est un revétement non ramifié & vy(P;) feuillets. En prenant un point Q’
suffisamment proche de @, on est stir d’obtenir avec ces revétements tous les antécédents par f
de @’ (sinon on pourrait exhiber une suite (Q;,) tendant vers @ telle qu’il existe pour tout p un
antécédent Pzg de Q; qui ne soit dans aucun des U; ; on peut supposer la suite PIQ convergente
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(quitte & extraire une sous-suite, X étant compacte) : sa limite est alors elle-aussi hors des U;.
f(P,) = @, converge vers @, et comme f est continue, on a alors construit un antécédent de Q
hors des U; : absurde!). On obtient donc

> vp(P) =n
i=1

ce qui conclut la preuve.

Corollaire 1.4.2 Soit X une surface de Riemann compacte et conneze, f une fonction méromorphe

sur X. Alors
Z ordp(f) =0
PeX

En effet, une fonction méromorphe sur X n’est autre qu'une fonction analytique de X dans la
sphere de Riemann C. Si la fonction est constante, le résultat est trivial, et sinon d’apres le
théoreme précédent :

doordp(f)= Y w(P)— Y vp(P)=0

Pex Pef-1(0) Pef=1(c0)
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2 Théoreme d’isomorphisme de Hodge

2.1 Introduction au calcul pseudo-différentiel
2.1.1 Opérateurs différentiels

On considere M une variété différentiable C*° (dimg = m), E et F des fibrés vectoriels
complexes sur M (mais on pourrait tout aussi bien les choisir réels) de rang respectif r et r’.
Un opérateur différentiel est une application linéaire :

P : C®M,E) — C°(M,F)

dont la restriction a n’importe quel ouvert qui soit a la fois un ouvert de carte pour M et
trivialisant pour F et F s’écrive, pour u € C°(M, E) :

Pu(z) = Z aq(x)Du(x)

lal<s

o & = (x1,...,&m,) est la coordonnée relative & louvert de carte, « = (aq,...,qm,) est un
multi-indice entier (et |a] = oy + -+ + ap), D* = 07" ... 0%™ et an(x) est une application de
C” dans C”" variant de facon C*° avec le parametre x (i.e. une matrice 1’ x r & coefficients C).
6 est appelé le degré de 'opérateur différentiel.

Si maintenant on se donne f € C*°(M,C), et t € C un parametre, on calcule (toujours dans
un ouvert convenable) :

eftf(a:)P(etf(m)u(x)> — U@ Z o ()00 ... 90m (etf(w)u(:r))

|| <8

= [ D @Ouf@) . (O f (@) " aa(e) | ul) + Qx)()

|| =6

= | Y (df (@) "aal@) | ulz) + Q(z)(t)

|a|=6

ot Q(z)(t) est un polynéme en ¢ de degré inférieur a § — 1, et ol on I'a identifié df (z) et sa
représentation dans la base canonique de (C™)* (autrement dit on identifie df (z) = 01 f (z)dx1 +

<o+ O f(x)dxyy, et le vecteur (01 f(x),. .., 0mf(2))).

C’est ce calcul qui force la définition du symbole principal de P. On note T’ le fibré cotangent
de la variété M : si (z,&) € T3, x est un élément de M et & une forme linéaire sur Pespace
tangent & M en z (i.e. un élément de la forme a1dx; + - - + ay,dx,, en coordonnées locales).
On définit alors, pour (z,§) € Tx;, £ # 0 :

op(z,8) : u€ Eyr— Z &% (z) u € Fy,
|a|=6

toujours dans un ouvert de cartes trivialisant & la fois pour E et F', et en désignant par E, et
F, les fibres de E et F' au-dessus de € M. op est appelé le symbole principal de P. C’est une
fonction C'*° des variables (z,&), indépendante du choix des coordonnées et des trivialisations
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choisies pour le définir (en effet, les a, proviennent de P qui est défini globalement, et donc
vérifient les conditions de changements de variables nécessaires)

Si on suppose que M est orientée et munie d’une forme volume dV (z) = ~(x)dxy . ..dx,
de classe C'* (7 étant une densité strictement positive), et si E est un fibré hermitien, on peut
définir 'espace de Hilbert L?(M, E) des sections globales & valeurs dans E qui sont de carré
sommable pour le produit scalaire :

L U, v >>= / < u(z),v(z) > dV(z)
M

Définition 2.1.1 (adjoint formel)

Si P:C*®(M,E) — C®(M,F) est un opérateur différentiel et si les fibrés E et F sont hermi-

tiens, il existe un unique opérateur différentiel P* : C°(M,F) — C*(M, E) tel que pour toutes

sections u € C°(M, E) etv € C®(M, F) telles que Supp(u) N Supp(v) soit compact dans M on

ait € Pu,v >=< u, P*v >.

Preuve : I'unicité vient du fait que les formes C°° & support compact sont denses dans L?(M, E).
On se ramene a montrer 'existence locale de P* par un argument de partition de I'unité.
On suppose que Pu(z) = 3, <5 @a(z)Du(z) est le développement de P relativement & des
trivialisations de E et F' associées a des reperes orthonormés et a un systeme de coordonnées
locales sur €2 C M. En supposant que l'intersection des supports est compacte, on obtient en
intégrant par parties :

< Puyv> = / Z Aoy D uy (2)0x(2)y(2)dxy . . . dayy,
Q QA

(—1)|O“uu(x)Da(v(x)&a,\Mv,\(x))dxl coodxy,

Il
—.
N

al vy (x) > dV (z)

I
S
A
kS
T
=

2
=
&

L

S

Q
=
=

ce qui montre que P* existe. De plus, la formule ci-dessus montre la relation au niveau des
symboles principaux :

op-(2,8) = (—1)° > ale® = (-1)°op(z,&)"* (3)

|a]=46

2.1.2 Espaces de Sobolev
Dans le cas d’un ouvert U C R"™, on rappelle :

Définition 2.1.2 (espace de Sobolev) Pour s € R, on définit :

WS<U>={ueS'<U>, ietb e [ |a<5>|2<1+|£|2>3d5<oo}

ot §'(U) est lespace de Schwartz des distributions tempérées sur U.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

< v >e= /U w()o@)(1 + |E[?) de
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Dans le cas ou s € N, la norme ||.||s induite par le produit scalaire est équivalente & ||ﬂS définie
pour tout w € W*(U) par :
lulls = > I1D%ull 2

lal<s

et ainsi W* est 'espace de Hilbert des distributions sur U dont toutes les dérivées d’ordre
inférieur & s dont dans L2.

On considére a présent une variété différentiable C*° M compacte (dimg = m), et E un fibré
vectoriel complexe de rang r sur M. On veut définir un espace de Sobolev W#(M, E) de sections
de E au-dessus de M. On recouvre M par un nombre fini d’ouverts de carte U; (1 < j < k) qui
soient trivialisants pour E. On considére une partition de I'unité (¢;) relative aux Uj, et pour
chaque j une base orthonormée e (j),. .., e (j) de sections C* au dessus de U;. On pose alors
pour une section u a coefficients distributions :

lalls = >" D Isusalls

1SGSRISASr

ol la restriction u; de w a un U; quelconque a été écrite u; = >, ujrex(j). A équivalence de
normes pres, ||.||s est indépendante des choix faits, et définit donc convenablement ’espace de
Sobolev W#(M, E).

On donne sans démonstration les résultats suivants, généralisations aux fibrés vectoriels de
résultats classiques sur les ouverts de R™.

Théoreme 2.1.3 (inclusions de Sobolev)
Pour s > k+m/2, on W*(M,E) C C¥(M, E), et l'inclusion est continue.

Théoréme 2.1.4 (Rellich)
Pour tout t > s, Uinclusion WH(M, E)—— W?*(M, E) est un opérateur linéaire compact.

2.1.3 Opérateurs pseudo-différentiels

Cas d’un ouvert U CR™ Si P = Z|a\<5 aqD® est un opérateur différentiel sur U alors pour
tout w € D(U) on a, par la formule d’inversion de Fourier :

Pu(r) = 1 / e[ 3 (i) aalo) | al€)de

(2m)y jal<s

en prenant @(§) = [;; e”*Cu(x)dz comme définition de la transformée de Fourier, et en se

souvenant qu’alors 5&](5) = (1§)*0(§). On veut définir une classe plus générale d’opérateurs
en s’inspirant de cette formule.

Définition 2.1.5 (classe standard de symboles)
Pour tout § € R, S2(U) est la classe des fonctions (x,&) € T}, — o(z,€) de classe C> & support
compact relativement o x telles que pour tout o, 8 € N™ on ait une estimation :

Y(z,€) €Ty [DEDlo(x,8)] < Cap(l+1¢])° (@)
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Avec une telle définition, la formule suivante définit bien un opérateur linéaire de D(U) dans
lui-méme :

PR

Yu € D(U) Ayu(z) = / oz, &)u()e

En effet, pour u € D(U), 4 est une fonction & décroissance rapide donc d’une part Uintégrale est
bien convergente, et d’autre part on peut appliquer les théoremes de Lebesgues de dérivation
sous le signe somme pour montrer le caractere C*° de A u.

On se limite ici aux symboles a support compact pour simplifier les démonstrations. De toute
fagon, nous n’utiliserons les opérateurs pseudo-différentiels que pour étudier des fibrés vectoriels
sur une variété compacte.

Nous aurons besoin pour la suite de ’estimation suivante :

Lemme 2.1.6 Soient p € R, N > m + |p|. Alors il existe C > 0 tel que, pour tout n € R™ et
tout t € [0,1] :

[ @i s+ ehrde < €1+ b
Preuve : on découpe l'intégrale, en distinguant les valeurs de ¢ pour lesquelles |¢] < (14 n])/2

et celles pour lesquelles |¢] > (1 + |n])/2.
— pour les premieres, on a d’'une part

T4 [n+ 6| <1+ [0+ ¢ < S+ [nl)

N W

et d’autre part

1
Lo fn +2¢1 > 1+ [n] = 2[¢] > 1+ [n| = I¢] = 5L+ [n])

donc en distinguant les cas p > 0 et p < 0, et en tenant compte de ce que pour N > m,
Jgm (L 1¢)™Nd¢ < 00, on obtient que Dintégrale correspondant aux premieres valeurs de
¢ est majorée par C(1 + |n|)P

— pour les autres valeurs de ¢, si p < 0, alors (1+|n+t¢|)? < 1, et I'intégrale correspondante
est majorée pour tout € > 0 suffisamment petit par

/ (1+[¢h™Nd¢ </ (LH[CN™ ML) T Ed¢ < O (L™~ Fe
(1> (+n)/2 (<> +nD/2

(en majorant (1 + [¢])™ N*¢ en utilisant |¢| > (1 + |n])/2) et donc en faisant tendre
e vers 0, l'intégrale est majorée par C(1 + |n|)™ N < C(1 + |n|)?. Si maintenant p >

0, (1 + |n+t])? < C|(|P, et de la méme maniére que pour le cas p < 0, lintégrale
correspondante est majorée par C(1+ |n|)™ P~ < C(1 + |n|)P.

C.Q.F.D.

Théoréme 2.1.7 (prolongement)
Soit 0 € SS(U). Alors pour tout s € R, A, se prolonge de maniére unique en un opérateur
linéaire continu W*(U) —s W*=0(U).

Démonstration : comme D(U) est dense dans W*(U) et que W*(U) et W*~9(U) sont tous les
deux des espaces de Banach, il suffit de montrer pour tout v € D(U) que ||Asu|s—s < Cllulls
pour une certaine constante C.
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Soit w € D(U). On a :

Au(8) = /Ue_”'6 </m e”'”o(:c,n)ﬁ(ﬂ)(;jgm> de = /m &(€—n,n)a(n) (2?:;7%

ou (¢, &) désigne la transformée de Fourier de o(z,£) par rapport a la premiere variable. Son
existence est assurée par le fait que o est & support compact pour z. & est a décroissance rapide
en ( car c'est la transformée de Fourier d’une fonction a support compact. L’estimation (4) et
Pexpression 6(¢,€) = [, " Co(x,£)dz nous donnent donc I'estimation pour & :

YN EN, BeN™  [905(¢,€) < Cnp(1+[¢) N (1 +[g])*~ 17! (5)

D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwartz pour la mesure |6(§ — 1, n)|dn donne :

< ([ wote=nantan) ([ 1ot~ nmlacnpan)

Ensuite, en utilisant (5) et le lemme 2.1.6, on obtient :

2

/m & (& —mn,n)u(n)dn

[ tste=nmlan< Oy [ @+10) N+ e+ CaC < 1+ )

en choisissant arbitrairement un N suffisamment grand pour pouvoir appliquer le lemme, et en
posant ¢ = n — £ dans l'intégrale. De la méme maniére (toujours en posant ¢ = £ — 7 dans
Pintégrale) :

Lo asieprasigioe-nmide < ox ([ a+ie®oatie-ahNa ) a-+la’

< O+ n)* <O+ P

Donc finalement :

lAoull2_s

2
|ty | [ ote—nmitn g de

e [ avigr ([ o= nmlan) ([ 1ot naliacnPan) ae

<o+ e
< o qawP ([ arirrtas s - nolds )

N

N

c [+ mPylatPdn = Clul?

C.Q.F.D.
Théoréme 2.1.8 (composition)
Soit A et B des opérateurs pseudo-différentiels de symbole respectif a € S¥(U) et b € SL(U).

Alors le composé AB est un opérateur pseudo-différentiel admettant un symbole aob € SE+(U)
tel que aob—ab € SFH=1(U).
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Démonstration : Soit u € D(U). Par un calcul identique & celui de la démonstration précédente :

et donc

T 1. d€ ~
AButa) = [ ([ e ata, it - ) s ) o
Rd (2)™

dg
(2m)™
On note pour la suite ¢(x,n) 1’élément sous l'accolade. On va montrer que c’est un symbole
d’ordre k 4 I. En utilisant les estimations (4) et (5) et en appliquant la régle de Leibnitz, on
obtient pour tout o, 3 et N :

_ / eCa(z,n + O)b(C,n)

10207 (a(e, 1 + QB¢ n)| < Onvayp(L+ |0+ ¢DF L+ ) =101 (L + 1¢) =

ce qui nous assure avec le lemme 2.1.6 que ¢ € S¥+(U). Enfin, en écrivant le développement de
Taylor de a :

— eia). ~ N Y ol > d(
o) = [ 0+ X [ -t | e s

[v|=1

cepte + [0-0 [ 3 [ ecoaten vigac) a

lv|=1

et on en déduit toujours en utilisant les estimations et le lemme que ¢ — ab € S¥TI=1(U).

Généralisation aux fibrés vectoriels On va procéder de la méme maniere que pour les
espaces de Sobolev : on va utiliser un recouvrement fini et une partition de 'unité qui lui sera
reliée. Précisément, soit M une variété différentiable compacte de classe C*° (dimg M =m), E

et F' des fibrés vectoriels holomorphes sur M de rang r et r’ respectivement. Les éléments de
S3(M; E, F) sont les fonctions

(z,§) € Tyy — o(x,€&) € Hom(E,, F,)

vérifiant 'estimation (4) dans tout systéme de coordonnées (elles sont automatiquement a sup-
port compact pour la variable z). On consideére alors (U;) un recouvrement fini de M par
des ouverts de cartes trivialisants, et (¢);) une partition de l'unité. On définit alors, pour

u€ C®(M,E) :
W)= ;A
de maniere a réduire les calculs a la situation de R™. Tous les résultats qui ont été établis au
paragraphe 2.1.3 s’étendent au cas des fibrés vectoriels.
2.2 Etude des opérateurs elliptiques

Dans tout ce paragraphe, on considere M une variété compacte orientée de dimension m et
de classe C*°, munie d’une forme volume dV. On suppose que £ — M et F — M sont deux
fibrés vectoriels hermitiens de rang r et r’ respectivement.
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2.2.1 Premiéres propriétés

Définition 2.2.1 (opérateur elliptique)

Un opérateur différentiel P est dit elliptique si son symbole principal op(x,&) € Hom(E,, F)
est injectif pour tout x € M et £ € Ty, \ {0}.

Un opérateur pseudo-différentiel A, de degré 0 est dit elliptique s’il peut-étre défini par un
symbole o € SS(M; E,F) tel que pour tout (z,£) € T}, et tout u € E, on ait : |o(x,&).u| >
clé|®|u| (pour |€| assez grand et uniformément pour x € M ).

Pour un opérateur différentiel de degré J, étre elliptique en tant qu'opérateur différentiel et
étre elliptique en tant qu’opérateur pseudo-différentiel sont deux conditions équivalentes car le
symbole principal est homogene de degré é.

Par ailleurs, si F et F' sont de méme rang, un opérateur différentiel P est elliptique si et seulement
si op(x,€) est inversible pour ¢ # 0. Dés lors, la formule (3) montre que P est elliptique si et
seulement si P* est elliptique.

Théoréme 2.2.2 On suppose que E et F sont de méme rang. Soit A: C*°(M,E) — C*(M, F)
un opérateur pseudo-différentiel elliptique.

Il existe A : C°°(M, F) — C>®°(M, E) opérateur pseudo-différentiel tel que AA = Icov,py) + R
et AA = Igoo(p,ry + R, 0ot R et R’ sont des opérateurs pseudo-différentiels de degré au plus
—1 (on parle d’opérateur régularisants).

Démonstration : considérons o € S°(M; E, F') un symbole définissant A et vérifiant la pro-
priété de la définition 2.2.1. Il est inversible, car F et F' sont de méme rang. On va prouver que
o=l € S7°(M; F, E). On démontre qu'il vérifie I'estimation (4) par récurrence sur |3| :

— pour |3 =0, il s’agit de voir :

V(z,8) €Ty o Nz, <CL+[¢)™°

C’est immédiat avec la propriété d’ellipticité vérifiée par o.
— pour |3] > 1, la formule de Leibnitz donne pour oo € N™ quelconque :

o(2,§)DED (o(2,)7") =

« 16} _ — _
P IR ICEREDICE Y
(a11ﬁ1)<(a1ﬁ)
et donc, en tenant compte des estimations suivantes :
lo(x,&).ul = C|€|°|lu]  (par ellipticité)
‘D;“Dglo(w,f)‘ < Coyp (14 [€))°71P11 (dapres les estimations (4))

‘Dg_alD?ﬁBla(;ﬂ,é)_l‘ <Ch,p (14 €)= I8+18L (par hypothese de récurrence)

on obtient I'estimation que I’on voulait pour prouver o(x,&)~! € S7°(M; F, E).
On considere alors ATopérateur pseudo-différentiel défini par le symbole o~ 1. D’apres le théoréme 2.1.8
de composition, AA — Ige~ () et AA — Ige(a, ) sont des opérateurs pseudo-différentiels de
degré inférieur a —1, ce qu’il fallait démontrer.

Théoréme 2.2.3 (régularité des opérateurs elliptiques)
Soit P un opérateur différentiel elliptique entre les fibrés E et F'. Si & € W*(M, E) est telle que
P e C®(M,F), alors £ € C*(M, E).
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Démonstration : on considére P opérateur pseudo-différentiel tel que PP — I = R soit un
opérateur pseudo-différentiel de degré inférieur a -1. Alors

¢ = PP¢ — R¢

oll PP¢ € C°°(M, E) car PE € C™(M, F), et R¢ € W5t (M, E) car R est de degré inférieur &
-1. Donc £ € W*+ (M, E). On en déduit que & est dans W¥ (M, E) pour k arbitrairement grand,
et donc dans C°(M, F) grace aux inclusions de Sobolev (théoréme 2.1.3).

2.2.2 Un théoréme de finitude

On s’attache dans tout ce paragraphe a démontrer le résultat suivant :

Théoréeme 2.2.4 Soit M une variété compacte orientée de dimension m et de classe C*°, E
et F' des fibrés vectoriels hermitiens de méme rang r et soit P : C*°(M,E) — C>®(M,F) un
opérateur différentiel elliptique de degré 6. Alors :
— ker P est de dimension finie
— P(C*° (M, E)) est fermé et de codimension finie dans C*(M, F) ; si P* est l’adjoint formel
de P, il existe une décomposition comme somme directe orthogonale dans WO (M, F) :

C>(M,F) = P(C®(M, E)) & ker P*

Lemme 2.2.5 Soit R : C*°(M, E) — C*(M, E) un opérateur régularisant (i.e. un opérateur
pseudo-différentiel de degré -1). Alors pour tout s € R le prolongement R : W5(M,E) —
W$(M, E) fourni par le théoréme 2.1.7 est un opérateur linéaire compact.

Preuve : Soit s € R. On a le diagramme commutatif suivant :

R

W (M, E) W (M, E)

K /
Wt (M, E)

olt Ry est le prolongement continu de R fourni par le théoréme de prolongement, et j I'injection
compacte fournie par le théoréme de Rellich. R est alors compact comme composé d’un opérateur
continu et d’'un opérateur compact.

Proposition 2.2.6 Soit P : C*(M,E) — C*®(M,F) un opérateur différentiel elliptique de
degré 6. Pour s € R on note P son prolongement W*(M, E) — W*=°(M, F). Alors :

- Vs € R, ker P, C C®°(M, E) et donc ker Ps = ker P

~ Vs € R,dimker Py < 0o et dim W**(M, F)/P,(W*(M, E)) < 0o

Démonstration : On considere P : C®(M, F) — C>(M, E) tel que PP—1I et PP—1 soient des
opérateurs régularisants (théoréme 2.2.2). Alors, en combinant le lemme 2.2.5 et le théoréme 5.1.3
on obtient que les prolongements continus W*(M, E) — W?*(M, E) et W*(M,F) — W?*(M, F)
obtenus pour tout s pour PP et PP respectivement sont tels que leur noyau et leur conoyau
respectifs sont de dimension finie.

Comme on a ker Py C l<er(13P)S et que ce dernier est de dimension finie, on a bien dim ker Py <
o0. On a de la méme maniere dim coker Py < oc.

Enfin, le fait que ker P; C C°(M, E) provient du théoréme de régularité des opérateurs ellip-
tiques.
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Lemme 2.2.7 Soit Hy et Hy des espaces de Hilbert, L : Hi — Hy linéaire et continu, dont le
conoyau est de dimension finie.
Alors Uimage L(Hy) est fermée.

Preuve : on peut supposer L injectif, quitte & remplacer H; par H;/ker L (ker L est fermé par
continuité, donc cela ne pose pas de probleme : H;/ker L ~ (ker L)1).

Ensuite, on considére un sous-espace V de Hy isomorphe au conoyau Hs/L(Hp). Il est de
dimension finie, donc fermé. Ainsi, en notant W lorthogonal de V', on a

H,=VoW

On a donc une projection continue p : Hy — W. Le composé po L : Hi — W est alors
continu et bijectif. D’apres le corollaire 5.1.2 au théoreme de ’application ouverte, c’est un
homéomorphisme (W est un Banach en tant que sous-espace fermé d’un espace de Hilbert).
L(Hy) et W sont ainsi homéomorphes, via les applications continues

D|L(H) (poL)~!

LH) 2w et wis H —Es L(H))
Comme W est fermé, L(H;) est fermé.

Proposition 2.2.8 Soit P : C°(M,E) — C>®(M,F) un opérateur différentiel elliptique de
degré §, et soit T € (ker P*)- N O (M, F) (I'orthogonal est pris dans W°(M, F)).

Alors il existe un unique & € C*(M, E)N (ker P)* tel que PE = 1 (’orthogonal étant pris cette
fois dans WO(M, E)).

Démonstration : on sait que

i
)

Ps(WS(M,E)) =ker P} (dans W°(M,F))

(o Ps : WO(M,E) — WM, F) est le prolongement continu de P). Donc Ps(W?°(M, E)) est
dense dans (ker P§)t.

D’apres la proposition 2.2.6, le conoyau de Pjs est de dimension finie. Donc d’apres le lemme 2.2.7,
son image est fermée. Alors on a :

Ps(W°(M, E)) = (ker P})*

Ainsi, 'équation P¢ = 7 admet des solutions dans W°(M, E). En projetant orthogonalement
par rapport au fermé ker Py (qui est égal a ker P d’apres la proposition 2.2.6), on obtient que
I’équation admet une unique solution orthogonale & ker P dans W°(M, E). Elle est automati-
quement C* par le théoréeme de régularité des opérateurs elliptiques (7 € C>*°(M, F)).

Finalement, la proposition 2.2.6 nous donne la premiere partie du théoreme et le fait que le
conoyau est de dimension finie, et la proposition 2.2.8 donne la décomposition orthogonale dans
WO(M, F). Le théoréme est donc démontré.

2.3 Géométrie différentielle
2.3.1 Connexions

Généralités Soit E un fibré vectoriel complexe de rang r sur une variété compacte différentiable
M de classe C*°. Une connexion D sur E est un opérateur linéaire différentiel d’ordre 1

D :C®(M,\NTy; ® E) — C®(M,A""'T}; @ E)
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satisfaisant la regle de Leibnitz
Vf € C®(M,APTy;) Yu€ C®°(M,NT;; @ E) D(f Au)=df ANu+ (=1)%8/f A Du
Sur un ouvert {2 C M ou E admet une trivialisation 7, une connexion D peut s’écrire
Du~, du+T Au

ou I' € C*(Q, A'T;; @ Hom(C",C")) est une matrice arbitraire de 1-formes et ol d agit com-
posante par composante sur le vecteur colonne u.

Supposons maintenant que E soit muni d’une métrique hermitienne de classe C'"*°. On a alors
un accouplement sesquilinéaire canonique
C®(M,APTy; @ E) x C°(M,NT{; @ E) — C®(M,APTIT5,)
(u,v) +— {u,v}

En effet, si sur un ouvert de carte trivialisant, on a une base (ey) de C°(M, E), et u = Y _ u)®ey,
v =3 vy ® ey on définit localement

{u,v}:ZuA/\@#<e>\,e#> (6)

A

Pour avoir une définition globale, on utilise un recouvrement fini par des ouverts de carte
trivialisants, et une partition de 'unité qui lui est reliée.
La connexion est dite hermitienne si elle vérifie

d{u,v} = {Du,v} + (~1)%“{u, Dv} (7)

Cas des variétés complexes On suppose ici que la variété de base M est munie d’une
structure complexe. Dans ce cas, on peut décomposer la différentielle extérieure d en la somme
d' 4+ d’ d’une (1,0)-forme et d’une (0, 1)-forme respectivement :

ou
du = Z 6I’szk/\d21/\d2]
Il=p.|T/=a,1<k<m Ok
Oour,
d'v = L dzy ANdzr A dZ
Y M i na

[I|=p,|J|=¢,1<k<m
Une connexion D peut étre scindée de maniere unique comme somme d’une (1,0)-connexion et
b
d’une (0, 1)-connexion, D = D" + D”. Dans une trivialisation locale 7 par un répere C* :
! ! /
Du ~, du+T'Au
D'v ~, d'u+T"Au

ou I’ =TIV 4+ T est exprimée comme la somme d’une matrice de (1,0)-formes et d’une autre
de (0,1)-formes. En tenant compte du fait que la différentielle extérieure est clairement une
connexion hermitienne, on obtient en remplagant dans (7) que D est hermitienne si et seulement
si pour u et v quelconques dans C>° (M, AT}, @ E) et C*° (M, APT;; ® E) respectivement :

{T@ +T") Au,v} + (1) %y, (T +T") Av} =0
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Si on suppose la base (ey) orthonormée, et si on note I' = (7,\,1)1@\’“@ la matrice de I'" dans
cette base, cela s’écrit encore :

{Z (%ﬁw /\U)\> ®e#,%:v# ®e#} + (—1)desu {Zuu ®eu Y <Z%A /\w) ®6u}

Iz H Iz A

= Z%A Aty ATy + (—1)de8n Zuu AFux ATy
A A, p

:E:WM4”hMAUAA%

A
=0

ce qui donne finalement, en écrivant IV = (v} ,) matrice de (1,0)-formes et I'" = (v},) matrice
de (0, 1)-formes
VA Y+, =0

Autrement dit, la connexion D est hermitienne si et seulement si IV = —(I"’)* relativement a
tout repeére orthonormé. Par conséquent, si on fixe une (0, 1)-connexion D" il existe une unique
connexion hermitienne qui lui est associée.

Connexion de Chern On conserve les hypotheses du paragraphe précédent, et on suppose
en plus que le fibré E possede lui-méme une structure holomorphe. Dans ces conditions, on
définit naturellement l'opérateur d” agissant sur C*° (M, AP9T5, @ E) par la formule, pour
s=> S ®en exprimée dans un repere holomorphe local de E :

d's = Z d"sy @ ey

1AL,

Il s’agit d’une définition convenable, car le repere (ey) étant holomorphe, les matrices de tran-
sition mises en jeu dans un changement de repeére sont holomorphes, et ne perturbent pas le
calcul de d”.

On appelle connexion de Chern 'unique connexion hermitienne dont la composante D" est
Popérateur d” défini ci-dessus. Si on se donne localement un repére holomorphe (ey) et une
matrice hermitienne H = (hy,) donnant la métrique :

{u,v} = ZhAMU‘)\ ATy =ul A Ho
A

et alors, en utilisant les relations FT =HetdH=dH+ ﬁ, on calcule :

d{u,v} = (du)' A Ho+ (=1)%8%y" A (dH Ao + Hdv)

(du+H dHAwAHG+ (—1)%8 vt A H(do + B d’H Av)
et ainsi la connexion de Chern est la connexion hermitienne définie par :

Du ~_ du + H 'WH Au
D'u~, du +H 'dHNu= ﬁ_ld’(ﬁu), D" =d"

En particulier, D'? = D'"? = 0, et par conséquent D? = D'D" + D"D’.
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2.3.2 Structure euclidienne de 1’algébre extérieure

On considere ici une variété riemannienne orientée de classe C*°, et £ — M un fibré vectoriel
hermitien de rang r sur M. On se donne (&1,...,&,) et (e1,...,e,) des repéres orthonormés de
Ty et E respectivement, sur une carte € C M. On note (&5,...,&5,) et (ef,...,er) les reperes
duaux correspondants, et on appelle dV 1’élément de volume riemannien sur M.

On munit de maniere naturelle I’algebre extérieure AT}, d’un produit scalaire < . ,. > en posant

V’LLJ‘,’Uk S T]T/[ <UL AN NANUp VT A LAY, >= det(< Uj , Vg >)1<j,k<p

pour tout p, et on dispose de la décomposition en somme orthogonale AT}, = @p%) APTy,. La
famille de covecteurs 7 = &, A ... A&, 11 < ... < i, définit une base orthonormée de ATYy;.
On notera < . ,. > également le produit scalaire correspondant sur ATy, ® E.

Définition 2.3.1 (opérateur étoile de Hodge)
L’opérateur + de Hodge-Poincaré-De Rham est l'endomorphisme de ATy, défini par la collection
d’applications linéaires = : APTy, — A™PTy, telle que pour tout p :

Yu,v € APTy;, uA*v=<u,v>dV
Pour justifier I'existence et 'unicité de cet opérateur, on utilise I’accouplement de dualité

NPT x A™7PT, — R
(u,v) — uAv/dV = Ze([,ﬂ])uwg[
T

ou 'on a décomposé u = Z|I|:p uréy et v = Zllem—p vyE%, et olt £(1,01) est la signature de
la permutation (1,...,m) ~ (I,CI). Il apparait alors clairement :

Vo e NPTy, wv= Y e(I,0D)vrsg,
[I|=p

Plus généralement, 1'accouplement sesquilinéaire {.,.} défini par (6) induit la définition d’un
opérateur x sur les formes a valeurs vectorielles, tel que

* i APTY, @ B — A PT;, @ B {s,%t} =< s,t > dV
* b= =pr €U, CItraG, ®ex Vs, te NPTy Q@ F

pour t =3/, \ 11,28 ® ex. Un dénombrement facile donne (1, CI)e(CI, 1) = (—1)Ptm=P) =
(=1)P(m=1) et donc
*x t=(—1)PMm DVt te NPT}, QF

* est une isométrie de APT}, ® E.
Nous aurons par la suite besoin également d’une variante de x, a savoir 'opérateur antilinéaire

4 NPT, @ E — A PTS, @ E*

défini par la relation sA#t =< s,t > dV, ou le produit extérieur est combiné avec ’accouplement
canonique F x E* — C. Nous avons :

ft= Z e(I,CD)Er &5 @ ex

[T|=p,A
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2.3.3 Contraction par un champ de vecteurs

Etant donné un vecteur tangent 6 € Ty et une forme u € APT};, la contraction §_u € AP~1T},
est définie pour tout 1,...,n,—1 € Ty par la formule

Oau(n, .. mp—1) = u(0,n1,. -, Mp—1)

Si on se donne (&, . ..,&y,) une base de Ty alors on les formules pour I'opérateur bilinéaire .. :

Ag*):{0 sil {iy,...ip}

i (DR NG A LLANE A LLNE sil=1,

i1

gl_l(§;{1 VAN

On montre alors aisément en utilisant cette formule et la bilinéarité de .. (avec des notations
évidentes) :
— 05(uAv) = (Ou) Av+ (=1)988y A (Ov)

- si9:<.,9>€T]*V[,alors:<9Ju,v>:<u,§Av>

2.4 Théorie de Hodge
2.4.1 Opérateurs de Laplace-Beltrami

Soit M une variété riemannienne orientée de classe C*°, dimg M = m, F un fibré vecto-
riel hermitien sur M, Dg une connexion hermitienne sur E. On considere ’espace de Hilbert
L2(M,APT}; @ E) des p-formes sur M, & valeurs dans E, muni du produit scalaire < s,t >=
fM < s,t > dV (ici < s,t > est le produit scalaire ponctuel sur APT;;, ® E associé au produit
scalaire riemannien sur APT}, et au produit scalaire hermitien sur E, comme précédemment).
Théoréme 2.4.1 L’adjoint formel de Dg agissant sur C*° (M, APT;; @ E) est donné par

Dy = (1)« Dpx

Démonstration : On considere s € C° (M, APT;; @ E) et t € C°(M,A\PT1T}, @ E) a support
compact. Alors on peut intégrer par parties

L Dps,t > = / < Dgs,t >dV = / {Dgs,*t}
M M
= [ sty = (17 (s.De ety = (<170 [ (s Dext)
M M
par la formule de Stokes. Mais alors, on a
& Dgs,t >= (=1)PTH(=1)Pm=D [ L5 wsxDpxt} = (—1)"*! <« s,4Dp +t >
M

ce qui donne le résultat.

Définition 2.4.2 L’opérateur de Laplace-Beltrami est 'opérateur différentiel du second ordre
agissant sur les fibrés APTY, @ E tel que

Ag = DgD% + DDy
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Il est clairement autoadjoint. On va calculer son symbole. Si f est une fonction de classe
C*, on a par la formule de Leibnitz pour les connexions e~*/ D (etfs) = tdf A s + Dgs. Ainsi,
par définition du symbole principal

V(z,8) €Ty Vse NPTy QF opg(x,&)s=ENs

La formule pour 'adjoint (3) donne alors op: = —(opy)*, donc avec ce qu'on a vu sur les
contractions, on en déduit ~

oD, (mvg) = _5—‘8
ou §~ est le vecteur tangent adjoint de §. Alors I'égalité on, = op,op: + oprop, pour les
symboles principaux donne oa , (x,&)s = —€ A (€1s) — E2(E A s) = —(£2€)s et donc pour finir

OAp (.’I},E)S = _‘£|25

En particulier, Ag est toujours un opérateur elliptique.

2.4.2 Formes harmoniques et isomorphisme de Hodge

Soit E un fibré vectoriel hermitien sur une variété riemannienne compacte (M, g). On suppose
que E posseéde une connexion Dg telle que D% = 0 (un exemple fondamental est bien entendu
le fibré trivial E = M x C avec la connexion D = d). Avec cette hypothese, Dg définit un
complexe de De Rham généralisé

Coo(M7E)i>C°°(M,A1TX4®E)£>... Dg, C(M, APTS, @ E) Dy

pour lequel on notera HY, (M, E) les groupes de cohomologie.
L’espace des formes harmoniques de degré p relativement a l'opérateur de Laplace-Beltrami
est défini par
HP(M,E)={s € C®°(M,A\’T}; ® E) ; Agps =0}

Comme on a la relation < Ags, s >= ||Dgs||* + || D%s||?, on voit que Ags = 0 si et seulement
si Dgs = Dxs = 0.

Théoréme 2.4.3 Pour tout p, il existe une décomposition orthogonale
C®(M,APT}; @ E) = HP (M, E) ® im Dg & im D7,
o bien sir im Dg = Dg(C®(M,AP~1T}, ® E)) et im Dy = Dy(C®(M,APH1T}, @ E)).

Démonstration : avec la remarque qu’on a faite que Ags = 0 si et seulement si Dgs =
D1s = 0, on a le fait que HP(M, E) est orthogonal aux deux sous-espaces im Dg et im D%,.
L’orthogonalité de ces deux sous-espaces entre eux est donnée par la relation D% = 0.

On va alors appliquer le théoréme 2.2.4 de finitude a 'opérateur elliptique Agp = A}, agissant
sur les p-formes (i.e. en fait opérateur différentiel A : C®°(M,F) — C>®°(M,F) ou F est le
fibré APTY, @ E) :

C*(M, ATy ® E) = HP(M, E) & Ap(C™ (M, APTy; © E))

ol 'on remarque que im Ag C im Dg+im Dj,. Comme d’autre part ces deux sous-espaces sont
orthogonaux & HP (M, E), ils sont contenus dans im Ag, ce qui conclut la preuve du théoreme.
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Théoréme 2.4.4 (isomorphisme de Hodge)
Les groupes de cohomologie de De Rham HY, (M, E) sont de dimension finie et HY, p(M, E) =~
HP(M,E).

Démonstration : grace a la décomposition du théoreme 2.4.3, on a

BY w(M,E) = Dp(C>®(M,AP"1T}, ® E))
ZY (M, E) = ker D = (im D})* = H?(M,E) @ im Dg

Ceci montre que toute classe de cohomologie de De Rham contient un unique représentant
harmonique. Comme HP (M, E) est de dimension finie d’apres le théoréme 2.2.4, le théoréeme est
démontré.

2.4.3 Dualité de Poincaré

Théoréme 2.4.5 L’accouplement
H (M, E) x HE (M. E") — €, (s.)— [ snt
M

est une forme bilinéaire non dégénérée, et définit donc une dualité entre HY, ,(M, E) et Hy " (M, E*).

Démonstration : il existe une connexion Dg- telle que (Dg+)? = 0 naturellement définie telle
pour tout s € C°(M,AT}; ® E), t € C°(M,AT}; ® E*) on ait

d(s At) = (Dps) At + (—1)%F5s A Dp.t

Dés lors, grace a la formule de Stokes on peut factoriser application bilinéaire (s,t) — [ u SAE.
Soit s € C°(M,APT;, @ E). Avec des raisonnements analogues a ceux de la preuve du
théoréeme 2.4.1, on montre les formules suivantes :

Dg-(#s) = (=1)?#Dgs, (Dp-)*(#s) = (—1)"*'4Dps, Ap-(§s) = iAps

et par conséquent, fs € H™ P(M, E*) si et seulement si s € HP(M, E). Comme d’autre part

/ 5 Afs =/ |52V = |5
M M

on voit que I'accouplement de Poincaré a un noyau trivial dans le facteur de gauche H? (M, E) ~
HY, n(M, E). Par symétrie, il a aussi un noyau trivial & droite, donc la preuve est achevée.

2.4.4 Dualité de Serre

Soit (X,w) une variété hermitienne compacte et E un fibré vectoriel holomorphe hermitien
de rang 7 sur X. Nous noterons D la connexion de Chern de E, D}, = —x Dg* I’adjoint formel
de Dg, et D'}, D"} les composantes de D% de type (—1,0) et (0, —1). On montre de la méme
maniere que pour le calcul du symbole du laplacien

opy(z,§)s = 0L A s, § € Tx g = Homg(Tx,R), se€FE,

ot €91 est la partie de type (0,1) de la 1-forme réelle £. Des lors, le symbole principal de
lopérateur A%, = DDy + D" DL est

1
oy (2,€)s = —[€"[2s = — ¢
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(en effet, comme ¢ est une forme réelle, & = >, u;(dz; + dz;) avec u; a valeurs réelles, donc
€] = 2|¢%1]?) On peut faire un calcul similaire pour A;. On trouve en particulier oa, = oay =
%O’A »» et AL est un opérateur elliptique autoadjoint sur chacun des espaces C° (X, AP 9T Q F).
Puisque (D%)? = 0, on montre exactement de la méme maniere que pour le théoréme 2.4.3 :

Théoréme 2.4.6 Pour tout bidegré (p,q), il existe une décomposition orthogonale
C®(X,APT% ® E) = HPY(X, E) @ im D, @ im D"

ot HP1(X, E) est l’espace des (p, q)-formes A’,-harmoniques.

et de 1a, toujours en reproduisant le raisonnement du paragraphe précédent, on obtient

Théoréme 2.4.7 (isomorphisme de Hodge)
Les groupes de cohomologie de Dolbeault HP1(X, E) sont de dimension finie, et il y a un iso-

morphisme
HP(X,FE) ~HPr(X,E)

Théoréme 2.4.8 (dualité de Serre)
L’accouplement bilinéaire

HPUX E)yx H™" " X E*) — C, (s,t)r—>/ sAt
X

est une dualité non dégénérée.

Démonstration : soient s; € C®(X,APT% ® E), sg € C°(X, A P 971T% @ E). 81 A s2
est de bidegré (n,n — 1), donc

d(sy Asg) =d"(s1 Nsa)=d"sy ANsy+ (=1)PTlsy Ad’s9

et accouplement bilinéaire (s,t) — f  S/\t se factorise aux groupes de cohomologie de Dolbeault
grace a la formule de Stokes.
Par ailleurs, on a toujours les mémes formules :

Dip.(ts) = (~1)%*4(D)"s (D" (8s) = (~1)%8 14D
A (£5) = tALs

(ot D~ est la connexion de Chern de E*). On voit donc que l'on a ici encore s € HP4(X, E)
si et seulement si fs € H™ P™~9(X, E*). On conclut alors quant a la non dégénérescence en
constatant que [, s Afls = ||s[|.
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3 Le théoréme de Riemann-Roch

3.1 Le O-module O(D)

Soit X une surface de Riemann compacte. On définit un faisceau d’anneaux sur X en appelant
O(U) 'anneau des fonctions holomorphes sur U, pour tout U ouvert de X. On définit de maniere
analogue M le faisceau des fonctions méromorphes sur X.

Définition 3.1.1 L’ensemble des diviseurs de X est le Z-module libre engendré par X. Ainsi,
un diviseur D de X s’écrit de maniére unique :

D:anx

rzeX

ot (ny) est une suite d’entiers presque nulle. On dit que D est positif si tous les n, sont positifs.
Le degré de D est l’entier
deg D = Z Ny

zeX

Pour tout D diviseur de X, on appelle :

O(D){fGM, Z(Vx(f)+nx)>0}

rzeX

0t vy (f) désigne comme d’habitude la valuation de f au point x.

Pour parler plus prosaiquement, si D = njxzq + - - - +ngzq, O(D) est U'ensemble des fonctions
méromorphes sur X, holomorphes sur 'ouvert X \ {z1,...,24}, et ne divergeant pas plus que
1/(#z — x;)™ en ces points. On définit alors (avec les opérations de restrictions évidentes) le
faisceau O(D) sur X. Cest clairement un O-module.

Proposition 3.1.2 O(D) est localement libre de rang 1.

Démonstration : On note D = nyxy + - - + ngxq. Soit x € X, f € O(D)(x). f est définie sur
un certain ouvert autour de x. On considére un tel ouvert U,, qui ne contienne aucun des z; (&
part, bien sir, éventuellement z) et tel que l'on ait une coordonnée z définie sur U, tout entier.
On sait alors, quitte a réduire U,, que f s’écrit de maniére unique :

f

(z —x)n=

flz) =

oil f est une fonction holomorphe sur U, (pouvant éventuellement s’annuler en x). Une telle
écriture prouve évidemment que O(D)(x) est un O(x)-module libre de rang 1, ce qu’il fallait
démontrer.

Proposition 3.1.3 O(D) ®p O(D') = O(D + D)

Démonstration : Il suffit de démontrer que les espaces étalés relatifs a chacun des deux fais-
ceaux considérés sont les mémes (et qu’ils ont la méme topologie). Or O(D) ®p O(D') est le
faisceau engendré par le préfaisceau U — O(D)(U) @p )y O(D')(U). On a donc :

(O(D) @0 O(D")) (x) = O(D)(x) ®o(a) O(D')(x)
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et il s’agit de voir :
O(D)(x) ®o () O(D')(x) = O(D + D')(x)

Soit donc z € X. O(D)(x) et O(D')(x) sont des O(z)-modules libres de rang 1, engendrés
respectivement par z — (z —z)™™ et z — (2 — x)™™ (comme tout se passe localement, on
peut se donner une coordonnée z autour du point z). Alors O(D)(z) @) O(D')(x) est de

maniére évidente le O(z)-module libre de rang 1 engendré par z — (z — )" X (z —z)~", i.e.

O(D + D) (z).
Définition 3.1.4 Soit D = nyx1 + -+ + ngry diviseur de X (on suppose les x; deuzr a deux

distincts), on note Cp le faisceau défini par :

Cp: U Ccrixv(@)+-+naxv(za)

ou xy est la fonction caractéristique de 'ouvert U.

On a donc :

(CD(JU):{ Cri six=ua

0 sinon

On peut considérer ce faisceau comme un O-module. On va voir comment faire dans le cas
ou D = nx, le cas général s’en déduisant aisément. Il faut alors alors voir Cp comme étant le
faisceau qui & un ouvert U de X associe 0 si z ¢ U, et 'ensemble des n-uplets correspondants aux
premiers termes du développement en série entiere au voisinnage de x d’une fonction holomorphe
sur U sinon.

Proposition 3.1.5 O(D') o Cp ~Cp

Démonstration : O(D’) est localement libre de rang 1, donc en regardant au niveau des espaces
étalés, on obtient :
O(D")(z) ®0 Cp(x) ~ Cp(z)

ce qui donne le résultat.

Proposition 3.1.6 Si D est un diviseur positif de X, on a les suites exactes :

0——>0(-D) o Cp 0

0—=0— O0(D) —=Cp ——=0

Démonstration : pour la premiere suite exacte, il suffit de montrer pour tout z € X que :
0— O(-D)(z) — O(x) — Cp(x) — 0

est une suite exacte. On écrit D = nyx1 + - - -ngrq, en suposant les x; deux a deux distincts.
Alors, de deux choses l'une, ou bien z = z;, pour un certain ig, et O(—D)(x) est I’ensemble des
fonctions définies localement autour de x, holomorphe autour de x, et admettant  comme zero
d’ordre au moins n;,, ou bien O(—D)(z) est simplement I'ensemble des fonctions holomorphes
définies localement autour de x. Dans les deux cas, on n’a aucun mal a exhiber une injection de
O(—D)(x) dans O(x).

Pour obtenir une surjection de O(x) dans Cp(z), on procede comme au paragraphe précédent.
Si Cp(z) =0, il n’y a rien a faire, et sinon on consideére une fonction holomorphe f définie lo-
calement autour de . On peut supposer disposer d’une coordonnée locale autour de z (quitte
a réduire le voisinnage ouvert de x), et alors on associe a f les premiers coeficients de son
développement en série entiere autour de x.
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Pour finir, supposons que & = x;, pour un certain ig (sinon tout a déja été fait). Considérons
f € O(x) qui s’envoie sur 0 dans Cp(z). Les n;, premiers termes de son développement en série
entiere sont nuls, donc = est un zero d’ordre au moins n;, de f, et elle provient de 'injection
canonique O(—D)(z) — O(x), ce qu’il fallait démontrer.

Pour obtenir la seconde suite exacte, il suffit de tensoriser celle que 'on vient d’obtenir par
le O-module localement libre de rang 1 O(D) :

0——=0(-D)®p O(D) —= 0O ®p O(D) ——Cp ®o O(D) —=0
ce qui s’écrit encore, avec les résultats du début du paragraphe :
0—=0—0(D) —=Cp—>0
Méme si I'isomorphisme entre Cp et Cp ®o O(D) n’est pas canonique, cette suite exacte peut
se définir de maniere naturelle : autour d’un point z, on peut se munir d’une carte locale z. A
une fonction de O(D)(x), possédant un unique pdle d’ordre au plus n, > 0 dans un voisinnage
de z, on associe les termes a_,,_,...,a_; de son développement en série de Laurent autour de

x. Ceux-ci sont tous nuls si et seulement si la fonction de départ était holomorphe, ce qui nous
donne 'exactitude de la suite.

3.2 L’indice d’Euler

Définition 3.2.1 On considére X une variété complexe compacte orientée de dimension com-
plexe m, E un fibré vectoriel hermitien holomorphe sur X. L’indice d’Euler est l’entier

X(E)= > (-1)"dim H?(X,E)

1<psm

Il s’agit d’une bonne définition : pour calculer la cohomolgie de E, on utilise la résolution de
Dolbeault

0 —> C®(X, E) —2> (X, A%\ T} @ E) —2= - —2 = 0 (X, A% @ E) —2=

On sait alors d’apres le théoreme d’isomorphisme de Hodge que les groupes de cohomologie sont
de dimension finie, ce qui autorise notre définition de x.

Remarque 3.2.2 On retrouve de cette maniére linvariant d’Euler-Poincaré bien connu, qui
permet entre autres de classifier les surfaces compactes réelles.

Proposition 3.2.3 Soient Fy, Fs, et E3 trois fibrés tels que la suite suivante soit exacte :

0 £y Ey Es 0

Alors :
X(E2) = x(E1) + x(£3)

Démonstration : on déduit de la suite exacte la longue suite exacte de cohomologie
-——> H?(X,E)) — H?(X,Fy) — HP(X,E3) — HP*Y(X,E;) — - -~

qui nous donne immédiatement la formule voulue en se rappelant que la somme alternée des
dimensions des termes d’une suite exacte est nulle.

En fait, on définit 'indice d’Euler pour n’importe quel objet dont on peut calculer la co-
homologie, tel que les groupes de cohomologie soient de dimension finie et nuls sauf pour un
nombre fini d’entre eux. La formule précédente reste alors vraie dans ce cas général.
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Proposition 3.2.4 Soit X une surface de Riemann compacte, D un diviseur de X. Alors :
x(O(D)) = x(0) + deg D

Démonstration : O(D) est un O-module localement libre de rang 1, donc un fibré vectoriel
holomorphe de rang 1 : on peut calculer sa cohomologie en utilisant la résolution de Dolbeault.
Le faisceau gratte-ciel Cp est flasque, donc sa cohomologie est nulle en degré strictement positif.
En particulier :

x(Cp) = dim H*(Cp) = deg D

Par ailleurs, on connait les deux suites exactes :

0——= O(-D) (@) Cp 0
0 O O(D) Cp 0

qui nous donnent

x(O(D)) = x(0) + x(Cp) = x(O) + deg D
et x(O(=D)) = x(0) - x(Cp) = x(O) — deg D

Enfin, si Dy et Dy sont tous les deux des diviseurs positifs, on a la suite exacte

OHO(Dl —Dg)*)O(Dl) (CDz 0

et par conséquent x(O(D1 — D3)) = x(O(D1)) — x(Cp,) = x(O) + deg Dy — deg Ds, ce qui est
exactement la formule que nous voulions démontrer.

Théoréme 3.2.5 Soit X une surface de Riemann compacte. Il existe des fonctions méromorphes
non constantes sur X.

Démonstration : en effet, comme x(O(D)) = dim H°(O(D))—dim H'(O(D)), on a dim O(D)(X) >
x(O(D)). Or x(O(D)) = x(O) + deg D. Donc en choisissant deg D suffisamment grand, on ob-
tient x(O(D)) > 1, et par suite dim O(D)(X) > 1; il existe donc des fonctions méromorphes
non constantes définies sur X tout entier.

3.3 Diviseurs et fibrés vectoriels en droite

Définition 3.3.1 Soit U un ouvert de C™. Un ensemble fermé X C U est un ensemble analy-
tique de U si pour tout x € X, il existe un voisinnage ouvert U' C U de x et un ensemble fini
f1,--+, fx de fonctions analytiques sur U’ telles que :

XnU' ={yeU’ fily)=...= fuly) =0}
Dans le ou k =1 partout, on parle d’hypersurface analytique.

Une variété analytique V est dite irréductible si elle ne peut pas s’écrire comme 'union de
deux variétés analytiques V3 U V5 sans que V3 =V ou Vo = V. On dira que V est irréductible en
p 8’1l existe un voisinage U’ de p tel que VNU’ soit irréductible. Si f est une fonction holomorphe
au voisinage de l'origine, irréductible dans O,,, alors ’hypersurface analytique { f(z) = 0} définie
par f au voisinage de l'origine est irréductible en 0 (c’est une conséquence directe de la version
faible du nullstellensatz que nous avons démontrée). Comme O,, est un anneau a factorisation
unique, une hypersurface analytique s’exprime localement autour de chacun de ses points comme
une union d’hypersurfaces analytiges irréductibles.
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De la méme manieére, on définit une sous-variété analytique V d’une variété complexe M
comme étant le sous-ensemble donné localement comme les zéros d’un nombre fini de fonctions
holomorphes.

Soit M une variété complexe. On sait définir les fonctions holomorphes sur M a l'aide des
cartes de la variété M. On va alors définir les fonctions méromorphes sur un ouvert U C M
comme étant les fonctions données localement par le quotient de deux fonctions holomorphes :
dire que f est holomorphe sur U, c’est dire qu'il existe un recouvrement U; tel que fiy, = g:/h;
avec ¢, h; € O(U;) et g;hj = g;h; sur U; N U;.

Définition 3.3.2 (diviseur) Soit M une variété complexe. Un diviseur D de M est une com-
binaison linéaire formelle localement finie d’hypersurfaces analytiques irréductibles :

D:ZaiVi (ai GZ)

Cette définition généralise la notion de diviseur que nous avions déja vue pour les surfaces de
Riemann compactes : si X est une surface de Riemann compacte, ses hypersurfaces analytiques
irréductibles sont des points, et une somme localement finie est finie par compacité. Des lors,
un divisieur de X n’est qu'une somme formelle finie de points de X, ce qui correspond bien &
ce que nous avions vu.

Soit M une variété complexe, 7w : L — M un fibré vectoriel en droites holomorphe sur M.
On rappelle que cela signifie qu’il existe un recouvrement ouvert U, de M et des trivialisations
locales holomorphes ¢, : Ly, — U, x C (en notant Ly, = 7 1(U,)). Autrement dit, le
recouvrement U, rend le diagramme suivant commutatif :

I, )LIa ; U, X C
M~<~—U,

Dans ce cas, les fonctions de transition gog : Uys NUg x C — Uy NUg x C de L relatives aux
trivialisations ¢, sont données par

gaﬁ(paz):(QO(xO(PEl)u,p(Z)EC (p,Z)EUaﬁUgXC

Il s’agit de fonctions holomorphes partout non nulles. Bien stir, en tant que fonctions de transi-
tions, eles vérifient les deux identités :

{ 9aB - 9pa =1
9apB * 9y = Gary

Réciproquement, la donnée d’un recouvrement ouvert et d’une famille de fonctions {gn.g €
O(U, NUg)} partout non nulles et vérifiant les deux identités caractéristiques des fonctions de
transition définit un fibré vectoriel en droites holomorphe.

Proposition 3.3.3 Soit M une variété complexe, D = a;V; un diviseur de M. Alors on peut
définir un fibré vectoriel O(D) holomorphe de rang 1 sur M.

Démonstration : on peut trouver un recouvrement ouvert U, de M tel que chaque V; appa-
raissant dans ’expression de D soit donné dans U, par la fonction h;, € O(U,), que l'on peut
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a;

supposer irréductible dans O,,. En posant f, = [, hii,
non identiquement nulle sur 'ouvert U,. Les fonctions

Jfa

Gap = fﬁ

on définit alors une fonction méromorphe

sont alors holomorphes et partout non-nulles sur U, NUp (hio/hig est holomorphe car h;q et hig
définissent la méme hypersurface analytique irréductible dans U, N Ug, donc leur rapport est
une unité de @, i.e. une fonction holomorphe partout non nulle). Dans les ouverts de définition
convenables, on a facilement gag-gsa =1 €t gag- 93y = gary- Ceci autorise la définition de O(D)
comme étant le fibré vectoriel en droites holomorphe relatif aux fonctions de transition g,g. On
vérifie ici encore que cette définition de O(D) coincide bien avec celle que nous avions donnée
auparavant pour un diviseur d’une surface de Riemann compacte.

Proposition 3.3.4 O(D) est trivial si et seulement si il existe f méromorphe sur M tout entier
telle que (f) = D.

Démonstration : Considérons f une fonction méromorphe définie sur M tout entier. Alors,
pour D = (f) on peut prendre, pour tout recouvrement ouvert U, et en conservant les notations
précédentes, fo = fju,. Alors, les fonctions de transition de O(D) sont toutes égales a 1, et le
fibré vectoriel O(D) est trivial.

Réciproquement, si D est donné localement par une famille de fonctions f,, et sile fibré O(D)
est trivial, alors on peut trouver une famille de fonctions h, holomorphes (et non plus seulement
méromorphes) et partout non nulles sur U, telles que les fonctions de transition soient égales
a ho/hg (dire que le fibré est trivial, c’est exactement dire qu’il existe une section holomorphe
globale). Des lors, sur U, NUj on a l'identité f,h, ' = fshz", et la collection de fonctions fohy!
méromorphes sur U, définit une fonction méromorphe f sur M tout entier telle que (f) = D.

Proposition 3.3.5 Soit M une variété complexe, L un fibré vectoriel en droites holomorphe
sur M. Il existe D diviseur de M tel que L ~ O(D) si et seulement si il existe une section
méromorphe globale de L (i.e. une section holomorphe globale de L @ M ).

Démonstration : commenons par décrire les sections méromorphes de L. Soit U un ouvert de
M. Une section s € (L®o M)(U) est la donnée de fonctions méromorphes s, € M(UNU,) (U,
étant un recouvrement de M par des ouverts trivialisants) vérifiant les relations de compatibilité :

S50 = GapSp sur UNU, NUg

Les gog étant holomorphes et partout non nulles, on en déduit que I'on peut calculer 'ordre de
s le long de n’importe quelle hypersurface analytique V' C M (et en particulier son diviseur (s)
est bien défini).

Soit D un diviseur de M. On va exhiber une section méromorphe globale de O(D). On
considere un recouvrement U, de M tel que D soit donné par les fonctions méromorphes f, € U,.
En se souvenant que O(D) est donné par les fonctions de transitions gog = fo/fs, on voit que
la famille de fonctions méromorphes f, est telle que

fo = 9asfs sur U, NUpg
et donc définit une section méromorphe globale du fibré O(D).

Réciproquement, soit L un fibré vectoriel en droites holomorphe muni d’une section méromorphe
globale s. Alors pour un recouvrement U, par des ouverts trivialisants, on a
Sa

gaﬁzg
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ce qui prouve que L est en fait le fibré vectoriel associé au diviseur de s : (s).

3.4 Degré d’un fibré en droites

Définition 3.4.1 Soit X une surface de Riemann compacte, L un fibré vectoriel en droites
holomorphe sur X. On pose :
deg L = x(L) — x(O)

Notons que s’il s’agit du fibré vectoriel en droites associé a un diviseur de X, on retrouve
bien I'ancienne définition du degré. On conserve les notations de la définition précédente pour
tout ce paragraphe.

Proposition 3.4.2 Si H(L) est non nul, alors deg L > 0. Dans le cas deg L =0, on a L ~ O.

Démonstration : supposons H°(L) # 0, et considérons alors s # 0 appartenant a H°(L),
section holomorphe non nulle globale de L, définie sur X tout entiere.

Si U est un ouvert quelconque de X, I'application ¢t € O(U) +— st € L(U) nous donne une
injection O(U) — L(U) compatible avec les restrictions, i.e. un morphisme injectif de faisceaux
0O — L.

s est non nulle, donc ses zéros sont isolés. Ils sont en nombre finis car X est compacte. On
écrit alors le diviseur de s : (s) = nyz1 + - -+ + ngxq, ou les n; sont tous positifs et les x; deux
a deux distincts, et on considere le faisceau gratte-ciel C,y. On fabrique alors une application
L — C(y) en associant a une section de L les premiers termes de son développement en série
entiere autour des points x;.

La suite de faisceaux

0 O L Cs) 0

est exacte. Il suffit en effet de prouver l’exactitude locale, et celle-ci est claire. Alors, x(L) =
X(O) 4+ x(Cys)), et donc deg L = x(Cy)) > 0.
Maintenant, si deg L = 0, alors (s) = 0 et on a une suite exacte

0 o L 0
i.e. un isomorphisme L ~ O.
Proposition 3.4.3 On a les formules sur le degré :

deg L(x) =deg L + 1
deg L(—x) =deg L — 1

Démonstration : on a la suite exacte de faisceaux

0 L L(z) C, 0

Pour voir cela, considérons U un ouvert de X. L(U) est ’anneau des sections holomorphes de L
au dessus de U, L(x)(U) celui des sections méromorphes de L au dessus de U ayant au plus un
pole simple en z, et holomorphes partout ailleurs. L’injection de L(U) dans L(x)(U) est alors
claire. Maintenant, on associe & un élément de L(x)(U) son résidu en x; c’est une section du
faisceau gratte-ciel C, au dessus de U. La fleche L(x)(U) — C,(U) est clairement surjective, et
le résidu est nul si et seulement si la section est holomorphe en z, autrement dit si et seulement
si la section provient de l'injection canonique L(U) — L(x)(U), ce qui achéve la preuve de
Iexactitude de la suite.
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On a alors x(L)(z) = x(L) + x(Cs) = x(L) + 1, et donc deg L(z) = x(L(z)) — x(0) =
X(L) — x(O) +1 =deg L + 1, ce qui nous donne la premiére formule.

La seconde s’obtient de maniere analogue en consdérant la suite exacte

0—— L(—2x) L C, 0
Proposition 3.4.4 [l existe D diviseur de X, unique a équivalence linéaire pres, tel que
L~O(D)

Démonstration : d’apres la proposition 3.4.3, pour tout entier n, deg L(nz) = deg L+ n. Donc
pour n suffisamment grand :

R (L(nz)) = x(L(nz)) + h*(L(nz)) = x(L(nz)) = deg L(nz) + x(O) = deg L + x(O) +n >0

et il existe une section holomorphe globale de L(nz). Ainsi, il existe une section méromorphe
globale de L, et on sait alors qu’il existe un diviseur D de X tel que

L~0O(D)

Supposons maintenant connaitre D et D’ deux diviseurs tels que L ~ O(D) et L ~ O(D’).
Alors, le fibré O(D—D') = O(D)®0 O(—D’) = L®e L* est trivial, donc il existe f méromorphe
sur X tout entier, tel que D — D’ = (f). Autrement dit, D et D’ sont linéairement équivalents.

3.5 Genre

Définition 3.5.1 Soit X une surface de Riemann compacte. On note Qx = AYOT% @ O le
faisceau des formes différentielles holomorphes sur X. On définit alors le genre de X :

g = dim¢ H°(Qx)

comme étant la dimension de l’espace des formes différentielles holomorphes définies sur X tout
entier.

Il s’agit d’une définition correcte, car cette dimension est finie d’apres le théoréeme d’isomor-
phisme de Hodge.

Proposition 3.5.2 Le genre d’une surface de Riemann est un invariant topologique. Plus préci-
sément :

dime H'(X,C) = 2¢
Démonstration : on considere la suite exacte de faisceaux

d d

Qx 0

0 C Ox

(cette suite est bien exacte : les fonctions holomorphes & diférentielle nulle sont localement
constantes, et on peut toujours trouver localement une primitive holomorphe a une fonction
holomorphe). On écrit la longue suite exacte de cohomologie qui s’en déduit :

0 — H°X,C) — H°(X,0x) — H°(X,Qx) — H'(X,C) —
HY(X,0x) — H*(X,Qx) — H*(X,C) — 0
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(on a bien sir H2(X,0x) = 0, par exemple en utilisant la résolution de Dolbeault pour le
calcul). On a donc 'identité sur les dimensions des groupes de cohomologie :

hO(X,C) — h°(X,0x) + h°(X,Qx) — h'(X,C) + h' (X,0x) — h'(X,Qx) + h*(X,C) =0

Comme X est connexe : h%(X, C) = 1. Alors, avec la dualité de Poincaré : h?(X,C) = h%(X,C) =
1. Par ailleurs, h%(X,0x) = 1 car X est compacte. Avec la dualité de Serre : h'(X,Qx)
h°(X,Ox) = 1. Enfin, toujours avec la dualité de Serre et par définition du genre : h?(X, Qx)
h'(X,Ox) = g. Donc finalement, notre identité s’écrit :

1-1+g-hA(X,C)+g—-1+1=0

soit encore

h'(X,C) = 2g
Cette derniere formule nous donne le fait que g est un invariant topologique : la dimension
h'(X,C) peut se calculer avec la cohomologie de De Rham, qui on le sait est la méme pour deux
variétés homéomorphes.
3.6 Le théoréme de Riemann-Roch

Théoreme 3.6.1 Soit X une surface de Riemann compacte de genre g, D un diviseur de X.
Alors :
R(O(D)) — K(Qx (~D)) = deg D+1— g

Démonstration : en utilisant la résolution de Dolbeault pour le calcul de x(O) :
x(0) = dim O(X) — dim A>'T% ® O(X) = dim O(X) — dim H°(Qx)

(en utilisant la dualité de Serre pour dire que dim A®1T% @ O(X) = dim H°(Q2x)). Comme X
est compacte, on sait que dim O(X) = 1, et on en conclut :

Toujours en utilisant la résolution de Dolbeault pour le calcul de 'indice d’Euler :
X(O(D)) = h**(O(D)) — K" (O(D))

(ot h?7 désigne la dimension de 'espace HP+?). Or on sait que O(D)®@0O(—D) = O, donc le fibré
O(—D) est le dual du fibré O(D). Donc d’aprés la dualité de Serre H%*(O(D))* = H*(O(-D))
Autrement dit

H'(O(D))" = H*(Qx(-D))

et ces deux espaces ont la méme dimension finie. Donc h%1(O(D)) = h°(Qx(—D)). Alors, en se
souvenant que x(O(D)) = x(O) + deg D, on obtient le résultat voulu.

Corollaire 3.6.2 Si L est un fibré vectoriel holomorphe en droites sur X, alors on a

RO(L) —h°(Qx @ L*) =degL+1—g
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4 Plongement dans un espace projectif

4.1 Cas d’un tore complexe

On se donne A un sous groupe discret de C de la forme e;Z @ esZ, ou le rapport entre e; et
es n'est pas réel. On veut définir une bijection biholomorphe entre le tore C/A et une courbe
elliptique de P?(C) définie par une équation algébrique de la forme y*t = 2 + pat? 4 qt3. On
va pour cela exhiber une application C/A — P?(C) holomorphe, injective, et & différentielle
injective.

On définit la fonction p de Weierstrass par la formule suivante :

1 1 1
Vze C\ A p(2)2?+ Z m—ﬁ
weA\{0}

On montre qu’elle est paire, A-périodique, méromorphe sur C, que ses poles sont les points de

A, qu’ils sont d’ordre 2, et qu’en chacun de ces points la partie principale est ﬁ On calcule

son développement de Laurent au voisinnage de 1’origine :

1 | .
p)= 5+ @+ 1) > =g | &

n>1 w#0
Pour la suite, on notera Gy, les séries d’Eisenstein :
1
G- Y
ok
weA\{0}

La dérivée de p s’exprime comme suit :
1
"(z) = =2 E P
& (Z) (Z _ w)g

On montre alors, en utilisant la A-périodicité et les développements de Laurent en 0 que la
fonction p? — 493 + 60G4p + 140G est holomorphe sur C tout entier, et donc constante (par
A-périodicité) égale 4 0. On a donc l'identité :

o =493 — 60G4p — 140G

Nous allons ensuite avoir besoin d’un lemme général. On se donne une fonction f méromorphe
sur C, et on considére un lacet v entourant (en ne faisant qu’un tour, et dans le sens direct) U
un ouvert connexe de C. Alors, le théoréme des résidus nous donne :

') = 2m v
/yf(z)dZ_Q E:U a(f)

ol v, (f) désigne la valuation de f en a, c’est-a~dire 'entier n tel que f s’écrive f(z) = (z—a)"g(z)
au voisinnage de a avec g holomorphe au voisinnage de a telle que g(a) # 0.

Dans le cas qui nous intéresse ici, on considére pour «y les parallélogrammes reliant les points a,
a-+ey,a+ e+ ex et a+ ey dans cet ordre, avec a € C a choisir convenablement, de sorte que
le lacet ne rencontre pas de point du réseau A. Alors, par A-périodicité, on obtient :

A i)/((zz)) dz=0 et [{ Z,/((j)) dz =0
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Ce résultat reste bien entendu vrai lorsque 'on remplace p par ¢ — A\, A € C quelconque. Or,
dans un parallélogramme, p (resp. p') posséde un unique pole d’ordre 2 (resp. 3). Donc g (resp.
©') prend exactement 2 (resp. 3) fois toutes les valeurs de C dans le parallélogramme.

On sait d’aprés ce qui précéde que g’ posséde exactement trois zéros (distincts ou non) dans
le parallélogramme. On sait par imparité et A-périodicité que p'(2) = —p'(w — z) pour tout
w € A. En particulier :

€1y _ €2y _ €1t eay
@(2)—@(2)—@( 5 )=0

Donc ¢’ posséde trois zéros distincts, et on les connait (ce qui nous donne au passage les trois
zéros distincts du polynéome 4z — 60G 4z — 140G, ce qui est non-trivial).

On considére alors I’application :

¢ : C/A — P2(C)
2z o (p(2):9'(2) 1 1)

v est injective. En effet, pour z € C, par parité et A-périodicité, on a p(z) = p(w — z) pour tout
w € A. Or chaque valeur est atteinte exactement 2 fois comme on ’a vu, et on a par imparité
de ¢’ que p’'(z) = —p'(w — z). Les seuls points ol il peut y avoir un défaut d’injectivité pour
¢ sont donc ceux tels que '(z) = p'(w — 2z) = 0, et on a vu que ces points sont e1/2, es/2 et
(e1 + e2)/2 ou il n’y a en fait pas de probléme puisque pour eux z = w — z mod A.
@ est a différentielle injective, puisque tous les zéros de g’ sont simples, et donc n’annulent pas
p//.

Pour la suite, on notera (z : y : t) la variable courante dans P2(C). Pour z ¢ A, vue la
définition de , et I'identité vérifiée par @, on a :

Y2t = 423 — 60G,xt? — 140Gt?

Il s’agit d’une équation homogéne, donc bien définie pour (z : y : t) € P?(C). En général, si on
fixe un wy dans A, on a :

1 1 1 1
0 = (@S a) X

w#0 wEA

= [ (z—wp)? 212+Z<(z—1w)2_wl?) : —2(z—w0)32ﬁ : (z—wp)?

w#0 wEA

et donc
©(wg) =(0:1:0)

qui vérifie encore I’équation y?t = 423 — 60G 42t> — 140Gst3.
Réciproquement, si un point de P?(C) vérifie cette équation algébrique (i.e. s’il appartient a la
courbe elliptique), il lui correspond un unique point de C/A : p prend exactement deux fois
toutes les valeurs de C, donc on trouve deux z tels que p(z) = x (qui sont égaux si et seulement
si y = 0), alors p'(z) vérifie ’équation de la courbe algébrique, et il suffit de prendre le z qui
correspond & la bonne valeur de p'.

Ainsi, le tore C/A est isomorphe & la courbe elliptique de P?(C) définie par I’équation

Y2t = 423 — 60Gzt? — 140Gt?
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4.2 Plongement dans le cas général

Lemme 4.2.1 57 X est une surface de Riemann compacte de genre g, alors
degQx =29 —2
Preuve : d’aprés le théoréme de Riemann-Roch
RO(Qx) —h'(Qx @ Q%) =degQx +1—g
Or par définition du genre, h°(Qx) = g. D’autre part, h°(Qx @ Q%) = h°(O) = 1 car X est
compacte. Donc finalement
degQx =g—-1—-(1—-g)=29g—2

C.Q.F.D.

Théoréme 4.2.2 On note g le genre de X. Si L est un fibré vectoriel en droites holomorphe
sur X, et si deg L > 2g + 1, alors Uapplication

p: X — PH(L)*
v HO(L(~2))

est un plongement holomorphe.

Démonstration : L’espace projectif P(H?(L))* est 'espace des droites d’applications linéaires
sur I'espace vectoriel de dimension finie H°(L), soit I'espace des hyperplans de H°(L). Pour
commencer, montrons que quel que soit z € X, HY(L(—x)) est un hyperplan de H°(L). D’aprés
le théoréme de Riemann-Roch :

RO(L)=h"(Qx ® L*) +degL+1—g

Comme deg(Qx ® L*) = degQx + deg L* = 29 — 2 — deg L < —3, d’aprés la proposition 3.4.2
on a h®(Qx ® L*) =0, et donc

RO(L) =degL+1—g
De la méme maniére, h®(L(—z)) = h%(Qx ® L(—z)*) + deg L(—z) + 1 — g. On a deg(Qx ®
L(—z)*) =29 — 2 —deg L(—x) < —2, donc h°(Qx ® L(—z)*) = 0, et h°(L(—x)) = deg L(—x) +
1—g=hL)—1, ce qui prouve que H°(L(—z)) est un hyperplan de H°(L).

Pour montrer que 'application est injective, considérons x et y distincts dans X. En remar-
quant que

HO(L(~x))

/
HO(L(—z — y))
Q\\HO(L(—y»

on voit que la condition H(L(—x)) # H°(L(—y)) équivaut a la condition H(L(—x — ¥)) &
HO(L(—x)). Or on a, toujours de la méme maniére, h°(L(—z — y)) = h°(Qx ® L(—z — y)*) +
degL(—x —y) +1—g, et h%°(Qx @ L(—z — y)*) = 0 car deg(Qx ® L(—z — y)*) = 29 — 2 —
deg L(—x —y) < —1, donc pour finir h°(L(—x —vy)) = h°(L(—2)) — 1, ce qui prouve 'injectivité
de ¢.

Pour finir, montrons que ¢ est & différentielle injective; considérons z € X, et sq,...,5,
une base de HY(L(—x)). La différentielle de ¢ est injective si et seulement si 'uine au moins
des sections si,...,s, a une dérivée non nulle, i.e. s'il existe une section s € HO(L(—x)) \
HO(L(—2z)). Toujours avec les mémes calculs, on obtient h°(L(—2z)) = h®(L(—z)) —1, et donc
HO(L(—2))\ HY(L(-2%)) # 0, ce qui achéve la démonstration.
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4.3 Cas du genre 0

Théoreme 4.3.1 Une surface de Riemann compacte et connexe de genre 0 est isomorphe a la
sphére de Riemann C = P1(C).

Démonstration : soit en effet X une surface de Riemann compacte et connexe de genre 0.
Pour tout diviseur D de X, on a d’aprés le théoréme de Riemann-Roch :

hY(X,0(D)) — h°(X,Q(—D)) = deg D + 1
En particulier, si on se donne x et y deux points distincts de X :
(X, 0(x—1y) =1

Ainsi, il existe une fonction méromorphe non nulle f définie sur X tout entier ayant un pole
d’ordre au plus 1 en x et un zéro d’ordre au moins 1 en y. En fait, on peut supposer qu’elle
posséde en x un pole d’ordre exactement 1, car sinon ce serait une fonction holomorphe sur X,
donc constante ; comme elle posséde un zéro en y, ce serait la fonction nulle. R

Mais une fonction méromorphe définie sur X, c’est une fonction holomorphe X — C. Alors,
comme f posséde un unique pole (en z, d’ordre exactement 1), on sait qu’elle établit une bijection
biholomorphe entre X et @, ce qu’il fallait démontrer.

4.4 Cas du genre 1

Théoréme 4.4.1 Toute surface de Riemann compacte et connexe X de genre 1 peut se réaliser
comme une cubique non-singuliére de P?(C).

Démonstration : Soit p un point de X. Le fibré O(3p) est de degré 3, donc il nous fournit un
plongement ¢ de X dans P? d’aprés le théoréme 4.2.2. On va donner une expression explicite
de ¢. En reprenant les calculs de la démonstration du théoréme de plongement, on obtient :

- h0)=1
R(O(p)) = 1

~ 10(0(2p)) = 2

- h%(0(3p)) =3
Ceci nous permet de considérer une base sg, s1, s2 de H°(O(3p)) telle que sq soit holomorphe sur
X (c’est donc une constante et on peut la supposer égale & 1), s1 ait un pdle double en p, et so
un pole triple en p. On note s§, s, s la base duale correspondante dans H°(O(3p))*. Alors pour
r € X et s € H(O(3p)), s(z) = 0 si et seulement si s(s)so(z) + s7(s)s1(x) + s5(s)s2(z) = 0.
Cette derniére condition nous donne une équation linéaire de I’hyperplan H°(O(3p — z)), et
donc une expression de ¢ :

p: X — P2
x — (1:s1(x): s2(x))

(pour le point p, on obtiendra (0:0: 1))

D’autre part :
59,55, 5251,51,53,55,1 € H°(O(6p))

et h%(O(6p)) = h%(Qx ® O(—6p)) + deg O(6p) + 1 — 1 d’aprés le théoréme de Riemann-Roch,
ce qui donne h°(O(6p)) = 6 car deg(Qx ® O(—6p)) = deg Qx +deg O(—6p) = —6 < 0. Il existe
donc une relation de dépendance linéaire entre ces 7 éléments de H°(O(6p)). Plus précisément,
ona:
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- 1€ H°(0)
S1 € HO(O(
~ s9 € H(O(3p))
si € H°(O(4p))
— 5189 € HO(O(5p))
~ 51,53 € H'(O(6p))
donc s? et s% apparaissent tous les deux dans la relation de dépendance linéaire, et avec des
coefficients opposés, que ’on peut supposer étre 1 et -1. On a donc une relation :

2 3 2
S5+ a18182 + asse = 87 + aszsy + ass1 + as

ol aiy,...,as € C. Quitte & changer sy en sh) = s9 + §(a151 + az), on peut supposer avoir la
relation :

53 =85 4+ aszst +ass; +as = (51— a)(s1 — a1)(s1 — az) (8)

Pour la suite de la démonstration, on identifie les fonctions méromorphes et les fonctions
holomorphes a valeurs dans la sphére de Riemann C, et on utilise les résultats du théoréme 1.4.1.
Supposons par ’absurde avoir cig = 1. On sait que so prend 3 fois la valeur 0, et s; prend deux
fois les valeurs ag et ap (en comptant avec les multiplicités). Alors, tenant compte de 1’égalité
(8), s2 s’annule exactement la olt s; vaut ag ou g, donc s; prend au moins 'une des deux
valeurs ag et a1 de maniére double. Quitte a changer les notations, on suppose que aq est prise
de fagon double au point gy € X. s1 et so ne peuvent avoir simultanément une valeur double,
sinon la différentielle de ¢ ne serait plus injective. Donc en qq, so posséde un zéro d’ordre 1. Il
existe alors q; et ga dans X distincts de gg tels que s2(q1) = s2(g2) = 0 (avec éventuellement
q1 = q2)- Si g1 = qo, alors s1 prend la valeur s de fagon simple en ¢; = go. Mais alors il existe
un autre point gz ol s1(g3) = aa, et donc sa(g3) = 0 : c’est impossible. Donc ¢ # g2, et la
valeur (1 : g : 0) est atteinte deux fois, ce qui contredit U'injectivité de ¢; contradiction! De
la méme maniére, on ne peut pas avoir g = a3 = ag, donc par un nouveau changement de
variables linéaires, on obtient la relation :

52 =s1(s1 — 1)(s1 — \)
ou A € Cn’est égal ni a 0 ni a 1.

Reste alors a voir que tout point (1 : zg : yo) € P? vérifiant y2 = x¢(z0—1)(xo—N) correspond
& un point de X, i.e. qu’il existe ¢ € X tel que p(q) = (1 : xo : yo). On note C la cubique.
C’est une surface de Riemann. Elle est fermée dans P? qui est compact, donc compacte. Elle est
connexe, car y? — z(z — 1)(z — ) est irréductible. Notre application de plongement ¢ est donc
une application analytique entre deux surfaces de Riemann compactes et connexes. Comme elle
est injective, on en déduit alors grace au théoréme 1.4.1 que tous les points de C' ont un unique
antécédent par .

Ainsi, X s’identifie par le plongement ¢ & la cubique de P? d’équation
Y2 = a(z — 1)z — N
avec A ¢ {0,1}, ce qui conclut la preuve.

4.5 Courbe plane dans P?(C)

On se donne P € C[Zy, Z1, Z5] un polynéme homogéne de degré d. On impose de plus que la
différentielle dP soit non nulle pour (Zy, Z1, Z3) # (0,0,0). Le lieu S des zéros de P se plonge
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dans le plan projectif complexe P?(C). On voit avec le théoréme d’inversion locale holomorphe
qu'il s’agit d’une surface de Riemann. Elle est compacte, comme fermé du compact P?(C).

Théoréme 4.5.1 (application des résidus de Poincaré) Soit M une variété complexe, V une
hypersurface analytique réguliére de M. La suite de faisceauz suivante est exacte :

0—=Qf —= Q3 (V) —= Q! ——0

Démonstration : Quitte a décomposer V' en une union disjointe d’hypersurfaces analytiques,
on suppose que V est irréductible. On se donne un recouvrement ouvert U, de M et une famille
de fonctions irréductibles f, € O(U,) non identiquement nulles qui définissent I’hypersurface
analytique V. Le fibré O(V) est donné par les fonctions de transition gog = fo/f5; elles sont
holomorphes et partout non nulles sur leur ouvert de définition U, NUg. L’hypothése V réguliére
signifie que df,, est partout non nulle.

On définit le fibré holomorphe normal a V' dans M comme étant le quotient Ny = T/, /T7,.
Le fibré conormal Ny; est le dual de Ny ; c’est le sous-fibré de T7,"|., correspondant aux sections
nulles sur 7y, C Tyl -

\4

Sur l'ouvert U, NUg, on a :

dfo = d(gapfs) = dgapfs + dapdfs = gapdfs )

car comme ¢,g est holomorphe, on a dg,g = 0. Par ailleurs, f, étant identiquement nulle sur
U, NV, df, est une section du fibré conormal Ny, de V. On sait qu’elle est partout non nulle.
Donc, les df, toutes ensembles forment une section holomorphe globale du fibré Nj> @ O(V)
partout non nulle (de maniére équivalente, les df,/f, forment une section méromorphe globale
de N car dfo/fo = dfs/fs d’aprés (9), ayant un pole simple le long de V' et holomorphe partout
ailleurs). Il s’agit donc du fibré trivial. Autrement dit Ny, ® O(V) ~ O(M), et en tensorisant
par O(=V), on obtient :

Ny = O(=V)ly (10)

Comme on a la suite exacte de fibrés vectoriels sur I’hypersurface analytique V'

0— Ny — T},"|, —= T, —0

v
on a clairement (A"T},")|, = A"~'T{," ® Ny. Autrement dit, Q7|,, = Q)" ® Ny, et donc
avec la formule (10) :

Qy = Qyly ® O(V)ly, = A (V)ly (11)

Considérons w une section du fibré Qf, (V') des formes méromorphes de rang n sur M, définie
sur 'ouvert U C M et ayant un pole simple sur V' et holomorphes partout ailleurs. Localement,
on écrit

g(z)dzr A ... ANdzy

f(z)
ou z = (21,...,2,) est une coordonnée locale de M, et f une fonction holomorphe définissant
localement V. La formule (11) nous donne Qp' = Qp(V)|,, ® QTJ([1|V. Alors, comme df/f
définit une section de Q,;(V) définie globalement sur 'ouvert U, et que Qﬁjl |V est un fibré en
droites, la formule
daf

w=—=Auw

f

w =
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définit une application w € Q% (V)(U) — o' € Qxfl‘v (U). Avec la cordonnée locale z,
df = > 0;fdz;, et donc on peut prendre comme expression locale pour w’

1 g9(2)da A ANdz AL A dz,
9if(z)

W= (-1)
v

pour tout 4 tel que 9;f(z) # 0 (comme df est partout non nulle on peut, quitte & réduire le
voisinage sur lequel f définit V', trouver un ¢ tel que 0, f soit partout non nulle sur le voisinage
en question).

La condition de restriction & V est donnée localement par f = 0. Ainsi, w’ est nulle si et
seulement si g| s=0 =0, t.e. si f divise g, ce qui signifie exactement que w est en fait une forme
différentielle holomorphe. On a ainsi défini l'application des résidus de Poincaré Q4 (V) —
Qr, (V)] — QF 'par la formule locale

g(z)dz1 A ... N dz, . (_l)iflg(z)dzl A A Jz\, A...dzy,
) 0.1 =

et elle réalise la suite de fibrés
comme une suite exacte, ce qu’il fallait démontrer.

Théoréme 4.5.2 On a :

C sip=q<n
0 sinon

HP(P",Q7) = {

Démonstration : on calcule les groupes de cohomologie HP(P", C) en utilisant la cohomologie
de de Rham :

H?PTH P . C) =0
H?P(P",C) =C sip<n
Ensuite, on a d’aprés la décomposition de Hodge :
H"(P",C)= @ HZIP") = P HIP", Q)
ptq=r pq=r

On sait de plus que Hy*(P™) = H"(P"), et donc hZ(P") = hEP (P").
Si p et k sont deux entiers distincts, 2k — p # p. Donc

1= (P") > RE2EP(P) 4 BZFTPP(PT) = 2hD2R P (P

donc hg’%*p (P™) = 0. Et immédiatement, on a hg’k(IP’”) = h2k(P") = 1. Avec un raisonnement
analogue, hg’q(IP”) = 0 pour p + ¢ impair, ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 4.5.3 Le genre de S est
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Démonstration : on rappelle que S est le lieu dans P? des zéros du polynome P(Zy, Z1, Z>)
homogéne de degré d, a différentielle non-nulle hors de 'origine. On veut calculer le genre de S,
i.e. la C-dimension de I'espace des formes différentielles holomorphes définies sur S tout entiére.

La suite exacte de faisceaux donnée par 'application des résidus de Poincaré donne la longue
suite exacte de cohomologie :

00— H(P?,Q02,) — H°(P?,Q%(S)) — H°(S, QL) —— H' (P2, Q2;) —— - -

et comme d’aprés le théoréme 4.5.2 on a HO(P?,Q2%,) = H'(P?,Q2,) = 0, on en déduit que
I’application des résidus de Poincaré réalise un isomorphisme

H(P?,Q2.(9)) ~ H°(S, Q%) (12)

Sur 'ouvert Uy C P? défini par Zy # 0, on utilise le systéme de coordonées holomorphe
(21,22) donné par zy = Z1/Zy et zo = Zs/Zy. Dans ces termes, S est donnée par ’équation
f(z1,22) = P(1,Z1,Z5) = 0. Pour une forme différentielle w de rang 2 sur P? ayant un pole
simple le long de S et holomorphe partout ailleurs, on a l’écriture locale dans 'ouvert Uy :

dz1 N\ dzo

f(z1, 22) (13)

w= 9(2'1,22)

et le résidu de Poincaré est donné par

—g(z Z)L = g(z Z)L
T2 0F [0m) (1, 22) | g 0 0 2 (0F J021) (21, 22) | g

La forme dz; A dzs s’étend en une forme méromorphe sur P? tout entier. En effet, munissons
Iouvert U; C P? défini par Z; # 0 des coordonnées 2z, = Zo/Zy et zb = Z3/Z;1. Sur Uy N Uy, on
a les formules de changement de coordonnées :

2

21 = et 2o =

S =

!
20

et donc notre forme s’écrit

—dz (dz; zgdz()> _ —dzjndz

le/\dZQZ 72 77 72 73
) 0 ) 20

En effectuant des calculs parfaitement similaires relatifs & 'ouvert Uy C P? défini par Zy # 0,
on voit que dz; A dzy s’étend comme on I’avait annoncé en une forme méromorphe sur P? tout
entier, que cette extension posséde un pole d’ordre 3 le long de la ligne L définie par Zy = 0, et
qu’elle est holomorphe partout aileurs.

De la méme maniére,
1 2
f(zl’z2) = P(17zl7z2) =P (1; E /2)
zy %)

s’étend en une fonction méromorphe sur P? tout entier, qui a un pole d’ordre d le long de L, et
est holomorphe partout ailleurs. En effet, si on écrit

P(Z0,Z1,22) = ) | aaZ®
|a|=d
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on a nécessairement ag i q—r 7 0 pour un certain entier k, car sinon P pourrait se factoriser par
Zy, ce qui est contraire a I’hypothése dP # 0 hors de 'origine. Alors

] Q2

Z )
f(zlv 22) = ad—al—(IQ,Oq,az 1 a1 tas
ar+as<d %0

posséde bien un pole d’ordre d le long de la ligne L (la encore, il faut en toute rigueur effectuer
des calculs similaires pour 'ouvert Us).

Ainsi, 'expression (13) en termes de coordonnées relatives & Uy définit une section globale
de Q]%a (S) si et seulement si g s’étend en une fonction méromorphe avec un pole d’ordre au plus
d — 3 le long de L et holomorphe partout ailleurs, i.e. si g est un polynéme de degré inférieur a
d — 3 en z; et z. Alors, par 'isomorphisme (12), les formes différentielles holomorphes de rang
1 sur S sont exactement les

B dZQ
w= 9(21,22)m 5

avec g polynéme de de§ré inférieur & d — 3 en z; et zo. Or il y a exactement k 4+ 1 monomes
de degré k, et donc Zk;g(k +1) = (d—1)(d — 2)/2 mondmes de degré inférieur a d — 3. On
connait donc le nombre exact de formes différentielles holomorphes définies globalement sur S
linéairement indépendantes, ce qui nous donne le genre de la surface de Riemann S :

o(9) = (d—1)2(d72)
C.Q.F.D.
4.6 Courbe hyperelliptique
4.6.1 Définition
On considére ai,...,az;41 € C deux & deux distincts. On définit alors une courbe de C2,

que l'on appelle C par ’équation :
P(s,ty=s"— [] (t-a)=0
1<i<2k+1
On calcule facilement

_ Y
Js s

or
D DR | (X
1<i<2h 41 j#i
et on constate que 9P/ds et OP/0t ne s’annulent jamais simultanément. C; est donc une surface
de Riemann.

En revanche, C7 n’est pas une surface de Riemann compacte. On va la rendre compacte en
lui adjoignant un point a U'infini. Commengons par remarquer :

- I t-a) = -2 ] (1—%)

1<i<2k+1 1<i<2k+1

2%k+2 | (S 2_1 (_@)
t (tk+1> t H 1 t

1<i<2k+1
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Tenant compte de ce calcul, on définit une autre courbe de C2, que ’on appelle Cs par I’équation :

§7 =t H (1—a;t")

1<i<2k+1

De la méme maniére que pour C7, on montre qu’il s’agit d’une surface de Riemann. On va
alors réaliser Cq et Cy comme les deux ouverts de carte d’'une méme surface de Riemann C' en
identifiant Cy \ {t = 0} et Co \ {t’ = 0} via l'isomorphisme

1 s
! __ . I __
t=5 5 =5

On obtient de cette maniére une surface de Riemann compacte C, qui n’est autre que la courbe
C1 a laquelle on a ajouté le point correspondant & s’ = ¢’ = 0 de Cy, qui est donc le point a
linfini relativement a Cy. La surface C' ainsi obtenue est appellée courbe hyperelliptique.

4.6.2 Formes différentielles holomorphes

On conserve pour tout le paragraphe les notations de 4.6.1. On va déterminer les formes
différentielles holomorphes sur C' de maniére analogue a ce que 'on a fait pour les courbes
planes.

Théoréme 4.6.1 La courbe hyperelliptique C est de genre k, et une base de H°(Qc) est donnée

par :
iyl

) )
s s s
Démonstration : 'application des résidus de Poincaré nous donne la suite exacte

OHQ(%z Hgéz(cl) HQ%‘I —0

Or on connait la cohomologie de C2, qui est simplement connexe; on en déduit (toujours avec
la dualité de Serre) H°(Q2,) = H*(C?) = 0 et H'(Q22) = H'(C?) = 0. Donc la longue suite
exacte de cohomologie résultant de la suite exacte ci-dessus nous assure que ’application des
résidus de Poincaré réalise un isomorphisme

H°(QZ(C1)) = H'(Q¢,)
Bien entendu, on a un isomorphisme équivalent relatif a C3. Une forme différentielle w €
HO(Q2,(Cy)) s’éerit
(5.1) ds N\ dt
w=g(s,t) >—————
RV (S

et la forme différentielle holomorphe we, sur C; qui lui est associée s’écrit

s2=T](t—a:)

(sauf bien siir au voisinnage des points correspondants & s = 0, pour lesquels il faut utiliser
Pécriture mettant en jeu ds). Si on voit we, comme une forme différentielle définie sur la courbe
hyperelliptique C, elle s’écrit sur C; N Cy en fonction des coordonnées (s',t'). Elle correspond &
une forme différentielle holomorphe sur C' tout entiére si et seulement si elle se prolonge en une
forme différentielle holomorphe sur Cs, i.e. en vertu de l'isomorphisme fourni par I’application
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des résidus de Poincaré si elle correspond & une forme différentielle méromorphe sur C? ayant
un podle simple le long de Cs et holomorphe partout ailleurs. Autrement dit, we, définit une
forme différentielle holomorphe globale sur C si et seulement si

s’ 1

vy ) ree)

I\ gy RN 1 =9\
EN T

est une forme différentielle méromorphe globale sur C?, avec un pole simple le long de Cs et
holomorphe partout ailleurs. Il est alors clairement nécessaire et suffisant que g(s,t) soit un
polynéme d’ordre au plus k — 1 en ¢ (le seul probléme qui se pose est en ¢’ = 0, i.e. au point &
I'infini de la courbe hyperlliptique), ce qui conclut la démonstration.

s 1\ dt' Ads' k2
> tEH g2 ¢ TI(1 — at!)

4.7 Surfaces de Riemann de méme genre non isomorphes

Soit X une surface de Riemann compacte. H%(Qx ), I'espace des formes différentielles holo-

morphes globales sur X est de dimension finie g. On considére une base wy, . ..,wy, et on définit
alors
p: X — P9 -1
r — (wi(x) ... we(x))
de la maniére suivante : pour x € X, on peut écrire au voisinnage de x dans une coordonnée locale
centrée en x : wy(z) = fi(2)dz, ... , wy(2) = fy(2)dz (on utilise la méme coordonnée locale
pour toutes les formes différentielles de la base). Alors, si on pose ¢(z) = (f1(0) :...: f,(0)) on

obtient une définition convenable, un changement de coordonnée locale induisant simplement la
multiplication par une méme constante de tous les f;(0). En regardant les propriétés de cette
application, nous allons maintenant démontrer :

Théoréme 4.7.1 Une courbe hyperelliptique de genre g > 2 n'est pas une courbe plane de P2.

Avant de donner une démonstration de ce théoréme, énoncons son corollaire, qui est le
résultat qui nous intéresse :

Corollaire 4.7.2 [l existe des surfaces de Riemann de méme genre qui ne sont pas isomorphes.

Démonstration : dans le cas de la courbe hyperelliptique telle qu’elle est définie paragraphe 4.6.1,
et dans l'ouvert de cartes correspondant aux coordonnées (s,t) (avec les notations de ce para-
graphe), en tenant compte du théoréme 4.6.1, notre application ¢ s’écrit

(s, ) eEX— (1:t:...:t9 ) ePi!

Ce n’est dans ce cas certainement pas une application de plongement : elle n’est méme pas
injective (pour la plupart des valeurs de ¢, il existe deux valeurs de s distinctes telles que (s, t)
soit un point de la courbe hyperelliptique).

Supposons que notre courbe hyperelliptique soit une courbe plane de P? de degré d. Alors,
d’aprés les résultats du paragraphe 4.5, et en conservant les notations qui y ont été introduites,
on peut également exprimer ¢ de la maniére suivante :

o:(liz:y)eXCPPr—Q:az:y:a® ay:y?: .. x? 3 08y oyt 3 eps!
et avec une telle expression, ¢ est clairement un plongement, i.e. une application holomorphe
injective et a différentielle injective.

Notre courbe hyperelliptique ne peut donc pas s’identifier & une courbe plane de P2. Pour-
tant il est possible de trouver une telle courbe plane de méme genre g, d’aprés la formule du
théoréme 4.5.3, ce qui nous donne le corollaire.
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4.8 Algébricité des surfaces de Riemann compactes
4.8.1 Corps des fonctions méromorphes

Théoréme 4.8.1 Les fonctions méromorphes sur la sphére de Riemann C sont ezactement les
fractions rationnelles.

Démonstration : commengons par voir qu'une fraction rationnelle définit une fonction méro-
morphe sur C. I suffit de le voir pour un polynéme P € C[Z]. On voit classiquement C comme
la réunion de deux ouverts de carte U et U’ munis de coordonnées locales z et z’ respectivement,
avec 'application de changement de cartes relative A UNU’ : z +— 2/ =1/z.

P définit une fonction holomorphe C — C i.e. une fonction holomorphe sur U. En coor-
données locales, sur U N U’, celle-ci s'écrit 2’ —— P(1/z"). Alors, au voisinnage de 2’ = 0 (i.e.
au voisinnage du point & Uinfini), il s’agit d’une fraction rationnelle en z’. P définit donc bien
une fonction méromorphe sur C.

Soit maintenant f une fonction méromorphe sur @, ai,...,an ses poles (on sait qu’ils sont en
nombre fini par compacité). On note P,, f la partie polaire en a; (1 < < n); c’est une fraction
rationnelle qui n’a de pdle qu’en a;. Alors, la fonction

f_ Z Paif

1<isn
est holomorphe sur C, donc constante, ce qui montre que f est une fraction rationnelle.

Théoréme 4.8.2 Soient B une surface de Riemann compacte et connexe, X un revétement
ramifié analytique de degré d de B. Alors M(X) (I’ensemble des fonctions méromorphes sur X )
est une extension algébrique de M(B) de degré au plus d.

Démonstration : Soit f une fonction méromorphe sur X. On cherche un polynéme P €
M(B)[Z] de degré d tel que P(f) = 0. On note A, lensemble de ramification de X (i.e.
I'ensemble des points de B au dessus desquels il y a un point de ramification), A, la projection
sur B de ’ensemble des poles de f.

Soit b € B\ A,. On note z1,...,xq les points de X au dessus de b, et 0,(b) les valeurs pour
f(x1), ..., f(zq) des fonctions symétriques élémentaires :
op) = > flwn)...flx,) (1<p<d)
’i1<...<ip

On va démontrer que les o, sont des fonctions méromorphes sur B.

Soit b € B\ A,. On considére U un voisinnage de b dans B tel que X[, soit trivial :
X|y = X1 U...U Xy, l'application m : X — B induisant d isomorphismes X; ~ U. On définit
alors des fonctions méromorphes sur U en posant f; = f|y o =t Alors oyl = fiy - fi,
est une fonction méromorphe sur U. Donc les o, sont méromorphes sur B\ A,.

Si maintenant b € A,., on considére ¢ une carte centrée en b, définie sur 'ouvert U, et pour
tout point x; € X au dessus de b, ; une carte de X centrée en x; définie sur 'ouvert V;, telles
que dans ces cartes, m s’écrive z — z%. Alors, comme f est méromorphe, quitte & réduire les
ouverts V;, il existe des constantes c; et k; telles que
Ci Ci

Vr eV, |f(x)

S @ el
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Posant ¢ = sup¢;, et k = sup k;/d;, ceci nous permet d’obtenir une majoration

wev o< (1)

Y op\Y)l S T Nk
? p/ le(y)lr*

ce qui démontre que o, est méromorphe au voisinnage de b, et donc finalement méromorphe sur

B tout entier.

Posons alors
P=2%—0,77 4 ... 4 (-1)%0, € M(B)[Z]

On va voir que P(f) =0.Sib € B\A,, et sion appelle x1, ...,z les points de X au dessus de b,
alors Pp(Z) = (Z— f(x1)) ... (Z— f(xq)), et donc pour tout point 2 au dessus de b, P(f)(x) = 0.
Cette égalité ayant lieu pour tout z € X| B\a, €t P(f) étant une fonction méromorphe sur X,
on en déduit P(f) =0, ce qui conclut la preuve.

Corollaire 4.8.3 Soit X une surface de Riemann compacte connexe. Alors l’ensemble des fonc-
tions méromorphes sur X, M(X), est une extension de type fini de degré de transcendance 1
de C.

Démonstration : considérons f une fonction méromorphe non constante sur X (on sait que
c’est possible d’aprés le théoréme de Riemann-Roch). On peut alors considérer X comme un
revétement ramifié analytique fini de C par f. Alors M(X) est une extension de degré fini de
M(C) d’aprés le théoréme 4.8.3. On conclut en se rappellant que M(C) = C(Z).

Remarque 4.8.4 En fait, si f est une fonction méromorphe non constante sur X, M(X) est
une extension de degré fini du corps des fractions rationnelles en f a coefficients complexes.

4.8.2 Un théoréme de Chow

En tenant compte de la définition 3.3.1, on dira qu’un ensemble fermé X C P™ est un
ensemble analytique de P™ si pour tout € X, X est défini au voisinnage de = par un ensemble
fini de fonctions analytiques au voisinnage de x dans un systéme de coordonnées affines autour
de z.

On a vu qu’'une surface de Riemann compacte peut-étre vue comme une sous-variété de
dimension 1 de P". C’est alors un ensemble analytique de P™.

Une autre fagon de voir les choses serait de définir les ensembles analytiques comme une
union de sous-variétés et de points singuliers. C’est le point de vue qui est adopté dans ce qui
suit :

Définition 4.8.5 Soit U C C" un ouvert. Un ensemble fermé X C U est un ensemble *-
analytique de U s’il peut se décomposer en :

X=X"Oyuxr-Yy. . ux®

ot les X sont des sous-variétés analytiques de U telles que pour tout i on ait X c X® U
XDy, uXO®, 8 X L0, on dit que r est la dimension de X.
Théoréme 4.8.6 Un ensemble *-analytique est analytique.

Remarque 4.8.7 En fait, la réciproque est vraie également, mais cela ne nous servira pas ici.
On peut trouver une démonstration de ce fait dans [GR65] et [Mum95].
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Le théoréme 4.8.6 est démontré dans [Mum95].

Théoréme 4.8.8 (Chow) Si X C P™ est un ensemble *-analytique, c’est une union finie de
variétés algébriques.

Démonstration : on considére 'injection canonique
7 C" T\ {0} — P"

Elle nous permet de définir CX = 77 1(X), que 'on peut voir comme un céne au-dessus de X
dans C"*1. Cest alors clairement lui aussi un ensemble *-analytique, dont les couches sont les
771 (X®) (en reprenant les notations de la définition 4.8.5), de dimension i + 1, & ceci prés qu’il
n’est pas fermé. On en fait un ensemble *-analytique en posant Z = CX U {0}, ou {0} est le
«z(0)7,

Alors, d’aprés le théoréme 4.8.6, Z est un ensemble analytique de C"*!. Considérons une
boule ouverte U autour de 0 et f1,..., fr des fonctions analytiques sur U définissant Z sur cet
ouvert. Quitte & réduire U, on les écrit

filz) = Z ald) g™ (1<i<k)

aeNnt1

Etant donnée sa définition, Z est invariant par homothéties. Donc pour A € C, |[A| < 1, les
fMzo, .. szn) = fi(Azo, ..., A\z,,) sont d’autres fonctions analytiques définissant Z sur U. Si
maintenant on définit pour tout entier r

firlw) =Y alz*  (1<i<k)

la]=r

on obtient

)= XNfir(z)  (1<i<k)

r=0

Mais comme les f{ sont uniformément nulles sur Z N U, il en va de méme des 05 f(z) =
s T(r=1).o.(r —s+ 1A f; (), et donc en faisant A = 0, on obtient f;,(z) = 0 uni-
formément sur Z NU. Réciproquement, si € U annule tous les f; ,, il annule aussi tous les f;,
et donc appartient a Z.

Z est donc dans une boule ouverte autour de 0 le lieu des zéros des f;,, 1 < ¢ < k&,
r > 0. Ceux-ci sont, étant donnée leur définition, des polyndémes homogénes. Comme d’autre
part X = 7(Z \ {0}), il suffit de connaitre Z sur n’importe quelle boule ouverte autour de 0
pour connaitre X tout entier. X est donc I’ensemble algébrique de P™ défini par les polynémes
homogénes f; . D’aprés le théoréme de la base de Hilbert, on peut remplacer la famille infinie
fi» par une sous-famille finie, et donc X est une réunion finie de variétés algébriques.

C.Q.F.D.
Corollaire 4.8.9 Une surface de Riemann compacte est une union finie de variétés algébriques.

En fait, on peut démontrer ce résultat d’une autre maniére, en utilisant le théoréme 4.8.3.
C’est le chemin suivi dans [S94].
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5 Annexes

5.1 Analyse fonctionnelle
5.1.1 Théoréme de P’application ouverte

Théoréme 5.1.1 (application ouverte)

Soient E et F des espaces de Banach, T une application linéaire continue de E dans F. On
suppose que T est surjective.

Alors T' est ouverte.

Démonstration : on note Bg et Bp les boules unités fermées de E et F respectivement.
Comme T est linéaire, il suffit de trouver r > 0 tel que

ﬁBF*CfT(BE)

Pour tout entier n, on note

Aﬂ :fTUlBE)
A, est fermé dans F' et Un>0 A, = F par surjectivité. Comme F' est complet, le théoréeme de

Baire assure que I'un des A,, est d’intérieur non-vide. Par linéarité, A,, = nA;, et donc /il £ .
Aj est également convexe et symétrique, donc il contient 0. Il existe donc R > 0 tel que

RBr C T(Bg) (14)
C’est a partir de ce R que l'on va construire le  que l'on cherche. Par linéarité de T, la
propriété (14) s’écrit :
1
YoeF Ve>0 3JucEtel que |[v—Tullr <cet|ullp < E||U||F

On applique ce résultat & v € (R/2)Bp : il existe u; € E tel que

R
luslle <5 et llv=Tullr <

1
2
on répete le procédé pour vy = v — Tuy : il exite us € E tel que

®| =

1
uzlle < 1 ¢ lv — Tuy — Tus|| <

On construit en répétant le procédé une suite (u,) d’éléments de E tel que :

R
lunlle <277 et |lv— Z Tug|| <

\\2n+1
1<k<n F

Comme l'espace F et complet, la série normalement convergente de terme général u,, est conver-
gente. On note

et alors [|ullp < 32,5 [lunlle < 1 et Tu = v par continuité de 7. On a donc

R
‘§£h7C:T(BE)
ce qui acheve la démonstration.

Corollaire 5.1.2 Si E et F sont des espaces de Banach, toute bijection linéaire continue de E
sur F' a un inverse continu.
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5.1.2 Un théoréme sur les opérateurs compacts

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme suivant, essentiel pour la démonstration
du théoreme de finitude sur les opérateurs différentiels elliptiques.

Théoréme 5.1.3 Soit H un espace de Hilbert, et S : H — H un opérateur compact. On note
T=1-5. Alors :

— kerT est de dimension finie

— T(H) est fermée et coker T = H/T(H) est de dimension finie.

Commengons par montrer que ker T’ est de dimension finie. ker T' est un sous-espace fermé du
Hilbert H, donc c¢’est un espace de Hilbert. La boule unité de ker 1" est compacte : S| yer 7 = Iker 7,
et S est un opérateur compact. Donc, d’apres le théoreme de Riesz, kerT" est un espace de
dimension finie.

Lemme 5.1.4 Soient Hy et Hs des espaces de Hilbert, T une application linéaire continue
Hy — Hy. T est compacte si et seulement si T* est compacte.

Preuve : supposons que T soit compacte, et considérons (y*) une suite de la boule unité de Hj
(i.e. une suite de la boule unité de Hs, avec le théoréme de Riesz). On pose, pour y € Ho :

In(y) =<y, y, >

Les hypotheéses du théoreme d’Ascoli sont vérifiées :
— Notons B la boule unité de Hy. T(B) est d’adhérence compacte dans Hs par compacité
de T.
— comme pour n quelconque, |f(y) — fu(¥')] < |ly — ¢'||, la suite (f,,) est équicontinue (s.e.
(Vy € Hy)(Ve > 0)(3a > 0)(Vn, [ly — /|| < a = [fu(y) = fu(y)] < €)).
— Pour n quelconque et y € T'(B), |fn(y)] < |y
donc on peut extraire (f,,) sous-suite uniformément convergente sur 7'(B) de (fy). Des lors,
pour la norme infinie sur T'(B) :

1Ty, — T yn, Il = Stelgl <Tz,y,, —yn, > |
xr

sup |f7h (TCL') - fnj (T$)‘
zeB

et donc la complétude de Hy impose que la sous-suite (7*y;; ) soit convergente dans Hy. T est
donc compact.
La réciproque s’obtient de maniere analogue.

Proposition 5.1.5 Soit H un espace de Hilbert, T un opérateur compact de H dans lui-méme.
Alors limage de T — I est fermée.

Démonstration : ker(7' — I) est de dimension finie, donc
H =ker(T —I) @ (ker(T — I))*

On note V = (ker(T — I))*. C’est un sous-espace fermé de H. On définit un opérateur linéaire
continu S : V — H en posant :
VeeV Sex=Tx—=x

S est clairement injectif, et im S = im (7'— I). Pour montrer que im S est fermée, on va exhiber
r > 0 tel que :
Ve eV rlz| < ||Sx|| (15)
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(si on a une suite de Cauchy dans im S, on aura une suite de Cauchy d’antécédents dans V,
sous-espace fermé d’un espace de Hilbert donc complet).
Supposons que la condition (15) soit fausse pour tout r > 0, et considérons alors une suite (z,,)
de V telle que ||z,|| = 1 et Sz, — 0. Comme T est un opérateur compact, quitte a extraire une
sous-suite, il existe x, tel que Tz,, — To. Alors immédiatement x,, = Tz, — ST, — Tso. Donc
ZToo € V (qui est fermé), et

Sto = lim Sz, =0
Par injectivité de S, xo = 0. Mais z, = limz,, et les x,, sont de norme 1. Contradiction !

Il existe donc r qui vérifie (15), ce qui compléte la preuve.

Pour l'instant, en reprenant les notations du théoreme 5.1.3, on a démontré d’une part que
la dimension de ker T est finie, et d’autre part que T'(H) est fermée.
T* est compact lui-aussi d’apres le lemme 5.1.4, donc son noyau est de dimension finie. Or

ker T* = T(H)*

et T(H) est fermée, donc
H=T(H)®kerT*

et cette décomposition en somme orthogonale permet de dire que ker T* et H/T(H) sont iso-
morphes, et donc que la dimension du conoyau de T est finie, ce qui achéve la démonstration.

5.2 Théoréme de la base de Hilbert

Définition 5.2.1 Un anneau A est dit noetherien si tout idéal de A est engendré par un nombre
fini d’éléments.

Remarque 5.2.2 C est un anneau noetherien.

Lemme 5.2.3 Si A est un anneau noetherien, il n’existe pas de suite infinie strictement crois-
sante d’idéaux de A.

Preuve : soit (I,,) une suite croissante d’idéaux de A. |J,,~, In est encore un idéal de A, donc
=
comme A est noetherien, il existe a1, ..., a,, € A tels que

UIn:<a1,...7am>

n=0
Pour tout 4, a; € I,,;, donc Un20 = Imaxn; €t la suite (I,,) est stationnaire.
Théoréme 5.2.4 (Hilbert) Si A est un anneau noetherien, alors A[X] aussi.

Démonstration : supposons par 'absurde qu’il existe I idéal de A[X] qui ne soit engendré par
aucune famille finie.
Bien stir, I # {0} donc on peut choisir fy € I non nul de degré minimal. On construit alors

une suite (f,) par récurrence en choisissant pour tout n € N f,11 € I\ < fo,..., fn > (qui, par
hypothése n’est pas Pensemble vide) de degré minimal.
On considere alors (a,,) la suite des coefficients dominants des f,,. (< ag, ..., a, >) est une

suite croissante d’idéaux de A. Donc d’apres le lemme 5.2.3, elle est stationnaire : il existe m € N
tel que a,;my1 €< ag,. .., ay, >. On écrit donc

a1 =T000 + +++ + TmGm (r; € A)
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Alors

m
f*=fmt1 — ZXngf’”“*dcgfiTz‘fi
i=0

est un polynoéme de I\ < fo,..., fm > de degré inférieur a deg f,,+1 — 1. Contradiction !
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