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Examen (2h) — Groupes et représentations

Mardi 12 novembre 2019

Toute réponse doit étre justifiée. Soignez la rigueur de votre argumentation et la clarté de
votre rédaction.

Tous appareils électroniques et documents interdits.

Exercice 1.

1) Soit G un sous-groupe du groupe symétrique &,, dont l’action sur [1,n] induite par 'action
canonique de &,, est 2-transitive. Montrer que si G contient une transposition, alors G = &,,.

2) Démontrer la formule de Burnside : pour une action d’un groupe fini G sur un ensemble fini
X, le nombre d’orbites est

1 .
@\X] = 5 3 [Fix(o).

geG

3) Dans cette question, on considére un groupe fini G agissant sur un ensemble fini X. Pour
tout g € G on note f(g) le cardinal du fixateur de g pour I'action G O X.

a) Montrer que si G agit transitivement sur X, alors pour tout x € X, Stab(z) est d’indice
|X| dans G (c’est-a-dire que le quotient G/ Stab(x) est de cardinal | X|). En déduire que

1
reX
(remarque : c’est la formule de Burnside pour G © X).
b) Soit A la diagonale dans X x X, c’est-a-dire
A={(z,z) e X x X, z€ X}.

Démontrer que A et son complémentaire sont stables sous l'action diagonale de G sur X x X
— définie par
Vge G, Y(r,y) e X x X g.(z,y) = (9.7,9.y)

En déduire I'inégalité

sy — Y fg)2 2

Gl 7=

(éndication : appliquer la formule de Burnside & G O X x X).

¢) Montrer qu'il y a égalité dans (k) si et seulement si G agit 2-transitivement sur X.
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d) On note G* 'ensemble des éléments de G agissant sans point fixe sur X. Démontrer que
si G agit transitivement sur X, alors

> (flo) = 1) (IX] = f(9) < D_(fl9) = (X[ - f(9) < —|GI.

geG* geG

En déduire que dans ces conditions, G posseéde au moins |G|/|X| éléments agissant sans point
fixe, et en particulier qu’il possede au moins un élément agissant sans point fixe.

Exercice 2. On considére le groupe M = Z/18Z x Z /157 x Z/25Z.
1) Déterminer des entiers s € N, et 1 < dy]---|ds tels que

MZZ/d\Z x - xXZ/dZ.

2) Déterminer a,b € M tel que M = (a,b) (justifier votre réponse).

3) Peut-on trouver a € M tel que M = (a) ? (idem, comme pour toutes les questions d’ailleurs)

Exercice 3. Pour n € N3 on considére le groupe diédral D,, des isométries de R? euclidien
laissant stable le polygone défini par les n points 7%(1,0), k= 0,...,n — 1, ol r est la rotation
de centre 0 et d’angle 27 /n. Pour tout k € Z, on appelle s, la réflexion par rapport a la droite
formant un angle kn/n avec axe des abscisses. On note s = sg. On a

n—1
Dn:{l,r,...,r ,50,51,...,,9”_1}.

a) Faire un dessin.
b) Montrer que r*s = s;, pour tout k € Z.
¢) Montrer que rspr 1 = sp40 pour tout k € Z.
d) Montrer que sgrsy = r~! et ssps = s_y, pour tout k € Z.
e) Soit a € Z. Démontrer qu’il existe un unique morphisme de groupes f, : D,, — D, tel que
fa(r) =17 et fa(s) =Ss.
2) On consideére le cas n = 5. Dans cette question on dresse la table de caractéres de Ds.

a) Déterminer les quatre classes de conjugaison de Dy (justifier votre réponse).

b) Montrer que le déterminant donne une représentation irréductible de Ds.

¢) Donner le caractére de la représentation standard ps de dimension 2 de Ds. Montrer
que cette représentation est irréductible. (On pourra utiliser sans preuve que cos(27/5) =
(=1 ++/5)/4 et cos(4r/5) = (=1 — \/5)/4).

d) Déterminer le caractére de pg o fo. En déduire que pg o fo est irréductible (fo est le
morphisme de la question 1le).

1)

3) On considére le cas n = 4. On donne la table de caractéres de Dy.

8 1 1 2 2 2
Dy {1}y {r?} {r,r3} {s,r?s} {rs,r3s}
1 1 1 1 1 1
det 1 1 1 -1 —1
a 1 1 —1 1 -1
a’ 1 1 -1 -1 1
standard | 2 -2 0 0 0

Déterminer la décomposition en sous-représentations irréductibles de pg; o fo, ot pg est la
représentation standard de dimension 2 de Dy.



