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Toute réponse doit étre justifiée. Soignez la rigueur de votre argumentation et la clarté
de votre rédaction.

Tous appareils électroniques et documents interdits.

Exercice 1. 1) Démontrer le théoreme de Lagrange : soit G un groupe fini. Pour tout
sous-groupe H < GG, l'ordre de H divise l'ordre de G.

2) Soit G un groupe, K < G un sous-groupe distingué. Montrer que 1’ensemble quotient
G /K est muni d’une structure de groupes induite par la structure de groupe de G. Montrer
que l'application 7 : x € G — = € G/K est un morphisme de groupes surjectif.

3) Soit G un groupe, K < G un sous-groupe distingué. Soit H un groupe, et ¢ : G — H
un morphisme. On suppose que ¢(K) = {1x}. Montrer qu'’il existe un unique morphisme
de groupes ¢ : G /K — H tel que ¢ = ¢ om, ol  est le morphisme canonique G — G /K
construit a la question 2.

Exercice 2. 1) Démontrer que tout sous-groupe de (Z, +) est monogene.
2) Démontrer que tout sous-groupe de (Z/nZ,+) est monogene.
3) Déterminer l'ordre de 114 dans (Z/2527Z,+).
4) Démontrer que (Q,+) n’est pas de type fini.
5) Les deux groupes
Z/14Z x ZJ18Z et Z/28Z x Z/9Z
sont-ils isomorphes ?
6) Soit N le sous-groupe de Z3 engendré par (1,4,6), (6,1,4), et (6,6,0). Déterminer
auxquels des sous-groupes de la question 5 le quotient Z*/N est isomorphe.
7) On considére le sous-groupe N < Z* engendré par (1,7,7,7), (1,8,5,5) et (1,4,0,9).
Démontrer sans calcul que le quotient Z*/N contient un élément d’ordre infini.
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Exercice 3. 1) On consideére la permutation

(123456789 10 11)_ ¢
= \l4 783116211 5 9 1

Calculer o219,

2) Donner la liste des classes de conjugaison du groupe &5. Indiquer pour chacune son
cardinal.

3) Démontrer que tous les 3-cycles de &5 sont conjugués dans Us.

4) Soit G un groupe arbitraire, H < G un sous-groupe. On considére les actions G O G
et H O H par conjugaison. Soit h € H. Démontrer que

Stabg (h) = Stabg(h) N H,

ou Stabg (resp. Staby) désigne le stabilisateur relativement a 'action G O G (resp. H O
H).

5) On considére a présent les actions G5 O G5 et A5 O A5 par conjugaison. Soit k € As
un 5-cycle.

a) Démontrer que Stabg, (k) = (k).

b) En déduire que Staby (k) = Z/5Z.

¢) Combien y a-t-il de classes de conjugaison de 5-cycles dans 5 7

d) Exhiber deux 5-cycles qui ne sont pas conjugués dans s.



