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Examen (2h) — Algébre linéaire

Lundi 23 septembre 2019

Toute réponse doit étre justifiée. Soignez la rigueur de votre argumentation et la clarté de
votre rédaction.

Tous appareils électroniques et documents interdits.

Dans toute la suite, k est un corps, et ¥ un k-espace vectoriel de dimension finie.

Exercice 1. Dans cet exercice, on redémontre un résultat du cours. Il faut le faire avec
honnéteté intellectuelle pour obtenir les points (ne pas tricher en utilisant un énoncé plus fort
pour court-circuiter les questions ; tout ce qui est postérieur & Cayley—Hamilton est interdit).
1) Soit f € L(E) et F sous-espace vectoriel de F stable par f. On note fr et fr les endomor-
phismes de F et E/F respectivement induits par f.

a) Montrer que pour tout P € k[X], on a

P(fr)=P(f)r et P(fr)=P(f)p.
b) En déduire que py, et p 7, divisent tous les deux py.
2) Soit f € L(E). Démontrer que si x est scindé, alors py est scindé.
3) Soit f € L(E) tel que py est scindé.
) Montrer que f posséde une valeur propre.
)

a
b) Montrer par récurrence sur dim(E) que f est trigonalisable.
c) En déduire que xs est scindé.

)
4) Démontrer que xs et uy ont les mémes racines.

Exercice 2. Soit A, u € k distincts. Donner un représentant de toutes les classes de similitude
de matrices de M5(k) dont le polynéme minimal est (X — X\)?(X — u). Bien justifier que les
matrices que vous donnerez sont deux a deux non semblables.

Exercice 3.

1) Soit n > 1. On considére la matrice A,, = (a;j)1<i,j<n € M, (Q) définie par

o osig <
i sij>i.

a) Montrer que Ajs est inversible et calculer son inverse.
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b) Montrer que la matrice

2 -1
-1 1

P, = -1 0 1 c Mn(Q)
-1 0 1

est inversible, puis calculer P, X A,.
¢) Montrer que 4,, est inversible pour tout n > 1.

2) On considére Fi, ..., F, sous-espaces vectoriels de E tels que F = ®1<i<r F;.
a) Soit g € L(F) tel que pour tout ¢ = 1,...,7, F; est stable par g. Montrer que

ker(g) = @1@.@ (ker(g) N FZ)

b) Soit f € L(E) tel que pour tout i = 1,...,r, F; est stable par f. Montrer que pour tout
P e k[X],
ker(P(f)) = 691@‘@ (ker(P(f)) N Fl)

3) On considére 'endomorphisme f de k™ défini par la multiplication & gauche par la matrice

Calculer dim (ker(f%)) pour tout i € N.
4) Soit f € L(E) et by,...,b, (n =dim(E)) des entiers. On suppose qu’il existe une décompo-

sition
E-= @ D P
1<r<n 1<a<h,

telle que chaque F;. , est de dimension r et stable par f, et fr, , est semblable a I’'endomorphisme
de k" de la question 3.
a) En utilisant les questions 2b et 3, calculer k; := dim(ker( fl)) pour tout ¢ € N. En déduire

que
k1 b1

ou A, est la matrice de la question 1.
b) Conclure que §’il existe une autre décomposition

- @ @ FL

1<r<n 1<a<h,

telle que chaque FT’ﬂ est de dimension 7 et stable par f, et fr, est semblable a 'endomorphisme
de k" de la question 3, alors b; = b, pour tout i = 1,...,n.

Félicitations, vous venez de démontrer la partie hors-programme du Théoréme de Jordan !



