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5. Espaces complets.

Exercice 1 Etablir si les sous-espaces suivants de R sont complets : R\Q, ]0, 1], [0, +o00], Z.

Exercice 2 1. Montrer que C*([0,1]), muni de la norme uniforme, n’est pas complet.
2. Montrer que C*([0,1]), muni de la norme || f|| = || flloo + | f'[loo, st complet.
3. Montrer que C([0,1]) muni de la norme || f||; = fol |f(t)] dt, n’est pas complet.

Exercice 3 Montrer que /! C />, mais que (£}, - ||) n’est pas un sous-espace fermé de (£°°, || - ||oo)-

Exercice 4 Soit ¢y = {(xn) CR: limy—oo Ty, = 0}.
Montrer que cg C £°° puis que ¢y est un espace de Banach.

Exercice 5 1. Pour n,m € N*, on pose d(n,m) = \% - %\ Montrer que d est une distance sur N*
qui induit la topologie discrete sur N* ; est-elle complete 7

2. Montrer que R est un espace métrique complet pour la distance d(x,y) = | arctanx — arctany|.

Exercice 6 Soit £ un espace normé. Montrer qu’il est complet si et seulement si la sphere unité
S = {x/||x|| = 1} est complete.

Exercice 7 1. Montrer que 'espace C(]0,1]) est complet pour la norme uniforme mais pas pour
la norme ||.|]1.

2. Montrer que l'espace S des suites réelles nulles a partir d’un certain rang, muni de la norme
uniforme, n’est pas complet. Trouver un espace métrique complet contenant S comme sous-
espace dense.

Exercice 8 1. Soit f un homéomorphisme d’espaces métriques f : X — Y ; montrer que X peut
étre complet sans que Y le soit.

2. On suppose de plus que f est uniformément continue. Montrer que si Y est complet, X lest
aussi.

3. On considere E = {f € C1([0,1]) ; f(0) = 0}, muni de la métrique d(f,g) = inf(1,sup|f’(t) —
g'(t)]). Montrer que E est complet pour cette métrique.

Exercice 9 L’espace (R, d) est-il complet si d est I'une des métriques suivantes ?
L d(z,y) = |2° - y?|.
2. d(z,y) = |exp(z) — exp(y)|-
3. d(z,y) = log(1 + |z — yl).

Exercice 10 1. Soit X = C*([a,b]). Est-ce un espace complet si on le muni de la norme |.||oo ?

2. L’espace (X, N) est-il complet pour la norme

N(f) = sup |[f()ll+ sup [[f'(B)] 7

t€(a,b] t€la,b]
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Exercice 11 Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’une série Y uy, est normalement convergente
si la série > |lug|| est convergente. On veut démontrer que E est complet si et seulement si toute série
normalement convergente est convergente.

1. Soit (z,) une suite de Cauchy de E; montrer qu’on peut en extraire une sous-suite (z, ) telle
que la série de terme général ug = x5, ,, — Ty, soit normalement convergente. En déduire que si
toute série normalement convergente est convergente, alors E est complet.

2. Soit ) uy une série normalement convergente. On note S, = » ;. ug. Montrer que S, est une
suite de Cauchy. En déduire que si F est complet, alors toute suite normalement convergente
est convergente.

Exercice 12 Sur ’ensemble N des entiers naturels, définissons
d(n,m) = 0 pourm=mn

= 1+

our m #n
n-+m P #

1. Montrer que d est une métrique sur N pour laquelle il est complet.

2. Construire dans (N, d) une suite de boules fermées non vides emboitées dont les rayons ne tendent
pas vers 0, et d’intersection vide.

Exercice 13 Soit X un espace métrique et (a,) une suite de Cauchy dans X.
1. Montrer que pour tout x € X, la suite de réels (d(a,,z)) a une limite. On note f(z) cette limite;
montrer que application x — f(z) est continue de X dans R.
2. Calculer inf e x f(z). Quand cette borne inférieure est-elle atteinte ?

3. Déduire de ce qui précede que si X n’est pas complet, il existe une application ¢ : X — R
continue et non bornée.

Exercice 14 1. Soit X un espace métrique et (f,) une suite d’applications continues & valeurs
dans un espace métrique Y, convergeant vers f uniformément sur X. Montrer que si (x,) est
une suite de points de X convergeant vers z € X, alors f,(x,) tend vers f(x).

2. Application : Soit X un espace métrique compact, et soit (f,) une suite d’applications continues
de X dans X, ayant chacune un point fixe; on suppose que la suite (f,) converge vers une
fonction f uniformément sur X. Montrer que f a aussi un point fixe.

3. Soit K un convexe compact de R™ et f une application continue de K dans K vérifiant

1f (@) = FWIl < llz = yll;

En considérant les fonctions f, définies sur K par fn(z) = 1 f(zo) + (1 — 1) f(z), ot 2 € K,
montrer que f a un point fixe. Est-il unique ? Que se passe-t-il si K n’est plus convexe ?

Exercice 15 1. On considere une matrice A = (a;;) a coeflicients réels telle que Z?jzl a?j <1.En
utilisant le théoreme du point fixe, montrer que quels que soient les réels by, bg, - - - by, le systeéme
d’équations linéaires

n
iL'i—E aijxj:bi, 1<Z<7’L
7j=1

admet toujours une solution unique. En déduire det(I — A) # 0.

2. Montrer sous les mémes hypotheses que le systeme non linéaire
n
T; — Zsin(aijxj) =b;, 1<i<n
j=1

admet une unique solution.



