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Exercice 1. 1. Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X, d). Le diametre
de A est défini par
diam(A) e sup d(a,a).

a,a’ €A

2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes (sous ces conditions, on dit
que A est bornée)

i) dze X, 3Jr>0: AC B(z,r);
i) Vee X, 3r>0:AC B(x,r);

iii) A est de diametre fini.

3. Montrer que si A # ) est une partie bornée, alors diam(A) = diam(A).

4. Montrer que si A et B sont deux parties bornées, alors A U B est bornée. Que

peut-on dire de diam(A U B) ? (Indication : poser d(A, B) wof infoeapep d(a,b)).

Exercice 2. Dans un espace vectoriel normé (E, || -||), si z,y € E, le “segment de z & y”
est 'ensemble
[z,y] ={(1—-t)z+tye E: t[0,1]}.
Une partie C' de E est dite “convexe” ssi: Va,y € C on a [z,y] C C.
Soit A C E. On note
co(4) = ﬂ C

C convexe

CDA

I’enveloppe convexe de A.

1. Montrer que co(A) est convexe.
2. Dans le cas E = R, déterminer co(N) et co({1:n € N*}).

3. Dans E = R?, quelle est I'enveloppe convexe du graphe de la fonction : R — R,
définie par  — e~ 1*l ? On se contentera d’une justification graphique. Conclure
que

A fermé # co(A) fermé.



Exercice 3. La différence symétrique de deux ensembles A et B est définie par

AAB % (AU B)\(AN B).

1. Soient A C N* et B C N*. On définit

—1
d(A.B) = (min(AAB)) siA+4B
’ 0 si A=B.
Démontrer que si A, B, C sont trois ensembles distincts de N*, alors

d(A, B) < max{d(A,C),d(C, B)}

(Indication : on pourra utiliser 'inclusion AAB C (AAC) U (CAB).
2. Conclure que d définit une distance sur P(N*).
3. Montrer que pour tout n € N* et tous 4, B C N*,

d(A, B) <% — AN[,n]=BN[Ln).

4. On considere la suite (X,,) dans P(N*), ou
X, ={1,2",3",..}

(Noter que X7 = {1,2,3,...}, Xo = {1,4,9,...} est Pensemble des “carrés”, X5 =
{1,8,27,...} est ensemble des “cubes”). Montrer que la suite (X,,) converge vers
un ensemble X € P(N) que 'on déterminera. (Indication : utiliser le résultat de la
question précédente).



