
Liene L3 � Algèbre II Printemps 20135. Groupes libres, présentations par générateurs et relationsExerie 1. Dé�nition ourante des groupes libres (à omparer ave elle vue en ours).Soit F2 l'ensemble des expressions de la forme an1bn2an3bn4 . . . xnk (ave x = b si k pair et
x = a si k impair) ou de la forme bn1an2bn3an4 . . . xnk (ave x = a si k pair et x = b si kimpair) où k ∈ N et (si k = 0) n1, ..., nk entiers relatifs non nuls. On munit F2 de la loi degroupe naturelle, par onaténation de deux expressions, puis simpli�ations éventuelles.1. Quel est le neutre ? quel est le symétrique d'une expression ?2. Montrer que tout groupe engendré par deux éléments x et y est isomorphe à un quotientde F2 via un morphisme envoyant a sur x et b sur y, et que ei aratérise le groupe

F2, à isomorphisme près, parmi les groupes à deux générateurs.3. F2 est appelé le groupe libre à deux générateurs a et b, et on peut onstruire de mêmepour tout n ∈ N le groupe libre Fn à n générateurs (dont tout groupe engendré par néléments est quotient de façon naturelle). Identi�er F0 et F1.4. Montrer que F3 n'est pas isomorphe à F2 (Indiation : ompter les sous-groupes d'indie
2).Exerie 2. Exemples simples de présentations de groupes.1. Identi�er le groupe de présentation 〈a, b | aba−1b−1〉, 'est-à-dire le quotient du groupelibre F2 à deux générateurs a et b par le �sous-groupe normal engendré par� aba−1b−1(à ne pas onfondre ave le sous-groupe engendré, plus petit et non normal).2. Montrer que le groupe de présentation 〈x, y, z | y2zx−2〉 est libre (on préisera le nombrede générateurs).3. Montrer que le groupe de présentation 〈x, y | x2, y3, xyx−1y−1〉 est ylique.Exerie 3. Présentations du groupe diédral. Soit G le groupe de présentation 〈r, s |

rn, s2, (sr)2〉, de générateurs r et s.1. Véri�er que G est engendré par r et s et que rn = s2 = (sr)2 = e (le neutre de G) eten déduire que G a au plus 2n éléments.2. Montrer que tout groupe engendré par deux éléments véri�ant es relations � en parti-ulier le le groupe diédral Dn � est isomorphe à un quotient de G.3. Déduire des deux questions préédentes que G est isomorphe à Dn.4. En déduire qu'une (autre) présentation de Dn est : 〈x, y | x2, y2, (xy)n〉.Exerie 4. Appliation du lemme du ping-pong.1. Montrer que le sous-groupe G de SL2(Z) engendré par les matries (1 2
0 1

) et (1 0
2 1

)est libre.Indiation : onsidérer l'ation naturelle sur R2 et appliquer le lemme du ping-pong.



Liene L3 � Algèbre II Printemps 20132. Le résultat persiste-t-il pour le groupe engendré par (1 k
0 1

) et (1 0
k 1

) où k ∈ N ?Exerie 5. Ation stritement 3-transitive de PGL2(K) sur la droite projetive.Soit K un orps. On onsidère l'ation naturelle de GL2(K) sur l'ensemble P1(K) des droitesvetorielles du plan K2.1. On note P1(K) = K ∪ {∞}, k représentant la droite d'équation x = ky si k ∈ K etelle d'équation y = 0 si k = ∞. Montrer qu'ave ette notation, l'ation est donnéepar
(

a b
c d

)

(k) =
ak + b

ck + ddans le as général (i.e. si k ∈ K et ck + d 6= 0) et préiser les as partiuliers.2. Soient, dans P1(K), k1, k2, k3 distints et w1, w2, w3 distints. Démontrer qu'il existeune matrie M ∈ GL2(K), unique à produit près par un salaire, telle que
M(z1) = w1, M(z2) = w2 et M(z3) = w3Indiation : aluler d'abord la solution dans le as partiulier (w1, w2, w3) = (0, 1,∞)puis se ramener à e as par omposition.3. Quel est le noyau du morphisme GL2(K) → SP1(K) ? En déduire une ation naturellede PGL2(K) sur P1(K).Exerie 6. Présentation de PSL2(Z). Par restrition de l'ation i-dessus, on identi�ePSL2(Z) à un groupe de transformations de P1(C) (ou de P1(R)) dans lui-même.1. Montrer que e groupe est engendré par les deux transformations

S : z 7→ −1/z et T : z 7→ z + 1.Indiation : pour A =

(

a b
c d

)

∈ SL(2,Z) ave c > 0, aluler ST−qA, où q est lequotient de la division eulidienne de a par c, et faire une réurrene.2. Véri�er que S est d'ordre 2 et que U := TS est d'ordre 3.3. Véri�er que S envoie X1 :=]0,+∞[ dans X2 :=] − ∞, 0[ et que U et U2 envoient X2dans X1. En déduire (par la même méthode que dans le lemme du ping-pong) que toutélément de PSL2(Z) s'érit de manière unique omme un produit d'éléments U et U2ave des S interalés, autrement dit qu'on a la présentationPSL2(Z) = 〈s, u | s2, u3〉.


