Licence L3 - Algebre Il Printemps 2013

1. Groupes : sous-groupes, morphismes, premiers exemples

Rappel : Sous-groupe
Un sous-ensemble non vidled’'un groupeG est un sous-groupe ddiest stable par composition
et passage au symétrique.

Exercice 1. Décrire tous les sous-groupes Ae
Exercice 2. Décrire tous les sous-groupes du groupe symétriue
Exercice 3. On noteDy4 le groupe des isométries du carré pour la composition ddgappns (on I'appelle
le quatrieme groupe diédral, d’ou la notation). Quel estlfe de ce groupe ? Quel est I'ordre de chacun de
ses éléments ? Est-ce un groupe cyclique ? Est-ce un groopawatif ?
Exercice 4. SoitHg le sous-groupe déL,(C) engendré par les matrices
0 1 0 i i 0
|_<_1 0>,J_< i O) etK_(o _i>.
Calculer I'ordre détg et expliciter tous ses sous-groupes. Quel est son centre ?
Exercice 5. Montrer que le groupe SR,7Z/27) est isomorphes a un groupe symétrig@esvecn que I'on

déterminera.Indication : combien y-a-t'il de sous-espaces vectoriels de dimension 1 dans le Z/27.-espace
vectoriel (Z/27)? ? Question subsidiaire : méme question pour PBL/37)...

Rappel : Morphisme de groupes
On dit qu’une applicatiorf : G; — G, entre deux groupes est un morphisme si pour lous G,
onaf(xy) = f(x).f(y).

Exercice6. 1. Soitf : G; — G, un morphisme de groupes. Montrer glig;) = e, et pour toutx € Gy,
onaf(x~1) = f(x)~! (f envoie neutre sur neutre et symétrique sur symétrique).

2. Montrer que dans un groufigil existe un unique élément neutre, et que gt G admet un unique
symétrique.

Exercice7. 1. Donner un exemple de morphisme de groupgRlet) vers (R*,.). Est-ce un isomor-
phisme ?

2. L'ensemble des bijections croissantesRdéansR est-il un groupe ? Et pour les décroissantes ?

3. Est-il possible de définir une lgisur 'ensemble des entiers positifsde facon a ce qué\, x) devienne
un groupe ?

Exercice8. 1. Donner deux exemples de groupes d’ordre 4 non isomorphesaux.
2. Donner deux exemples de groupes d’ordre 6 non isomorphes eux.

3. Donner cing exemples de groupes d’ordre 8 non isomorpttes eux.
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Rappel: Groupe engendré

SoitG un groupe eSune partie d&. On note(S) le plus petit sous-groupe d&contenans. On
dit que(S) est le sous-groupe engendré faiSi (S) = G, on dit queS est une partie génératrice
deG.

Exercice 9. Donner une partie génératrice la plus petite possible dupg@/6Z. Y a-t-il plusieurs choix
possibles ? Mémes questions pour les grouaellg et Z".

Exercice10. 1. Donner un exemple de sous-groupe additiiRddense de type fini (c’est-a-dire engendré
par un nombre fini d’éléments).

2. Tous les sous-groupes Resont-ils de type fini ?

3. Montrer que les sous-groupes additifsRisont soit monogénes soit denses.

Rappel: Ordre d'un groupe, ordre d'un élément

On dit qu'un groupes est d’ordren s'il contientn éléments.

L'ordre d’'un élémenk € G est le plus petit entier strictement positiftel quex™ = 1 (en notatior
multiplicative).

Exercice 11. Soitn un entier strictement positif.

1. Montrer que tout sous-groupe @¢nZ est cyclique. (On pourra pour cela utiliser le morphiste>
Z/nZ qui a un entiek associe sa classe dahgnZ). En déduire que tout sous-groupe d’'un groupe
cyclique est cyclique.

2. Montrer que pour tou divisantn, Z/nZ posséde un unique sous-groupe d’ordlre
Indication : considérer 'ensembl¢ := {k € Z/nZ; dk = 0}.

3. Lindicatrice d’Euler¢(m) est définie comme le nombre d’éléments inversibles damaZ. Montrer
que le nombre d’éléments d’orddedansZ/nZ est égal 3 (d).

4. En déduire une démonstration de la relatioa 3 g, $(d).

Exercice12. 1. Donner un exemple de groupe commut&ifet de deux éléments,b € G tous deux
d’ordre 4 tels que le produ#b soit d'ordre 1 ? d’ordre 2 ? d’ordre 4 ?

2. En général, montrer que dans un groupe commu&ati ordréa) = n et ordréb) = malors ordréab)
divise PPCMordrga),ordrgb)).

3. Est-il possible d’avoir un group® et deux éléments d'ordrexXy € G tel quex.y soit d’ordre infini (si
oui, donner un exemple; si non, donner un court argument)?

4. Est-il possible d’'avoir un groupe infini dont tous les é¥ms sont d’ordre fini ?

Exercice13. 1. SoitG un groupe fini d’ordren tel que pour tout diviseuwd den, il y ait au plusd éléments
g de G vérifiantg® = 1. Montrer queG est cyclique (indication : utiliser I'exercice 11)

2. Montrer que pour toup premier, le groupe multiplicatifZ/pZ)* est cyclique.



