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I. Soient 5 un corps a 5 éléments et le polynome
P(X)=X"— X +1€TF;[X].
(1) Montrer que P(X) n’a pas de racine dans Fj.
(2) Soient F¥® une cloture algébrique de Fs et o € F2% tel que
a? =2

(a) Montrer que F5(«) est une extension de degré 2 de Fs.
(b) Montrer que P(X) n’a pas de racine dans F5(a).

(3) En déduire que P(X) est irréductible sur Fs.

IT1. Soient 5 un corps a 5 éléments, K = F5(T") une corps de fractions
rationnelles & une indéterminée et le polynéme
QX)=X>-X+T e K[X].
(1) Montrer que Q(X) est irréductible sur K.
(2) Soient K®# une cloture algébrique de K et § € K8 une racine

de Q(X).

(a) Montrer que, si 6 est une autre racine de Q(x) (dans K?®#),
alors 0 — 0’ € Fy; en déduire que K (0)/K est une extension
galoisienne.

(b) Montrer que l'application

Gal(K(0)/K) —=TFs5 , o—o(f)—0

est un isomorphisme de groupes.

'La durée de I’épreuve est de quatre heures.
Tous les documents sont interdits.
L’énoncé comporte trois pages.
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I11. Soit le polynome
P(X) = X*"+2X*-2¢c Q[X].

Soient les nombres complexes o = V3 — 1 et 3 =iV V3 + 1.

(1) Montrer que P(X) est irréductible sur Q, que ses quatre racines
dans C sont +a et +7.

(2) Montrer
(a) que Q(a, 3) = Q(c,iv/2) (on pourra par exemple remar-
quer que aff = iv/2),
(b) que les extensions Q(a)/Q(v/3) et Q(a, 3)/Q(c) sont de
degré 2,
(c) que 'extension Q(a, 3)/Q est galoisienne de degré 8.
(3) montrer

(a) Homg(Q(v/3),C) a deux éléments, u; et uy, caractérisés
par

Ul(\/g) - \/5 et UQ(\/g) = —\/g,

(b) que uy (resp. ug) se prolonge en deux Q-homomorphismes
de Q(«) dans C, notés uyq et uy 2 (resp. ug et ug o) carac-
térisés par

ui(a)=a et wuq(a)=—aq,
U2,1(CY) =0 et U2,2(Oé) = —0,
que Homg(Q(«),C) = {u,; / i,j = 1,2}.

(¢) que chaque u,yp, a,b = 1,2, se prolonge en deux Q-automorphismes
de Q(a, B) = Q(a,iv/2), notés Ugpe, ¢ = 1,2, déterminés
par

Uap 1 (1V2) = iV2 et tugya(iV2) = —iv/2,
que G := Gal(Q(«, 8)/Q) = {uap. / a,b,c=1,2}.
(4) Montrer que Q(a, §) = Q(a + iv/2).
(5) Solent 0 = ug 99 €t T = g2, ce sont des éléments de
G = Gal(Q(a, 8)/Q). Montrer
(a) que o(c) =4, o(1) =2, T0 = 037, que

G=<o0,17>= {Id,a, o2, 03, 1,07, 0°T, 037'} ,

(b) que Q(a, B)<™ = Q(a), que Q(a, 3)<> = Q(iv/6) et que
Qe 3)=777 = Q(a = B).
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IV. Les questions (4) et (7) de ce probléme sont facultatives, elles ne
contribuent qu’a donner un supplément de points?.

Soient p un nombre premier, [F, un corps a p éléments, K = F,(7T")
un corps de fractions rationnelles et K une cloture algébrique de K.
Soit le polynome

P(X)=X"” —TX?-T € K[X],
soient o € K% une racine de P(X) et 3,7 € K8 tel que
=T 7p(p—l) —T.
(1) Montrer que v*~1 = 3 et que 3 = o /(a + 1).
(2) Montrer que P(X) est irréductible sur K.
(3) Montrer que ensemble des racines de P(X) dans K¢ est
{a+ Xy / AeF,}.
Quel est le cardinal de cet ensemble ?

(4) Montrer que 'extension K (3)/K est de degré p et est purement
inséparable, que I'extension K(v)/K () est de degré p — 1 et
est séparable.

(5) Montrer que l'extension K (a®)/K est de degré p et séparable,
que l'extension K (a)/K(aP) est de degré p et purement insé-
parable.

(6) Montrer que K («,7) est une extension normale de K de degré
p*(p — 1), de degré de séparabilité p(p — 1).
(7) Soit G = Gal(K(a,7)/K), montrer que
(K (0, 7)) = K(B).
(8) On munit F,, x F) de I'opération définie par

(A, ) - (N p') = (A4 o ),
on sait, ou on admet, que pour cette loi F), x F est un groupe

(c’est un produit semi-direct standard). Montrer qu'’il existe une
application

G—TF,xFy, o (v (o(a) —a),y lo(v))

p 9
et que cette application est un isomorphisme de groupes.

2I’inséparabilité n’ayant pas été suffisamment traitée en travaux dirigés.



