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I. Soient F5 un corps à 5 éléments et le polynôme

P (X) = X5 −X + 1 ∈ F5[X].

(1) Montrer que P (X) n'a pas de racine dans F5.

(2) Soient Falg
5 une clôture algébrique de F5 et α ∈ Falg

5 tel que
α2 = 2.

(a) Montrer que F5(α) est une extension de degré 2 de F5.

(b) Montrer que P (X) n'a pas de racine dans F5(α).

(3) En déduire que P (X) est irréductible sur F5.

II. Soient F5 un corps à 5 éléments, K = F5(T ) une corps de fractions
rationnelles à une indéterminée et le polynôme

Q(X) = X5 −X + T ∈ K[X].

(1) Montrer que Q(X) est irréductible sur K.

(2) Soient Kalg une clôture algébrique de K et θ ∈ Kalg une racine
de Q(X).

(a) Montrer que, si θ′ est une autre racine de Q(x) (dans Kalg),
alors θ−θ′ ∈ F5 ; en déduire que K(θ)/K est une extension
galoisienne.

(b) Montrer que l'application

Gal(K(θ)/K) → F5 , σ 7→ σ(θ)− θ

est un isomorphisme de groupes.

1La durée de l'épreuve est de quatre heures.

Tous les documents sont interdits.

L'énoncé comporte trois pages.
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III. Soit le polynôme

P (X) = X4 + 2X2 − 2 ∈ Q[X].

Soient les nombres complexes α =
√√

3− 1 et β = i
√√

3 + 1.

(1) Montrer que P (X) est irréductible sur Q, que ses quatre racines
dans C sont ±α et ±β.

(2) Montrer

(a) que Q(α, β) = Q(α, i
√

2) (on pourra par exemple remar-
quer que αβ = i

√
2),

(b) que les extensions Q(α)/Q(
√

3) et Q(α, β)/Q(α) sont de
degré 2,

(c) que l'extension Q(α, β)/Q est galoisienne de degré 8.

(3) montrer

(a) HomQ(Q(
√

3), C) a deux éléments, u1 et u2, caractérisés
par

u1(
√

3) =
√

3 et u2(
√

3) = −
√

3,

(b) que u1 (resp. u2) se prolonge en deux Q-homomorphismes
de Q(α) dans C, notés u1,1 et u1,2 (resp. u2,1 et u2,2) carac-
térisés par

u1,1(α) = α et u1,2(α) = −α,

u2,1(α) = β et u2,2(α) = −β,

que HomQ(Q(α), C) = {ui,j / i, j = 1, 2}.
(c) que chaque ua,b, a, b = 1, 2, se prolonge en deux Q-automorphismes

de Q(α, β) = Q(α, i
√

2), notés ua,b,c, c = 1, 2, déterminés
par

ua,b,1(i
√

2) = i
√

2 et ua,b,2(i
√

2) = −i
√

2,

que G := Gal(Q(α, β)/Q) = {ua,b,c / a, b, c = 1, 2}.
(4) Montrer que Q(α, β) = Q(α + i

√
2).

(5) Soient σ = u2,2,2 et τ = u1,1,2, ce sont des éléments de
G = Gal(Q(α, β)/Q). Montrer

(a) que ◦(σ) = 4, ◦(τ) = 2, τσ = σ3τ , que

G =< σ, τ >=
{
Id, σ, σ2, σ3, τ, στ, σ2τ, σ3τ

}
,

(b) que Q(α, β)<τ> = Q(α), que Q(α, β)<σ> = Q(i
√

6) et que
Q(α, β)<στ> = Q(α− β).
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IV. Les questions (4) et (7) de ce problème sont facultatives, elles ne
contribuent qu'à donner un supplément de points2.

Soient p un nombre premier, Fp un corps à p éléments, K = Fp(T )
un corps de fractions rationnelles et Kalg une clôture algébrique de K.
Soit le polynôme

P (X) = Xp2 − TXp − T ∈ K[X],

soient α ∈ Kalg une racine de P (X) et β, γ ∈ Kalg tel que

βp = T , γp(p−1) = T.

(1) Montrer que γp−1 = β et que β = αp/(α + 1).

(2) Montrer que P (X) est irréductible sur K.

(3) Montrer que l'ensemble des racines de P (X) dans Kalg est

{α + λγ / λ ∈ Fp} .

Quel est le cardinal de cet ensemble ?

(4) Montrer que l'extension K(β)/K est de degré p et est purement
inséparable, que l'extension K(γ)/K(β) est de degré p − 1 et
est séparable.

(5) Montrer que l'extension K(αp)/K est de degré p et séparable,
que l'extension K(α)/K(αp) est de degré p et purement insé-
parable.

(6) Montrer que K(α, γ) est une extension normale de K de degré
p2(p− 1), de degré de séparabilité p(p− 1).

(7) Soit G = Gal(K(α, γ)/K), montrer que

(K(α, γ))G = K(β).

(8) On munit Fp × F×p de l'opération dé�nie par

(λ, µ) · (λ′, µ′) = (λ + µλ′, µµ′),

on sait, ou on admet, que pour cette loi Fp × F×p est un groupe
(c'est un produit semi-direct standard). Montrer qu'il existe une
application

G → Fp × F×p , σ 7→
(
γ−1(σ(α)− α), γ−1σ(γ)

)
et que cette application est un isomorphisme de groupes.

2l'inséparabilité n'ayant pas été su�samment traitée en travaux dirigés.


