M1 ESR DISTRIBUTIONS - FOURIER

Examen Partiel

Mercredi 20 novembre 2019 (1h30)

Pour z € R on pose

(z) 1 siz >0,
Hl‘:
0 sixz<0.

On note § la distribution de Dirac en 0. Pour f € L'(R), on définit la transformée de
Fourier de f par

VER (FNE) - 7= J e i 1 (2)

Si T est une distribution sur R, on note F7T sa transformée de Fourier.

Exercice 1. Pour z € R on pose f(z) = H(x) cos(x).

1. Vérifier que f est dans L{ (R) et rappeler la définition de la distribution associée a
f (que I'on notera T7).

2. Calculer la dérivée T J’c de la distribution T (par calcul direct, sans utiliser la formule
des sauts).

Correction :

1.|2| H est borélienne comme indicatrice de 'ouvert ]0, +o0[, et la fonction cosinus est
continue et donc borélienne sur R. Ainsi f est borélienne comme produit de fonctions
boréliennes. Soit K un compact de R. Il existe R > 0 tel que K < [—R, R], et donc

R R
f |f(x)] d:cgf |f(z)] dng ldz < 2R < +o0,
K —R —R

donc f est intégrable sur [—R, R]. Cela prouve que f est localement intégrable. A f on
peut alors associer la distribution Ty définie par

Voe CP(R), (T}, ) = j f(@)é(x) da
2.[2] Soit ¢ € CP(R). On a

(T}, ¢) = —(Ty,¢') = —J - cos(z)¢' (z) dz.

0
Par intégration par parties on obtient

+00

(T}, 6) = cos(0)$(0) — J sin(e)p(z) da = (6 — Ty, 6) |

0

ot T, désigne la distribution associée & la fonction g : & — H(z)sin(x), elle-méme locale-
ment intégrable. D’ot, finalement,

Exercice 2. Soit p € C°(R, R, ) asupport inclus dans [—1, 1] et telle que §, p(x) dz = 1.
Pour n € N* et € R on pose p,(z) = np(nz). Soit ¢ € C°(R). Montrer que (p, * ¢)
converge uniformément vers ¢ quand n tend vers +o0.



Correction : On commence par observer que pour tout n € N* on a, en faisant le
changement de variable affine n = nz, dn = ndx,

| ut@raa = [ nptuoydo = [ ptnyn =1.

Comme ¢ est continue et a support compact, elle est uniformément continue sur R. Soit
e > 0. Il existe 6 > 0 tel que pour tous z € R et y € [—0,5] on a

[p(z —y) —d(z)[ < e
Soit n = %. Alors p,, est a support dans [— %, %], qui est inclus dans [—§, 6], donc pour
reRona

(on * 8)(z) — $(z)]| = prn@)as(a:—y) dy - jan<y>¢<x> dy\

[ on (6t =)~ ota) dy\

< f pn(y) [6(z —y) — o(x)| dy
R
)
< f_é pu(y) [6(x — ) — 6(x)] dy
< EJR pn(y)dy = e.

Cela prouve que pour tout n > % on a
sup [(pn * @) — | <,

et donc que supg |(pn * @) — ¢| tend vers 0 quand n tend vers +o0.

Exercice 3. 1.Pour f e L, (R) on note f 1a fonction qui a 2 € R associe f(—x). On

dit alors que f est impaire si f = —f presque partout. Pour 7' € S'(R) on considére la
distribution tempérée 1" définie par

VoeSMR), (T,¢)=(T,¢).

On dit alors que T est impaire si T = —7T.

a. Soit f € L*(R). On note Ty € §'(R) la distribution associée. Montrer que Ty est
impaire si et seulement si f est impaire.

b. Montrer que si T" est impaire alors sa transformée de Fourier F7T est impaire.
2. On note maintenant 7' la distribution vp(%), définie par

M dx.

X

Vo e S(R), (T,q) = lim
0 |z >e

a. Montrer que 7 = 1 (ou on a noté 1 la distribution tempérée associée a la fonction
constante égale a 1).
b. Montrer que (FT') = F(—izT) et en déduire (FT')'.
c. Montrer que FT' est impaire.
d. Calculer FT.
Correction : 1. a. Pour ¢ € S(R) on a, en faisant le changement de variable
Yy=—-a

(T7.6) = (T1.6) = | f@jo(=o)do = | 1oy = (T7.0).



Cela prouve que Tf =T Ainsi on a

Ty =-Ty <= Tf T_y.

L’application qui & f € L'(R) associe la distribution tempérée Ty étant injective, on
obtient finalement

Ty =-T; < f=—f presque partout,

donc la distribution T’ est impaire si et seulement si la fonction f l’est.

b. Soit ¢ € S(R). Pour £ e R on a

Fo(e) = \/% fR e~ () di = \/% jR Ep(y) dy = Fo(—).

D’ou, si T est impaire,

(FT.6) = (FT.6) = (T.F3) = (T.F6) = (T, Fo) = — (I, Fo) = — (FT,9).

Cela prouve que FT est également impaire.
2. a. Soit ¢ € S(R). On a, par le théoréme de convergence dominée,

(T, ¢) = (T, x¢p) = lim 29(@) dzx = lim o(x)de = J}R o(x) dx

e—0 |:L’|>E €T e—0 ‘I‘}E

Cela prouve que z7T = 1.

b. Soit ¢ € S(R). Pour y e R on a

e (o \/% () de = iy(Fo) ).

(F&')(y \/%J

On en déduit
((FT),0) = =(FT,¢') = = (T, F¢') = = (T,iyF¢) = — (iyT, Fp) = — (F(iyT), 9) -

Cela prouve que (FT)" = F(—iyT). Ici, cela donne

(FTY.0) = = (F(0).0) = = (0).F0) = =i | Fotw) dy
Avec la formule d’inversion de Fourier on obtient
((FT)',¢) = —iv/2m(0),

et donc

(FT) = —iv2mé.
c. [ 1] Soit ¢ € S(R). On a

(T,¢) = (T, ¢) = lim qs(_x)dm—limjp @dy:—m@.

e—0 \:E|26 X e—0 -y

Ainsi, T est une distribution impaire. D’apreés la question 1.b, c’est également le cas pour
FT.
d. On a Tj; = ¢ et deux primitives d’une méme distribution sur R ne différent

que d’une constante, donc il existe o € C tel que
FT = —iV2m(H + ).

La distribution FT est impaire. Or c’est la distribution associée a la fonction —iv/27(H +
a). D apres la question 1l.a, la fonction H + « est donc impaire, ce qui implique que
a=—3.Dou

T——z‘\/ﬁ(H—;)



Exercice 4. Si f est une fonction de R? dans R%, alors pour A > 0 et € R? on pose

(@) = f(Ax).
Soit k € N. On dit quune distribution 7" € D'(R?) est homogeéne de degré k si pour tous
A>0et ¢peCPRY on a
<T7 ¢1/,\> = \HHF (T, ). (%)
1.Soit T € D'(RY) une distribution homogene de degré k € N*. Soit j € {1,...,d}.

Montrer que la distribution dérivée gT est homogéne de degré (k —1).

2. Soit T" une distribution homogéne de degré k € N. Montrer que

Zx]é’xj = kT,

ou x; aT désigne la multiplication de la distribution TT par la fonction coordonnée
J
T = (:El,...,md) — T
Indication : on pourra dériver par rapport a A l’égalité ().

Correction :

1.[2] Soit ¢ € CF(R%). On a

oT 0b1/x
— =—(T
<amj7¢1/>\> < ) 8zj
Or pour z € R? on a

0Ouyx, v _ 0 (xy _ 106 z\ 1[0
oz () = %jgb (X) C Moz (X) R (59@j>1/A @

Ainsi

oT 0p _ ydtk—1 09N\ _ yayk—1 /0T
<axv¢w> S (@),,) e (i) e (),

Cela prouve que L est homogéne de degré k — 1.

2.|3 | Soient ¢ € CO (R%) et R > 0 tel que le support de ¢ est inclus dans la boule B(0, R).
Pour A € |3,2[ et 2 € R? on pose

B\, ) = ¢ (;)

P est de classe C* et pour tout A € |1, 2[ la fonction ®(),-) est a support dans B(0,2R).
Par le théoréme de dérivation sous le crochet on a alors

(o) = 55 @a00) = (T 5a0) ),

Pour z € R? et )\e]%,2[ona

Comme T est homogéne de degré k on obtient alors

d
PN (T, ¢1)0) = —ATHH1 Z <T VTS >



puis

d d
ax <T7 ¢1/>\> = —\Hkt Z < 33g¢ ¢>

oT
d>\d+k 1 <T ¢> +)\d+k 1 Z <xj ,¢>
j=1 0z,
D’autre part on a

SN T, 6) = (d+ HNTR(T )

En A =1 cela donne
dT+Zx or =(d+ k)T
j=1 35 .

D’ou le résultat.



