
Mathématiques pour les glomorphes à rayures

Séries de Fourier
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1 Introduction

Les séries de Fourier ont été introduites pour résoudre l’équation de la chaleur
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%

Btupt, xq “ Bxxupt, xq, pt, xq P R˚
` ˆ r0, πs,

upt, 0q “ upt, πq “ 0, t ą 0

up0, xq “ u0pxq, x P r0, πs.

(1.1)

L’idée est de combiner des solutions élémentaires. Si u0 est une fonction de la forme
x ÞÑ sinpnxq pour un certain n P N, alors la fonction

pt, xq ÞÑ e´n2t sinpnxq

est solution. Par linéarité de l’équation, si u0 est combinaison linéaire de telles fonctions
sinus, alors on sait également résoudre l’équation. Joseph Fourier affirme alors que toute
fonction u0 qui s’annule en 0 et π s’écrit comme somme infinie de fonctions sinus,

u0pxq “
ÿ

nPN˚

bn sinpnxq,

et que la solution de (1.1) est alors donnée par

upt, xq “
ÿ

nPN˚

bn sinpnxqe´n2t.

Les fonctions σn : x ÞÑ sinpnxq jouent un rôle particulier dans cette histoire car ce
sont, en quelque sorte, des fonctions propres pour l’opérateur Bxx :

σ2
n “ ´n2σn.

Elles vérifient en outre pour tout t ą 0 la condition au bord upt, 0q “ upt, πq “ 0 conte-
nue dans (1.1). La valeur propre correspondante ´n2 apparâıt alors naturellement dans
le facteur exponentiel en temps.
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La question qui est alors soulevée est celle de la (( diagonalisation )) de l’opéra-
teur Bxx. Peut-on effectivement, comme l’affirme Fourier, écrire toute fonction comme
(( somme )) de fonctions propres ?

Même si Fourier a été un peu rapide en affirmant que c’était bien le cas, son ob-
servation occupe à double titre une place capitale dans l’histoire de l’analyse. D’une
part, l’idée fonctionne, et les séries de Fourier (et la transformée de Fourier, adaptée
aux problèmes sur tout R) est un outil absolument crucial en analyse (pour l’étude des
équations aux dérivées partielles, le traitement du signal,. . .). D’autre part, la nécessité
de justifier l’observation de Fourier a obligé les mathématiciens à mieux formaliser des
concepts fondamentaux, tels que la notion de fonction elle-même. Cela a par exemple été
un tournant dans le développement du calcul intégral, qui intervient dans la définition
des coefficients de Fourier (en particulier, l’intégrale devient un outil d’analyse, et n’est
plus seulement destinée à calculer des aires).

2 Polynômes trigonométriques

2.1 Fonctions périodiques

On a motivé l’introduction des séries de Fourier par un problème sur un intervalle
avec une condition au bord, mais le cadre naturel est plutôt celui des fonctions pério-
diques. On commence par en rappeler la définition.

Définition 2.1. Soient T ą 0 et f une fonction de R dans R. On dit que f est T -périodique
si pour tout x P R on a

fpx ` T q “ fpxq.

Dans ces notes on se concentrera sur les fonctions 2π-périodiques. On remarque que
si f est T -périodique pour un certain T ą 0, alors la fonction

x ÞÑ f

ˆ

xT

2π

˙

est 2π-périodique. Ainsi, tous les résultats obtenus pour des fonctions 2π-périodiques
s’étendront sans difficulté aux fonctions T -périodiques (voir la section 7).

D’autre part, une fonction 2π-périodique définit par passage au quotient une fonction
sur le tore (ou cercle, en dimension 1)

T “ R{p2πZq.

Inversement, une fonction sur le cercle définit une fonction 2π-périodique sur R. Il est
donc équivalent de s’intéresser aux fonctions 2π-périodiques sur R ou aux fonctions sur
le tore.

Enfin, une fonction f sur s ´ π, πs (ou sur n’importe quel intervalle de longueur 2π)
s’étend par périodicité en une fonction f̃ définie sur R et 2π-périodique. Étant donné
x P R il existe un unique couple px0, kq Ps ´ π, πs ˆ Z tel que x “ x0 ` 2kπ. On pose
alors f̃pxq “ fpx0q, ce qui définit une fonction f̃ sur R qui est bien 2π-périodique.
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Il est important de noter que si f est continue s´π, πs, alors f̃ ne l’est pas forcément
sur R. La remarque vaut pour tous les niveaux de régularité (fonctions de classe C1, de
classe C8, etc.).

De même, une fonction sur r0, πs (comme en (1.1)) peut d’abord être prolongée par
imparité (ou parité) sur s ´ π, πs avant d’être prolongée par 2π-périodicité.

2.2 Polynômes trigonométriques

Dans l’esprit de la résolution de l’équation de la chaleur (1.1), on cherche à écrire
toute fonction 2π-périodique comme somme (éventuellement infinie) de fonctions 2π-
périodiques u telles que u1 “ λu pour un certain λ P C (fonctions propres pour l’opéra-
teur de dérivation). Les fonctions candidates sont les fonctions de la forme x ÞÑ αeλx. Et
pour qu’une telle fonction soit 2π-périodique, λ doit être de la forme in pour un certain
n P Z.

Pour n P Z on note en la fonction de R dans C définie par

enpxq “ einx.

Par un simple calcul on obtient le résultat suivant :

Lemme 2.2. Pour n,m P Z on a

1

2π

ż π

´π
enpxqempxqdx “ δn,m :“

#

1 si n “ m,

0 si n ‰ m.

On peut montrer par une preuve directe que la famille penqnPZ est libre, ou utiliser
déjà la structure Hilbertienne, caché dans le lemme 2.2 et que l’on formalisera plus tard.

Proposition 2.3. La famille penqnPZ est libre dans FpR;Cq.

Démonstration. Soientm P N˚, n1, . . . , nm P Z (deux-à-deux distincts) et λ1, . . . , λm P C
tels que

@x P R,
m
ÿ

k“1

λke
inkx “ 0. (2.1)

Soit k P J1,mK. On a

0 “

ż π

´π

˜

m
ÿ

j“1

λjenj pxq

¸

enk
pxqdx “

m
ÿ

j“1

λj

ż π

´π
enj pxqenk

pxqdx “ λk.

Cela prouve que la famille penqnPZ est libre.

On commence par s’intéresser au cas simple des combinaisons linéaires des fonctions
en, n P Z.

Définition 2.4. On appelle polynôme trigonométrique une combinaison linéaire des fonc-
tions en, n P Z. Un polynôme trigonométrique est donc une fonction de la forme

x ÞÑ

N
ÿ

n“´N

cne
inx,

avec N P N et c´N , . . . , cN P C.
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Pour N P N on note EN “ vectppenq´NďnďN q.

Proposition 2.5. (i) La famille penq´NďnďN est une base de EN . En particulier, EN

est un sous-espace vectoriel de FpR;Cq de dimension 2N ` 1.

(ii) Soit f P EN . Alors f s’écrit de façon unique sous la forme

f “

N
ÿ

n“´N

cnpfqen, (2.2)

et pour tout n P J´N,NK on a

cnpfq “
1

2π

ż π

´π
e´inxfpxqdx. (2.3)

Démonstration. La famille penq´NďnďN est libre d’après la proposition 2.3 et elle en-
gendre EN par définition. C’est donc une base de EN . En outre elle a p2N `1q éléments,
donc EN est de dimension p2N ` 1q.

Soit maintenant f P EN . Il existe une unique famille complexe pcnpfqq´NďnďN véri-
fiant (2.2). D’après le lemme 2.2 on a alors pour tout n P J´N,NK

1

2π

ż π

´π
e´inxfpxq dx “

1

2π

ż π

´π

˜

N
ÿ

k“´N

ckpfqekpxq

¸

enpxq dx

“

N
ÿ

k“´N

ˆ

1

2π

ż π

´π
ckpfqekpxqenpxqdx

˙

“ cnpfq.

D’où (2.3).

On introduit maintenant une autre écriture pour les polynômes trigonométriques.
On rappelle que pour n P N et x P R on a

einx “ cospnxq ` i sinpnxq,

et que cela donne les formules d’Euler :

cospnxq “
einx ` e´inx

2
et sinpnxq “

einx ´ e´inx

2i
.

Proposition 2.6. La famille

Ftrigo “

ˆ

1

2
, cospxq, cosp2xq, . . . , cospNxq, sinpxq, sinp2xq, . . . , sinpNxq

˙

(où cospnxq est un abus de notation pour la fonction x ÞÑ cospnxq) est une base de EN .
En outre, pour a0, a1 . . . , aN , b1, . . . , bN P C et c´N , . . . , cN P C on a

@x P R,
N
ÿ

n“´N

cne
inx “

a0
2

`

N
ÿ

n“1

an cospnxq `

N
ÿ

n“1

bn sinpnxq
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si et seulement si

@n P J0, NK, an “ cn ` c´n et @n P J1, NK, bn “ ipcn ´ c´nq

ou encore si et seulement si

c0 “
a0
2

et @n P J1, NK, cn “
an ´ ibn

2
, c´n “

an ` ibn
2

.

Remarque 2.7. Comme cela pourrait être utile, on rappelle les formules donnant les
produits de fonctions trigonométriques :

cospaq cospbq “
cospa ` bq ` cospa ´ bq

2
,

sinpaq sinpbq “
cospa ´ bq ´ cospa ` bq

2
,

sinpaq cospbq “
sinpa ` bq ` sinpa ´ bq

2
.

Ainsi les polynômes trigonométriques de EN sont exactement les fonctions de la
forme

f : x ÞÑ
a0
2

`

N
ÿ

n“1

`

an cospnxq ` bn sinpnxq
˘

, (2.4)

avec pour n P J0, NK

an “
1

π

ż π

´π
fpxq cospnxqdx, (2.5)

et pour n P J1, NK

bn “
1

π

ż π

´π
fpxq sinpnxq dx. (2.6)

On note que le choix de noter a0{2 le coefficient constant dans (2.4) est arbitraire, mais
cela permet d’avoir une expression uniforme pour les an, n P N.

En général, on utilise l’écriture (2.4) quand f est à valeurs réelles, auquel cas les
coefficients an et bn sont réels (contrairement aux cnpfq).

2.3 Structure d’espace hermitien

Pour f, g P EN on pose

⟨f, g⟩2,per “
1

2π

ż π

´π
fpxqgpxq dx,

puis

}f}2,per “

b

⟨f, f⟩2,per.

Proposition 2.8. (i) L’application pf, gq ÞÑ ⟨f, g⟩ définit un produit scalaire hermitien
sur EN .

(ii) La base penqnPZ est orthonormée.
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(iii) Pour f P EN et n P J´N,NK on a

cnpfq “ ⟨f, en⟩2,per .

(iv) Pour f P EN on a

}f}
2
2,per “

N
ÿ

n“´N

|cnpfq|
2 .

Remarque 2.9. On a une structure d’espace euclidien si on considère des fonctions à
valeurs réelles.

2.4 Lien avec la résolution d’équations différentielles

On a choisi de considérer les fonctions en, n P Z, car ce sont des fonctions périodiques
qui sont des vecteurs propres pour la dérivation. On vérifie que l’objectif est bien atteint.

Proposition 2.10. (i) Les fonctions de EN sont de classe C8 (et même analytiques)
sur R.

(ii) La famille penq´NďnďN est une base de fonctions propres pour l’opérateur de dé-
rivation sur EN . Plus précisément, pour n P J´N,NK on a

e1
n “ inen.

On revient maintenant rapidement sur l’équation de la chaleur évoquée en introduc-
tion. On considère le problème

$

’

&

’

%

Btupt, xq “ Bxxupt, xq, pt, xq P R˚
` ˆ r´π, πs,

upt,´πq “ upt, πq, t ą 0

up0, xq “ u0pxq, x P r´π, πs.

(2.7)

Par rapport à (1.1), on n’impose pas que la fonction s’annule au bord de l’intervalle,
mais on cherche une solution 2π-périodique. Il n’est pas difficile de voir que si u0 est un
polynôme trigonométrique, c’est-à-dire s’il existe N P N et c´N , . . . , cN P C tels que

@x P r´π, πs, u0pxq “

N
ÿ

n“´N

cne
inx,

alors on obtient une solution de (2.7) en posant, pour tous t ě 0 et x P r´π, πs,

upt, xq “

N
ÿ

n“´N

cne
inx´n2t.

Ainsi, les polynômes trigonométriques sont des fonctions agréables quand il s’agit
de résoudre des équations différentielles sur le cercle. Mais c’est évidemment un cadre
beaucoup trop restrictif en pratique. Plutôt que de se restreindre aux combinaisons
linéaires des en, n P Z, on va donc considérer des sommes infinies.
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3 Série de Fourier d’une fonction périodique

3.1 Série de Fourier d’une fonction périodique

On cherche maintenant à étendre les observations de la section précédente à des fonc-
tions 2π-périodiques les plus générales possibles. L’idée assez naturelle est de chercher à
approcher une fonction f par des polynômes trigonométriques. Et pour cela on va bien
évidemment s’inspirer de l’écriture (2.2)-(2.3).

La définition (2.3) des coefficients de Fourier peut être étendue à n’importe quelle
fonction 2π-périodique telle que l’intégrale sur un intervalle de longueur 2π de la fonction
fen est bien définie. Selon les fonctions que l’on souhaite considérer, et la théorie de
l’intégration dont on dispose, on peut donc travailler dans l’espace E1 “ C0

m,per des
fonctions 2π-périodiques et continues par morceaux, ou bien dans l’espace E1 “ L1

per

des fonctions 2π-périodiques et locallement intégrables au sens de Lebesgue (on pourrait
également considérer les fonctions localement intégrables au sens de Riemann). Dans
tous les cas, la définition suivante est bien licite.

Définition 3.1. Soit f P E1. On définit les coefficients de Fourier (exponentiels) de f par

@n P Z, cnpfq “
1

2π

ż π

´π
fpyqe´iny dy. (3.1)

La N -ième somme de Fourier de f est alors

SN pfq “

N
ÿ

n“´N

cnpfqen P EN .

On note que dans la définition de cnpfq, on peut remplacer l’intégrale sur r´π, πs

par une intégrale sur n’importe quel intervalle de longueur 2π.

Puisque notre but est d’approcher notre fonction f par des polynômes trigonomé-
triques, une idée immédiate est de considérer la limite pour N grand de SN pfq.

Définition 3.2. On appelle série de Fourier de f la série de fonction définie par

Spfq “ lim
NÑ8

SN pfq “
ÿ

nPZ
cnpfqen. (3.2)

À ce stade on ne sait rien sur cette série de fonctions, ni sur son lien avec la fonction
f qui nous intéresse. Les questions qui se posent alors sont alors les suivantes.

(i) La série de Fourier de f converge-t-elle ? En quel sens ?

(ii) Si la série de Fourier de f converge, la limite est-elle f ?

On prendra garde à la notation (3.2) pour la série de Fourier de f . En général, on
dit qu’une série de fonctions

ř

nPZ gn est convergente (quel que soit le sens considéré) si
les séries

ř

ně0 gn et
ř

nă0 gn sont toutes les deux convergentes, ce qui est a priori plus

fort que la convergence de la fonction
řN

n“´N gn pour N Ñ `8. Dans le cas présent,
on dit que la série de Fourier Spfq de f converge (en un sens à préciser) si la suite de
fonctions SN pfq converge quand N tend vers `8. Dans ce cas, et malgré l’ambigüıté,
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on notera bien Spfqpxq “
ř

nPZ cnpfqeinx.

Ce problème ne se pose pas avec les notations réelles. Pour n P N on note

anpfq “ cnpfq ` c´npfq, bnpfq “ ipcnpfq ´ c´npfqq. (3.3)

Les anpfq, n P N et bnpfq, n P N˚, sont appelés coefficients de Fourier (trigonométriques)
de f . Pour tous N P N et x P R on a alors

SN pfqpxq “
a0pfq

2
`

N
ÿ

n“1

`

anpfq cospnxq ` bnpfq sinpnxq
˘

,

et la série de Fourier de f s’écrit

Spfqpxq “
a0pfq

2
`

`8
ÿ

n“1

`

anpfq cospnxq ` bnpfq sinpnxq
˘

. (3.4)

Comme pour les polynômes trigonométriques, si on connait les coefficients trigono-
métriques de f on peut retrouver les coefficients exponentiels. Pour n P N˚ on a

cnpfq “
anpfq ´ ibnpfq

2
et c´npfq “

anpfq ` ibnpfq

2
.

Et on peut calculer directement ces coefficients trigonométriques. Pour n P N on a

anpfq “
1

π

ż π

´π
fpxq cospnxqdx,

et pour n P N˚,

bnpfq “
1

π

ż π

´π
fpxq sinpnxq dx.

Dans ces notes, on a choisi de privilégier la représentation (3.2) plutôt que (3.4)
pour la série de Fourier de f . C’est un choix arbitraire, il est tout à fait possible de faire
l’inverse. Typiquement, si on ne s’intéresse qu’à des fonctions à valeurs réelles.

3.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Dans ce paragraphe on donne les propriétés de base des coefficients de Fourier définis
précédemment. La proposition suivante se montre avec de simples calculs :

Proposition 3.3. (i) L’application f P E1 ÞÑ pcnpfqqnPZ est linéaire. En outre pour
f P E1 et n P Z on a

|cnpfq| ď
1

2π

ż π

´π
|fpxq| dx.

(ii) Si f P E1 est à valeurs réelles alors a0pfq “ 2c0pfq est réel et pour n P N˚ on a

c´npfq “ cnpfq, anpfq P R, bnpfq P R.
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(iii) Si f P E1 est paire alors bnpfq “ 0 pour tout n P N˚ et

@n P N, anpfq “
2

π

ż π

0
fpxq cospnxq dx.

Si f P E1 est impaire alors anpfq “ 0 pour tout n P N et

@n P N˚, bnpfq “
2

π

ż π

0
fpxq sinpnxq dx.

(iv) Soient f P E1 et x0 P R. On considère fx0 : x ÞÑ fpx ` x0q. Alors fx0 P E1 et pour
n P Z on a

cnpfx0q “ einx0cnpfq.

On a déjà discuté à la proposition 2.10 le bon comportement des vecteurs de base
en vis-à-vis de la dérivation. Cela se répercute sur les coefficients de Fourier de la façon
suivante.

Proposition 3.4. Soit k P N˚. Soit f : R Ñ C une fonction 2π-périodique de classe Ck.
Alors pour tout n P Z on a

cnpf pkqq “ pinqkcnpfq.

Démonstration. Le cas où k “ 1 est une simple intégration par parties. On a

cnpf 1q “
1

2π

ż π

´π
e´inxf 1pxq dx

“
1

2π

“

e´inxfpxq
‰π

´π
`

1

2π

ż π

´π
ine´inxfpxqdx

“ incnpfq.

Le cas général suit alors par récurrence.

En vue d’étudier la convergence de la série (3.2), la décroissance de la suite des
coefficients cnpfq sera évidemment un élément important.

Corollaire 3.5. Soit k P N˚. Soit f : R Ñ C une fonction 2π-périodique de classe Ck.
Alors

cnpfq “ O
nÑ˘8

`

|n|
´k ˘

.

Démonstration. D’après les propositions 3.4 puis 3.3 on a pour n ‰ 0

|cnpfq| “

ˇ

ˇcnpf pkqq
ˇ

ˇ

|n|
k

ď
1

2π |n|
k

ż π

´π

ˇ

ˇf pkqpxq
ˇ

ˇ dx “ O
nÑ˘8

`

|n|
´k ˘

.

On a un résultat analogue au cas k “ 1 si f n’est pas vraiment C1 mais seulement
continue et C1 par morceaux.

Proposition 3.6. Soit f une fonction 2π-périodique, continue et C1 par morceaux. Alors
la dérivée de f est bien définie sauf en un nombre fini de points, et quitte à lui attribuer
une valeur quelconque en ces points, elle définit une fonction de E1 qu’on note f 1. Pour
tout n P N on a alors

cnpf 1q “ incnpfq.

En particulier,
cnpfq “ O

nÑ˘8
p|n|

´1
q.
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Démonstration. Soient k P N et a0, . . . , ak P r´π, πs tels que ´π “ a0 ă a1 ă ¨ ¨ ¨ ă

ak “ π et pour tout j P J1, kK la restriction de f à saj´1, ajr s’étend par continuité en
une fonction C1 sur raj´1, ajs. Pour n P Z on a alors

cnpf 1q “
1

2π

k
ÿ

j“1

ż aj

aj´1

e´inxf 1pxqdx

“
1

2π

k
ÿ

j“1

`

e´inajfpajq ´ e´inaj´1fpaj´1q
˘

`
in

2π

k
ÿ

j“1

ż aj

aj´1

e´inxfpxqdx

“
in

2π

k
ÿ

j“1

ż aj

aj´1

e´inxfpxq dx

“ incpfq.

La deuxième assertion est similaire au corollaire 3.5.

Les résultats précédents montrent que plus la fonction f est régulière et plus la suite
de ses coefficients de Fourier décrôıt rapidement. Le résultat minimal est que même sans
aucune hypothèse sur f , cette suite est a minima décroissante.

Lemme 3.7 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soient a, b P R avec a ă b. Soit f une
fonction continue par morceaux (respectivement Lebesgue intégrable) sur ra, bs. Alors on
a

ż b

a
eiκxfpxqdx ÝÝÝÝÑ

κÑ˘8
0.

On a la même conclusion en remplaçant eiκx par cospκxq ou sinpκxq.

Démonstration pour une fonction continue par morceaux. Soit ε ą 0. Il existe une fonc-
tion g en escalier sur r´π, πs telle que

ż b

a
|fpxq ´ gpxq| dx ď

ε

2
.

Pour tout κ P R on a alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
eiκxfpxqdx ´

ż b

a
eiκxgpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ε

2
.

Il existe k P N, a0, . . . , ak P ra, b tels que a “ a0 ă a1 ă ¨ ¨ ¨ ă ak “ b et β1, . . . , bk tels
que

@x P ra, bszta0, . . . , aku, gpxq “

k
ÿ

j“1

βj1raj´1,ajspxq.

Pour κ ‰ 0 on a alors

ż b

a
eiκxgpxq dx “

k
ÿ

j“1

βj

ż aj

aj´1

eiκx dx

“

k
ÿ

j“1

βj
eiκaj ´ e´iκaj´1

iκ

ÝÝÝÝÑ
κÑ˘8

0.
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Ainsi il existe κ0 ą 0 tel que si |κ| ě κ0 alors on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
eiκxgpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ε

2
.

Dans ce cas on a alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
eiκxfpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε,

ce qui donne le résultat annoncé.

Démonstration pour une fonction L1. Soit ε ą 0. Comme l’ensemble des fonctions C1

à supports compacts dans sa, br est dense dans L1pa, bq, il existe g de classe C1 et à
support compact dans sa, br telle que

ż b

a
|fpxq ´ gpxq| dx ď

ε

2
.

Comme le résultat est connu pour une fonction C1, il existe κ0 ą 0 tel que pour tout
κ P R vérifiant |κ| ě 0 on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
eiκxgpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ε

2
.

On conclut alors comme précédemment.

Comme conséquence directe du lemme 3.7, on obtient alors le résultat de décroissance
suivant pour les coefficients de Fourier :

Proposition 3.8. Soit f P E1. Alors on a

cnpfq ÝÝÝÝÑ
nÑ˘8

0.

Bien entendu, via (3.3) ou par des preuves analogues, on obtient des résultats de
décroissance analogues pour les coefficients trigonométriques anpfq et bnpfq.

3.3 Interprétation (pré-)Hilbertienne

On s’intéresse dans ce paragraphe aux fonctions de carrés intégrables. On notera
E2 soit pour l’espace des fonctions 2π-périodiques et continues par morceaux, soit pour
l’espace des fonctions 2π-périodiques et de carré localement intégrable (quotienté par la
relation d’égalité presque partout).

Définition 3.9. Pour f, g P E2 on pose

⟨f, g⟩2,per “
1

2π

ż π

´π
fpxqgpxq dx,

puis

}f}2,per “

b

⟨f, f⟩2,per.

On observe que EN Ă E2 pour tout N P N et que la définition 3.9 étend la définition
de la section 2.3.
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Proposition 3.10. L’application pf, gq ÞÑ ⟨f, g⟩ définit un produit scalaire hermitien sur
E2.

Proposition 3.11. Soit f P E2. Alors SN pfq est le projeté orthogonal de f sur EN (on a
SN pfq P EN et ⟨f ´ SN pfq, g⟩ “ 0 pour tout g P EN ). En particulier,

}f}
2
2,per “ }SN pfq}

2
2,per ` }f ´ SN pfq}

2
2,per .

Démonstration. Pour n P J´N,NK on a

⟨f ´ SN pfq, en⟩2,per “
1

2π

ż π

´π

`

fpxq ´ SN pfqpxq
˘

e´inx dx “ cnpfq ´ cnpfq “ 0.

Par linéarité, on obtient que ⟨f ´ SN pfq, g⟩ “ 0 pour tout g P EN . En particulier, avec
g “ SN pfq on obtient

}f}
2
2,per “ }pf ´ SN pfqq ` SN pfq}

2
2,per

“ }f ´ SN pfq}
2
2,per ` }SN pfq}

2
2,per ` 2Re ⟨f ´ SN pfq, SN pfq⟩2,per

“ }f ´ SN pfq}
2
2,per ` }SN pfq}

2
2,per .

D’où le résultat.

Proposition 3.12 (Inégalité de Bessel). Soit f P E2. Alors on a

ÿ

nPZ
|cnpfq|

2
ď }f}

2
2,per .

Démonstration. D’après les propositions 2.8 et 3.11 on a pour N P N

N
ÿ

n“´N

|cnpfq|
2

“ }SN pfq}
2
2,per ď }f}

2
2,per .

On conclut en prenant la limite N Ñ 8.

3.4 Exemples de calculs de coefficients de Fourier

Dans ce paragraphe on donne quelques premiers exemples de calculs explicites de
séries de Fourier. D’autres exemples apparâıtront dans la suite du chapitre ou pourront
être calculés en exercices.

On commence par remarquer que si f est un polynôme trigonométrique, alors on a
Spfq “ f .

Exemple 3.13. On considère la fonction 2π-périodique f qui vaut 1 sur r0, πr et -1 sur
r´π, 0r. Si on omet les multiples de π (qui ne jouent pas de rôle pour le calcul des
coefficients de Fourier), f est impaire. Pour n P N on a alors an “ 0 et

bn “
2

π

ż π

0
sinpnxqdx “

#

0 si n est pair,
4
nπ si n est impair.

Ainsi on a

Spfqpxq “
4

π

ÿ

mPN

sinpp2m ` 1qxq

p2m ` 1q
.

12



Exemple 3.14. On considère la fonction 2π-périodique f telle que fpxq “ x pour tout
x Ps ´ π, πs. Alors f est (presque partout égale à une fonction) impaire. Pour n P N on
a alors an “ 0 et

bn “
2

π

ż π

0
x sinpnxqdx “

2

π

„

´x
cospnxq

n

ȷπ

0

`
2

π

ż π

0

cospnxq

n
dx “

2p´1qn`1

n
.

Ainsi on a

Spfqpxq “
ÿ

nPN

2p´1qn`1 sinpnxq

n
.

On observe que pour ces exemples avec des fonctions à valeurs réelles, on est finale-
ment revenu aux coefficients trigonométriques pour les calculs.

4 Convergences ponctuelle de la série de Fourier

Dans cette section et dans les suivantes, on cherche dans quelle mesure le polynôme
trigonométrique SN pfq est une bonne approximation de f quand N devient grand.

4.1 Noyau de Dirichlet

Pour N P N et x P R on définit le noyau de Dirichlet par

DN pxq “

N
ÿ

n“´N

einx.

La raison pour laquelle on introduit cette quantité est qu’on a

SN pfqpxq “

N
ÿ

n“´N

cnpfqeinx “

N
ÿ

n“´N

1

2π

ż π

´π
einpx´yqfpyqdy

“
1

2π

ż π

´π
DN px ´ yqfpyq dy.

(4.1)

Les propriétés de base de ce noyau de Dirichlet sont les suivantes.

Proposition 4.1. Soit N P N.
(i) La fonction DN est paire.

(ii) On a
1

2π

ż π

´π
DN pxqdx “ 1. (4.2)

(iii) Pour x P R on a

DN pxq “

$

&

%

sin
´

p2N`1qx
2

¯

sinpx
2 q

si x R 2πZ,

2N ` 1 si x P 2πZ.
(4.3)
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Démonstration. Le premier point est clair. Le second résulte de la proposition 2.5 ap-
pliquée avec f “ DN et n “ 0 (en fait, il est plus rapide de refaire le calcul direct). La
troisième propriété est claire pour x P 2πZ. Sinon on a

DN pxq “ e´iNx
2N
ÿ

n“0

peixqn “ e´iNx e
ip2N`1qx ´ 1

eix ´ 1

“
e´iNxe

ip2N`1qx
2

e
ix
2

e
ip2N`1qx

2 ´ e´
ip2N`1qx

2

e
ix
2 ´ e´ ix

2

“
sin

´

p2N`1qx
2

¯

sin
`

x
2

˘ .

N.B. : cette astuce de factoriser par l’angle moitié est à retenir. . .

Définition 4.2. Soient f et g deux fonctions périodiques sur R. Soit x P R. La fonction
y ÞÑ fpx ´ yqgpyq est 2π-périodique. Si cette fonction appartient à E1 on pose

pf ˚ gqpxq “
1

2π

ż π

´π
fpx ´ yqgpyq dy.

La définition est inchangée si on intègre sur n’importe quel autre intervalle de longueur
2π de R.

Remarque 4.3. En faisant le changement de variables η “ x´ y, dη “ ´dy, on note que
le produit de convolution pf ˚ gqpxq est bien défini si et seulement si pg ˚ fqpxq l’est, et
dans ce cas leurs valeurs cöıncident.

Dans le contexte présent, (4.1) dit que SN pfq est le produit de convolution de DN

avec f .

4.2 Convergence ponctuelle

En utilisant les propriétés du noyau de Dirichlet, on peut maintenant montrer la
convergence ponctuelle de la série de Fourier d’une fonction C1 par morceaux.

Théorème 4.4 (Théorème de Dirichlet). Soit f une fonction 2π-périodique et C1 par
morceaux. Alors la suite de fonctions pSN pfqqNPN converge simplement sur R et pour
tout x P R on a

SN pfqpxq ÝÝÝÝÝÑ
NÑ`8

fpx´q ` fpx`q

2
,

où fpx´q et fpx`q désignent les limites à gauche et à droite de f en x. En particulier,
si f est continue et C1 par morceaux alors SN pfq converge simplement vers f quand N
tend vers `8.

Démonstration. Soit x P R. On a

Snpfqpxq ´
fpx´q ` fpx`q

2
“

1

2π

ż π

´π
DN pyqfpx ´ yqdy ´

fpx´q ` fpx`q

2
.

Puisque DN est paire on a
1

2π

ż 0

´π
DN pyq dy “

1

2
,

14



d’où

1

2π

ż 0

´π
DN pyqfpx ´ yqdy ´

fpx`q

2
“

1

2π

ż 0

´π
DN pyq

`

fpx ´ yq ´ fpx`q
˘

dy

“
1

2π

ż π

0
DN pyq

`

fpx ` yq ´ fpx`q
˘

dy

“
1

2π

ż π

0
sin

ˆ

p2N ` 1qy

2

˙

fpx ` yq ´ fpx`q

sin
`

y
2

˘ dy.

La fonction

y ÞÑ
fpx ` yq ´ fpx`q

sin
`

y
2

˘

est continue par morceaux sur s0, πs et admet une limite finie en 0, donc elle s’étend en
une fonction continue par morceaux sur r0, πs. D’après le lemme de Riemann-Lebesgue
(proposition ??), on obtient

1

2π

ż π

0
sin

ˆ

p2N ` 1qy

2

˙

fpx ` yq ´ fpx`q

sin
`

y
2

˘ dy ÝÝÝÝÝÑ
NÑ`8

0.

On obtient de la même façon que

1

2π

ż π

0
DN pyqfpx ´ yq dy ´

fpx´q

2
ÝÝÝÝÝÑ
NÑ`8

0.

D’où le résultat.

Remarque 4.5. Attention, il existe des fonctions continues dont la série de Fourier n’a
pas de limite simple. Voir par exemple l’exercice 4 p. 264 de [Gourdon].

4.3 Exemples d’applications pour des calculs de séries

Au delà de son intérêt évident pour la théorie des séries de Fourier, le théorème de
Dirichlet a déjà des applications pour le calcul de sommes de séries numériques.

Exemple 4.6. On considère sur R la fonction 2π-périodique f telle que

@x Ps ´ π, πs, fpxq “ 1 ´
x2

π2
.

On note que f est paire, donc bnpfq “ 0 pour tout n P N˚. On calcule

a0 “
2

π

ż π

0

ˆ

1 ´
x2

π2

˙

“
4

3

et, pour n P N˚,

an “
2

π

ż π

0
cospnxq

ˆ

1 ´
x2

π2

˙

dx

“ ´
2

π3

ż π

0
cospnxqx2 dx

“ . . . (double intégration par parties)

“
p´1qn`14

π2n2
.
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Comme f est continue et C1 par morceaux, on a pour tout x P R

1 ´
x2

π2
“

2

3
`

4

π2

ÿ

nPN˚

p´1qn`1

n2
cospnxq.

Appliqué en x “ π cela prouve que

ÿ

nPN˚

1

n2
“

π2

6
.

Appliqué en x “ 0 cela donne

ÿ

nPN˚

p´1qn

n2
“ ´

π2

12
.

Ces deux résultats donnent également

ÿ

nPN˚

1

p2n ´ 1q2
“

1

2

˜

ÿ

nPN˚

1

n2
´

ÿ

nPN˚

p´1qn

n2

¸

“
π2

8
.

4.4 Phénomène de Gibbs

On revient dans ce paragraphe sur l’exemple 3.13. Pour M P N on a

S2M pfq “
4

π

M´1
ÿ

m“0

sinpp2m ` 1qxq

2m ` 1
.

D’après le théorème 4.4 on a

S2M pfq ÝÝÝÝÝÑ
MÑ`8

$

’

&

’

%

1 if x Ps0, πr`2πZ,
´1 if x Ps ´ π, 0r`2πZ,
0 if x ” 0 rπs.

(4.4)

En particulier, la limite de S2M pxq est dans [-1,1] pour tout x P R. On observe pourtant
(voir figure 1) que

lim inf
MÑ`8

}S2M pfq}8 ą 1.

En effet, on peut calculer

S2M

´ π

2M

¯

“
4

π

M´1
ÿ

m“0

sin
`

mπ
M ` π

2M

˘

2m ` 1

“
4

πM

M´1
ÿ

m“0

sin
`

mπ
M

˘

2m
M

` O
MÑ`8

ˆ

1

M

˙

ÝÝÝÝÝÑ
MÑ`8

4

π

ż 1

0

sinpsπq

2s
ds “

2

π

ż π

0

sinptq

t
dt.

Or on peut vérifier (par exemple par approximation numérique) que
ż π

0

sinptq

t
dt ą

π

2
.

Ce phénomène, qui n’est absolument pas en contradiction avec la convergence simple
rappelée en (4.4), est appelé phénomène de Gibbs, et doit être pris en compte en traite-
ment du signal.
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Figure 1 – S10pfq et S200pfq

4.5 Convergence normale pour les fonctions continues et C1 par morceaux

On a vu que la série de Fourier d’une fonction C1 par morceaux converge ponctuel-
lement, mais qu’il peut y avoir quelques subtilités si la fonction n’est pas continue. Si
on suppose de plus que la fonction considérée est bien continue, alors il n’y a plus aucun
problème et la convergence est valable en un sens très favorable.

Théorème 4.7. Soit f une fonction 2π-périodique, continue, et C1 par morceaux. Alors
la série de Fourier de f converge normalement vers f .

Démonstration. On note f 1 une fonction 2π-périodiquequi cöıncident avec la dérivée
de f D’après la proposition 3.6, l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de Bessel
(proposition 3.12) on a

ÿ

nPZ˚

|cnpfq| ď
ÿ

nPZ˚

|cnpf 1q|

|n|
ď

d

ÿ

nPZ˚

1

n2

d

ÿ

nPZ˚

|cnpf 1q|
2

ď

d

ÿ

nPZ˚

1

n2

›

›f 1
›

›

2,per
.

Cela prouve que la série de Fourier de f converge normalement. Comme Spfq converge
simplement vers f d’après le théorème de Dirichlet (théorème 4.4), on obtient que Spfq

converge normalement vers f .

5 Convergence quadratique - Identité de Parseval

On s’intéresse dans cette section à la convergence d’une série de Fourier au sens
de la norme quadratique (voir la définition 3.9). On commence par le cas simple d’une
fonction pour laquelle on a déjà convergence uniforme.

Proposition 5.1. Soit f une fonction continue, C1 par morceaux et 2π-périodique. Alors
on a

}f ´ SN pfq}
2
2,per ÝÝÝÝÑ

NÑ8
0.

Démonstration. D’après le théorème 4.7 on a

}f ´ SN pfq}
2
2,per ď }f ´ SN pfq}8 ÝÝÝÝÑ

NÑ8
0.
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D’où le résultat.

Pour généraliser ce résultat à toute fonction de E2, on montrer que les fonctions
considérées à la proposition 5.1 sont denses dans E2 pour la norme quadratique.

Proposition 5.2. Soient f P E2 et ε ą 0. Alors il existe une fonction g continue, C1 par
morceaux et 2π-périodique telle que

}f ´ g}2,per ď ε.

Démonstration. ‚ On commence par supposer que f est continue. Elle est alors uni-
formément continue. Il existe donc m P N˚ tel que pour tout x1, x2 P R vérifiant
|x1 ´ x2| ď 2π

m on a

|fpx1q ´ fpx2q| ď
ε

2
.

Pour k P J0,mK on note alors xk “ ´π` 2kπ
m et on note g l’unique fonction 2π-périodique

telle que g cöıncide avec f en xk pour tout k P J0,mK et est affine sur rxk´1, xks pour
tout k P J1,mK. Ainsi g est continue, C1 par morceaux et 2π-périodique. En outre pour
x P r´π, πs et k P J1,mK tel que x P rxk´1, xks on a

|fpxq ´ gpxq| ď |fpxq ´ fpxkq| ` |gpxq ´ gpxkq| ď ε.

On a alors }f ´ g}2,per ď ε, ce qui donne le résultat dans ce cas.
‚ On suppose maintenant que f est continue par morceaux. Soient k P N et a0, . . . , ak P

r´π, πs tels que ´π “ a0 ă a1 ă ¨ ¨ ¨ ă ak “ π et pour tout j P J1, kK la restriction
de f à saj´1, ajr s’étend par continuité en une fonction continue sur raj´1, ajs. On note
δ “ min1ďjďkpaj ´aj´1q ą 0. Pour η Ps0, δr on considère l’unique fonction 2π-périodique
gη telle que pour tout j P J1, kK :

— gη cöıncide avec f sur saj´1, aj ´ ηs ;
— gη est égale en aj à la limite à droite de f ;
— gη est affine sur raj ´ η, ajs.

Ainsi gη est continue par morceaux. On note maintenant M “ }f}8. On a alors

}f ´ gη}
2
2,per ď

1

2π

k
ÿ

j“1

ż aj

aj´η
|fpxq ´ gpxq|

2 dx ď
kηp2Mq2

2π
.

Pour η ą 0 assez petit on a alors }f ´ gη}2,per ď ε
2 . D’après la première étape, il existe

g continue, C1 par morceaux et 2π-périodique telle que }g ´ gη}2,per ď ε
2 , ce qui donne

le résultat dans ce cas.
‚ On suppose enfin que f est dans L2

loc. On sait que l’ensemble des fonctions continues
à supports compacts est dense dans L2p´π, πq. Une telle fonction peut être étendue
en une fonction continue et 2π-périodique sur R. Or on vient de voir qu’une fonction
continue peut être approchée pour la norme quadratique par une fonction qui est de plus
C1 par morceaux. Cela prouve qu’on peut approcher une fonction L2

loc par une fonction
continue, C1 par morceaux et 2π-périodique et conclut la démonstration.

Théorème 5.3. Soit f P E2. Alors on a

}f ´ SN pfq}
2
2,per ÝÝÝÝÑ

NÑ8
0.
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Démonstration. Soit ε ą 0. Soit g donnée par la proposition 5.2. D’après la propsition
5.1, il existe M P N tel que pour N ě M on a

}SN pgq ´ g}2,per ď ε.

D’après l’inégalité de Bessel (proposition 3.12) on a également

}SN pfq ´ SN pgq}2,per “ }SN pf ´ gq}2,per ď }f ´ g}2,per ď ε.

D’où

}f ´ SN pfq}2,per ď }f ´ g}2,per ` }g ´ SN pgq}2,per ` }SN pgq ´ SN pfq}2,per ď 3ε.

Cela prouve que SN pfq tend vers f au sens de la norme quadratique.

Théorème 5.4 (Identité de Parseval). Pour f P E2 on a
ÿ

nPZ
|cnpfq|

2
“ }f}

2
2,per .

Démonstration. D’après la proposition 2.8 et le théorème 5.3 on a

N
ÿ

n“´N

|cnpfq|
2

“ }SN pfq}
2
2,per ÝÝÝÝÑ

NÑ8
}f}

2
2,per .

Remarque 5.5. Avec les coefficients trigonométriques on obtient

}f}
2
2,per “

|a0pfq|
2

4
`

1

2

ÿ

nPN˚

´

|anpfq|
2

` |bnpfq|
2
¯

.

Remarque 5.6. Pour f, g P E2 on a également

1

2π

ż π

´π
fpxqgpxqdx “ ⟨f, g⟩2,per “

ÿ

nPZ
cnpfqcnpgq.

On observe que l’identité de Parseval redonne dans le cadre L2 la décroissance des
coefficients de Fourier :

Corollaire 5.7. Pour f P E2 on a

|cnpfq| ÝÝÝÝÑ
nÑ˘8

0.

On note enfin que l’identité de Parseval permet également de calculer des séries
numériques.

Exemple 5.8. On reprend les calculs de l’exemple 4.6. Alors l’identité de Parseval donne

8

15
“

1

2π

ż π

´π

ˆ

1 ´
x2

π2

˙

dx “
4

9
`

1

2

ÿ

nPN˚

16

π4n4
,

et donc
ÿ

nPN˚

1

n4
“

π4

90
.
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6 Convergence au sens de Cesàro d’une série de Fourier

Dans cette section, on revient sur le cas des fonctions continues. On a vu que la série
de Fourier d’une fonction f continue ne converge pas forcément. C’est ainsi, et l’on n’y
pourra rien. Le but est ici de montrer qu’on peut tout de même approcher uniformément
n’importe quelle fonction continue par une suite de polynômes trigonométriques. Cette
suite ne sera donc pas donnée directement par la suite des sommes partielles de Fourier.
Mais on va tout de même utiliser ces sommes partielles pour construire une nouvelle suite
de polynômes trigonométriques ayant de meilleures propriétés. On note que l’hypothèse
de continuité sur f est nécessaire pour avoir convergence uniforme vers f d’une suite de
polynômes trigonométriques.

6.1 Suite d’approximation de l’unité

Pour définir notre nouvelle suite de polynômes trigonométriques, on va considérer le
produit de convolution (voir la définition 4.2) de f avec un noyau ayant de meilleures
propriétés que le noyau de Dirichlet. La propriété dont on a besoin est la suivante.

Proposition 6.1. Soit pρnqnPN une suite de fonctions de E1, vérifiant pour tout n P N

1

2π

ż π

´π
ρnpxqdx “ 1,

et pour tout ε Ps0, πr,
1

2π

ż ε

´ε
ρnpxq dx ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
1. (6.1)

Soit f une fonction continue et 2π-périodique. Alors le produit de convolution

pρn ˚ fq : x ÞÑ
1

2π

ż π

´π
ρnpx ´ yqfpyq dy “

1

2π

ż π

´π
ρnpyqfpx ´ yqdy (6.2)

est bien défini sur R pour tout n P N, cela définit une fonction continue et 2π-périodique,
et on a

}pρn ˚ fq ´ f}8 ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

En outre pour tout n P N on a }ρn ˚ f}8 ď }f}8.

Démonstration. ‚ Comme f est continue et 2π-périodique, elle est en particulier bor-
née. Pour tout n P N, les fonctions y ÞÑ ρpx ´ yqfpyq et y ÞÑ ρnpyqfpx ´ yq sont dans
E1. Ainsi les deux intégrales (6.2) sont bien définies. En outre, par le changement de
variable η “ x´ y et par 2π-périodicité, ces deux intégrales sont égales. Ainsi le produit
de convolution pρn ˚ fq est bien défini.
‚ Comme f est continue et 2π-périodique, elle est uniformément continue. Pour η ą 0
on note

ωpηq “ sup
x1,x2PR

|x1´x2|ďη

|fpx1q ´ fpx2q| .

Alors
ωpηq ÝÝÝÑ

ηÑ0
0.
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Soit n P N. Soit x0 P R. Pour x P R on a

|pρn ˚ fqpxq ´ pρn ˚ fqpx0q| ď
1

2π

ż π

´π
ρnpyq |fpx0 ´ yq ´ fpx ´ yq| dy

ď
ωpx ´ x0q

2π

ż π

´π
|ρnpyq| dy

ÝÝÝÑ
xÑx0

0.

Cela prouve que la fonction pρn ˚ fq est continue sur R.
‚ Pour n P N et x P R on a

|pρn ˚ fqpxq ´ fpxq| ď
1

2π

ż π

´π
ρnpyq |fpx ´ yq ´ fpxq| dy.

On a d’une part

1

2π

ż η

´η
ρnpyq |fpx ´ yq ´ fpxq| dy ď

1

2π

ż η

´η
ρnpyqωpηq dy ď ωpηq,

et d’autre part

1

2π

ż

r´π,πszr´η,ηs

ρnpyq |fpx ´ yq ´ fpxq| dy ď
}f}8

2π

ż

r´π,πszr´η,ηs

ρnpyqdy ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

Soit ε ą 0. Il existe η Ps0, πr tel que ωpηq ď ε
2 puis, η étant ainsi fixé, il existe N0 P N

tel que
}f}8

2π

ż

r´π,πszr´η,ηs

ρnpyqdy ď
ε

2
.

Tout cela étant uniforme en x, on a alors pour tout N ě N0

}pρn ˚ fq ´ f}8 ď ε.

Cela prouve que pρn ˚ fq converge uniformément vers f . Pour la dernière assertion on
observe simplement que pour tout x P R on a

|pρn ˚ fqpxq| ď
1

2π

ż π

´π
ρnpyq |fpx ´ yq| dy ď

}f}8

2π

ż π

´π
ρnpyq dy “ }f}8 .

6.2 Théorème de Fejér

On construit maintenant notre nouvelle suite de polynômes trigonométriques. L’idée
est de considérer la moyenne au sens de Cesàro de la suite pSN pfqqNPN. Pour N P N on
pose

σN pfq “
1

N

N´1
ÿ

n“0

Snpfq.

On observe que σN pfq est alors le produit de convolution de f avec le noyau

KN “
1

N

N´1
ÿ

n“0

Dn

(voir Figure 2).
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Figure 2 – K10

Théorème 6.2 (Théorème de Fejér). Soit f une fonction 2π-périodique continue. Alors
σN pfq converge uniformément vers f sur R quand N tend vers `8.

Le théorème 6.2 est conséquence de la proposition 6.1 et du résultat suivant.

Proposition 6.3. La suite pKnqnPN est une suite d’approximation de l’unité 2π-périodique
(elle vérifie les hypothèses de la proposition 6.1).

Démonstration. D’après (4.2) on a

1

2π

ż π

´π
Knpxq dx “

1

N

N´1
ÿ

n“0

1

2π

ż π

´π
Dnpxqdx “ 1. (6.3)

D’autre part, d’après (4.3), on obtient pour x P Rz2πZ,

Knpxq “
1

N

N´1
ÿ

n“0

sin
´

p2n`1qx
2

¯

sin
`

x
2

˘ “
1

N sin
`

x
2

˘

N´1
ÿ

n“0

Im
´

einxei
x
2

¯

.

Or

N´1
ÿ

n“0

einxei
x
2 “ ei

x
2
eiNx ´ 1

eix ´ 1
“

sin
`

Nx
2

˘

sin
`

x
2

˘ e
iNx
2 ,
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donc

Knpxq “
sin

`

Nx
2

˘2

N sin
`

x
2

˘2 . (6.4)

On observe en particulier que KN pxq ě 0 pour tout x P R. Enfin pour ε Ps0, πr on a

sup
εď|x|ďπ

Knpxq ď
1

n sinp ε2q
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0,

ce qui assure en particulier que la suite pKnqnPN vérifie la propriété (6.1).

Remarque 6.4. D’après la proposition 6.1 on a }σN pfq}L8pRq ď }f}L8pRq pour tout
N P N. C’est à comparer au phénomène de Gibbs, évoqué au paragraphe 4.4.

Le théorème 6.2 n’est pas à proprement parler un résultat sur la série de Fourier de
f . On en déduit tout de même le résultat suivant.

Corollaire 6.5. Soit f une fonction continue et 2π-périodique. Soit x P R. Si la suite
pSnpfqpxqqnPN converge, alors la limite est nécessairement fpxq.

On rappelle que même pour une fonction continue, la série de Fourier ne converge
pas forcément en tout point. Néanmoins, ce que dit ce corollaire est que si elle converge
vers quelque chose en un point x, c’est nécessairement vers la limite attendue, à savoir
fpxq. C’est déjà ça. On note que ce n’est pas le cas pour la série de Taylor d’une fonction
régulière au voisinage d’un point, qui peut converger ponctuellement vers autre chose
que la fonction de départ.

6.3 Premières conséquences du théorème de Fejér

Le théorème de Fejér montre que toute fonction continue et 2π-périodique peut
être approchée uniformément par une suite de polynômes trigonométriques, même si on
ne peut pas forcément utiliser la suite pSN pfqq attendue. Ce résulat est analogue au
théorème de Weierstrass pour les polynômes usuels sur un segment de R.

Théorème 6.6 (Théorème de Weierstrass trigonométrique). Pour toute fonction f conti-
nue et 2π-périodique sur R, il existe une suite pPnqnPN de polynômes trigonométriques
qui converge uniformément vers f . Autrement dit, l’ensemble des polynômes trigonomé-
triques est dense dans l’espace des fonctions continues et 2π-périodiques.

À ce stade on n’a pas encore établi de correspondance bien claire entre les fonctions et
leurs suites de coefficients de Fourier. Le théorème de Fejér assure tout de même qu’une
fonction continue et 2π-périodique est complètement caractérisée par ses coefficients de
Fourier.

Proposition 6.7. Soit f une fonction continue et 2π-périodique telle que cnpfq “ 0 pour
tout n P Z. Alors f est nulle.

Démonstration. On a σN pfq “ 0 pour tout N P N. Or, d’après le théorème 6.2, σN pfq

converge uniformément vers f . Cela implique que f “ 0.
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7 Fonctions T -périodiques

Soit T ą 0. Si T est une fonction T -périodique, alors la fonction

g : x ÞÑ f

ˆ

xT

2π

˙

est 2π-périodique. On pose

cT,npfq “
1

T

ż T
2

´T
2

e´ 2iπnx
T fpxqdx, @n P Z,

aT,npfq “
2

T

ż T
2

´T
2

fpxq cos

ˆ

2πnx

T

˙

dx, @n P N,

bT,npfq “
2

T

ż T
2

´T
2

fpxq sin

ˆ

2πnx

T

˙

dx, @n P N˚,

Ce sont exactement les coefficients de Fourier de g tels qu’on les a définis précédemment.
De même, on pose

ST,N pfqpxq “

N
ÿ

n“´N

cT,npfqe
2iπnx

T

“
a0
2

`

N
ÿ

n“1

aT,npfq

ˆ

cos

ˆ

2πnx

T

˙

` bT,npfq sin

ˆ

2πnx

T

˙˙

.

Ainsi, en appliquant à g tous les théorèmes de convergence pour les séries de Fourier,
on obtient des résultats analogues pour la convergence de ST,N pfq vers f .

Si une fonction T -périodique f est de carré intégrable sur
“

´ T
2 ,

T
2

‰

on pose

}f}
2
2,T “

1

T

ż T
2

´T
2

|fpxq|
2 dx.

L’identité de Parseval s’écrit alors

}f}
2
L2
T

“
ÿ

nPZ
|cT,npfq|

2 .

Pour alléger les notations, on peut éventuellement noter ω la pulsation 2π
T .

8 Exemples d’applications des séries de Fourier

8.1 Équation de la chaleur sur le cercle

On a motivé les séries de Fourier par la résolution d’équations aux dérivées partielles
pour des fonctions périodiques (fonctions sur le cercle), et en particulier l’équation de la
chaleur. On montre maintenant qu’on a effectivement atteint cet objectif.
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Théorème 8.1. Soit u0 P L2
per. Alors il existe une unique fonction u P C2pR˚

` ˆ Rq,
2π-périodique par rapport à x P R, telle que

@t ą 0,@x P R, Btupt, xq “ Bxxupt, xq (8.1)

et
}upt, ¨q ´ u0}L2

per
ÝÝÑ
tÑ0

0. (8.2)

En outre, u est de classe C8 sur R˚
` ˆ R.

Démonstration. ‚ On suppose que u est une solution. Soit t ą 0. Puisque upt, ¨q est C2

et 2π-périodique on a
@x P R, upt, xq “

ÿ

nPZ
cnptqeinx,

où pour n P Z on a noté

cnptq “
1

2π

ż π

´π
e´inxupt, xqdx.

En outre, d’après le théorème 4.7, la convergence de la série est normale. Soient n P Z
et t ą 0. Comme u est de classe C1 sur le compact

“

t
2 , 2t

‰

ˆ r´π, πs, on obtient par le
théorème de dérivation sous l’intégrale que la fonction cn est dérivable en t et

c1
nptq “

1

2π

ż π

´π
e´inxBtupt, xq dx “

1

2π

ż π

´π
e´inxBxxupt, xq dx.

D’après la proposition 3.4 on a alors

c1
nptq “ ´n2cnptq.

On en déduit qu’il existe cn P C tel que pour tout t ą 0 on a

cnptq “ cne
´n2t.

On note cnp0q les coefficients de Fourier de u0. D’après l’identité de Parseval (Théorème
5.4) on a

ÿ

nPZ
|cnptq ´ cnp0q|

2
“ }upt, ¨q ´ u0}

2
L2
per

ÝÝÑ
tÑ0

0,

donc cn “ cnp0q pour tout n P Z. Ainsi pour t ą 0 et x P R on a

upt, xq “
1

2π

ÿ

nPZ

ż π

´π
einpx´yqu0pyqe´n2t dy. (8.3)

Soient t ą 0 et x P R. Comme

ÿ

nPZ

ż π

´π

ˇ

ˇ

ˇ
einpx´yqu0pyqe´n2t

ˇ

ˇ

ˇ
dy ă `8, (8.4)

on peut intervertir série et intégrale et écrire

upt, xq “
1

2π

ż π

´π

ÿ

nPZ
einpx´yqe´n2tu0pyq dy “

1

2π

ż π

´π
Kpt, x ´ yqu0pyqdy,
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où pour t ą 0 et x P R on a noté

Kpt, xq “
ÿ

nPZ
einxe´n2t.

Cela prouve que le problème (8.1)-(8.2) admet au plus une solution.
‚ Inversement, montrons que la fonction u ainsi définie est bien solution. Pour n P Z,
t ą 0 et x P R on pose

Knpt, xq “ einxe´n2t.

Cela définit une fonction de classe C8 sur R˚
` ˆ R. Soit a ą 0. Pour j, k P N et pt, xq P

ra,`8rˆR on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bj

Btj
Bk

Bxk
Knpt, xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ n2j`ke´n2a.

Le majorant ne dépend pas de pt, xq et est le terme général d’une série convergente
D’après le théorème de dérivation terme à terme appliqué sur ra,`8rˆR pour tout a ą

0, on obtient donc que K est de classe C8 sur R˚
` ˆR et pour j, k P N et pt, xq P R˚

` ˆR
on a

Bj

Btj
Bk

Bxk
Kpt, xq “

ÿ

nPZ
p´n2qjpinqkeinxe´n2t.

En particulier,
BtK “ BxxK.

Pour tout y P r´π, πs la fonction pt, xq ÞÑ Kpt, x´ yqu0pyq est de classe C8 sur R˚
` ˆR.

En outre, pour a ą 0 et j, k P N il existe C ą 0 tel que pour tout t ě a, x P R et
y P r´π, πs on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bj

Btj
Bk

Bxk
Kpt, x ´ yqu0pyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C |u0pyq| .

Par le théorème de dérivation sous l’intégrale, on en déduit que u est de classe C8 sur
R˚

` ˆ R et que pour tous j, k P N et pt, xq P R˚
` ˆ R on a

Bj

Btj
Bk

Bxk
upt, xq “

1

2π

ż π

´π

Bj`kK

BtjBxk
pt, x ´ yqu0pyq dy.

En particulier,
Btu “ Bxxu.

Il reste à montrer (8.2). Pour t ą 0 on note cnptq, n P Z, les coefficients de Fourier de
upt, ¨q. On note également cnp0q, n P Z, ceux de u0. Soient t ą 0 et x P R. On a toujours
(8.4). Par intervertion série-intégrale on retrouve l’expression (8.3) pour u. On en déduit
que pour tout n P Z on a

cnptq “ e´n2tcnp0q.

Par l’identité de Parseval,

}upt, ¨q ´ u0}
2
L2
per

“
ÿ

nPZ

`

1 ´ e´n2t
˘2

|cnp0q|
2 .

Pour tout t ą 0 et n P Z on a
`

1 ´ e´n2t
˘2

|cnp0q|
2

ď |cnp0q|
2, et la série

ř

nPZ |cnp0q|
2

converge par l’inégalité de Parseval. Par le théorème de convergence dominée on obtient
que

lim
tÑ0

}upt, ¨q ´ u0}
2
L2
per

“
ÿ

nPZ
lim
tÑ0

`

1 ´ e´n2t
˘2

|cnp0q|
2

“ 0.

Cela conclut la démonstration.
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Remarque 8.2. Avec les notations de la démonstration on observe que pour tout t ą 0
on a

}upt, ¨q}
2
L2
per

“
ÿ

nPZ
e´2n2t |cnp0q|

2
ď

ÿ

nPZ
|cnp0q|

2
“ }u0}

2
L2
per

.

8.2 Inégalité de Wirtinger

Proposition 8.3. Soient a, b P R avec a ă b. Soit f une fonction de classe C1 de ra, bs

dans R. On suppose que fpaq “ fpbq et
şb
a fpxqdx “ 0. Alors on a

ż b

a
|fpxq|

2 dx ď

ˆ

b ´ a

2π

˙2 ż b

a

ˇ

ˇf 1pxq
ˇ

ˇ

2
dx.

Démonstration. Pour x P r0, 2πs on pose

gpxq “ f

ˆ

a `
pb ´ aqx

2π

˙

.

Cela définit une fonction g de classe C1 sur r0, 2πs telle que gp0q “ gp2πq et
ş2π
0 gpxqdx “

0. g se prolonge alors en une fonction 2π-périodique sur R, continue et C1 par morceaux.
On note pcnqnPZ ses coefficients de Fourier. D’après la proposition 3.6, les coefficients de
Fourier de g1 sont les incn, n P Z. D’après l’identité de Parseval on a

1

2π

ż 2π

0
|gpxq|

2 dx “
ÿ

nPZ
|cn|

2

et
1

2π

ż 2π

0

ˇ

ˇg1pxq
ˇ

ˇ

2
dx “

ÿ

nPZ
n2 |cn|

2 .

En outre on a

c0 “

ż 2π

0
gpxqdx “ 0,

donc
ż 2π

0
|gpxq|

2 dx ď

ż 2π

0

ˇ

ˇg1pxq
ˇ

ˇ

2
dx.

D’où le résultat après le changement de variable x “ a `
pb´aqy

2π .

8.3 Inégalité iso-périmétrique

Proposition 8.4. Soit γ : r0, 2πs Ñ C une fonction de classe C1 telle que γp0q “ γp2πq et
|γ1ptq| “ 1 pour tout t P r0, 2πs (γ est une courbe fermée paramétrée par longueur d’arc)
. On note

A “
1

2i

ż 2π

0
γptqγ1ptqdt

(A est l’aire algébrique du domaine enlacé par la courbe γ). Alors on a

|A| ď π,

avec égalité si et seulement si γ décrit un cercle.
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Évidemment, ce résultat n’a de sens que si on peut interpréter géométriquement les
quantités impliquées (voir en particulier le théorème de Green-Riemann).

Démonstration. Quitte à remplacer γ par t ÞÑ γp2π´ tq (ce qui revient à changer le sens
de parcours de la courbe), on peut supposer que A ě 0. On étend γ en une fonction
2π-périodique de R dans C, qu’on note encore γ. Alors γ est 2π-périodique, continue et
C1 par morceaux. On note cn, n P Z, ses coefficients de Fourier. D’après la proposition
3.6, les coefficients de Fourier de γ1 sont alors donnés par incn, n P Z. D’après l’identité
de Parseval (voir la remarque 5.5), on a alors

A “
π

i

ÿ

nPZ
cn´incn “ π

ÿ

nPZ
n |cn|

2 .

Par ailleurs on a

1 “
1

2π

ż 2π

0

ˇ

ˇγ1ptq
ˇ

ˇ

2
dt “

ÿ

nPZ
n2 |cn|

2 .

Cela prouve que A ď π. En outre on a égalité si et seulement si

ÿ

nPZ
n |cn|

2
“

ÿ

nPZ
n2 |cn|

2 .

Ce n’est possible que si cn “ 0 pour n R t0, 1u. Dans ce cas, pour tout t P r0, 2πs

on a γptq “ c0 ` c1e
it. Ainsi γ décrit le cercle de centre c0 et de rayon |c1| (qui est

nécessairement égal à 1 puisque 1 “ |γ1ptq| “ |c1|).

8.4 Formule sommatoire de Poisson

Pour f P SpRq (fonction de classe C8 telle que x ÞÑ xjf pkqpxq est bornée pour tous
j, k P N) et ξ P R on note

f̂pξq “

ż

R
e´ixξfpxq dx

(c’est la tranformée de Fourier de f).

Proposition 8.5. Soit f P SpRq. Alors on a

ÿ

nPZ
fp2πnq “

1

2π

ÿ

nPZ
f̂pnq.

En fait, il est suffisant de supposer que f : R Ñ C est continue, intégrable, qu’il
existe α ą 1 et C ą 0 tels que

@x P R, |fpxq| ď
C

p1 ` |x|
α

q
(8.5)

(ce qui assure en particulier que la série du membre de gauche est convergente) et

ÿ

nPZ
|f̂pnq| ă `8.
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Démonstration. Pour n P Z et x P R on pose fnpxq “ fpx ` 2πnq. fn est alors une
fonction continue sur R. Soit R ą 0. Pour |n| ě R et x P r´R,Rs on a d’après (8.5)

|fnpxq| ď
C

p1 ` |x ` n|qα
ď

C

p1 ` |n| ´ Rqα
.

Comme α ą 1, la série
ř

něR Cp1 ` n ´ Rqα converge, donc la série
ř

nPZ fn converge
normalement sur tout compact de R. En particulier, sa somme S est continue sur R. En
outre pour x P R on a

Spx ` 2πq “
ÿ

nPZ
fnpx ` 2πq “

ÿ

nPZ
fn`1pxq “ Spxq,

donc S est 2π-périodique. On note pcnqnPZ ses coefficients de Fourier. Pour n P Z on a

cn “
1

2π

ż 2π

0
e´inx

ÿ

nPZ
fnpxqdx.

Puisque la série
ř

nPZ fn converge normalement sur r0, 2πs, on peut intervertir série et
intégrale, de sorte que

cn “
1

2π

ÿ

nPZ

ż 2π

0
e´inxfpx ` 2πnqdx “

1

2π

ż

R
e´inxfpxq dx “

f̂pnq

2π
.

Enfin, on a
ř

nPZ |cn| “ 1
2π

ř

nPZ |f̂pnq| ă `8, donc la série de Fourier de S converge
normalement (vers S, car S est continue). En particulier on a

Sp0q “
ÿ

nPZ
cn “

1

2π

ÿ

nPZ
f̂pnq.

D’où le résultat.

On donne maintenant une application de la formule sommatoire de Poisson. Pour
t ą 0 on pose

θptq “
ÿ

mPZ
e´πm2t.

La fonction θ est une fonction spéciale qui apparâıt dans certains problèmes (par exemple
l’étude de la fonction ζ de Riemann).

Proposition 8.6. Pour t ą 0 on a

θptq “
1

?
t
θ

ˆ

1

t

˙

.

Démonstration. Soit t ą 0. Pour x P R on pose

fpxq “ e´ tx2

4π .

Alors f est dans SpRq et pour tout ξ P R on a (voir le calcul de la transformée de Fourier
d’une Gaussienne) :

f̂pξq “
2π
?
t
e´

πξ2

t .

D’après la formule sommatoire de Poisson on a alors

θptq “
ÿ

nPZ
fp2πnq “

1

2π

ÿ

nPZ
f̂pnq “

1
?
t
θ

ˆ

1

t

˙

.
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9 Exercices

Exercice 1. Soit T ą 0 et f : R Ñ C une fonction T -périodique et continue par
morceaux.
1.Soient a, b P R et k P Z. Montrer que

ż b`kT

a`kT
fpxq dx “

ż b

a
fpxqdx.

2.Montrer que l’intégrale suivante ne dépend pas de la valeurs de a P R :
ż a`T

a
fpxq dx.

3.Pour le cas où f est continue, dériver cette quantité par rapport à α et retrouver le
résultat de la question précédente.

Exercice 2. Parmi les fonctions suivantes, identifier celles qui sont des polynômes tri-
gonométriques et, le cas échéant, donner leurs coefficients de Fourier exponentiels et
trigonométriques :

x ÞÑ sinp2xq, x ÞÑ cospxq2, x ÞÑ eix`x, x ÞÑ cos
´x

2

¯

.

Exercice 3. Donner le développement en série entière de la fonction f impaire et 2π-
périodique telle que, pour tout x P r0, πr,
1. fpxq “ sinp2xq ;
2. fpxq “ cosp2xq ;
3. fpxq “ sin

`

x
2

˘

.

Exercice 4. Calculer la série de Fourier trigonométrique de la fonction 2π-périodique
f : R Ñ R telle que fpxq “ π ´ |x| sur s ´ π, πs. La série converge-t-elle vers f ?

Exercice 5. Calculer la série de Fourier trigonométrique de la fonction 2π-périodique
f : R Ñ R telle que fpxq “ x2 sur r0, 2πr. La série converge-t-elle vers f ?

Exercice 6. Soit f : R Ñ R la fonction 2π-périodique, impaire, telle que

fpxq “

#

1 si x Ps0, πr,

0 si x “ π.

1.Calculer les coefficients de Fourier trigonométrique de f .
2. Étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f .
3.En déduire la valeur des sommes

8
ÿ

k“0

p´1qk

2k ` 1
,

8
ÿ

k“0

1

p2k ` 1q2
,

8
ÿ

n“1

1

n2
,

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n2
.

Exercice 7. Soit f : R Ñ R la fonction 2π-périodique telle que fpxq “ ex pour tout
x Ps ´ π, πs.
1.Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de f .
2. Étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f .
3.En déduire la valeur des sommes

8
ÿ

n“1

p´1qn

n2 ` 1
,

8
ÿ

n“1

1

n2 ` 1
.
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Exercice 8. Soit f : R Ñ R la fonction 2π-périodique définie par

@x P r0, 2πr, fpxq “ px ´ πq2

1.Calculer les coefficients de Fourier trigonométrique de f .
2. Étudier la convergence de la série de Fourier de f .
3.En déduire les sommes des séries

8
ÿ

n“1

p´1qn

n2
,

8
ÿ

n“1

1

n2
.

Exercice 9. Soit f : R Ñ R une fonction 2π-périodique continûment différentiable, et
soit α un réel non nul. On considère l’équation différentielle

x1ptq ` αxptq “ fptq.

Trouver une solution 2π-périodique de cette équation en écrivant xptq et fptq sous forme
de séries de Fourier trigonométriques. Appliquer ce résultat au cas où α “ 1 et

fptq “

#

`

t ´ π
2

˘2
si t P r0, πr,

´
`

t ´ 3π
2

˘2
` π2

2 si t P rπ, 2πr.

Exercice 10. Fejer

Exercice 11. Soit f une fonction continue et 2π-périodique. Montrer que f est de classe
C8 si et seulement si

@k P N, |cnpfq| “ O
|n|Ñ8

p|n|
´k

q.

Exercice 12. Soit f une fonction continue et 2π-périodique. On suppose que pour tout
N P N on a }SN pfq}1 ď 1. Montrer que }f}8 ď 1.

Exercice 13. Soit α P Czr´1, 1s. Pour x P R on pose

fpxq “
1

α ´ cospxq
.

1.Donner le développement en série de Fourier de f en calculant le développement en
série entière d’une fonction bien choisie.

2.En déduire la valeur de l’intégrale

ż 2π

0

cospntq

α ´ cosptq
dt pour tout n P N.

Exercice 14. Donner une suite réelle panqnPN telle que

@x P

”

0,
π

2

ı

,
8
ÿ

n“0

an cosp2nxq “ x.

Exercice 15. Soit f une fonction continue et 2π-périodique. Montrer que si }Snpfq}8 ď

1 pour tout n P N alors }f}8.
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