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Introduction

Ce livre est une invitation a la géométrie différentielle, une discipline
mathématique qui se situe au carrefour de nombreux domaines (algébre,
analyse, géométrie, topologie), et qui est devenue un outil de base de la
recherche moderne en mathématiques comme dans ses applications.

La théorie des courbes et des surfaces dans ’espace euclidien (bi ou tri-
dimensionnel) a constitué la base du développement de la géométrie diffé-
rentielle au cours des XVIII® et XIX® siécles. Depuis la fin du XIX¢ siécle,
le domaine s’intéresse plus généralement aux structures géométriques des
variétés différentiables. Ces objets sont des ensembles ayant une régularité
suffisante pour envisager la notion de dérivation, on peut donc y définir et
étudier les fonctions avec les moyens du calcul différentiel.

La géométrie différentielle est étroitement liée a la topologie différentielle
et aux aspects géométriques de la théorie des équations différentielles. Elle
a de nombreuses applications en physique, notamment dans la théorie de la
relativité générale ou elle permet de modéliser la courbure de I'espace-temps.
Elle joue, plus récemment, un rdle croissant en imagerie médicale (représen-
tation des formes) et en intelligence artificielle (géométrie de I'information).

Le sujet est donc & la fois classique et avec des développements actuels
considérables. Il en résulte un nombre important de concepts souvent diffi-
ciles & assimiler au premier abord, et un aspect calculatoire un peu ingrat
qui rebute souvent les étudiants qui se doivent pourtant d’appréhender cet
outil fondamental.

Le but de ce livre, issu d’'un support de cours dispensé par ’auteur en
Master 1, est modeste. Pour éviter aux étudiants de se noyer dans un flot
de concepts nouveaux difficiles & digérer en 24 heures, il progresse pas a
pas, en commencant par traiter en détail le cas des courbes et des surfaces.
La notion de variétés abstraites constitue le point d’orgue du livre, ainsi
qu’une invitation & poursuivre leur étude (géométrique et topologique) dans
un second temps.

Le livre contient plus d’une centaine d’exercices corrigés qui constituent
une part intégrante de la compréhension, ainsi que de nombreuses pistes
d’approfondissement pour les lecteurs les plus curieux.
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Objectifs et prérequis

Ce livre est destiné aux étudiants de Licence (troisiéme année), de Mas-
ter (premiére année), ainsi qu’aux étudiants préparant 'agrégation externe
ou interne de mathématiques. Il couvre tout le programme de géométrie
différentielle de I’agrégation et contient une centaine d’exercices corrigés.

La géométrie différentielle utilise des techniques du calcul différentiel,
ainsi que du calcul intégral, de I'algébre linéaire et de ’algébre multilinéaire,
pour étudier des problémes géométriques d’origines variées. Il présuppose
notamment une bonne familiarité avec :

e le calcul différentiel classique (niveau L3);
e l'algébre multilinéaire (niveau L2).

L’objectif du livre est d’étudier quelques notions fondamentales & la base
de la géométrie moderne. On introduit certains invariants intrinséques fon-
damentaux des courbes et des surfaces (longueur, distance intrinséque, cour-
bure de Gauss). On y explore la notion de sous-variété différentielle de R™
et on généralise le calcul différentiel dans ce cadre, en introduisant la notion
de forme différentielle et le calcul intégral associé. Ces outils permettent de
comparer les objets géométriques selon plusieurs échelles :

e infinitésimale, via l’algébre (multi)linéaire ;
e locale, via le calcul différentiel ;
e globale, via l'interaction entre géométrie et topologie.

La mise en pratique du calcul différentiel et de I’algébre multilinéaire de
Licence se fait notamment a travers :
e |'utilisation du théoréme d’inversion locale pour dégager plusieurs dé-
finitions équivalentes des sous-variétés;
e 'utilisation des formes quadratiques pour comparer la position rela-
tive d’une sous-variété avec son espace tangent ;
e le théoréme de Stokes qui généralise I'intégration par parties.

Le livre aura rempli son principal objectif s’il permet aux étudiants in-
téressés par cette thématique de se familiariser avec les concepts de base
exposés ici, en leur donnant envie de poursuivre leur découverte avec des
ouvrages plus avancés.

Il existe en effet de nombreuses références qui traitent de ce sujet clas-
sique. Je me suis librement inspiré des livres indiqués dans la bibliographie,
notamment du livre historique [BerGos|. Pour compléter vos lectures, je vous
recommande tout particuliérement :

e [DoCarmo| pour approfondir ’étude des courbes et des surfaces;
e |Lafontaine, [Spivak| pour aller un peu plus loin sur les variétés ;
e [Warner| pour la cohomologie et la théorie de Hodge.
Le lecteur est encouragé a faire des dessins le plus souvent possible, et

a utiliser également 'un des nombreux sites qui recensent les propriétés re-
marquables des courbes et des surfaces, tel mathcurve.com.


https://www.mathcurve.com/
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Le menu

Le livre est divisé en trois chapitres distincts de longueurs inégales. Pour
le cours de Master 1 dont il était le support, le rythme du cours était de 2 4 3
séances de 2 heures pour le premier chapitre, 4 & 5 séances pour le deuxiéme
chapitre, et 4 a 5 séances pour le troisiéme et dernier chapitre.

Le premier chapitre développe 1’étude des courbes de I'espace euclidien,
avec une attention particuliére portée aux courbes planes et gauches. Ce
sujet est censé étre pour partie connu des étudiants. On y aborde :
la notion de longueur d’arc, de courbure et de torsion;
certaines propriétés des isométries euclidiennes ;
la classification locale des courbes planes et gauches;
quelques propriétés globales des courbes planes.

La géométrie différentielle des surfaces contient un grand nombre des
idées et techniques clés du domaine. Il est donc naturel d’y consacrer du
temps, avant d’aborder les concepts plus abstraits qui se sont dégagés a la
suite de leur étude. Le chapitre 2 introduit notamment :
les surfaces réguliéres plongées dans R3 ;
les premiére et deuxiéme forme fondamentales ;
les différentes notions de courbures;
le théoréme remarquable de Gauss;;
les géodésiques et la distance intrinséque;
le théoréme de Gauss-Bonnet.

Le troisiéme et dernier chapitre du livre étudie la notion de sous-variété
différentielle de I’espace euclidien, ainsi que le concept de variété différentielle
abstraite. Si le théoréme de plongement de Whitney assure in fine que ces
deux notions coincident, il est essentiel de développer I'étude des variétés
abstraites, de méme qu’il est nécessaire de traiter la théorie générale des
R-espaces vectoriels de dimension finie, et pas uniquement celle des sous-
espaces vectoriels de R™. Ce chapitre étudie notamment :

e les submersions, immersions, et plongements ;
les formes différentielles et la différentielle extérieure ;
les formes volumes et 'orientation des variétés,
Pintégration des formes différentielles et la formule de Stokes;
I’abondance des difféomorphismes sur les variétés abstraites;
les variétés complexes et les groupes de Lie.
Il se termine par ’évocation des problémes de classifications des variétés
différentielles compactes de petite dimension, un sujet de recherches actuelles
qui a connu des développements spectaculaires ces derniéres années.

Chaque chapitre se termine par de nombreux exercices qui sont partie
intégrante du cours et qu’il est donc essentiel de faire. Des éléments succincts
de correction sont fournis en fin d’ouvrage; ils sont 14 pour aider le lecteur,
mais ne constituent aucunement un modéle de corrigé.
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Chapitre 1

Courbes de R"

Introduction

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons a ’étude des courbes
plongées dans R™. Nous étudions plus particuliérement les courbes planes
(n =2) et les courbes gauches (n = 3).

Nous commencons par observer que toute courbe peut étre localement pa-
ramétrée par longueur d’arc : toutes les courbes de R™ sont donc localement
isométriques, mais nous allons dégager des propriétés de rigidité globale.

Nous introduisons la courbure des courbes planes. Son importance est
illustrée par le « Théoréme fondamental » (Théoréme qui affirme que
deux courbes planes qui ont méme courbure sont images I’'une de I'autre par
une isométrie globale de R?. C’est un formidable résultat sur lequel il faut
nous arréter un moment : une information de nature locale (la courbure)
suffit & classifier les courbes & équivalence globale prés.

Pour les courbes gauches, les concepts fondamentaux sont ceux de cour-
bure et de torsion (la nouveauté par rapport aux courbes planes). Ils sont
introduits par 'intermédiaire d’un repére mobile, le repére de Frenet, qui est
bien adapté a I’étude des courbes gauches. L’importance de ces concepts est
mise en évidence par le Théoréme : deux courbes gauches ont méme
courbure (non nulle) et méme torsion si et seulement si elles sont images
I'une de I’autre par une isométrie globale de R3.

Nous rappelons ensuite quelques propriétés des isométries de R™, puis
nous mentionnons certaines propriétés globales des courbes fermées (nombre
d’enroulement, inégalité isopérimétrique).

Je vous incite & consulter le site mathcurve.com/ sur lequel vous trouverez
la représentation graphique de nombreuses courbes que nous rencontrerons
dans ce texte (et bien d’autres encore). Vous étes vivement encouragés a
produire le plus de dessins possibles au fil de votre lecture.


https://www.mathcurve.com/
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1.1 Paramétrisation par longueur d’arc

1.1.1 Courbes paramétrées

Soit I un intervalle ouvert de R et ¢ : I — R™ une application. On peut
I’écrire en coordonnées

o(t) = (p1(t), -, on(t)).

L’application ¢ sera dite lisse lorsque chacune des fonctions coordonnées ;
est infiniment dérivable.

Définition 1.1.1. On appelle courbe paramétrée de R™ la donnée d’une ap-
plication lisse ¢ : [ — R™.

On dit qu’un point p(to) € T est régulier si ¢'(tg) # 0, c¢’est-a-dire si ¢
est une immersion au voisinage de to. Un point p(to) de T tel que ¢'(tg) =0
est appelé un point singulier de I'.

On dit que @ est une paramétrisation réguliére si @ est une immersion
en tout point et si v : I — @(I) est un homéomorphisme.

Une paramétrisation réguliére s’appelle un plongement. Nous rappelons
des propriétés des immersions, submersions et plongements au Chapitre 3.

Définition 1.1.2. On appelle courbe géométrique réguliere I' C R™, un en-
semble qui est localement limage d’une paramétrisation réguliére.

Il est important de distinguer les propriétés de la paramétrisation locale
des propriétés géométriques de I' qui sont indépendantes du choix de la
paramétrisation. De fait, I' est définie & un changement admissible local de
paramétrisation pres :

Définition 1.1.3. Un changement admissible de paramétrisation de la courbe
géométrique I' = o(I) est la donnée d’une application lisse o : J — I surjec-
tive telle que o/ (t) # 0 pour tout t € J.

Il résulte du théoréme des valeurs intermédiaires que si o/ ne s’annule
pas sur lintervalle J, alors soit /() > 0 pour tout ¢ € J et dans ce cas «
préserve l'orientation (¢ et ¢ o« définissent le méme sens de parcours de I'),
soit o/ (t) < 0 pour tout ¢t € J et dans ce cas (t) change 1'orientation.

Exemples 1.1.4.

1) L’application ¢ : I = R — R? définie par o(t) = (t,t?) a pour courbe
géométrique associée la parabole d’équation y = x%. Cette paramétrisation
est réguliere.

Observons que o : t € R+ t3 € R est un changement non admissible de
paramétrisation (puisque o/ (0) = 0). Cela signifie que la courbe géométrique
Ty donnée par la paramétrisation t € R — (t3,1%) est un objet géométrique
différent de I', bien que le support de ces deux courbes soit le méme.
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2) L’application ¢ : R — R? définie par p(t) = (t2,t3) est une para-
métrisation de la courbe T' d’équation y*> = x3. Cette courbe présente un

point singulier en (0,0) appelé point de rebroussement de premiére espéce ou
« cusp » (en anglais). On dit aussi que I' est une cubique cuspidale, dont

voict une représentation :

0z

0z /
k /

-1

=2

-0.3

On vérifiera en exercice qu’il n’existe pas de courbe géométrique réguliére
(i.e. sans point singulier) qui a le méme support que T.

3) L’application 0 € R +— ¢(0) = (cos0,sinf) € R? définit une paramé-
trisation du cercle unité T = {(x,y) € R? /2% + y? = 1} parcouru dans le
sens trigonométrique. L’application o :t € R — —t € R est un changement
admissible de paramétrisation qui inverse l’orientation : ¢ o o parcourt le
cercle unité dans le sens des aiguilles d’une montre

4) Vous vérifierez dans I’Ezercice @ que la paramétrisation
fite]—1,+o0f— (2 —1,t(t* — 1)) € R?

est une immersion injective qui n’est pas un plongement. Le probleme a lieu
au voisinage du point (0,0) = p(1) = limy—_1 ().

Tangente. Soit ¢ : I — R™ une application lisse et I' = ¢(I) la courbe
géométrique associée. Soit p = p(tg) € I un point régulier de " (¢'(tg) # 0).
Lorsque deux parameétres ¢ # ' convergent vers tg, les droites passant par
©(t), p(t") convergent vers une droite limite appelée tangente a T' au point p.
On vérifie aisément qu’elle a pour vecteur directeur le vecteur ¢’(ty) et pour
équation paramétrique

teR— (t—to)¢ (to) + p(tg) € R™
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1.1.2 Paramétrisation par longueur d’arc
Longueur d’un arc

Soit ¢ : I — R™ une courbe paramétrée lisse et A = p(J) CT' = p(I) un
arc fermé de la courbe géométrique I' (i.e. J est un intervalle fermé).

Définition 1.1.5. La longueur de l'arc A est

(A) = /J 1/ (1)t

ot || - || désigne la norme euclidienne dans R™.

On vérifie sans peine que la longueur est égale a la limite des longueurs
des lignes polygonales inscrites dans I’arc lorsque le maximum de la longueur
de chaque segment de la ligne polygonale tend vers zéro. Ce deuxiéme point
de vue permet de définir la longueur d’arcs non lisses que nous ne considérons
pas dans ce cours.

Proposition 1.1.6. La longueur de l’arc A est indépendante de la paramé-
trisation. Elle est invariante par isométrie.

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de la formule de change-
ment de variables. O

Abscisse curviligne

Soit ¢ : I — R™ une courbe paramétrée réguliere, de sorte que ¢'(t) # 0
pour tout t € I. Soit L € R U {400} la longueur de la courbe géométrique
I' = o(I) (c’est-a-dire le supremum des longueurs des arcs fermeés de I').
Alors application

t
h:telw [ ||¢(x)||dz € ]0,L]
to

est lisse et strictement croissante, de dérivée

% = [|¢'(t)|| # 0 pour tout ¢ € I.

Sa bijection inverse est donc lisse également. La paramétrisation
Yi=gpoh 1:[0,L] - R"
est une paramétrisation admissible de I' qui s’appelle paramétrisation par
labscisse curviligne (ou par longueur d’arc). Observons que le vecteur ¢’ (t)
est unitaire quel que soit £ :

()] = ] !

[l (R ()]
On dira ainsi également que I' est paramétrée a vitesse unité.

' (h™H)(1) =1

Cette propriété caractérise la paramétrisation par longueur d’arc :
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Proposition 1.1.7. Soit ¢ : I = R"™ et ¢ : J — R" deuz paramétrisations
d’une courbe géométrique T telles que @' (t), ' (x) sont des vecteurs unitaires
pour tout t,x € I1,J. Alors J = a(l) ou aft) = £t + to.

Démonstration. Observons que 1) = ¢ o o pour un changement admissible

a de paramétrisation. Le caractére unitaire de ¢’, 1’ assure que |o/(t)| = 1
pour tout t. Il s’ensuit par connexité que soit o/ = 1, soit o = —1, d’ou le
résultat. O

1.1.3 Exemples

Exemple 1.1.8. La paramétrisation
@ :t€[0,2rR] > (Rcos(t/R), Rsin(t/R)) € R

est la paramétrisation par longueur d’arc du cercle centré a l'origine et de
rayon R. Comme nous l'indique la proposition précédente, cette paramétri-
sation est unique une fois que 'on fize le point ¢(0) (ici le point (R,0)) et
le sens de parcours (ici le sens trigonométrique).

Observons que la paramétrisation de ’'Exemple [I.1.§s’exprime au moyen
des fonctions transcendantes sin, cos. C’est le cas de la plupart des courbes
(excepté les droites, bien entendu).

Exemple 1.1.9. L’hélice circulaire de R? est la courbe paramétrée
@ :t€R— (acost,asint,bt) € R>.

C’est une courbe tracée sur le cylindre {(x,y,2z) € R3/2? +y? = a®}. Sa
paramétrisation par longueur d’arc est donnée par

Y(s) = <acos #,asin i ) bs )
Va2 +p? Va2 + 02" Va2 + b2

En voici deux représentations :

/st 1=
shutterstock

shutterste.ck
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1.2 Courbes planes

1.2.1 Définitions équivalentes

Il existe de nombreux points de vue équivalents pour décrire une courbe
géométrique, comme nous ’expliquons ici dans le cas des courbes planes :

Proposition 1.2.1. Les propriétés suivantes sont localement équivalentes :
i) T C R? est le graphe d’une fonction d’une variable ;

i) T' C R? est une courbe paramétrée régulicre ;
iii) il existe un difféomorphisme ® : R? — R? tel que ®({z = 0}) =T}
iv) il existe une submersion lisse F': R? — R telle que T = F~1(0).

Nous renvoyons le lecteur au début du chapitre 3 pour une description
similaire en toute dimension.

Démonstration. SiT = {(z,y) € R?; y = f(x)} est le graphe d'une fonction
lisse, alors  +— (x, f(z)) € R? est une paramétrisation réguliére de I', donc
(7) implique (é7). Réciproquement, si I' = ¢(I) admet la paramétrisation
réguliere p(t) = (z(t),y(t)), on se place au voisinage d'un point tel que
Z'(t) # 0 (quitte & interchanger les roles de x et y). Le théoréme d’inversion
locale assure que la fonction x est inversible au voisinage de ce point. On
peut donc réaliser I' comme le graphe de la fonction yoz~!, d’ot (i7) = (7).

Soit ¢ : t € I + (x(t),y(t)) € R? une paramétrisation réguliére de T.
Le vecteur tangent ¢'(t) est non nul en tout point, on se place au voisinage
d’un point tel que y'(¢) # 0 (on peut s’y ramener quitte & composer par le
diffeomorphisme (z,y) — (y,z)). Alors ® : (s,t) = (s + z(t), y(t)) € R? est
un difféomorphisme (local) tel que ®({s = 0}) =T". Ainsi (i) = (7).

Réciproquement, si I' = ®({s = 0}) est I'image de I'axe {s = 0} par un
diffeomorphisme ®(s,t) = (a(s,t), B(s,t)), alors I admet la paramétrisation
réguliere ¢ : t — (a(0,1), 5(0,t)), donc (iii) = (ii).

Considérons l'ensemble des points (z,y) d'un ouvert U de R? tels que
F(xz,y) = 0, ou F : U — R est une fonction lisse. On suppose que la
différentielle dF' ne s’annule pas en un point (xg,yo) € U. L'une au moins

des deux dérivées partielles ne s’annule pas, disons %—g(xo, yo) # 0 pour fixer

les idées. Par continuité, %—Z(x,y) # 0 ne s’annule pas pour (z,y) dans un
petit voisinage V' de (z0, yo). Le théoréme des fonctions implicites assure alors
lexistence d’un voisinage V' C V de (g, yo) tel qu’il existe une fonction lisse
f telle que

{(z,y) e V') F(z,y) =0} = {(z,y) € V' /y = f(2)}.

Cela montre 'implication (iv) = (7).
Réciproquement, si I' est le graphe d'une fonction f, alors I' = F~1(0)
ou F(z,y) =y — f(x) est une submersion, donc (i) = (iv). O
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Remarque 1.2.2. Ces propriétés ne sont pas globalement équivalentes. Par
exzemple, le cercle unité S' C R? peut s’exprimer comme limage réciproque
F~Y0) par la submersion F : (z,y) € R?\ {0} — 22 +y> — 1 € R, mais il
ne peut pas s’exprimer comme le graphe d’une (seule) fonction.

Exemple 1.2.3. Considérons la lemniscate de Bemoullilﬂ dont l’équation
cartésienne dans le plan de coordonnées (x,y) € R? est donnée par

F(z,y) = (2 +y)* = 2d*(2* — y*) = 0

avec F : R? — R submersive hors de lorigine. En voici une représentation :

/ ; 0 h
N .
On peut également la décrire par la paramétrisation
0 € [—m/4,7/4] — ¢(0) = d\/2 cos(20)(cosb,sinf) € R.

1.2.2 Courbure

Soit s € I + ¢(s) € R? une courbe plane paramétrée par son abscisse
curviligne. Alors le vecteur vitesse trace une courbe s — ¢'(s) sur le cercle
unité. Celle-ci posséde un vecteur vitesse ¢’ (s) appelé accélération. Au signe
prés, la courbure est la norme de 1’accélération :

Définition 1.2.4. La courbure de la courbe géométrique T' = o(I) paramé-
trée par sa longueur d’arc au point p(s) est

K(s) = £(s)]|"(s)]]

ou le signe e(s) € {—1,+1} est positif si (¢'(t),¢"(t)) est une base directe
de R?, négatif sinon.

Notons que les vecteurs ¢'(t) et ¢”(t) sont orthogonaux (dérivez la rela-
tion [|¢'(t)||* = 1). Une expression utile qui exprime la courbure est donc

K(t) = det(¢'(t), 4" (1))-

La courbure ne dépend pas d’un choix de paramétrisation, seulement de
l’orientation de la courbe.

Comme I’abscisse curviligne n’est pas souvent calculable, il est utile d’ex-
primer la courbure en fonction d’une paramétrisation quelconque :

1. Jakob Bernoulli, mathématicien et physicien suisse (1655-1705), frére de Jean Ber-
noulli et oncle de Daniel Bernoulli et Nicolas Bernoulli.
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Proposition 1.2.5. Soit ¢ : t € I — (x(t),y(t)) € R? une paramétrisation
quelconque d’une courbe géométrique orientée I'. Alors la courbure k(t) de T’
au point P(t) est donnée par

2'()y"(t) — 2" ()y'(t) _ det(y'(s), 9" (s))
[2/()? + (t)2]3/2 1" (DI

La valeur absolue de la courbure est invariante par les isométries de R?.

k(t) =

Démonstration. Soit ¢ : J — R? la paramétrisation par longueur d’arc nor-
malisée de sorte que p(t) = ¥(s). Soit T'(t) := ¢'(t) le vecteur unitaire
tangent a la courbe et N(t) le vecteur unitaire normal a T'(t), c’est-a-dire
que (T'(t), N(t)) forme une base orthonormée directe de R2.

Comme ||T(t)||> = 1, on obtient en dérivant que 2(T"(t), T(t)) = 0, donc
T'(t) est proportionnel & N(t). Le facteur de proportionnalité est précisément
la courbure k(t) de la courbe I'. Autrement dit

&(t) = T'(t) = k()N (1),

Notons a présent « le changement admissible de paramétrisation tel que

o(t) =1 oalt). Alors

i W(s) _
o'(t) = T (s avec s = a(t).
Dérivons & nouveau cette expression. Il vient
" @ﬁ”( ) /
t) = b

pour une fonction b(s) que nous ne cherchons pas a calculer. On en déduit

K(t) = det(¢'(t), ¢ (1)) = TONE det(¢'(s), ¥"(s))-

1
19" (s))
La formule annoncée en résulte, en remplacant v’ et 1" par leurs coordonnées
euclidiennes. 3

Si F(p) = Ap +v et ¢ = F o1 est I'image de 1) par une isométrie F”,
alors ¢/ = Ay’ et ¢" = A", 11 vient donc

det(¢)",9)') = det A - det (¢, ¢) = £ det ("))
et |[¢']| = ||¢|| puisque A est une rotation. Il s’ensuit que |&| = |x]. O

Signe de la courbure. Si on change le sens de parcours, la courbure change
de signe. Celui-ci dépend aussi de 'orientation du plan. Une isométrie du
plan préservant ’orientation préserve la courbure des courbes, tandis qu’une
isométrie du plan renversant 1’orientation change le signe de la courbure.
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Exemples 1.2.6.

1) La courbure d’un cercle de rayon R est constante. Elle vaut 1/R si le
cercle est parcouru dans le sens trigonométrique, —1/R sinon.

2) Au point (0, 0), la courbure de la parabole d’équation y = x* , parcou-
rue dans le sens des x croissants, vaut 2.

3) Lellipse ¢ : t € R+ (acost,bsint) € R? a pour courbure

ab

K(t) = .
Q [a2 sin? ¢ + b2 cos? ¢]3/2

Sous l'angle de la géométrie différentielle, les cercles et les droites ont
encore un statut particulier comme le montre le résultat qui suit.

Proposition 1.2.7. Les seules courbes dont la courbure est constante sont
les (portions de) droites et les cercles.

Démonstration. Nous montrons plus loin que la courbure caractérise les
courbes & isométrie globale prés. Comme les cercles et les droites ont une
courbure constante (respectivement +1/R ou 0), et comme leurs images par
une isométrie globale sont des cercles et des droites, le résultat découle du

Théoréme [.2.12)

Il est sans doute préférable ici d’adopter une démarche plus terre & terre.
Soit I' C R? une courbe géométrique de courbure constante. On peut para-
métrer I' par sa longueur d’arc s — ¢(s). Si la courbure est nulle, il vient
¢” =0, il s’agit donc d’une (portion de) droite.

Supposons & présent que £ est une constante non nulle. Soit T'(s) = ¢/(s)
le vecteur unitaire tangent et N(s) = T"(s)/k le vecteur normal. Observons
que

N'(s) = —kT(s).

En effet, N est unitaire donc N’ est orthogonal & N, donc proportionnel a
T'. La constante de proportionnalité s’obtient en dérivant la relation d’ortho-

gonalité

o= g v,

d'ou (T, N') = —k.
Soit M(s) = ¢(s) + LN(s) le « centre de courbure » de I' au point ¢(s).
Le calcul précédent montre que M (s) = My est constant puisque

M (s) = T(s) + %N’(s) 0.

Il s’ensuit que I" est une portion du cercle de centre My et de rayon 1/|x|.

En effet ) )
Mo — ()l = 7= IN(s)ll =
|| ||

puisque N (s) est unitaire. O
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1.2.3 Cercles osculateurs

Soit T une courbe géométrique et ¢ : I — R? une paramétrisation. On
note ¢(t) = (x(t),y(t)) les coordonnées euclidiennes.

L’équation d'un cercle (z—a)?+(y—f)? = R? dépend de trois paramétres
(a, B, R). On peut fixer la valeur de ces paramétres de sorte que le cercle
passe par le point ¢(¢) avec un contact d’ordre 3 au moins. En effectuant un
développement de Taylor-Youngff| au point ¢(t) tel que (z(t) — a)? + (y(t) —
B)? = R2, il vient

fL‘” (t)

z(s) —a = (x(t) —a) + 2'(t)(s — t) + (s —t)* +o((s — t)?)

et on a un développement similaire pour y(s) — 3.
Le cercle a un contact d’ordre au moins 3 avec I' au point ¢(t) si

(z(s) = @) + (y(s) = B)° = R* = o((s — 1)*).
On en déduit que cette condition est satisfaite exactement lorsque

(z(t) — ) + (y(t) — B)* — R* = 0
(x(t) — a)2'(t) + (y(t) — B)y'(t) = 0
(z(t) — a)a” (1) + (y(t) — B)y"(t) + 2'(t)* +y/(1)* = 0

Les deux derniéres équations permettent d’exprimer (x(t) —«) et (y(t) —

B) en fonction de 2/,y', 2", y", a condition que (2'y” — a"y')(t) # 0, c’est-

a~dire lorsque la courbure de I' au point () n’est pas nulle, ce que nous

supposons dans la suite. On obtient alors
y’(LI?,Q + y/2)

PO gy YT

x/(x/Z 4 y/2)
a:’y” _ y/x// :

En reinjectant dans la premiére équation, on obtient finalement

_ (:C’Q +y/2)3/2 _ 1
2y —y'a"| k(8]

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Proposition 1.2.8. Si la courbure k(t) # 0 est non nulle au point p(t) € T,
alors il existe un cercle unique qui a un ordre de contact au moins trois avec
I' au point p(t). Ce cercle « osculateur » a pour rayon linverse de la valeur
absolue de la courbure.

Lorsque k(t) = 0, on dit que la courbe admet un point d’inflexion. Dans
ce cas, la courbe I' a un contact d’ordre deux avec sa tangente.

2. Brook Taylor, scientifique anglais (1685-1731) ; William Henry Young, mathémati-
cien anglais (1863-1942).
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1.2.4 Etude locale
Position par rapport a la tangente

On s’intéresse ici a Iallure d’'une courbe plane paramétrée I', ¢ : I — R?
prés d’un point régulier p = ¢(ty). Un développement limité a I’ordre 2 s’écrit

IR o) + of 1~ 10)).

Si ¢/ (to) et ¢ (tg) sont linéairement indépendants (courbure non nulle),
la courbe est située d’un seul co6té de sa tangente, au voisinage de p : elle est
contenue dans le demi-plan délimité par la tangente et contenant " (o).

p(t) = p(to) + (t —to)¢' (to) +

Lorsque ¢”(tg) est proportionnel & ¢'(tg) (courbure nulle), il faut pousser
le développement limité plus loin. Supposons que ¢ )(to) est proportionnel
a ¢ (to) pour tout 1 < j < s —1 et ¢ (o) ne l'est pas; on effectue alors un
développement limité a 'ordre s,

(1) = plto) + Po(t) (1) + TP 00 10) 1ot~ 1)),

ot P(t) est un polyndéme de degré s — 1 qui s’annule en ¢y et qui s’exprime
simplement en fonction du polynéme de Taylor de ¢(¢) en ty. On en déduit
I’allure locale de I' en fonction de la parité de s :
— si s est pair, la courbe est localement d’un seul c6té de sa tangente,
— si s est impair, la courbe traverse sa tangente.

N

Il reste & comprendre le cas ol tous les vecteurs dérivés ¢ (tg) sont
proportionnels & ¢'(tg), pour tout j € N. Si I'application ¢ est développable
en série entiére au voisinage de tg, cela signifie alors que 'application ¢ s’écrit

p(t) = p(to) + (t — to)h(t)¢' (to)

ou h est une fonction réelle analytique. Dans ce cas, I' est tout bonnement
la droite passant par ¢(tg) et de vecteur directeur ¢'(tp)!

Lorsque ¢ est lisse mais n’est pas développable en série entiére, on ne
peut pas conclure. Les exemples qui suivent montrent deux graphes qui ont
cette propriété. Dans un cas la courbe est d’un c6té de sa tangente, dans
I’autre elle traverse sa tangente.

Exemple 1.2.9. On considére les fonctions f,g: R — R définies par

. exp(—1/2?) six >0
exp(—1/z) st x >0 .
f(m):{og(xgo) et glr)=< 0siz=0
- —exp(—1/2?) siz <0

Ces fonctions sont infiniment dérivables sur R avec toutes leurs dérivées
nulles en 0, elles ne sont donc pas développables en série entiére en 0.

Nous laissons le lecteur vérifier que le graphe de f se situe au-dessus de
sa tangente en 0, tandis que le graphe de g traverse sa tangente en 0 (dans
les deux cas, cette tangente est l'axe des x).
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Points singuliers

Soit I une courbe géométrique donnée par une paramétrisation ¢ : I —
R™. Nous considérons le cas d’un point singulier a = p(tg), avec ¢'(tg) = 0.

Si les vecteurs dérivés gp(j)(to) sont tous nuls, on ne peut rien dire de plus
sauf si ¢ est développable en série entiére, auquel cas ¢ est une application
constante. Supposons donc que go(p) (to) est le premier vecteur non nul. Dans
ce cas, on appelle tangente & la courbe I' en a la droite de vecteur directeur
©P)(tg) qui passe par le point a = p(tg).

Si tous les 1) (t) sont proportionnels a ¢P) (¢g), soit ¢ est réelle-analytique
et alors T est la droite passant par ¢(tg) et de vecteur directeur ¢®)(ty), soit
on ne peut rien dire de plus, comme on s’en rend compte en modifiant trés

légérement ’Exemple

Supposons a présent qu'il existe j > p tel que les vecteurs p®)(tg) et
go(J )(to) sont linéairement indépendants. On note ¢ le plus petit de ces entiers
j. Le comportement local de la courbe I'" dépend alors de la parité de p et ¢ :

Définition 1.2.10.

St p est impair et q pair : on parle de point de concavité, la courbe est du
coté de la tangente qui contient o9 (ty) ;

St p est impair et q impair : on parle de point d’inflexion, la courbe
traverse sa tangente ;

Si p est pair et q impair : on parle de point de rebroussement de premiére
espeéce, la courbe traverse sa tangente ;

Sip et g sont pairs : on parle de point de rebroussement de seconde espéce,
la courbe est d’un coté de sa tangente.

Exemple 1.2.11. Vous pouvez fabriquer des exemples de chacune de ces
situations en paramétrant la courbe géométrique définie par I' := {(z,y) €
R? /2% = y*} et en jouant sur la valeur des paramétres a,b € N.

1.2.5 Rigidité globale

Nous avons déja mentionné que les isométries directes du plan préservent
la courbure. Voici une réciproque importante a cette observation :

Théoréme 1.2.12. Soit I'1 et 'y deux courbes géométriques réguliéres dans
R? qui ont la méme courbure. Alors il existe une isométrie directe du plan
qui transforme I'y en I's.

Démonstration. On peut supposer que I'y et I's sont paramétrées par lon-
gueur d’arc @1 et 9. On a donc

lr (DI = llea(E)l] = 1 et m1(t) = ka(t) pour tout .
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Fixons ty. Soit F' l'isométrie du plan R? composée d’une rotation qui
envoie le vecteur unitaire ¢ (ty) sur ¢h(tp) et d’une translation telle que
F(e1(to)) = p2(tp). On va montrer que F o p; = ¢3. Considérons

F@t) = [(Fopr)(t) — ¢ (t)]>.
On va montrer que f = 0. Comme f(tg) = 0, il s’ensuit que f est identique
a zéro, donc lapplication t — (F o ¢1 — p2)(t) est constante, donc nulle,
puisqu’elle est nulle en .

Il reste donc a calculer la dérivée de f. Rappelons que comme ¢ (t) et
(5(t) sont des vecteurs unitaires, ¢(t) et ¢7(t) sont orthogonaux. La diffé-
rentielle de F' est égale a F”, sa composante rotationnelle qui préserve ’or-
thogonalité. Rappelons enfin que la différentielle d’'une application linéaire
est égale a lapplication linéaire elle-méme, ainsi F” = F’. Il s’ensuit que

F1(t) = 2((F o 01)"(t) — @3(t), (F o 1) (t) — 5(t))
= —2(F 0 @l{(t), p5(t)) — 2(F" 0 iy (t), 5 (1))
Soit J la rotation d’angle 7/2 dans la base canonique de R2. Observons que
J(t) (resp. Jph(t)) est le vecteur normal direct a ¢ (t) (resp. ¢ (t)), ainsi
O (t) = k(t) TP (t) et oh(t) = k(t)Jph(t) puisque les deux courbes ont la
méme courbure. Comme F' = A commute avec J et J +! J = 0, il vient
f1(8) = =26(F" 0 Jgh, 05(t)) — 26(F" 0 ¢ (1), Jh(t))
= —2r{(F" o J +' J o F')¢l, 3) = 0,

ce qui achéve la démonstration. ]

Le théoréme précédent fournit un résultat d’unicité : la courbure carac-
térise les courbes géométriques planes, a isométrie prés. On peut également
montrer un résultat d’existence :

Théoréme 1.2.13. Etant donnée une fonction lisse k : I — R, il existe une
courbe géométrique plane dont k est la courbure.

Démonstration. Nous allons utiliser le lien entre la courbure et la dérivée de
I’angle entre les vecteurs tangents. Fixons sg € I et posons

o(s) = </s: cos(6(t)) dt, /S: sin(6(t)) dt>

0(s) = /S:H(t) dt.

La courbe plane I' = o(I) C R? est paramétrée par longueur d’arc
puisque

ou

¢'(s) = (cos(6(s)), sin(6(s)))
(s) = 0'(s) puisque
) (—sin(6(s)),cos(0(s))). O

et sa courbure est donnée par K (s)

" (s) = 0'(s) (—sin(6(s)), cos(0(s))) = (s
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1.3 Courbes gauches

1.3.1 Courbure et torsion
Paramétrisation par longueur d’arc

Soit I' C R3 une courbe géométrique paramétrée par sa longueur d’arc
¢ : I — R3. Rappelons que cela implique que pour tout s € I, ||¢(s)|| = 1.
On note
T(s) := ¢(s), le vecteur tangent unitaire.

Comme T'(s) est unitaire, le vecteur dérivé T'(s) est orthogonal a T'(s).
On suppose dans la suite que T"(s) # 0 et on définit
T'(s

N(s) := HT/(5§|| le vecteur normal principal unitaire.

Définition 1.3.1. La courbure k(s) de la courbe T’ au point ¢(s) est

k(s) = T'(s)]l = ll¢" ().

Remarques 1.3.2.

1) Par définition, la courbure d’une courbe gauche est toujours positive.
Lorsque cette courbe est plane (i.e. vit dans un plan affine de R?), elle coin-
cide avec la valeur absolue de la courbure définie précédemment.

2) Le vecteur normal unitaire n’est défini que lorsque la courbure ne s’an-
nule pas. Celle-ci ne peut pas trop s’annuler, & moins que la courbe soit une
droite : une courbe gauche est une (portion de) droite si et seulement si sa
courbure est nulle. En effet, dans ce cas ¢"(s) =0, donc s — ¢(s) est affine.

On a donc T'(s) = k(s)N(s) par définition. Le vecteur binormal est
B(s) :==T(s) N N(s).

Il s’ensuit que {T'(s), N(s), B(s)} est une base orthonormée directe de R3
qui bouge avec s et va étre particuliérement adaptée a I’étude des propriétés
géométriques de la courbe I'. On 'appelle le repére de Frenetﬂ

On cherche a présent a calculer les dérivées de ces vecteurs dans le repére
de Frenet . Par définition T"(s) = x(s)N(s). Pour exprimer N'(s), observons
que N'(s) est orthogonal & N (s) puisque N (s) est unitaire. Notons également
qu’en dérivant la relation d’orthogonalité entre T'(s) et N(s), on obtient

0= ((T(s), N(s)))" = (T"(s), N(s)) + (T(s), N'(s)).

3. Jean Frédéric Frenet, mathématicien, astronome et météorologue francais (1816-
1900). Les formules de Frenet constituent une partie de sa thése de doctorat qu’il a passé
a Toulouse en 1847. Il fut professeur a I’Université de Toulouse en 1848-49.
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Cela permet de déterminer la coordonnée de N'(s) dans la direction de T'(s) :
(T(s),N'(s)) = —(T"(s), N(5)) = —r(s).

La troisiéme coordonnée de N'(s), celle dans la direction de B(s), s’ap-
pelle la torsion.

Définition 1.3.3. La torsion 7(s) de la courbe I' au point p(s) est
7(s) := (B(s), N'(s)).

Déterminons enfin les coordonnées de B’(s). Comme précédemment, B'(s)
est orthogonal & B(s) (caractére unitaire). La coordonnée dans la direction
de N(s) est

(N(s), B'(s)) = —(N'(s), B(s)) = —7(s).

Enfin, la coordonnée dans la direction de 7'(s) est
(T(s), B'(s)) = =(T"(s), B(s)) = 0.

Nous venons ainsi d’établir les formules de Frenet que nous résumons
sous forme matricielle dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.4. Les dérivées du repére de Frenet sont données par

T'(s) 0 K(s) 0 T(s)
N'(s) | = | —k(s) 0 7(s) | -| N(s)
B'(s) 0 —7(s) 0 B(s)

Notons que le vecteur normal et le vecteur binormal ne sont bien définis
que lorsque la courbure ne s’annule pas. Dans ce cas, la torsion est (identi-
quement) nulle si et seulement si la courbe est plane :

Proposition 1.3.5. Une courbe gauche dont la courbure ne s’annule pas est
incluse dans un plan si et seulement si sa torsion est identiquement nulle.

Démonstration. Soit I' C R3 une courbe gauche. Si elle est incluse dans un
plan, on peut composer par une isométrie pour que ce plan soit (z = 0). Une
paramétrisation de I' est donc du type

e(t) = (x(t), y(),0).
Il vient donc N’ € Vect{T,N} et 7 = 0.

Réciproquement, supposons que 7 = 0. On en déduit que le vecteur
binormal B(s) = By est constant puisque B’ = —7N. Il s’ensuit que la
courbe I' est contenue dans le plan affine qui passe par ¢(0) et qui est normal
a By : en effet, quitte a translater, on peut supposer que ¢(0) = 0. Il vient
alors pour tout t,

(1), Bo) = 0

d’out (p(t), Bp) = 0 aprés intégration. O

Remarque 1.3.6. Lorsque la courbure s’annule, il se peut que la torsion
soit identique & zéro la ou elle est définie, sans que la courbe soit plane.
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Paramétrisation quelconque

Il est utile d’établir les expressions de la courbure et de la torsion lorsque
la courbe est donnée par une paramétrisation qui n’est pas nécessairement
la paramétrisation par longueur d’arc.

Proposition 1.3.7. Soit I une courbe géométrique réguliére donnée par une
paramétrisation quelconque ¢ : t € I v ¢(t) € R3. La courbure de T' au
point @(t) est donnée par

eI
"= P

Démonstration. Le vecteur unitaire tangent T'(¢) est donné par ¢'(t) =
|’ ()| T(t). En dérivant une seconde fois, on obtient

©"(t) = l' OIT'(£) + a(t)T(2)

ou a(t) est une fonction que nous ne cherchons pas a calculer.
Observons que T"(t) est orthogonal a T'(t) puisque celui-ci est unitaire.
On a donc [[T(t) AT'@)|| = IT@)] - [[T"(#)]], don

le' () A" @) = I OIPITE) AT @O = [l @I ().
O

Proposition 1.3.8. Soit I' une courbe géométrique donnée par une paramé-
trisation quelconque ¢ : t € I — o(t) € R3. La torsion de T' au point ¢(t)

est donnée par
det(¢'(t), " (1), ¢" (1))
T(t) = / 7 2 ’
' () A " (D)
Démonstration. Soit 1(s) la paramétrisation de I" par son abscisse curviligne,

Y = gpoa,avec (s) = ||v/(t)]|7!, t = a(s). Nous allons montrer que la
torsion de I' au point ¥(s) est donnée par

d@zﬁépdaw«ww%@mww» (1.1)

La formule annoncée en résultera, en observant que ¢’ = o1’ o «,
(p// — (Oé/)QLb”Oa—I—Aw/OOé et S0/// — (Oé,)?’wmOO&+B¢”©O&+C'¢’©O&,

ou A, B, C sont des fonctions que nous ne précisons pas. Comme annonceé, il
résulte alors de la Proposition et de (1.1)) que

_ ' @II° det(¢'(s), 9" (), " (5)) _ det(¥'(), 4" (1), ¥" (1))

(1) = (s) WA DR [0 A v O
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Il reste donc a établir (|1.1)), c’est-a-dire & exprimer la torsion en fonction
de 1 et ses dérivées, lorsque 1 est la paramétrisation de I' par ’abscisse
curviligne. Rappelons que

7(s) = (B(s), N'(s)) = =(N(s), B'(s)).

Or B(s) = T(s) A N(s), il résulte donc des propriétés du produit vectoriel
que
7(s) = —(N(5),T(s) A N'(s)) = det(T(s), N(s), N'(s))-

On conclut en observant que T'(s) = ¥/(s), N(s) = x(s) 19" (s) et
N'(s) = w(s) 719" (s) + a(s)p" (s)

ou a(s) est une fonction qui n’intervient pas dans le déterminant. O

1.3.2 Tangente, plan normal, plan osculateur

Soit ¢ 1 t € I = p(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € R une courbe paramétrée T
Les équations d’une droite affine de R3 dépendent de quatre paramétres, par
exemple

y=axr+betz=cr+d.

On peut choisir ceux-ci de sorte que la droite ait un contact d’ordre deux
avec la courbe. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que cela conduit
aux équations suivantes pour la tangente a I :

Définition 1.3.9. La tangente en un point régulier (x,y, z) de I' est donnée
par les équations

Y (X —2)=2"(Y —y) et (Y —y) =/ (Z - 2).
Il s’agit de la droite

p(t) + R (t) = o(t) + RT (1)
ou T'(t) désigne le vecteur tangent unitaire a la courbe I' au point ¢(t).

Définition 1.3.10. Le plan perpendiculaire & la tangente en un point régulier
est appelé plan normal et a pour équation

(X —2)+y (Y —y)+2(Z—2)=0.

C’est le plan ¢(t) + Vect{N(t),B(t)} engendré par le vecteur normal et
le vecteur binormal unitaire.

L’équation d’un plan affine ax + by + cz + d = 0 dépend de trois para-
meétres (le plan reste inchangé si on multiplie ’équation définissante par une
constante non nulle) qui peuvent étre choisis de maniére a avoir un ordre
de contact d’au moins trois avec la courbe. Le plan correspondant (qui est
déterminé de fagon unique) s’appelle le plan osculateur.
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Proposition 1.3.11. Le plan osculateur est donné par l’équation

X—z Y-y Z—-=z
det x vy 2! =0.
x// y// z//
C’est le plan ¢(t) + Vect{T(t),N(t)} engendré par le vecteur tangent et
le vecteur normal unitaire.

Démonstration. Soit aX + bY 4+ ¢Z + d = 0 I’équation d’un plan. Ce plan
passe par le point ¢ = (z,y,2) si ax + by + cz + d = 0. En effectuant un
développement de Taylor-Young des fonctions coordonnées de ¢(s) au point
o(t) = (x,y, 2)(t), il vient

2(s) = a(t) + 2/ (£)(s — 1) + T3 (s = )2 + ol (s
y(s) = y(0) + ' (0)(s = 1) + L52 (s = 1)+ o((s — 1)?)
z + — 1)

2'"(t) 0((8 2)'

() +2(t)(s — t) + 52 (s — t)?
Le plan a un ordre de contact au moins trois au point o(t) si

t)?)

—

ax(s) + by(s) + cz(s) +d = o((s — t)?).

On injecte les développements limités des fonctions coordonnées dans cette
équation pour obtenir le systéme de trois équations

ax +by+cz+d=0
ax’ + by +c2' =0
az” +by" +cz"” = 0.

On retranche a la premiére équation aX + bY + ¢Z 4+ d = 0 pour aboutir au
systéme homogéne

alz—X)+bly—Y)+c(z—2)=0
ar’ + by +cz' =0
ar” +by" + ¢z’ = 0.

Pour que ce sytéme admette une solution non nulle, il faut que le déterminant
de la matrice associée soit égal & zéro. Réciproquement, si on choisit a, b, ¢, d
de sorte que

X—z Y-y Z—-=z
aX +bY +cZ +d = det x vy 2! ,
x// y// Z”
on obtient bien que le plan {aX + bY + ¢Z + d = 0} a un contact d’ordre
trois (au moins) avec la courbe en ¢(t).
Ce n’est pas toujours le seul plan avec une telle propriété (pensez au cas
ou la courbe est une droite), mais c’est toutefois le cas génériquement. [
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1.3.3 Rigidité globale

Proposition 1.3.12. La courbure et la valeur absolue de la torsion sont
invariantes par les isométries de R3.

Rappelons que les isométries de R? sont engendrées par les translations
et les matrices orthogonales. Il suffit donc de vérifier 'impact de ces deux
types de transformations sur la courbure et la torsion.

Démonstration. 11 est clair que 'action d’une translation ne change ni la
courbure, ni la torsion. Soit A € O(3,R) une matrice orthogonale, I' C R3
une courbe paramétrée par son abscisse curviligne ¢ : I — R? et T'y la courbe
paramétrée par ¥ = A o p. Alors

19" (s)Il = [[A¢'(s)I| = 1

puisque A est orthogonale. Donc I's est également paramétrée par son abs-
cisse curviligne et Th(s) = AT'(s). En dérivant & nouveau, il vient

ko(s)Na(s) = Kk(s)AN(s).

Comme A est orthogonale, AN(s) est un vecteur unitaire, donc Na(s) =
AN (s) et ka(s) = k(s). Il s’ensuit que

By (s) = Ta(s) AN Na(s) = AT(s) NAN(s) =det A- A(T'(s) A N(s))

avec det A = +1 si A est une isométrie directe (qui préserve l'orientation) et
det A = —1 sinon (par exemple pour une réflexion). On a utilisé ici 'ortho-
gonalité de la matrice A (YA = A~!) en observant que pour tout w € R3,

(AT A AN, w) = det A(T A N, A= w) = det A(A(T A N),w).
Rappelons en effet que pour tout u, v, w € R3,
(u A v,w) = det(u, v, w).

On en déduit que
By (s) = £AB(s)

ol le signe est donné par det A. En dérivant cette égalité, on obtient, puisque
Na(s) = AN(s),

T2(s) = 7(s) si det A >0 et m(s) = —7(s) sinon.
Dans les deux cas, la valeur absolue de la torsion est préservée. O

Le résultat suivant exprime un phénomeéne de rigidité des courbes gauches.
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Théoréme 1.3.13. Soit I'1,I'y C R3 deux courbes géométriques paramétrées
par leur abscisse curviligne, dont la courbure ne s’annule pas. Si elles ont
mémes courbure et torsion, alors il existe une isométrie directe de R3 qui
envoie une courbe sur ’autre.

Notons que lorsque la courbure s’annule, le repére de Frenet n’est pas
correctement défini et il peut se passer des phénoménes compliqués.

Comme nous ’avons observé dans la preuve de la proposition précédente,
une réflexion change le signe de la torsion et est donc interdite ici.

Démonstration. Soit @1, ps : I — R3 les paramétrisations par ’abscisse cur-
viligne de I'y, I's. On peut supposer que 0 € I. Comme le groupe orthogonal
O(3,R) est 3-transitif, on peut trouver une matrice A € O(3,R) telle que

AT (0) = T5(0), AN1(0) = N2(0), et AB1(0) = B2(0).

Comme les bases orthonormées {77 (0), N1(0), B1(0)} et {T5(0), N2(0), B2(0)}
sont toutes les deux directes, la matrice A est de déterminant 1.

Soit V' = ¢2(0) — Ap1(0) € R3 et ¥ I'isométrie positive U(X) = AX +V.
Posons & = W o 1. On va montrer que ® = s, ce qui montrera que I’y est
I'image de I'; sous l'action de W. On note T5(s), Na(s), Ba(s) le repére de
Frenet de I'y et T'(s), N(s), B(s) celui de la courbe paramétrée par I’abscisse
curviligne ® = W o 1. Les choix de A et de la translation V assurent que

®(0) = #2(0) et (T(0), N(0), B(0)) = (12(0), N2(0), B2(0))-

Il résulte de la proposition précédente (et de sa preuve) que la courbure
et la torsion de @ sont égales a celles de I'1,I's. On les note &, 7. Soit

f(s) :==(T(s),Ta(s)) + (N(s), Na(s)) + (B(s), Ba(s))-
On dérive f en utilisant les formules de Frenet. Il vient

fl(s) = T -Tov+T -Ty+N'-Ny+N-Ny+B'-By+ B-B)
= H(N'TQ"‘T'NQ)—H(T‘N2+N‘T2)
—|—T(B-N2+N-BQ)—T(N-Bg—i—B-Ng)
= 0.

On a noté ici u - v = (u, v) le produit scalaire de deux vecteurs u et v.

On en déduit que f(s) est constante, égale a f(0) = 3. Or f(s) est somme
de trois termes qui valent tous au plus 1, c’est donc que chacun est égal a
1, ce qui impose les relations T'(s) = Ta(s), N(s) = Na(s) et B(s) = Ba(s)
pour tout s. En particulier, comme le vecteur tangent unitaire est la dérivée
de ’abscisse curviligne et comme @2(0) = ®(0) (c’est la qu’on a besoin de la
translation), il vient ® = ¢y comme nous l’avions annoncé. O
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Remarque 1.3.14. Le théoréme précédent est un résultat d’unicité. On peut
également démontrer un résultat d’existence : étant données deux fonctions
lisses k, 7 : I — R avec k > 0, il existe une courbe gauche I' C R3 dont k et
T sont la courbure et la torsion.

La preuve consiste a démontrer l'existence d’un triédre qui vérifie les re-
lations de Frenet. Celles-ci peuvent s’interpréter comme un systéme d’équa-
tions différentielles linéaires dont l'existence des solutions est garantie par le
théoréeme de Cauchy-Lipschitz. On intégre finalement le vecteur tangent pour
obtenir une courbe T solution (les autres solutions s’en déduisent par isomé-
tries directes). Nous invitons le lecteur a mettre en place cette démonstration,
il en trouvera les détails rédigés dans [DoCarma, pp. 309-311].

Exemple 1.3.15. Considérons une hélice circulaire donnée par sa paramé-
trisation par longueur d’arc, comme indiquée dans I’Exemple

o(s) ( S . S bs )
s) = | acos ———, asin ,
Va? + Va2 + 02 Va? + b
ot a >0 et b € R sont des paramétres fizés. Il s’agit d’une paramétrisation
a vitesse 1 pour laquelle

P = a
W Al = oy
tandis que
det(z// w// w///) - a?b
WOV = @ T ep

1l s’ensuit que la courbure et la torsion de cette courbe sont constantes, don-
nées par
t (S) — L
et 7(s) = el

Les hélices circulaires sont les seules courbes dont la courbure et la torsion
sont constantes. En effet, soit ¢(s) la paramétrisation par longueur d’arc de
la courbe T et (k,7) € RT x R les constantes déterminant la courbure et la
torsion. Si k = 0, alors la courbe T' est une droite (cf. Remarques ,
c’est-a-dire une hélice dégénérée (cercle de rayon infini).

Supposons donc k > 0 et firons a,b € R tels que

. a b
frare YT Ee

Soit ¥ (s) la paramétrisation par longueur d’arc de I’hélice H d’azxe (0z) et de
parametres (a,b) (ci-dessus). Alors ¢ et 1 ont méme courbure et méme tor-
sion. D’apres le Théoreme[1.3.13, ces deux courbes different l'une de l’autre
par Uaction d’une isométrie F de R3.

Nous laissons le lecteur vérifier qu’une telle isométrie envoie un cylindre
droit sur un cylindre droit et une hélice sur une hélice. Il s’ensuit que I' est
une hélice circulaire d’aze F(Oz) et de paramétres a,b.

a
ri(s) = a? + b2
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1.4 Isométries euclidiennes

Nous rappelons ici la définition des isométries de ’espace euclidien R"™.

Définition 1.4.1. Une application F : R™ — R™ est une isométrie (eucli-
dienne) si elle préserve la norme (euclidienne)

1E(p) = F(@)ll = llp — all, pour tout p,q € R™.

Proposition 1.4.2. Une application F' : R® — R" est une isométrie si
et seulement si c’est la composée d’une translation et d’une transformation
orthogonale, c’est-a-dire qu’elle préserve le produit scalaire.

Une isométrie est donc constituée d’une partie linéaire (isométrie dite
vectorielle, qui fixe l'origine) et d’une translation (sa partie affine).

Rappelons qu’une transformation orthogonale admet pour matrice dans
la base canonique de R™ un élément A € M (n,R) tel que A = A~1. Son dé-
terminant vérifie donc det A = +1. Elle préserve 'orientation si et seulement
si son déterminant est 1.

Démonstration. Notons v = F(0). Quitte a remplacer F par G = F — F(0),
on se raméne au cas oi F(0) = 0 (on vient de mettre de coté la partie
translation). Par hypothése pour tout X,Y € R", on a

1F(X) = F(Y)|I* = |X - YP?,

en particulier ||F(X)||? = ||X||? puisque 'on s’est ramené au cas ou F(0) =
0. Comme

IF(X) = FY)II” = [[F(X)|* + [[F(Y)]? = 2(F(X), F(Y))
et
1X = Y| = | X[1* + [[YV]]* - 2(X,Y)
on en déduit que
(F(X),F(Y)) = (X,Y).

Soit (ej)1<j<n une base orthonormée. La relation précédente assure que
(F(ej))1<j<n est également une base orthonormée. On peut donc décomposer
le vecteur F'(X) dans cette base : il vient

n n

F(X) =) (Flej), F(X))F(es) = Y (ej. X)F(e),

J=1 J=1

ce qui montre que F'(X) dépend linéairement de X. Ainsi, F(X) = AX ou
A € O(n,R) est une matrice orthogonale puisqu’elle vérifie

(PAAX,Y) = (AX, AY) = (X,Y), pour tout X,Y € R".
dontd=A4"1 O
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Voici quelques propriétés des isométries que vous devez connaitre :
— l’ensemble des isométries de R™ forment un groupe Isom(R");
— les isométries positives (celles qui préservent 1’orientation) forment un
sous-groupe, elles sont parfois appelées « déplacements » ;
— le groupe orthogonal O(n,R) est compact (pour la topologie induite
par une norme sur R” ~ M(n,R) > O(n,R));
— le sous-groupe O (n,R) est connexe, non commutatif pour n > 3.

Proposition 1.4.3. Les réflexions engendrent le groupe Isom(R™).
Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan.

Démonstration. Soit f une isométrie de R™. Si elle n’a aucun point fixe, on
choisit O € R™ et on note H 'hyperplan médiateur du segment [Of(O)].
Alors O est un point fixe de isométrie sy o f, oll sy désigne la symétrie
orthogonale par rapport a ’hyperplan H. On s’est ainsi ramenés au cas ou
f admet un point fixe O que 'on peut choisir comme origine.

Il reste donc & montrer qu’une isométrie vectorielle est une composée
de réflexions. On observe que l’ensemble Fiz(f) des points fixes est un
sous-espace vectoriel. Nous allons raisonner par récurrence sur sa dimen-
sion. Si dim Fiz(f) = n, alors f = Id et il n’y a rien a faire. Supposons donc
dim Fiz(f) = j < n. Soit P € R™ \ Fiz(f) et H I'hyperplan médiateur du
segment [Pf(P)]. Le fait que f est une isométrie garantit que Fiz(f) C H.
On en déduit que I'isométrie g = sy o f a un espace de points fixes Fix(g) de
dimension > j 4 1. On lui applique ’hypothése de récurrence pour conclure.

Au final, nous obtenons ainsi qu'une isométrie vectorielle (resp. affine)
est la composée d’au plus n (resp. n + 1) symétries orthogonales. ]

Isométries de R2.

— une isométrie plane est soit une translation, soit une rotation affine
(i.e. une rotation non nécessairement centrée a l'origine), soit une
réflexion, soit une symétrie glissée (composée d’une symétrie ortho-
gonale par rapport & une droite et d’une translation par un vecteur
de cette méme droite) ;

— une symeétrie (s o s = Id) est soit une rotation d’angle 0 ou =, soit
une symétrie orthogonale par rapport a une droite (réflexion).

Isométries de R3. Les isométries de R? sont de six types :

— les translations;

— les réflexions affines ;

— les symétries glissées orthogonales (composée d’une réflexion et d’une
translation par un vecteur du plan de la réflexion) ;

— les rotations (d’axe affine) ;

— les vissages (composées d’une rotation et d’une translation de I’axe) ;

— les antirotations (composées d’une rotation et d’une symétrie).

Nous renvoyons le lecteur au livre [Audin| pour plus de détails.
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1.5 Propriétés globales

1.5.1 Courbes fermées

Soit a,b € R avec a < b. Soit ¢ : [a,b] — R™ une courbe paramétrée telle
que ¢(a) = (b). Pour que les deux branches de ¢ se raccordent de fagon
lisse au point o(a), on impose de plus que ) (a) = ) (b) pour tout j € N.
On dit dans ce cas que I' = ¢([a, b]) est une courbe fermée.

Quitte a dilater et translater, on peut supposer que a = 0 et b = 27 et
prolonger ¢ par 27-périodicité. En identifiant le cercle unité S' au quotient
R/27Z via I'exponentielle complexe 6 +— €?, on obtient une paramétrisation

f:8' =R
de la courbe fermée I, qui est donnée par une application lisse (on donnera au
chapitre 3 une définition convenable de la régularité de telles applications).

Définition 1.5.1. Une courbe fermée ¢ : [a,b] — R™ est simple si elle
n'a pas d’autres auto-intersections, i.e. p(a) = p(b) mais p(t) # p(s) pour
t,s € [a,b] avec t # s.

On s’intéresse ici au degré des applications du cercle S! dans lui-méme,
qui apparaissent lorsque ’on étudie les vecteurs tangents de courbes fermées.

Relevés des applications

On note p : R — S' = R/277Z la projection canonique de la relation
d’équivalence modulo 27Z et on identifie S au cercle unité par I'application
exponentielle complexe

feR—e?ecScC~R2
Lemme 1.5.2. Soit I = [a,b] C R, f € C®([a,b],SY), et u € p~L(f(a)). II
existe une unique application F' € C*([a,b],R) telle que
f=poF et F(a)=u.
Démonstration. Supposons que f = po F. En identifiant S* au cercle unité
par ’exponentielle complexe, cela revient a dire que
f(t) =T
pour tout ¢ € I. Ainsi, F'(t) = —if'(t)/f(t), donc F est uniquement déter-
minée par intégration. O
Notons que deux relevés différent d’un multiple de 27 : si F' et G sont
deux applications telles que po F' = po GG, alors il existe k € Z tel que
F =G+ 2km.

Remarque 1.5.3. On peut étendre le lemme a des applications seulement
continues, mais il faut une preuve différente (voir par exemple la démonstra-
tion de [DoCarmo, Proposition 2, p. 376]).
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Degré des applications

Soit f: St — ~Sl etp: R —= St = R/~27rZ I’application de passage au
quotient. On note f : R — S! I'application f := fop. En appliquant le lemme
précédent, on obtient une application F': R — R telle que fop=po F,

st b
f

(A

R 5 R

On dit que le diagramme commute.
Définition 1.5.4. On appelle degré de f le nombre

deg(f) = F(27r)2; F(0)

Notons que la définition ne dépend pas du choix du relevé (pourquoi?).
L’exemple fondamental est celui de la fonction puissance

fizeSt—Fes!
oll k € Z et ot 'on a utilisé la notation complexe z = €. Un relevé est
F:0eR—kOeR

et le degré de f est donc k.

Proposition 1.5.5. Soit f,g: S' — S! deux applications. Alors
o deg(f) € Z;
o Vt € R, deg(f) =[F(t+2m)— F(t)]/2m;
o deg(f o g) = deg(f) - deg(g).

Démonstration. Comme f(2m) = f(0), il vient F'(2m) — F(0) € 27Z, ce qui
assure que le degré est entier. Les autres points seront traités en exercice. [J

Proposition 1.5.6. Une application f : S* — S de degré non nul est
nécessairement surjective.

Le degré d’une application f : S' — S' contient donc des informations
intéressantes sur celle-ci. Nous en verrons d’autres (existence de points pé-
riodiques) dans les exercices.

Démonstration. Soit F' : [0,27] — R un relevé de f. On suppose que f est
de degré k non nul, F'(2r) = F(0) + 2km. Pour fixer les idées, on suppose
que k > 0.

Soit z = € € S'. Comme lintervalle [F(0), F(27)] est de longueur
supérieure ou égale & 27, on peut choisir § dans cet intervalle. Le théoréme
des valeurs intermédiaires assure qu'il existe 8’ € [0, 27| tel que F(6') = .
Cela signifie que f(e?") = z, donc f est surjective. O
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Homotopies

Définition 1.5.7. Soit ¢ et co : S' — St deuz applications régulicres. On
appelle homotopie de c1 en co une application réguliére

H:[0,1] x St — §?
telle que H(0,-) = ¢1(+) et H(1,-) = ca(+). On dit que 1 et ca sont homotopes.
Il s’agit donc d’une déformation (continue) de ¢; en co.

Théoréme 1.5.8. Les applications de S dans S* sont classifiées, & homo-
topie pres, par leur degré.

Démonstration. Si H est une homotopie entre ¢; et ca, alors H(t,-) est une
application réguliére de S* dans S'. Son degré est une fonction continue de
t a valeurs dans Z, elle est donc constante. Ainsi deg(c1) = deg(cz).

Réciproquement, soit ¢ et co deux applications de méme degré k € Z.
On les reléve en deux applications Fy, Fy : [0,27] — R telles que

Fi(27) — F1(0) = Fa(2r) — F3(0) = 2.
Considérons, pour tout t € [0,1] et s € [0, 27],
F(t,s) =tFi(s) + (1 —t)Fa(s).

On vérifie que F est une déformation continue entre F} et Fy. Comme
F(t,2m) = 2km pour tout t € [0, 1], application passe au quotient et permet
de définir H : [0,1] x S* — S! qui est une homotopie entre ¢ et ca. O

1.5.2 Enroulement des courbes fermées

Il est utile, méme lorsque 'on s’intéresse & des propriétés différentielles,
de considérer des invariants topologiques, i.e. des objets (nombres, groupes,
etc.) qui restent inchangés lorsque l'on déforme contintiment la structure
étudiée.

Courbes planes

Définition 1.5.9. Soit f : S — R? une courbe fermée. Le nombre enroul( f)
d’enroulement de f est le degré de Uapplication T : S' — S, qui a t € St
associe le vecteur unitaire tangent a la courbe au point f(t).

Proposition 1.5.10. Le nombre d’enroulement est indépendant du paramé-
trage (s’il préserve lorientation). Il est invariant par déformation.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de ce que le degré est
invariant par homotopie. O
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Remarque 1.5.11. Pour une courbe orientée, le nombre d’enroulement est
défini en choisissant une paramétrisation. Pour une courbe non orientée, il
est défini au signe pres.

Théoréme 1.5.12. Soit f : S — R? une courbe fermée paramétrée a vitesse

unité. Alors )

— k(s)ds = enroul(f).

e ()
Démonstration. Par définition, k(s) est la vitesse (orientée) de variation du
vecteur unitaire tangent 7(s) par rapport a s. L’intégrale de k est donc la
variation totale de 7, i.e. I'intégrale sur S! de x(s) est égale a 27 fois le

nombre de tours effectués par 7. ]

On définit de facon analogue a ce qui a été fait précédemment I’homotopie
entre deux courbes fermées orientées.

Théoréme 1.5.13. Les courbes fermées orientées sont classifiées a homoto-
pie pres par leur nombre d’enroulement.

Démonstration. Deux courbes homotopes ont les mémes nombres d’enroule-
ment par invariance du nombre d’enroulement par déformation.

Réciproquement, soit ¢, co deux courbes fermées orientées ayant le méme
nombre d’enroulement n. On veut montrer qu’elles sont homotopes. Quitte
a effectuer une déformation homothétique, il suffit de montrer le résultat
lorsque c; et co sont de longueur 27.

On choisit des paramétrages fi, fo & vitesse unité. Quitte a translater, on
peut supposer que f1(0) = f2(0) = 0. On appelle 71, 72 les vecteurs unitaires
tangents associés, ainsi deg(m1) = deg(m2) = n.

D’aprés le théoréme de classification des applications de S* dans S?, il
existe une homotopie H : [0,1] x S* — S! de 7, sur 75. On pose alors, pour
t€[0,1] et s € R,

2w

F(t,s) /Htudu— H(t,u)du.
0

Observons que F' est une application réguliére, 2mw-périodique telle que

S s 21
F@$—A wdu = = [ nu)du = (o)

F(1,s) = /0 ro(u)du — /027r ra(u)du = fofs).

De plus pour tout ¢ € [0,1] et s € S,

2

iF(t s)=H(t,s)—

T H(t,u)du # 0

o
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car 27! OZW H(t,u)du est dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1,
comme barycentre de points de S*.
Il s’ensuit que F' est bien une homotopie entre f; et fo. O

Remarque 1.5.14. Il s’avére qu’une courbe fermée simple a pour nombre
d’enroulement 1 ou —1. Nous ne le démontrerons pas ici et renvoyons le
lecteur a [DoCarmd, Theorem 2, p. 396].

Théorie des nceuds

Les propriétés des courbes gauches fermées simples font 1'objet de la
théorie des nceuds. Il s’agit de classifier les plongements de S' dans R? a
isotopie prés. Pour distinguer deux tels plongements, on cherche a construire
des invariants qui permettent de les distinguer (polynéme de Jones, etc.).

Nous renvoyons le lecteur au livre [Sossinsky| pour une belle introduc-
tion & cette théorie riche et difficile. Nous indiquons ici briévement, sans
démonstration, quelques propriétés globales des courbes gauches.

Théoréme 1.5.15 (FenchelE[). Soit p : St — R? une courbe fermée. Alors

/ K > 2.
Sl

1l y a égalité si et seulement si ¢ est une courbe plane convexe.

La démonstration fait appel a la théorie des surfaces qui fait 'objet du
prochain chapitre. Le lecteur intéressé peut consulter les détails de ce résultat
célebre dans [DoCarmo, Theorem 3, p. 399].

On peut améliorer sensiblement I’énoncé du résultat précédent.

Définition 1.5.16. On dit qu’une courbe fermée I' C R? est non nouée s’il
existe un plongement @ : A — R3 du disque unité A de R? tel que

p(0A) =T.
Une courbe est dite nouée dans le cas contraire.
On peut vérifier que le caractére noué est invariant par homotopie.

Théoréme 1.5.17. Soit ¢ : S* — R3 une courbe fermée nouée. Alors

/ K > 4.
Sl

Il s’agit la d’un résultat célébre de FaryE| et Milnorlﬂ, le lecteur en trouvera
une démonstration dans [DoCarmo, Theorem 4, p. 402].

4. Moritz Werner Fenchel, mathématicien danois d’origine allemande (1905-1988), un
des pionniers de ’analyse convexe.

5. Istvan Fary, mathématicien hongrois (1922-1984).

6. John Willard Milnor, mathématicien américain (1931-), médaille Fields en 1962.
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1.5.3 Inégalité isopérimétrique dans R?

Le théoréme de J ordanm assure que le complémentaire R?\ ¢ d’une courbe
plane fermée simple réguliére ¢ a exactement deux composantes connexes,
notées ¢jnt et cezr. Ce sont deux domaines de frontiéres communes

OCint = OCeqt = C

ol c¢jn désigne la composante compacte. Nous renvoyons le lecteur au livre
de Berger-Gostiaux [BerGos, Théoréme 9.2.1] pour une démonstration de ce
résultat classique et important.

Nous appelons dans la suite « aire de (la région délimitée par la courbe)
c» laire de la composante compacte c;p.

Théoréme 1.5.18. Soit ¢ une courbe plane fermée simple réguliere. Alors

Aire(c) < Aire(D) 1

((c)2 — (D)2  4x’

avec éqalité si et seulement si ¢ est un cercle.
Il s’agit de I'inégalité isopérimétrique dans le plan.

Remarque 1.5.19. Ce type de probleme est connu depuis I’Antiquité. La
reine Didon, fondatrice de Carthage en 814 avant J.-C., obtient pour s’ins-
taller « autant de terre qu’il en pourra tenir dans une peau de beeuf. » Didon
fait découper cette peau en fines lamelles et les met bout & bout de facon a
délimiter le plus grand territoire possible (bordé par la mer) : sauriez vous
Uaider a résoudre ce probléeme isopérimétrique dans le demi-plan ?

Démonstration. La démonstration de I'inégalité isopérimétrique est une jolie
conséquence de I'inégalité de Wirtingerlﬂ (Lemme ci-dessous).

On se raméne par homothétie & une courbe de longueur 27, avec para-
métrisation a vitesse unité h : S' — R2. On se raméne par translation au
cas ot (0,0) est le centre de gravité de c. Autrement dit, si h = (f, g), on

Sl Sl

f/2 + 9/2 =2r = e(c)v
g1

MM@=LJ@=—AJ@

7. Marie Ennemond Camille Jordan, mathématicien frangais (1838-1922).
8. Wilhelm Wirtinger, mathématicien autrichien (1865-1945).

Il vient alors

tandis que
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On en déduit
2(n — aive(e) = [ (149" —20g) = [ =P+ [ (-9
g1 g1 g1
Le lemme de Wirtinger assure que la premiére intégrale est positive donc
21 — 2Aire(c) > 0.

Le cas d’égalité correspond & un cercle paramétré a vitesse unité. O

Lemme 1.5.20. Soit f : R — R une fonction réguliére 2m-périodique de
moyenne nulle. Alors

2 2
Fydt< [ fRde
0 0

avec égalité ssi f(t) = acos(t) + bsin(t).

Démonstration. La fonction f (resp. f') est L2, donc coincide au sens L? avec
sa série de Fourier. En intégrant par parties, on observe que les coefficients
de Fourier de f’ vérifient

ci(f') = ikey(f),

done |ep(f)I? < lex(f)]? si k # 0.
Or le coefficient co(f) est supposé nul, d’ou le résultat. O]

Remarque 1.5.21. La premiére preuve rigoureuse de l’inégalité isopérimé-
trique date seulement de la fin du XIX® siécle (par Weierstmssﬂ). La preuve
indiquée ci-dessus ne traite que le cas des courbes de classe C*. Une approche
alternative, plus géométrique, consiste a se ramener au cas d’un convere com-
pact du plan, puis a Uapproximer par des polygones.

L’inégalité isopérimétrique dans R™, n > 2, prend la forme suivante : si
Q est un domaine borné (suffisamment régulier) de R™, alors

[Vol(@)]"  _ _[Vol(B,)]" __ [Vol(B,)]"

[Vol(0Q)]"—1 = [Vol(dB,)|"~t  [Vol(Sp—1)]*~!

ot By, (resp. Sp—1) désigne la boule (resp. sphére) unité de R™.

Les théoréemes isopérimétriques sont actuellement [’objet de recherches
intenses (le probleme est délicat en dimension supérieure et dans certains
espaces exotiques), en particulier en analyse fonctionnelle et en géométrie
conveze.

9. Karl Weierstrass, mathématicien allemand (1815-1897), le « pére de I'analyse mo-
derne ».
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1.6 Exercices

Courbes planes

Exercice 1. Soit ¢ : R — R? une application lisse avec p(0) = (0,0), dont
ItTmage T est incluse dans la cubique cuspidale

C:={(z,y) eR?/y* =2"}.

Montrer qu’on a nécessairement ¢©'(0) = (0,0).

Exercice 2. Soit " une conique du plan R? et A € T'. La droite D(t) de pente
t passant par A rencontre en général la conique I' en un deuziéme point noté
My de coordonnées (x(t),y(t)).

1) Montrer que lapplication t — ¢(t) = (z(t),y(t)) € R? parametre
I\ {1pt} par des fractions rationnelles.

2) Donner un paramétrage du cercle x> + y? = 1 (privé d’un point) par
des fractions rationnelles.

Exercice 3. Soit a,b > 0. Déterminer le lieu géométrique défini par la
paramétrisation

1—t2 2t
teR— [a— . b——— R2.
oite (aw, 1+t2)e

Exercice 4.
1) Soit ¢ : t €]0,+oc[— (t2,t%) € R%. Montrer que la longueur d’arc
comptée a partir du point (0,0) est la fonction algébrique

1 8
) = 5o (4+ 9¢2)3/2 — >

2) Savez-vous calculer le périmeétre d’une ellipse ? Et son aire ¢

Exercice 5. Donner une paramétrisation de la cubique nodale
I = {(z,y) € R?/y? = o + 2%},

Tracer son graphe et calculer sa courbure.

Exercice 6. Soit o : I — R? une courbe paramétrée telle que ||o(t) —o(s)||?
est une fonction lisse de |t — s|?. Montrer que la courbe géométrique associée

est une portion de droite ou de cercle.
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Exercice 7. Etudier, tracer et calculer la courbure de la tractrice

t
p:t €0, m]—a (sint,cost + In tan 2) € R2

Exercice 8. La développée d’une courbe plane T' de paramétrisation o(t)
est le lieu de ses centres de courbure (i.e. le lieu des centres des cercles
osculateurs). Elle admet la paramétrisation

1
P(t) = p(t) + %N(t)

ot N(t) est le vecteur normal unitaire a T' en o(t).

1) Montrer que la tangente en (t) a la développée est portée par la
normale en @(t) a T.

2

2) Montrer que la développée de la parabole d’équation y = ax® est la

courbe d’équation 27z% = 16a(y — 1/2a)3.

Exercice 9. Soit t — D(t) une famille de droites du plan. On appelle enve-
loppe de cette famille une courbe T' paramétrée t — @(t) telle que pour tout
t, I' est tangente a D(t) en o(t).

1) On suppose que pour tout t, D(t) est la droite passant par le point
M(t) de vecteur unitaire directeur u(t). Montrer que si u' ne s’annule pas,
alors la famille D(t) admet une enveloppe.

2) Que signifie le fait que v’ =07
3) Calculer ’enveloppe de la famille de droites D(t) d’équations

X —2Y — 3 =0.

4) Soit T C R? une courbe géométrique paramétrée par son abscisse cur-
viligne s — 1(s). Montrer que si 1 n’a pas de point d’inflexion, la famille de
ses normales posséde une enveloppe (la développée de T').

Exercice 10. Soit I' une courbe plane fermée simple. On suppose que sa
courbure vérifie
0<k<C

pour une constante C' > 0. Montrer que

) = 4.
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Courbes gauches

Exercice 11. Soit I' une courbe paramétrée par son abscisse curviligne ¢ :
I — R3. Montrer que le plan osculateur a T' en ¢(s) est la limite lorsque
h,k — 0 du plan passant par les points ¢(s), (s + h) et o(s + k).

Exercice 12. Etudier la facon dont une homothétie transforme la courbure
et la torsion d’une courbe gauche.

Exercice 13. Calculer « l’appareil de Frenet », c¢’est-a-dire les vecteurs T, N
et B, la courbure k et la torsion T de la courbe paramétrée

p:te€R— (V1412 In(t+ 1 +12)) € R3,

Exercice 14. Soit ' C R? une courbe gauche dont toutes les tangentes
passent par un méme point. Montrer que I' est une (portion de) droite.

Exercice 15. Une hélice généralisée est une courbe gauche dont la tangente
fait un angle constant avec une direction fixe. Montrer qu’une courbe gauche
est une hélice généralisée si et seulement st le quotient de sa courbure par sa
torsion est constant.

Exercice 16. Soit I' C R? une courbe paramétrée de courbure constante
k > 0 et de torsion constante T € R. Montrer (par une preuve directe) que
I' est une hélice.

Exercice 17. Soit ' C R® une courbe paramétrée par la longueur d’arc
¢ : I — R3. On suppose qu’il existe so € I tel que ||p(s)]| < |lo(s0)|| pour
tout s dans un voisinage de sg. Montrer que

1

w50) 2 ot

On pourra étudier la fonction f(s) = |l¢(s)|*.

Exercice 18. Soit ' une courbe gauche paramétrée par ¢ : I — R3. Montrer
qu’il existe un unique cercle qui réalise un contact d’ordre trois (au moins)
avec T’ au point ¢(t), qu’il est inclus dans le plan osculateur a T' en ¢(t), et
qu’il a pour rayon R = 1/k(t) et pour centre le point ¢(t) + x~L(t)N(t).
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Exercice 19. Soit t € [a,b] — X (t) € R3 une fonction vectorielle lisse telle
que || X (t)]| = 1 pour tout t. On suppose que les vecteurs { X (t), X'(t), X" (t)}
forment une base de R3 pour tout t, on fixze c € R* et on considére

p:t€la,b]— () :c/tX(s)/\X’(s)dsER?’.

Montrer que la courbe géométrique 'y, a une torsion constante = 1/c (on
pourra montrer que le vecteur binormal B(t) a I est proportionnel a X (t)).

Exercice 20. Soit ¢ : R — R3 définie par

(t,0,e ) si t>0
ot)=1{ (0,0,0) si t=0
(t,e Y.0) si t<O0.

1) Montrer que ¢ est lisse et que I' = o(R) est réguliére.

2) Montrer que k(t) # 0 sit ¢ {0,4+/2/3} et vérifier que x(0) = 0.
3) Montrer que le vecteur normal est discontinu en t = 0.

4) Montrer que T = 0 bien que I' ne soit pas une courbe plane.

Exercice 21. Soit T une courbe réguliére paramétrée par o : I — R3. Soit
7 la projection orthogonale sur le plan osculateur a T en ¢(t). Montrer que
la courbure en t de la courbe plane 7o ¢(R) est égale a K(t).

Exercice 22. Soit ¢ : s € I — ¢(s) € R® une courbe gauche T'. On note
k(s) et 7(s) la courbure et la torsion dont on suppose qu’elles ne s’annulent
pas. On note R=1/k et 6 =1/7.

1) Montrer que si ' est tracée sur une sphére, alors
R? 4+ (R)?6% = constante.

On pourra supposer que la sphére est centrée a l'origine et dériver trois fois
Videntité ||¢(s)||> = constante.

2) On suppose réciproquement que R? + (R')26% = constante. Montrer
que ¢(s) + R(s)N(s) — R'(s)d(s)B(s) est constant, et en déduire que I' est
tracée sur une spheére.
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Isométries et propriétés globales

Exercice 23. Montrer que la composée de deux rotations (affines) du plan
est soit une translation, soit une rotation (affine).

Exercice 24. On note O(n,R) l’ensemble des matrices orthogonales, et
SO(n,R) celles qui préservent l'orientation (i.e. de déterminant 1). Mon-
trer que :

1) O(n,R) est un groupe compact ;

2) SO(n,R) est un groupe connexe ;

3) SO(2,R) est commutatif, mais pas SO(n,R), n > 3;

4) SO(n,R) agit transitivement sur la sphére S"~1 (n > 2).

Exercice 25. Soit f : S* — S une application et F' un relevé de f. Montrer
que :

[F(t-+2m) — F(1)]

vVt € R, deg(f) = o

Exercice 26. Soit f : R — R une fonction 2w-périodique et
g:teR—g(t)=f(t)+teR.

Montrer que g induit une application G : S — S' dont on calculera le degré.

Exercice 27. Soit f : S' — S une application continue. Montrer que le
nombre P(f) de points fizes de f vérifie

P(f) = |deg f —1].

Exercice 28. Soit f,g:S' — S' deuz applications continues. Montrer que

deg(fog) =deg f-degg.

En déduire que f a beaucoup de points périodiques si | deg f| > 2.

Exercice 29. Soit I' C R? une courbe plane. On appelle sommet de T' un
extremum local de la courbure de I.

i) Montrer que tout point d’un cercle est un sommet. Montrer qu’une
ellipse a quatre sommets.

ii) Montrer qu’une courbe fermée a toujours deuxr sommets, puis qu’une
courbe fermée simple convexe a au moins quatre sommets.

10. Il s’agit du théoréme des quatre sommets, prouvé pour la premiére fois en 1909.
Pour un historique et une preuve de la réciproque, nous renvoyons le lecteur a [DoCarmo
pp 37-41] ainsi qu’a Darticle « The converse to the four vertex theorem » de B.Dahlberg,
Proceedings of the American Mathematical Society, Vol.133, no7 (2005), 2131-2135.
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Chapitre 2

Surfaces de R3

Introduction

Dans ce deuxiéme chapitre, nous étudions les propriétés métriques des
surfaces de R3. On peut définir celles-ci a I'aide d'une paramétrisation ou par
une équation implicite, comme dans le cas des courbes. Le cas modéle est
celui des surfaces définies comme le graphe d’une fonction de deux variables.

Nous passons en revue les différentes facons de définir une surface et
étudions la notion de plan tangent dans la section 2.1, puis la premiére
forme fondamentale dans la section 2.2. Cette derniére n’est rien d’autre que
la restriction du produit scalaire euclidien de I'espace ambiant R3.

Nous définissons ensuite I'application de Gauss qui joue un role fonda-
mental. Nous calculons sa différentielle, obtenant ainsi une nouvelle forme
quadratique sur ’espace tangent, c’est la deuziéme forme fondamentale. On
en déduit les différentes notions de courbure. La notion la plus importante est
la courbure de Gauss, la plus délicate & manipuler est la courbure moyenne.

Nous démontrons dans la section 2.4 le céléebre Theorema egregium de
Gauss. Il assure que la courbure de Gauss est entiérement déterminée par
la premiére forme fondamentale. En particulier, deux surfaces localement
isométriques ont méme courbure de Gauss. Ce résultat n’a pas d’analogue
dans le cas des courbes : toutes les courbes sont localement isométriques,
bien qu’elles n’aient pas nécessairement la méme courbure.

Nous étudions dans la section 2.5 la structure d’espace métrique des
surfaces. Nous introduisons la notion de géodésique dont I'existence locale
résulte du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Nous montrons que les géodésiques
minimisent localement la distance intrinséque et que 'application exponen-
tielle est un difféeomorphisme local.

Nous introduisons ensuite la caractéristique d’Euler, et énoncons le théo-
réme de Gauss-Bonnet qui relie un invariant topologique (la caractéristique
d’Euler) a la valeur moyenne d’un invariant différentiel (la courbure de
Gauss). C’est un résultat splendide que nous ne faisons qu’effleurer.

41
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2.1 Espaces tangents

2.1.1 Définitions équivalentes

Nappes paramétrées

Définition 2.1.1. Une nappe paramétrée est une application lisse injective
0:U — R3

définie sur un ouvert U de R?. Elle est dite régulicre si la différentielle de ¢ en
chaque point de U est de rang 2 et si ¢ : U — @(U) est un homéomorphisme.

Deux nappes paramétrées (¢, U) et (¢, V') sont équivalentes s'il existe un
diffeomorphisme (lisse) f : V. — U tel que ¢ = ¢ o f. Le lecteur vérifiera
qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence. Comme

Dipp = Dogpyo Dfy

avec D f, inversible, les différentielles D et Dy ont méme rang.

Définition 2.1.2. On appelle nappe géométrique réguliére une classe d’équi-
valence de nappes paramétrées réquliéres.

Une surface est une partie de R® qui est, au voisinage de chacun de ses
points, une nappe géométrique réguliére.

On fera souvent I’abus de langage de confondre une nappe et son support,
c’est-a-dire I'ensemble des points de R? images d’une paramétrisation.

Exemple 2.1.3. Considérons le cone de révolution paramétré par
@ : (6, 2) €]0,2n[xR — (zcos b, zsinh, z) € R3,
La matrice de la différentielle de ¢

—zsinf cosf
Dy(0,z) = zcosf sinf
0 1

est de rang 2 si et seulement si z # 0, c’est-a-dire que le cone est une surface
réguliere en tout point, sauf en son sommet.

Remarquons que si une nappe (¢,U) est réguliére en un point p =
(so,t0) € U, alors les vecteurs
I

0
%(503 tO) et aif(soa tO)

sont linéairement indépendants.

Il est important de noter qu’on ne peut pas, en général, décrire une
surface (réguliére ou non) a l'aide d’un seul paramétrage. C’est déja le cas
de la sphére unité S? C R? :
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Exemple 2.1.4. La sphére unité S? est lensemble
§%={(z.9.2) €R* /o +97 + 22 =1},

Nous voulons justifier que c’est une surface réguliere. Par définition, il s’agit
de montrer que c’est une nappe géométrique réguliere au voisinage de chacun
de ses points.

Soit p = (a,b,c) un tel point. Quitte a interchanger le réle de a,b,c, on
peut supposer que ¢ # 0. Posons U := {(z,y) € R? /2?2 +y? < 1}. Sic >0,
on consideére

o:(x,y) €U — (z,y,v/1—122—19?) c R3.

C’est une paramétrisation lisse qui est le graphe d’une fonction lisse, elle
définit donc une paramétrisation réguliére et on a p = ¢(a,b) € o(U).
Si ¢ < 0, on considére a la place Uapplication

1/}:(x,y)GU#—)(x,y,—Vl—x2—y2)€]R3

pour conclure de facon similaire.

En procédant ainsi, il nous faut donc six applications pour paramétrer la
sphére unité! Les coordonnées sphériques permettent de ne considérer que
deux applications, mais une seule paramétrisation ne suffit pas car la sphére
unité est compacte : comme nous imposons & une paramétrisation réguliére
¢ : U — @(U) d’etre injective, elle réalise un difféomorphisme sur son image,
celle-ci ne peut donc pas étre compacte.

Graphes de fonctions

De la méme fagon que les graphes de fonctions d’une variable réelle sont
les modéles locaux des courbes planes lisses, les graphes de fonctions de deux
variables réelles sont les modéles locaux des surfaces réguliéres de R3.

Soit h : U — R une fonction lisse définie sur un ouvert U C RZ2. Le
graphe de h est le lieu géométrique

Sp={(z,y,2) e U xR /z=h(x,y)}.
C’est donc une nappe géométrique paramétrée par
(1Y) €U (,y,h(z,y)) € R,

C’est toujours une immersion puisque la matrice de la différentielle de ¢ est
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ott I'on a noté h), = oh/0x, hi, = Oh/dy.

Observons que le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs dp/0x
et Op/0y (on verra plus tard qu’il s’agit de I'espace tangent a S ) ne contient
jamais 'axe des z.

Nous montrons & présent, & ’aide du théoréme d’inversion locale, qu'une
surface réguliére peut s’exprimer au voisinage de chacun de ses points comme
le graphe d’une fonction lisse, dans un systéme adéquat de coordonnées.

Proposition 2.1.5. Soit S C R3 une surface réguliére. Alors pour tout point
p de S, il existe un systéeme de coordonnées cartésiennes centré en p tel que
S s’exprime, au voisinage de p, comme le graphe d’une fonction lisse.

Démonstration. Soit ¢ : U — R? une paramétrisation de S,

Sp(uv U) = (a(uv U)? /B(u7 U)v 7(“7 U))

ol a, B et v sont des fonctions lisses. On note ay,, oy, By, etc. les dérivées
partielles des fonctions «, 8, par rapport & u,v. Par hypothése, la matrice
de la différentielle dy,, au point m = (ug, vp) tel que p = p(m) est de rang
deux. Dans la base canonique, celle-ci est

au(“Ov UO) OéU(UO, UO)
Bu(uo,v0)  Bu(uo, vo)

Yu(to,v0)  Yu(uo,v0)
Quitte & permuter les coordonnées dans R?, on peut supposer que le mineur

ay(ug, vo) (g, vo)

Buluo,vo)  Bu(uo,vo)
n’est pas nul. Considérons 'application
f:(u,v) €U (afu,v), Bu,v)) € R%

Elle est de rang 2 en m = (ug, vp). Le théoréme d’inversion locale assure que
c’est un difféomorphisme local, c’est-a-dire qu’il existe un voisinage V de m
tel que f réalise un difféomorphisme de V' sur son image W = f(V).
Notons g = ( f|V)_1 I’application inverse de ce difféomorphisme local, et
considérons 1 := @ o g qui est bien définie dans W = f(V'). Alors

b (2,y) €W e (2,y, h(z,y)) € R® avec h(z,y) =7 o g(x,y)
est une paramétrisation de S au voisinage de p qui est du type recherché. [

Exemple 2.1.6. Le paraboloide hyperbolique (encore appelé « selle de che-
val » ou « col ») est la surface réguliére S définie par la nappe géométrique

¢ (z,t) € R? = (2,1 +t,z +tx) € R®.
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Cette surface est décrite simplement par l’équation algébrique
S ={(z,y,2) € R® )z = xy},

c’est donc le graphe de la fonction h(x,y) = xy. En voici une représentation
graphique :

Elle admet une autre interprétation. Posons a(r) = (x,1,z) € R3 et
B(x) = (0,1,7) € R3. La surface S est la réunion des droites passant par
a(x), de vecteur directeur B(x), lorsque x décrit R; en coordonnées cela
revient a décomposer

o(t,z) = ax) + tp(x).

Les surfaces qui s’obtiennent ainsi s’appellent des surfaces réglées.

Equations cartésiennes

De nombreuses surfaces sont définies par des équations algébriques, voire
comme surfaces de niveau d’une fonction de trois variables. Dans ce cas, il est
parfois peu commode d’utiliser des paramétrisations pour vérifier que ’'on a
bien & faire & une surface réguliére (cf. Exemple [2.1.4)).

Nous donnons & présent un critére simple, conséquence du théoréme des
fonctions implicites qui garantit que de tels ensembles sont bien des surfaces
réguliéres.

Proposition 2.1.7. Soit f : V — R une fonction lisse définie sur un ouvert
V de R3. Soit p € R? un point tel que f s’annule en p et sa différentielle

D,f :R® - R
est surjective. Alors I’ensemble

est une surface réguliére au voisinage de p.

Notons que I’hypothése est facile & vérifier : la différentielle de f au
point p est surjective si et seulement si elle n’est pas nulle puisque ’espace
d’arrivée est de dimension 1. Il s’agit donc de calculer les dérivées partielles
fz(p), fy(p), f2(p) et de vérifier que I'une d’entre elles n’est pas nulle.



46 CHAPITRE 2. SURFACES DE R?

Démonstration. Puisque D), f est surjective, I'une au moins des dérivées par-
tielles de f n’est pas nulle au point p. Quitte & permuter les coordonnées, on
peut supposer que

of

0z
Le théoréme des fonctions implicites garantit alors que I’équation f(x,y, z) =
0 se résout au voisinage de p : il existe un ouvert U de R? et une fonction
lisse h définie sur U tels que 'on a ’équivalence

(p) # 0.

{(z,y) €U et f(z,y,2) =0} < 2 = h(z,y).
Cela donne ainsi une paramétrisation réguliére de S au voisinage de p. [

Nous résumons les différents points de vue équivalents pour définir une
surface géométrique réguliére :

Proposition 2.1.8. Les propriétés suivantes sont localement équivalentes :
i) S est une surface paramétrée réguliére ;

ii) S C R? est le graphe d’une fonction de deux variables réelles ;

iii) S ={(z,y,2) € V| f(z,y,2) =0} avec f:V — R une fonction lisse
dont la différentielle est surjective.

iw) S = ®(z = 0) est I’image du plan de coordonnée (z = 0) C R3 par un
difféomorphisme ® : R3 — R3.

Démonstration. L’implication i) = i7) résulte de la Proposition tandis
que iii) = i) résulte de la Proposition 2.1.7]

Supposons que S = {(z,y,2); z = h(x,y)} est localement le graphe d’une
fonction lisse. Alors S = f~1(0) avec f(x,y,2) = z — h(z,y) submersive,
puisque V f = (—hg, —hy,1). Cela montre que i) = iit).

Si § = ®(z = 0) est l'image du plan (z = 0) par un difféeomorphisme
local de R?, alors ¢(x,y) = ®(z,y,0) est une paramétrisation réguliére de
S. Réciproquement, si ¢(z,y) = («,3,7) est une paramétrisation locale
réguliere de S telle que a8y — ay By # 0, alors ®(z,y, 2) = (z,y) + (0,0, 2)
est un difféeomorphisme local de R3 puisque

Jac(q))(x, Y, Z) = awﬁy - ayﬁz # 0.
Cela montre que i) < iv) puisque ®(z =0) = S. O

2.1.2 Surfaces spéciales

Nous décrivons ici trois types de surfaces particuliérement importantes
que nous rencontrerons tout au long de ce texte.
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Quadriques

Ce sont les surfaces S = {(z,9,2) € R®/ f(z,y,2) = 0} définies par
le lieu d’annulation d’un polynéme de degré deux. On peut les classifier en
réduisant la forme quadratique définie par la partie homogéne de degré deux
du polynéme f, et montrer qu’une telle quadrique est, & conjugaison par une
isométrie globale de R3 prés,

— soit vide :

fla,y,z) =a® +y* + 22 + 1,
— soit un ellipsoide :

.’E2 2 2

Y z
f(xayaz)zﬁ'f‘bj"‘cj—l,
— soit un cone elliptique :
2 2 2
Y
flz,y,2) = 22
— soit un hyperboloide & une nappe :
2 2 2

— soit un hyperboloide & deux nappes (non connexe) :

22 2 22
f(I,y72)=¥+b*2—c*2+1,
— soit un paraboloide hyperbolique :
2 2
Z Y
f(IE,y,Z) = ? - big - %
— soit un paraboloide elliptique :
2 2
Z Y
f(x,y,Z) = E—’_big -z,
— soit un cylindre elliptique :
2 2
£ Y
f(CU,y,Z) = ?_‘_bﬁ _17
— soit un cylindre hyperbolique :
2 2
< Y
== -2 1
fley2)=5-35-L
— soit un cylindre parabolique :
2
x
f(l‘,y,Z) =5 Y

a2
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Nous vous laissons démontrer ce résultat. Observez que I’équation propo-
sée pour le paraboloide hyperbolique peut encore s’écrire z = z’y’ en posant

/ r oy / x )
= - — = t e et}
v a be y a+b’

ce qui correspond bien aux notations utilisées dans ’Exemple

Voici une représentation graphique des deux hyperboloides.

Surfaces de révolution

On considére une courbe plane C et on la fait tourner autour d’une droite
D du plan qui la contient. La droite D s’appelle l’axze de révolution.

Si la courbe C est une droite, la surface obtenue est un cylindre (droit)
si les droites C et D sont paralléles, un plan si elles sont perpendiculaires et
un cone sinon.

Si la courbe C est un cercle, la surface obtenue est une sphére si la droite
D est un diamétre de C, un tore de révolution si D et C ne se coupent pas.

On peut supposer que le plan de référence est le plan de coordonnées
2Oz et que la courbe C est paramétrée par sa longueur d’arc

sel— (f(s),0,h(s)) € R,

avec f'(s)2 4 h(s)? = 1. En supposant également que I’axe de révolution est
I’axe de coordonnée Oz, la surface de révolution est alors paramétrée par

©:(s,0) € Ix]0,2x[— (f(s)cosb, f(s)sind, h(s)) € R3.
Observons que
s = (f'(s)cos®, f'(s)sin@,h'(s)), 9= (—f(s)sind,+f(s)cosb,0)

et
©s AN pg = f(s) (=H(s) cosf, —h'(s)sin®, f'(s)),
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donc la surface S est réguliere 1a ou f(s) # 0. Les points singuliers de
cette surface (s'il y en a) se situent donc a I'intersection entre C et 'axe de
révolution.

Définition 2.1.9. Les courbes correspondant a 8 = constante s’appellent des
meéridiens, celles correspondant a s = constante s’appellent des paralléles.

Exemple 2.1.10. Un tore de révolution est la surface obtenue en faisant
tourner un cercle autour d’une droite qui ne le rencontre pas. C’est un pneu
dont on ne considére que la surface. Il admet la paramétrisation

o(u,v) = ([R+ rcosu]cosv, [R+ rcosu|sinv, rsinu), avec R > 7.

Cette derniére condition assure que le cercle que l'on fait tourner autour de
Daze (Oz) ne rencontre pas ce dernier. En voici une représentation :

Surfaces réglées

Ce sont les surfaces obtenues en faisant passer, par tout point d’une
courbe C, une droite qui dépend de fagon lisse du paramétre. Si la courbe
C est paramétrée par t € I — a(t) € R3, la droite passant par a(t) peut
étre définie par son vecteur directeur 3(t) € R3. La surface admet ainsi la
paramétrisation

(t,s) € I x R at) + sp(t) € R3.

Lorsque le vecteur directeur B(t) = [y est constant, on obtient un cy-
lindre. Lorsque les droites R3(t) sont toutes concourantes, on obtient un
cone. Le paraboloide hyperbolique est un autre exemple de surface réglée que
nous avons rencontré dans ’Exemple [2.1.6] Voici la représentation graphique
d’un conoide, pour lequel les droites sont paralléles a un plan directeur :
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Un exemple particuliérement important est la surface obtenue en considé-
rant ’ensemble des tangentes a la courbe C. Supposons que C est paramétrée
par sa longueur d’arc. On obtient alors

() =T(t) et o' (t) = k(t)N(t)

ou k(t) est la courbure de C et ou {T'(t), N(t), B(t)} désigne le triedre de
Frenet (cf. chapitre 1), avec B(t) := T'(t) A N(t).

La surface réglée des tangentes a C s’obtient alors en prenant 5(t) = o/(t).
Il vient ainsi

8—90(5, t) = B(t) = () et a—80(5,15) =a(t) + s’ (t).

Os ot
Le produit vectoriel
g—f(s,t) A %—f(s,t} =sd/(t) A" (t) = sk(t)B(t)

est donc non nul si k(t) # 0 et s # 0.

Ainsi, la courbe C = {(t,s) € I x R /s = 0} est (probablement) un lieu
de points singuliers pour cette surface réglée. Les autres points de la surface
sont réguliers, sauf (peut-étre) ceux qui se situent sur une tangente a un
point en lequel la courbe est de courbure nulle.

Notons que si la courbe C est une droite, on obtient une situation dégé-
nérée puisque 'ensemble des tangentes coincide alors avec la droite C.

2.1.3 Plan tangent
Définition

Soit S C R? une surface réguliére et ¢ : U C R? — S une paramétrisation
(d’une partie) de S. On peut définir le plan tangent & S en un point p = p(m)
de plusieurs fagons équivalentes.

Définition 2.1.11. On appelle plan tangent a S en p = p(m) le sous-espace
de R3 de dimension deuz défini par

T,(S) := Dy (R?).

Notons que la définition est indépendante du choix de la paramétrisation.
En effet, nous avons déja observé qu’un changement de paramétrisation re-
vient & précomposer I’application linéaire D¢, par un isomorphisme de R2,
ce qui ne change pas I'image D¢,,(R?).

Proposition 2.1.12. Le plan tangent T,(S) := D, (R?) est le plan ortho-
gonal au vecteur normal @, A @y. Lorsque S = {z = h(x,y)} est le graphe
d’une fonction h, on obtient

T,S = {(x,y,2) € R®, 2 = xh, + yh,}.
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Démonstration. Lorsque S = {z = h(x,y)} est le graphe d’une fonction h,
la paramétrisation réguliére p(z,y) = (x,y, h(z,y)) fournit

0 = (1,0,hs), @y, =(0,1,hy), et @z Apy=(—hg,—hy,1).

Il s’ensuit que le vecteur (z,y, z) est orthogonal & ¢, A @, si et seulement si
z = xhy +yhy. ]

Proposition 2.1.13. Soit S = {(z,y,2) € R®, f(x,y,2) = 0} une surface
réguliere définie par une application lisse f dont la différentielle Dof est
surjective a Uorigine 0 € S (i.e. £(0,0,0) = 0). Le plan tangent en ce point
est

of

ox

of

0
TyS = {(:U,y,z) eR3 z (0,0,0)+z8—f(0,0,0) _0}.
z
Démonstration. Quitte & interchanger les roles de x,y, z, on peut supposer
que f,(0,0,0) # 0. Il résulte du théoréme des fonctions implicites que S peut
s’exprimer prés de I'origine comme le graphe d’une fonction h(z,y). Comme

f(x,y,h(z,y)) =0, on obtient h, = —f,/f. et hy = —f,/f.. Ainsi,

_ of . of | of _
Z—th+yhy<:>xax+yay+zaz =0.

La proposition [2.1.12] permet donc de conclure. O

Lorsque la paramétrisation n’est pas injective, i.e. si ¢(m1) = ¢(ms) pour
deux points distincts mq, mo € U, il se peut qu’on ait deux plans tangents
différents correspondants & mq et meo. En pratique on peut les considérer
séparément en réduisant la taille du domaine de chaque paramétrisation.

La situation est plus compliquée lorsque D¢, n’est pas injective (i.e.
lorsque p = ¢(m) est singulier). Dans ce cas, il est possible que les plans
tangents voisins n’aient aucune limite en p. Nous laissons ce cas de coté ici.

Remarque 2.1.14. En principe, le plan tangent devrait étre défini comme
le plan affine p + Do, (R?) qui passe effectivement par p! Il est cependant
courant de faire un abus de langage et de ne considérer que sa partie vec-
torielle (qui passe par Uorigine de R3). Dans la suite, le contexte indiquera
clairement s’il faut prendre en compte la partie affine ou vectorielle.

Courbes tracées sur une surface

Soit I" une courbe paramétrée tracée sur S, c’est-a-dire la composée d’une
courbe plane paramétrée dont I'image est dans U C R? et de . Autrement
dit, si ¢ = ¢(u,v), on dispose d’une paramétrisation

vitel— p(u(t),v(t)) € S.
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Observons qu’un vecteur tangent a la courbe I' en un point p = 7(t) est
du type

Y (t) = Do) vy (' (), (1)),
c’est donc un vecteur tangent & S en p. Réciproquement, soit

X = ag—i(m) + b%f(m) e T(S)
un vecteur tangent & S en un point p = ¢(m). Considérons dans R? I'inter-
section I de U avec la droite de vecteur directeur (a,b) et passant par m.
Soit T' son image dans R? sous l’action de ¢ : c’est une courbe paramétrée
tracée sur S dont la tangente en p = ¢(m) est dirigée par X. Nous avons
ainsi démontré la proposition suivante.

Proposition 2.1.15. Le plan tangent ¢ S en un point p est constitué des
vecteurs tangents en p aux courbes tracées sur S (qui passent par p).

Application tangente

Soit S C R3 une surface réguliére et f : S — R™ une application. On dit
que f est lisse si pour toute paramétrisation ¢ : U — S d’une partie de S,
I’application f o : U — R" est lisse.

Notons que si cette propriété est satisfaite pour une paramétrisation lo-
cale, prés d’un point p € S, alors elle I’est pour toute autre paramétrisation
au voisinage de ce point. Nous laissons le lecteur vérifier ce fait.

De méme que les applications lisses définies sur les ouverts de R? ad-
mettent une différentielle, I’application lisse f : S — R™ admet une différen-
tielle D f, en tout point p € §. C’est I'application linéaire

Df, : T,(S) = R"

définie comme suit : si p : U — R? est une paramétrisation de S au voisinage
de p = p(up,v9) = @(myg), alors tout vecteur X € T,(S) est I'image par
Dy, d’'un unique vecteur Y € R2. On pose alors

DfP(X) = D(f © @)mo(y)'

Nous laissons le lecteur vérifier que cette définition est cohérente, c’est-
a~dire que D f,(X) ne dépend pas du choix de la paramétrisation .

La différentielle D f,, est 'application linéaire qui approche le mieux I’ap-
plication f, elle est donc appelée également application tangente & f au point
p. Un cas particulierement simple mais trés important est le suivant :

Exemple 2.1.16. Soit S C R? une surface régulicre et F : R® — R une
fonction lisse. Alors la différentielle de la restriction f de F' a S est la res-
triction de DF' a ’espace tangent a S. Autrement dit, pour tout p € S,

Dfy= D(Fls)p = (DFp)|Tp(S)-
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Position d’une surface par rapport a son plan tangent

Soit S une surface réguliére de R?. On fixe p un point de S et ¢ : U — S
une paramétrisation réguliére telle que p € ¢(U). On peut choisir un systéme
de coordonnées centré en p = (0,0,0) tel que S s’exprime comme un graphe
au-dessus du plan (20y). ¢ est alors donnée par

QO(I', y) = (.%', Y, h(iL‘, y))

ou h est une fonction lisse telle que h(0,0) = 0. Le plan tangent 7,(.S) est
alors le plan engendré par les vecteurs

©2(0,0) = (1,0,h4(0,0)) et ¢,(0,0) = (0,1, hy(0,0)).

Notons qu’on peut effectuer un nouveau changement de coordonnées pour
se ramener au cas oil le plan tangent est le plan (20y), i.e. on peut supposer
h4(0,0) = hy(0,0) = 0, ce que nous ferons dans la suite de cette section.

Lemme 2.1.17. Le plan tangent . S en p est le plan affine de R qui passe
par p et approche ¢ a l'ordre 1.

Démonstration. Dans le systéme de coordonnées choisi ci-dessus, I’équation
d’un plan passant par p est celle d’'un plan vectoriel :

aX +bY +c¢Z =0.
Ce plan approche ¢ a lordre 1 en (0,0) si
az + by + ch(z,y) = o((z,y))

lorsque (z,y) tend vers (0,0). Or, la différentielle de h est nulle en (0,0) de
par notre choix de coordonnées, donc

ax + by + ch(z,y) = ax + by + o((z,y)) = o((x, y))
ssia = b =0, i.e. si le plan considéré est le plan (z = 0) = (z0y). O

On pousse le développement limité un peu plus loin et on s’intéresse a
présent au contact d’ordre 2 pour déterminer la position de la surface S par
rapport a son plan tangent, au voisinage du point p. On pose
B 0%h 0%h 0%h

—@(0,0), S = (0,0) et tzain

" ~ 0x0y

(0,0),
de sorte qu'un développement limité a 'ordre deux de h en (0,0) est

1
h(z,y) = 5(7:752 + 2szYy + ty2) + 0(3:2 + y2).

Cette forme quadratique détermine la position de 7},S par rapport a S comme
nous l'expliquons plus loin.
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2.2 Premiére forme fondamentale

Le produit scalaire euclidien de R? induit naturellement un produit sca-

N

laire sur les plans tangents T),(S) a une surface régulicre S C R3. Cette
« structure riemannienne » va nous permettre de faire des mesures sur la
surface et ses espaces tangents.

2.2.1 Définition

Définition 2.2.1. Soit S C R3 une surface réguliére. On note
I, :T,(5) =R
la forme quadratique sur Uespace tangent T,(S) a S au point p, définie par
2
Ip(w) == (w,w)p = [[w]” = 0.
C’est la premiére forme fondamentale de la surface S.

Autrement dit, la premiére forme fondamentale reflete de quelle facon la
surface S hérite de la structure euclidienne de R3. Cela va nous permettre
de mesurer la longueur des arcs tracés sur .S, ainsi que les angles entre les
vecteurs tangents et ’aire des domaines dans S, sans faire référence a l’espace
ambiant.

Expression dans une paramétrisation

Soit ¢ : (u,v) € U = ¢(u,v) € R une paramétrisation de S. Un vec-
teur tangent w € T,(S) est associé & une courbe o : t €] —¢,¢e[— a(t) =
o(u(t),v(t)) € R3 telle que a(0) = p et @/ (0) = w. Il vient ainsi

Iy(w) = (/(0),/(0)), = (put! + @, puu’ + 0'),p
E(u)? 4+ 2Fu/v + G(v')?,

ol on a noté ¢, (resp. ¢,) la dérivée de ¢ par rapport & u (resp. v) calculées
ent =0, et ou

E = {(pu, SOu>pa F= <90ua90v>p et G = (py, SOv>p

sont les coefficients de la premiére forme fondamentale dans la base {¢y, vv}
de T),(S) déterminée par la paramétrisation .

Exemple 2.2.2. Soit P C R3 le plan affine passant par le point a et dont
la partie vectorielle est engendrée par une base orthonormée wy,ws € R3. I
admet la paramétrisation

¢ (u,v) € R o(u,v) = a + uw;y + vws € R3.
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Observons que @, = w1 et @, = wy sont des fonctions vectorielles constantes,
indépendantes de u,v. Comme la base {wy,ws} est orthonormée, on en déduit
que

EFE=1=GetF=0

dans cette paramétrisation.
Exemple 2.2.3. Le cylindre droit
C={(z,y,2) eR3 /2 +9*> =1}
admet la paramétrisation
¢ : (u,v) € R* = p(u,v) = (cosu,sinu,v) € R3.
Il vient ¢, = (—sinwu, cosu,0) et v, = (0,0,1), donc
E=G=1etF=0.

Notez que le plan et le cylindre droit ont méme premiére forme fonda-
mentale (dans ces paramétrisations). On dit qu’ils sont localement isomé-
triques (voir Définition . Les identités £ = G et F' = 0 traduisent
une propriété géométrique remarquable, comme nous l'indiquons plus loin
(paramétrisations conformes).

Exemple 2.2.4. L’hélicoide est paramétré par
o(u,v) € R? = (vcosu,vsinu, au) € R?

ot a > 0 est un paramétre fixré. On calcule ¢, = (—vsinu,vcosu,a) et
©p = (cosu,sinu,0), donc

E=v*+4+d* F=0etG=1.

En voict une représentation :
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2.2.2 Angles et longueurs
Longueur d’un arc

Soit T' une courbe tracée sur une surface réguliére S. Soit ¢ : U — R3
une paramétrisation de S et v : ¢t € I — y(t) = @(u(t),v(t)) € R® une
paramétrisation de I'. La longueur de la courbe I est

or) = / JEI? + 200 (0 + Gol (D2t
I
La distance intrinséque sur une surface S est

ds(p,q) = inf{l(7y) |y courbe tracée sur S t.q. v(0) = p et y(1) = ¢}.

Définition 2.2.5. Soit S et So C R? deuz surfaces.
On dit qu’elles sont isométriques s’il existe un difféomorphisme f : S1 —
Sy qui préserve les distances intrinséques (on dit que f est une isométrie).
On dit qu’elles sont localement isométriques si tout point S1 admet un
voisinage isométrique a un sous-ensemble de Sy et si tout point Sy admet un
voisinage isométrique & un sous-ensemble de Sy.

Proposition 2.2.6. Deux surfaces sont localement isométriques si et seule-
ment si elles ont la méme premiére forme fondamentale.

Démonstration. Soit S; et So C R3 deux surfaces. Elles sont localement

difféeomorphes. Quitte & réduire initialement les tailles de S et So, on peut

supposer qu’il existe un difféomorphisme global f : S; — S2 (que l'on peut

étendre dans un voisinage). Soit ¢ : (s,t) € U — ¢(s,t) € S; C R? une

paramétrisation locale de S1, alors ¥ = f o ¢ est une paramétrisation de Ss.
Si S1 et Sy ont la méme premiére forme fondamentale, alors

<'¢s,¢s> = <Df @S’Df'@s>‘

Et de méme, (¢s,91) = (Df - s, Df - 1), (bt 1) = (Df - o1, Df - ¢r). On
en déduit que Df réalise une isométrie entre les espaces tangents, donc f
préserve la longueur des courbes : c’est une isométrie.

Réciproquement, si Si,52 C R? sont localement isométriques, alors f
préserve les variations a l'ordre 1 des longueurs des courbes, donc les pre-
miéres formes fondamentales. O

Angles

L’angle 6 sous lequel deux courbes a: I — S et v : I — S s’intersectent
en t = to est I'angle entre les deux vecteurs tangents o' (tg) et 7/(t). Il est

déterminé par
(o' (t0): 7' (t0))

cosf =
o/ (to)| |7 (o)
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ou |w| désigne la longueur du vecteur tangent w € T,,(S), p = a(ty) = v(to),
c’est-a-dire |w| = /Ip(w).

Définition 2.2.7. On dit qu’une paramétrisation p(u,v) est conforme si les
angles dans le plan (uv) sont les mémes que les angles correspondants dans
T,S pour tout point p.

Lemme 2.2.8. Une paramétrisation ¢ est conforme si et seulement si
E=GetF=0.

Démonstration. L’orthogonalité entre ¢(t,0) et ¢(0,¢) montre que F = 0,
tandis que celle entre ¢(t,t) et o(t, —t) assure que E = G. O

Les paramétrisations du plan et du cylindre vues précédemment sont donc
conformes, mais pas celle de I’hélicoide. Vous montrerez que la paramétrisa-
tion de la sphére unité par la projection stéréographique est conforme :

Exemple 2.2.9. La projection stéréographique est définie comme suit : la
droite passant par un point (z,y,z) € S? de la sphére unité et par le pole
nord N = (0,0,1) € 5% coupe le plan (xOy) en un unique point (u,v,0). Le
systeme de coordonnées (u,v) permet de paramétrer S?\ {N} via

2u 2v u? +v2 -1 c R
w24+ w2+ 0241 u24+02+1 '

gp:(u,v)ER2r—><

Cette paramétrisation est conforme, mais elle ne préserve pas les aires. Un
probléme similaire se pose pour la projection de Mercator, régulierement uti-
lisée, qui fait apparaitre UAfrique 14 fois moins grande qu’en réalité.

2.2.3 Aires

La premiére forme fondamentale permet de définir et calculer ’aire des
domaines « raisonnables » d’une surface réguliére S C R3. C’est un probléme
délicat que de préciser convenablement la notion « raisonnable » (il n’est pas
possible de définir I'aire de n’importe quel ensemble, de méme que dans R™,
on ne peut pas mesurer tous les ensembles & ’aide de la mesure de Lebesgue).

On peut néanmoins mesurer les ensembles qui sont obtenus par le biais
de constructions géométriques relativement simples. Les domaines réguliers
appartiennent & cette catégorie : ce sont les ouverts connexes de .S dont le
bord est I'image du cercle unité S = {(z,y) € R? /2? + y?> = 1} par un
homéomorphisme (bijection continue ainsi que son inverse) qui est lisse et
dont la différentielle ne s’annule qu’en un nombre fini de points.

Définition 2.2.10. Soit Q@ C S C R3 un domaine régulier d’une surface
réguliere S. Supposons que Q C @(U) est contenu dans l'image d’une para-
métrisation @ : U — S. L’aire de ) est le nombre positif

Aire(Q) = // | ou A @ ||dudv.
e 1(Q)
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La quantité ||, A¢,|| mesure aire du parallélogramme engendré par les
vecteurs tangents ¢, et ©,. Observons que la définition proposée ne dépend
pas du choix de la paramétrisation car la quantité

lou A polldudv

est invariante par changement de variables.

Rappelons que ||y A@ul|? 4+ (0u, o)? = |lull®[l¢o]/. Il s’ensuit que Paire
peut s’exprimer en termes des notations précédentes :

Aire(Q) = / /Q VEG — F2dudv.

Notons que la restriction qui impose au domaine d’étre inclus dans le
domaine de définition d’une paramétrisation n’est pas significative : de nom-
breuses surfaces admettent des paramétrisations qui couvrent toute la sur-
face, a ’exception de quelques courbes qui ne contribuent pas a l’aire.

Exemple 2.2.11. L’application
¢ : (a,b) € U (sinacosb,sinasinb,cosa) € R,

avec U = {(a,b) € R? /0 < a <7, 0 <b< 2}, définit une paramétrisation
réguli¢re de la sphére unité S privée du cercle S*> N (y = 0). On obtient

s 2
E=1,F=0,G = (sina)® donc Aire(S?) = / / |sinalda db = 4.
a=0 Jb=0
Exemple 2.2.12. Calculons Uaire d’un tore T de révolution. Nous reprenons
les notations de I’Exemple|2.1.10) : la paramétrisation

o(u,v) = ([R+ rcosu]cosv, [R+ rcosu|sinv, rsinu), avec R >,

couvre le tore a 'exception de deux cercles (un méridien et un paralléle).
On vérifie que les coefficients de la premiére forme fondamentale sont
E=1% F=0 etG=(rcosu-+ R)2 Il s’ensuit que

2r 27
Aire(T) = / / r(rcosu + R)dudv = 47*rR.
o Jo

C’est le produit de la longueur du « petit cercle » par celle du « grand cercle ».

Exemple 2.2.13 (Surfaces tubulaires). Soit a: I — R3 la paramétrisation
par longueur d’arc d’une courbe gauche I' dont la courbure ne s’annule nulle
part. Soit (T, N, B) le repére de Frenet et

v:(s,0) € I xR~ as)+e[cosON(s) + sin 0 B(s)]

ou € > 0 est une constante positive. La paramétrisation ¢ définit une nappe
réguliere appelée surface tubulaire S, de la courbe gauche. Le vecteur normal
a la surface tubulaire Sg est

N(s,0) = —[cos N (s) + sin 6 B(s)].
On obtient que laire de Se est 2mel(T), L(I") désignant la longueur de T
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2.3 Deuxiéme forme fondamentale, courbures

2.3.1 Application de Gauss, orientation

Soit S C R? une surface paramétrée réguliére et ¢ : U — S C R3 une
paramétrisation de S prés d’un point p € S. Les vecteurs ¢, (p) = dp/0x(p)
et @y(p) = 0p/0y(p) engendrent le plan tangent 7),(S) a S au point p. Le
vecteur

pz(p) AN oy(p)
"P) = o A oy

est donc un vecteur unitaire normal au plan tangent 7,,(5).

Définition 2.3.1. L’application n : S — S? qui, & tout point p de S, associe
« son » vecteur normal unitaire n(p), s’appelle Uapplication de Gauss.

Cette application dépend (pour instant) de la paramétrisation. Nous
expliquons plus loin que I'on peut obtenir une définition invariante de 1’ap-
plication de Gausslﬂ pour toute surface orientable.

L’application de Gauss contient énormément d’informations sur la géo-
métrie de la surface S. Voici quelques exemples particuliérement simples.

Exemple 2.3.2.

— lorsque la surface S est un plan, elle coincide avec son plan tangent
en tout point, l’application de Gauss est donc constante ;

— lorsque la surface est un cylindre, le plan tangent est constant le long
de chaque droite du cylindre, ’application de Gauss envoie donc la
surface (cylindre) sur un équateur de la sphére unité ;

— lorsque S = S? est la sphére unité, Uapplication de Gauss est liden-
tité.

Exemple 2.3.3. Considérons I’hélicoide paramétré par
¢ (u,v) € RT X R (ucosv,usinv, bv) € R3
ot b > 0 est un parametre fizé. Il vient
©u N @y = (bsinv, —bcosv, u)

donc
1

n(p(un,v)) =

2(bsinv, —bcosv,u).

Soit S C R? une surface réguliére. On dit que S est orientable si on
peut choisir de fagon continue une orientation de ses plans tangents : un
choix d’orientation de 7,(S) induit, par continuité, un choix d’orientation

1. Johann Carl Friedrich Gauss, mathématicien, astronome et physicien allemand
(1777-1855), considéré comme 'un des plus grands mathématiciens de tous les temps.
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des plans tangents voisins. Lorsque l'on recouvre S par une collection de
paramétrisations, il faut que ces choix d’orientation soient compatibles.

Fixons ¢ : (u,v) € U — ¢(u,v) € S une paramétrisation de S au voisi-
nage d’un point p. On fixe ainsi une orientation de T,,(S) en décrétant que
la base (¢, pv) est une base directe de T),(.5). Si p appartient a une seconde
paramétrisation @ : (z,y) € V +— ¥(z,y) € S, on obtient le méme choix
d’orientation si et seulement si le jacobien du changement de coordonnées
@~ o) est positif.

Définition 2.3.4. Une surface est dite orientable s’il est possible de la cou-
vrir par une famille de paramétrisations (coordonnées locales) telles que le
jacobien des changements de paramétrisations est toujours positif.

Le choix d’une telle famille est appelé une orientation de S. Lorsqu’un
tel choix n’est pas possible, on dit que S est non-orientable.

Bien entendu, toute surface est localement orientable. L’orientabilité d’une
surface est donc un probléme global.

Proposition 2.3.5. Une surface S C R? est orientable si et seulement s’l
existe une application continue N : S — R3 telle qu’en chaque point p de S,
le vecteur N(p) est un vecteur unitaire orthogonal a T),S.

Comme va le montrer la démonstration, on peut imposer a N d’étre
différentiable : c’est une application de Gauss globale.

Démonstration. Supposons une surface S orientable. On la recouvre par des
paramétrisations ¢ : U — S telles que les jacobiens des changements de
coordonnées sont positifs. On considére

Pu NP
NU(SO(u/U)) = ||Q0u/\Q0UH
u v

le vecteur normal unitaire orienté de la paramétrisation (¢, U). Si (¢, V') est
une autre paramétrisation telle que p(U) N (V') # 0, on obtient, pour tout

point p = ¥(z,y) = p(u,v) € p(U) NP(V),
Y Aty Jac(e o) (z,y)  @u A gy

VO = A, T Tace Lo )@y e e 0

puisque le jacobien est supposé positif. Ainsi, N définit une application conti-
nue

N:S—R?

qui, & tout point p € S, associe un vecteur unitaire normal a S en p.
Réciproquement, supposons qu’une telle application N existe. Soit (i, U)
une famille de paramétrisations qui couvrent .S. On peut supposer que chaque
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ouvert U est connexe. On note Ny le vecteur normal unitaire construit pré-
cédemment. Observons que

p= fup) == (N(p), Nu(p)) € {-1,+1}

est une fonction continue sur 'ouvert connexe ¢(U). Comme ¢(U) est connexe,
on peut (quitte & intervertir les roles de u et v) supposer que fy = 1, c’est-
a-dire que N = Ny dans ¢(U). Il s’ensuit que les jacobiens des changements
de coordonnées sont tous positifs, donc S est orientable. ]

On obtient de nombreux exemples de surfaces orientables en considérant
des préimages de valeurs réguliéres d’'une application différentiable :

Proposition 2.3.6. Soit f : R? — R une application différentiable et a € R
une valeur réguliére de f, i.e. a = f(p) avec D,f surjective. La surface

S = {(z,y,2) €R’| f(z,y,2) = a}
est une surface réguliere orientable de R3.

Ce critére s’applique notamment & la sphére unité

§% = {($7yaz) ERS’f(x7yvz) :0}

avec f(z,y,2) = 22+ y?> + 22 et a = 1. Notez que 1 est bien une valeur
réguliére de f.

Démonstration. Le fait que S est une surface réguliére résulte de ce que f est
une submersion (i.e. D, f est surjective) au voisinage des points considérés.

Nous laissons le lecteur vérifier que le vecteur (fs, fy, f>) est un vecteur
orthogonal & S. Il n’est jamais nul car f est une submersion. On peut donc

considérer
(o finfs) _ g
e Fy P 7

C’est un champ continu (et méme différentiable) de vecteurs unitaires nor-
maux a 5. Il résulte de la proposition précédente que S est orientable. [

N:peS—

On peut montrer, réciproquement, que toute surface orientable de R3
est 'image inverse d’une valeur réguliére d’une application différentiable. La
preuve est cependant délicate, le lecteur en trouvera les détails, dans le cas
des surfaces compactes, dans le livre de DoCarmo (pp. 109-114).

Remarque 2.3.7. Toute surface compacte S C R? est orientable. On verra
par contre dans le prochain chapitre des exemples de surfaces compactes plon-
gées dans R* qui ne sont pas orientables.

Exemple 2.3.8. Une surface qui est couverte par une seule paramétrisation
est orientable. C’est le cas en particulier de toutes les surfaces qui sont les
graphes de fonctions différentiables.
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Exemple 2.3.9. Si une surface peut étre couverte par deur paramétrisations
p:U—=Sety:V — 8 telles que

— SCeU)Uy((V),

— U)NY(V) est conneze,

— le jacobien du changement de cartes @ o ™1 est positif,
alors S est orientable. Cela s’applique en particulier & la sphére.

Exemple 2.3.10 (Le ruban de MébiusE[). On considére la surface M de R3
définie par la paramétrisation

o(t,v) = (1 + tcosv) cos(2v), (1 + tcosv) sin(2v), t sinv)
ouv €R et —% <t< % 1l s’agit d’une surface a bord connexe
OM =A{p(1/2,v) v € [0,27]} = {p(—1/2,v) v € [0, 27]}

qui est homéomorphe & un cercle S'.
Nous laissons le lecteur vérifier que M est une réalisation de la surface
abstraite obtenue comme le quotient

M~Rx[-1,+1]/ ~

ou
(z,y) ~ (2, y) =3Ik e, 2 =x+k & 3 = (-1)Fy.

Autrement dit, M est obtenue & partir d’une bande de papier (un rectangle)
en identifiant deux bords opposés du rectangle apreés avoir fait subir un demi-
tour a l'un d’entre eux. Découpez une telle bande de papier, collez de cette
facon deux bords opposés et vérifier que le bord de la surface ainsi obtenue
est bien un cercle. En voici une illustration :

1l est géométriquement clair que le ruban de Mébius n’est pas une surface
orientable : si vous suivez un vecteur normal unitaire le long du bord de M,
il change d’orientation lorsque l’on parcourt une fois le bord de M.

2. August Ferdinand Md&bius, mathématicien et astronome allemand (1790-1868).
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2.3.2 Deuxiéme forme fondamentale

Rappelons que si ® : S — R3 est une application vectorielle et v € T,S un
vecteur tangent a .S en p, on peut calculer la dérivée directionnelle D, ®(p)
de ® en p dans la direction v en choisissant une courbe « :] — ¢, +¢[— §
tracée sur S telle que a(0) = p, @/(0) = v et en calculantlﬂ

D,®(p) = (¥ 0a)(0) € R

Pour comprendre l'allure de la surface S au voisinage d’un point p €
S, il est tentant de considérer la courbure en p des courbes tracées sur S
qui passent par p. Il nous faut pour cela calculer et interpréter les dérivées
directionnelles de I'application de Gauss.

Lemme 2.3.11. Pour tout v € T,S, la dérivée directionnelle Dyn(p) de
Uapplication de Gauss n: S — S? C R3 est un vecteur tangent ¢ S en p.

Démonstration. Soit « :| — ,4+¢[— S une courbe telle que a(0) = p et
a/(0) = v. Observons que n o « est de norme constante égale a 1, donc
d||n o a(t)|]?
0= Ao a®IE oo a(0). (n00)(0)) = 2n(p). Dun(p).

dt [t=0
Cela montre que le vecteur D,n(p) est orthogonal & n(p). Il appartient donc

a lespace tangent & S au point p. O

L’application suivante est donc bien définie :
FE,: T, — T,S
v = —Dyn(p).
C’est clairement une application linéaire. Le fait remarquable est le suivant.

Proposition 2.3.12. L’application F), est symétrique : pour tout u,v € T),9,

(Fp(u),v) = (u, Fp(v)).

Démonstration. Soit ¢ : (z,y) € U — p(x,y) € S C R? une paramétrisation
de S. Comme F), est linéaire et (-,-) est bilinéaire, il suffit de vérifier la
symétrie pour u = dp/0x(p) et v = dp/Ay(p) qui constituent une base de
I'espace tangent 77,S.

Posons donc u = d¢/dz(p), v = d¢/0y(p) et dérivons, par rapport a x,
I'égalité (n,v) = 0 qui signifie que v € T),S. Il vient

0% >
n, .

0xdy
On en déduit, en observant que 9%p/dz0y = 0%p/0ydx, que

(Fp(u),v) = —(Dyn(p),v) = (n,0%p/dxdy) = (n,0%p/dydz) = (u, Fy(v)).
0

0= (Dyn,v) + (

3. La formule ne dépend pas du choix de a.
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Nous laissons le lecteur vérifier que 'opérateur F), est nul en tout point
p € S si et seulement si la surface S est plane. Lorsque S est une spheére
centrée a l'origine, on vérifie aisément que Fj, est une homothétie.

Définition 2.3.13. La deuxiéme forme fondamentale est la forme quadra-
tique définie sur sur T,S par

I, (u,v) = (Fp(u),v).
On peut exprimer 11, sous forme matricielle, via
I — (Pzasn)  (Pay,n)
=
(Pay,m)  (Pyy, 1)

ot 'on a noté ¢, = 0%¢/0x0y. La formule provient des calculs effectués
dans la démonstration de la proposition précédente. Cela explique au passage
pourquoi on a inclus un signe moins dans la définition de Fj,.

Exemple 2.3.14. Soit f une fonction sur R? qui s’annule avec ses deux
dérivées partielles en (0,0). Soit

S = {(z,y. f(z.y)) €R®/ (z,y) € R*}
le graphe de f. C’est une surface dont le plan tangent en O = (0,0,0) est le
plan des coordonnées (xOy). La fonction f admet un développement limité
a Uordre 2 en (0,0) de la forme

f(2,y) = pz’ + 2qzy + ry® + o(a® + ¢).
La forme quadratique (px? 4 2qxy +ry?) sur le plan tangent est précisément

la seconde forme fondamentale I1p de S au point O.

Pour une surface paramétrée, la deuxiéme forme fondamentale se calcule
dans une paramétrisation comme suit :

Proposition 2.3.15. Soit ¢ : (z,y) € U — ¢(z,y) € S C R3 une surface
paramétrée. La seconde forme fondamentale 11, de S au point p = ¢(z,y)
est la forme quadratique sur le plan tangent T,S = Vect(yp,, py) donnée par

IT,(ap, + bp,) = a*P + 2abQ + b*R
ot
P — det(@zma@xﬂpy)’ Q — det<90$y7(p$7g0y) et R _ det(@yw@%@y)

oz A gyl o Ayl e Ayl
Démonstration. Rappelons que le vecteur normal unitaire est donné par

A
N(p) = o
[lspaz A oyl
On dérive (N, ¢,) = 0 par rapport & v = ¢, pour obtenir

A det

P = _<D<PzN7 @x) = <Na Sozm> = <4Pm SDy7<P:r:Jc> - ¢ (prac, L Spy)‘
[z A oyl [lpz A oyl

Les autres relations s’obtiennent de fagon similaire. O
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2.3.3 Courbures

Définition 2.3.16. Les valeurs propres de F}, s’appellent les courbures prin-
cipales de S en p. Les vecteurs propres correspondants s’appellent les direc-
tions principales.

On dit qu’une courbe tracée sur S est une ligne de courbure si ses vecteurs
tangents sont tous des directions principales.

Rappelons qu’'une matrice symétrique réelle est toujours diagonalisable,
dans une base orthonormée. En particulier, les directions principales sont
orthogonales.

Proposition 2.3.17 (Formule d’EulerE[). Soit e1 et ey des vecteurs uni-
taires dans les directions principales, et soit ki, ko les courbures principales
correspondantes. Soit vg := cos ey + sinfey. Alors

I1,(vg,vg) = k1 cos® 0 + ko sin® 6.
Démonstration. C’est un calcul immeédiat. Puisque Fpe; = kje;, il vient
I11,(vg,vg) = (k1 cosBey + kasinbeg, cosfe; + sinbeg) = ky cos® 0 + ko sin’ 0
puisque les directions principales sont orthogonales. O

Définition 2.3.18. Le produit des courbures principales s’appelle la courbure
de Gauss,
K, :=det F), = ki(p)ka2(p)-

La moyenne des courbures principales s’appelle la courbure moyenne,

Hy i= 5T Fy = 5lha(p) + (o)

Il est important de souligner que la courbure de Gauss est invariante par
par déformation isométrique : c’est un invariant intrinséque de la surface.
Ce n’est pas le cas de la courbure moyenne.

La courbure de Gauss et la courbure moyenne ont chacune une interpré-
tation géométrique :

— la courbure de Gauss est 'aire de 'image de la surface par ’applica-

tion de Gauss;

— la courbure moyenne intervient dans I’aire des surfaces équidistantes ;

— la positivité de la courbure de Gauss traduit la convexité.
L’annulation de la courbure moyenne caractérise les surfaces minimales, qui
modélisent les films de savon.

Voici des formules générales qui permettent d’exprimer 'opérateur F), et
la courbure de Gauss dans la base (non orthogonale) déterminée par une
paramétrisation fixée :

4. Leonhard Euler, mathématicien et physicien suisse (1707-1783), considéré comme
I'un des plus grands et prolifiques mathématiciens de tous les temps.
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Proposition 2.3.19. Soit ¢ : (x,y) € U = ¢(z,y) € S C R® une surface
paramétrée. Les deux premieres formes fondamentales I, et 11, de S au
point p = @(x,y) sont des formes quadratiques sur le plan tangent T,S =
Vect(pz, py) données sous forme matricielle dans cette base par

E F P
b [E Pl an- ]2 2],

L’endomorphisme symétrique F, dans cette base est donné par

_ E F1 '[P
e (£ 5] (58]

donc la courbure de Gausse s’exprime par

PR — Q?
K, = 762
EG — F?

et la courbure moyenne vaut

y _ ER+GP—2FQ
P 2(EG - F?)

Démonstration. Une base de T),S est {¢z, ¢y }. On note I, 11, et M), les ma-
trices respectives de I, I, et I, dans cette base. Par définition, ces matrices
sont reliées par les identités

ol = Iy(u,v) = (Fy(u),v), =" vl(Myu),

valables pour tout w,v € T,,S. On en déduit 11, = I, M),
Le calcul de la courbure de Gauss s’en déduit aisément :

detII, PR—Q?
detl, EG-—F?

K, =det M, =

Celui de la courbure moyenne nécessite d’inverser une matrice de taille 2 :
M - 1 G —-F| | P Q
P BEG-F?| -F E Q R
B 1 GP-FQ GQ-FR
- EG-F?2| EQ—-FP ER-FQ
d’ou
o ER+ GP —-2FQ
P 2(BEG - F?)
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Exemple 2.3.20. La courbure de Gauss de la sphére unité est constante,
égale a +1. La courbure de Gauss d’un plan est constante, égale a 0.
La pseudosphere

o(s,0) = <es cos 0, e’ sin 0,/ V1-— thdt>
0

fournit un exemple de surface a courbure de Gauss constante égale a —1.

Posons f(s) =e* et h(s)= [; V1 —e2dt. Il vient (f')*+ (W)? =1,
0s = (f'(s)cost, f'(s)sin@,h'(s)) et o= (—f(s)sinf, f(s)cosb,0).
Les coefficients de la premiére forme fondamentale sont donc
E=1,F=0c¢etG=f*s)=e*.
On dérive a nouveau pour obtenir oss = (f”(s) cosO, f"(s)sinf, h"(s)), donc
det(pss, ps,00) = f(f'R" — f'h) = —e**(1 + *).

Puis @9 = (—f'(s)sind, f'(s) cos,0) donne det(vsp, ¢s, pg) = 0, et
wp9g = —(f(s)cosb, f(s)sinh,0), donc

det (g9, ps, po) = W f2 = e25/1 — 2.

Enfin 5 A pg = (—fh' cos 0, + I/ sin0, £ ') donc ||ps Aol| = || = 2. On
en déduit les coefficients de la seconde forme fondamentale :

p= det(pss, s, ©a) — 'R — ' = 7]‘1 _ e’
[lps A ol W V=€
Q= Ytlew 0o 00) _ oy p_ AP0 00 00) _pre s T o
|05 A o] |05 A wg]
_ PR-Q* _ _f" _
La courbure de Gauss est donc K = po—f2 = -7 = —1.

Exemple 2.3.21. Considérons la surface « selle » d’expression
¢ (,y) € R? = (z,y,2y) € R?

qui est le graphe de la fonction (x,y) — xy. On calcule aisément les deux
premiéres formes fondamentales I, 11, en p = o(x,y). Nous les exprimons
sous forme matricielle, dans la base {pz, ¢y} par

1+y*  ay etII:; 01
vy 1422 P M+a2+y2 1 0]

Dans cette méme base, l'opérateur F), est

I, =

_ 1 —x 1+ a2
e (0
Ep=1, H”_[1+x2+y2]3/2[1+y2 —xy }
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Ne vous inquiétez pas : cette matrice n’est pas symétrique (sauf si x? = y2),
car la base @, p, n'est pas orthogonale! On calcule ses valeurs propres (qui,
elles, ne dépendent pas de l’orthogonalité de la base) :

—ry + /(1 +2%)(1 +4)

ki =
1 [1+ 22 + y2J3/2
et
oy 0= /AT )
[1+a2+9232
1l vient donc
—1 —TY
= [ = .
[1+$2+y2]2 [1+x2+y2]3/2

2.3.4 Points spéciaux

Définition 2.3.22. Soit ki et ko les courbures principales de S en p. On dit
que
— p est un point planaire lorsque k1 = ko =0 ;
— p est un ombilic lorsque k1 = ko #0;
— p est un point parabolique lorsque K := k1ko = 0 avec p non planaire ;
— p est un point elliptique lorsque K > 0 ;
— p est un point hyperbolique lorsque K < 0.

Les notions de point parabolique, elliptique et hyperbolique sont reliées
a la position de la surface par rapport a son plan tangent. Celle-ci est en
partie déterminée par la seconde forme fondamentale.

On considére S = {(z,y,2) € R3, z = h(z,y)} donnée par le graphe
d’une fonction h. Quitte & translater et composer par une rotation, on sup-
pose que p = (0,0,0) (i.e. h(0,0) = 0) et que le plan tangent & S en p est le
plan (zOy) (i.e. h;(0,0) = hy(0,0) = 0). Observons que ¢,(0,0) = (1,0,0),
©y(0,0) = (0,1,0) et

QDZI(O?O) = (0,0,1"), szy(ovo) = (0,0,’/“), 909090(070) = (0,0,’/“)

ol 7 = hy2(0,0), 7 = hay(0,0) et t = hy,(0,0). La fonction h admet donc le

développement limité en (0,0) :
h(x,y) = ra® + 2szy + ty* + o(z* + y?).

Un vecteur tangent a S en p étant du type (z,y,0) = 2¢,(0,0) + yp,(0,0),
la seconde forme fondamentale de S en p est précisément

Iy(z,y) = ra? 4 2sxy + ty? = Px? + 2Qzy + Ry?

avec les notations précédentes. Nous résumons cette discussion dans la pro-
position suivante :
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Proposition 2.3.23. La position de S par rapport a son plan tangent Tp,(S) =
(xOy) est déterminée par la deuxieme forme fondamentale

II(z,y) = ra? + 2szy + ty>.

1. Lorsque 11, est définie, c’est-a-dire lorsque K = rt — 52 > 0 (point
elliptique), la fonction h(x,y) admet un extremum strict a ’origine ;
la surface S reste du méme coté de son plan tangent Tp(S).

2. Lorsque I, est non dégénérée mais change de signe, c’est-a-dire si
K =1t — 5% < 0 (point hyperbolique), il y a des points de la surface
arbitrairement proche de p de chaque coté du plan tangent.

3. Lorsque I1, est dégénérée mais pas nulle, i.e. si K = rt — 52 = 0 mais
r,s et t ne sont pas tous nuls (point parabolique), la surface contient
des points arbitrairement proches de p, du méme coté de T,(S5).

4. Lorsque II, est nulle, tout peut arriver (point planaire).
On peut ordonner les courbures principales de sorte que ki > ko.

Proposition 2.3.24. Les courbures principales k1 > ko dépendent continu-
ment de p € S et sont lisses au voisinage d’un point qui n’est pas un ombilic.

Démonstration. C’est une propriété générale des familles lisses d’endomor-
phismes symétriques. Pour calculer ki et ko, on est amené a résoudre une
équation de degré 2 :

X?-2HX + K =0.

Les solutions dépendent continument des paramétres car elles s’expriment
a l'aide de la racine carrée du discriminant. De plus elles sont lisses l1a ot
celui-ci ne s’annule pas (i.e. hors des points ombilics). O

Les courbures principales ne sont pas lisses, en général, au voisinage d’un
ombilic comme le montre I’exemple de la matrice

te]R»—mS’(t):[i i]

qui a pour valeurs propres ki (t) = 1+ [t| > ka(t) = 1 — |¢].

Exemple 2.3.25. Un ellipsoide a en général quatre ombilics, tandis qu’un
tore de révolution n’en a pas. Pour ce dernier, les points « intérieurs » sont
hyperboliques, les points « extérieurs » sont elliptiques, et les points qui se
trouvent sur le cercle au sommet sont paraboliques.

Enfin, vous montrerez dans 1'Exercice [52]la propriété suivante :

Exemple 2.3.26. Les surfaces dont tous les points sont des ombilics sont
des (portions de) plans ou des spheres.
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2.4  Theorema Egregium de Gauss

Euler publie en 1767 Recherches sur la courbure des surfaces, une étude
des surfaces qui dépend de la facon dont celles-ci sont plongées dans R3. La
naissance de la géométrie différentielle moderne se produit soixante ans plus
tard, lorsque Gauss publie en 1828 le mémoire Disquisitiones generales circa
superficies curvaslﬂ Gauss y entreprend ’étude des propriétés intrinséques
des surfaces et démontre le résultat remarquable (egregium en latin) que la
courbure (de Gauss), que nous venons de définir a I’aide de la seconde forme
fondamentale, ne dépend pas du plongement. Pour cela, Gauss établit la
formule complexe

1
K ) {E|E,G, — 2F,G, + G7]

T A(EG-F?
+F[E,G, — E,Gy — 2E,F, + 4F,F, — 2F,G,]
+G[E,Gy — 2B,F, + E}] 4+ 2(EG — F?)[~Eyy 4 2Fu — Guu) } -

La courbure de Gauss ne dépend donc au final que des coefficients de la
premiére forme fondamentale (et de leurs dérivées).

Nous n’allons pas démontrer cette formule directement. Nous allons pro-
céder pas & pas en utilisant des quantités intermédiaires, les symboles de
Christoffel, qui jouent un réle essentiel aujourd’hui.

2.4.1 Symboles de Christoffel

Soit S C R? une surface réguliére orientable. Soit ¢ : U — R3 une para-
métrisation de S au voisinage d’un point p. Les vecteurs ¢y, ¢, N forment
une base de R3. On peut exprimer leurs dérivées partielles dans cette base,

Puu = Fh%pu + F%l‘Pv + 1N
Puv Tlo@u + [iopw + LoN
Pou F%l@u + Fgl‘Pv + LIQN
Pov = F%Q@u + FgQ‘Pv + L3N

et

OulN = a119y + a21py
0N = a2y + a9y,

en observant que les dérivées de N sont orthogonales & N, car celui-ci est
unitaire. Nous avons déja été amenés a calculer les coefficients L; en expli-
citant la deuxiéme forme fondamentale : en prenant le produit scalaire des

5. Recherches générales sur les surfaces courbes.
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quatre premiéres relations avec IV, il vient
L =P, LQZL/QZQ et Ls = R.

Les valeurs des coefficients de 9, N, 9, N sont fournies par la proposition
suivante.

Proposition 2.4.1.

. _QF-PG _ RF-QG
" EG-F? 2T EG - F?

PF - QE QF — RE
a21 =

T EBEG-F2 "7 EG-F?
Démonstration. Comme N est orthogonal au vecteur tangent ¢, il vient

N, pu)

0= ou

= (OulN, u) + (N, Puu) = (OulN, @u) + P.
On en déduit

anE +anF = —P.
On obtient de méme a1 F + a21G = —Q et il s’ensuit que

_QF-PG _ PF-QE
T EG-F2 & T B

Les deux autres relations s’obtiennent de fagon similaire. O

a1l

Définition 2.4.2. Les coefficients Fé-k s’appellent symboles de Chm'stoﬁelﬁ.
Comme @y, = @y, on note les relations de symétrie
iy =Dy et Ty = T3,
En prenant le produit scalaire des dérivées secondes de ¢ avec ¢, et @y,
on obtient .
{ F%IE + F%lF = (Puu; Pu) = 3B
FhF + F%lG = (Puu, pv) = Fuy — %Ev

{ F%2E + F%QF = <()Ouva (pu> = %Ev
F%zF + F%ZG = (Puv, Pv) = %Gu

{ F%zE + F%QF = (Puvv, Pu) = Fy — %Gu
F%2F + F%QG = (Puvv, o) = %Gv
Comme ces trois systémes d’équations linéaires sont inversibles (puisque

EG — F? #0), on en déduit que les symboles de Christoffel ne dépendent
que de la premiére forme fondamentale :

Proposition 2.4.3. Les coefficients de Christoffel F;k s’expriment en fonc-
tion des coefficients E, F, G et de leurs dérivées.

6. Elwin Bruno Christoffel, mathématicien et physicien allemand (1829-1900).
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2.4.2 Le théoréme remarquable

Rappelons que deux surfaces Si,S2 C R3 sont localement isométriques
au voisinage d'un point s’il existe un difféomorphisme local (au voisinage de
ce point) qui envoie S7 sur Sy et qui préserve la longueur des courbes.

Préserver la longueur des courbes revient & préserver la premiére forme
fondamentale. De facon alternative, si ¢; : U — S; C R? désignent deux
paramétrisations locales de S7,S2 dans un ouvert U, ces surfaces sont iso-
métriques (dans U) si et seulement si pour tout m € U et u,v € R?,

{d(p1)m(u), d(@1)m(v)) = (d(w2)m(u), d(P2)m(v)).

Un cone, un cylindre et un plan sont des exemples de surfaces localement
isométriques. Observons qu’elles n’ont pas la méme deuxiéme forme fonda-
mentale. Il est donc remarquable que leur courbure de Gauss soit la méme.
Ce fait général, établi par Gauss, est conséquence du résultat suivant :

Théoréme 2.4.4. La courbure de Gauss est entierement déterminée par la
premiére forme fondamentale. Plus précisément, K peut étre calculée a l'aide
de B, F,G et de leurs dérivées partielles premiéres et secondes.

Démonstration. Notons ¢ : U — S C R3 une paramétrisation de la surface
S. On note comme précédemment ,,, @, les dérivées partielles de ¢ en un
point p € S. Ces vecteurs engendrent I'espace tangent 7,,S.

L’idée : en dérivant les expressions de ©yuy, Yuv, Pous Pov, OulV, Oy N par rap-
port & u et v, et en utilisant les symétries

((puu)v = ((Puv)qu ((va)u = ((Puv)fu et 8v(8uN) = au(avN)7

on obtient neuf relations linéaires. L’ équation de Gauss est
2 2 1 12 1 12 2 2 2 2
Oul1y — Oy I'7 + Tl — T35 — T35 + Iipl'y = —EK.

Comme FE ne s’annule pas, cette équation et la Proposition [2.4.3| assurent
que K ne dépend que de la premiére forme fondamentale. Pour I’établir, on
observe que Jy@uu = Oypuy et on détermine le coefficient de ¢, pour obtenir

[} 01y + DTS 4 Paig + 8,1 = Dipl'yy 4 T3l + Qann + 9ul}.
Les formules pour a1y et a12 vues dans la Proposition conduisent alors
a

0Ty — 0,11y + T3l — 119 = KF.

L’équation de Gauss s’obtient de facon similaire, en déterminant le coefficient
de ¢, une fois qu’on a développé l'identité Oyvyy = FyPus-

Dans le détail, un cheminement un peu différent : on dérive deux fois les
coefficients de la premiére forme fondamentale pour obtenir

Fuy = <<Puv, ¢uv> + <<Puuv7 SOv> + <90uu7 Spvv> + <90ua @uvv>
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tandis que

1

1
§Evv = <(-Puva @uv) + <Sovmm ‘;Du> et §Guu = <80uv, (Pu'u> + (@uuva (-Pv>-

Il s’ensuit que (Yyu, Pov) — (Puvs Puv) = Fup — %Ew — %Guu.

Or (Puu, ow) = PR+ A et {Qup, o) = Q>+ A", ott A, A’ sont des
expressions quadratiques en les symboles de Christoffel. Ainsi PR — Q?, et
donc K, s’expriment en fonction de E, F, G et de leurs dérivées. [

On en déduit que la courbure de Gauss ne dépend pas du plongement de
la surface dans R3, c’est un invariant intrinséque :

Corollaire 2.4.5. [Theorema egregium de Gauss|
Deuzx surfaces localement isométriques ont méme courbure de Gauss.

Ce résultat n’a pas d’analogue dans le cas des courbes : toutes les courbes
sont localement isométriques bien qu’elles n’aient pas nécessairement la méme
courbure. Le résultat de Gauss assure que deux surfaces qui n’ont pas la
méme courbure (de Gauss) ne peuvent pas étre localement isométriques.

Remarque 2.4.6. Deur surfaces peuvent étre localement isométriques et ne
pas avoir la méme deuxieme forme fondamentale (e.g. le cylindre et le plan).

Notez que deux surfaces peuvent avoir la méme courbure de Gauss sans
étre localement isométriques.

Remarque 2.4.7. Le théoréeme de Gauss a des conséquences trés pratiques.

Vous l'avez déja utilisé en mangeant une part de pizza, en étes vous conscient ¢
Je vous incite & consulter & ce sujet le trés joli article suivant : https:

// images. math. cnrs. fr/ Un-theoreme-et-une-part-de-pizza. html

En procédant comme ci-dessus, mais en déterminant & présent le coeffi-
cient de N dans les identités 0pwuy = OuPur €t Fupoy = OpPur, ON obtient :

Proposition 2.4.8 (Equations de Mainardi—CodazzilZ[). On a
0,Q — 8,P = —PT1, + Q(T'}; — T'T,) + RIY,
et
OuR — 8,Q = —PT33 + Q(T'jy — ;) + RI%,.
Exemple 2.4.9. Lorsque F = Q) = 0 on obtient la forme simplifiée
dyP = PT{, — R, et 9,R= —PI}, + RI'%,.

En remplacant les coefficients de Christoffel par leurs expressions en fonction
des coefficients de la premiére forme fondamentale, on obtient les égalités

CIER S 3t B 1o
7. Gaspare Mainardi (1800-1879) et Delfino Codazzi (1824-1873), mathématiciens ita-
liens.
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Notons qu’on peut toujours trouver une paramétrisation locale telle que
F = @ = 0 au voisinage d’un point qui n’est pas un ombilic :

Lemme 2.4.10. Si p n’est pas un point ombilic, alors il existe une paramé-
trisation réguliere de S au voisinage de p telle que F' = Q) = 0. Dans ce cas,
la courbure de Gauss s’écrit

-3 ( ()~ (755))
WEG \ " \VEG "\VEG))"
Nous laissons le lecteur démontrer ce fait.

Remarque 2.4.11. On peut montrer qu’il n’y a pas d’autres relations de
compatibilité entre les deux premiéres formes fondamentales autres que celles
de Gauss et de Mainardi-Codazzi : si on se donne des fonctions E, F,G, P,Q
et R qui vérifient les équations de Gauss et de Mainardi-Codazzi, avec B, G >
0 et EG — F? > 0, alors on peut localement trouver une surface paramétrée
réguliere S C R3 (unique a isométrie globale prés) qui a ces fonctions pour
coefficients de ses deuzx premiéres formes fondamentales. Nous renvoyons le
lecteur a [DoCarmo, pp. 236 et 311-314] pour plus de détails.

2.4.3 Invariance par isométries globales

Définition 2.4.12. Deuz surfaces de R? sont équivalentes si elles sont images
l'une de Uautre sous laction d’une isométrie directe globale de R3.

Rappelons qu’une isométrie globale de R? est une application affine
u€R— Au+beR?

ot b € R3 est un vecteur (translation) et A est une matrice 3* 3 orthogonale.

Observons qu’une translation ne modifie pas les dérivées partielles et
laisse donc inchangées les deux formes fondamentales. Une matrice orthogo-
nale préserve les longueurs et le produit scalaire, elle laisse donc également
inchangée la premiére forme fondamentale.

Une matrice orthogonale directe transforme le vecteur normal n en A -n
et laisse donc invariante la deuxiéme forme fondamentale de S (tandis qu'une
matrice orthogonale indirecte transforme n en —A-n et [Ig en —I1g).

Le résultat qui suit, parfois appelé « théoréme fondamental de la théorie
locale des surfaces », constitue la réciproque & ce que nous venons d’observer :

Théoréme 2.4.13. Deux surfaces de R® sont équivalentes si et seulement
si elles ont mémes premiére et deurieme formes fondamentales.

Nous renvoyons le lecteur aux références bibliographiques pour une preuve
détaillée (voir par exemple [DoCarmo, pp. 236 et 311-314]).
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2.5 Surfaces a courbure constante

Nous avons montré dans le chapitre 1 que les courbes planes & courbure
constante sont des objets géométriques remarquables : ce sont des (mor-
ceaux de) droites ou des cercles. Nous nous intéressons ici aux surfaces a
courbure constante. Nous étudions d’abord celles dont la courbure de Gauss
est constante, puis celles & courbure moyenne nulle (les surfaces minimales).

2.5.1 Courbure de Gauss constante
Surfaces compactes

Les surfaces compactes & courbure de Gauss constantes sont les sphéres :

Théoréme 2.5.1. Soit S C R? une surface réguliére compacte connexe
courbure de Gauss constante. Alors S est une sphére.

Démonstration. Etape 1. On commence par montrer que la constante K est
nécessairement strictement positive. On considére les sphéres qui contiennent
S. On en choisit une qui est de rayon minimal r» > 0, elle touche nécessai-
rement S en un point p (considérez si vous préférez le point ou la fonction
x — ||z|| atteint son maximum sur S qui est compacte).

Soit v une courbe tracée sur S qui passe par p. Soit ¢ : I — I' C S une
paramétrisation a vitesse unité de v avec 0 € I et p = ¢(0). La fonction lisse
t— f(t) = |lp(t)||* atteint son maximum en 0, donc

£"(0) = 2[|¢"(0)]” + 2(2(0), " (0)) < 0.

Or ||¢/(0)|] = 1 (vitesse unité) et ¢”(0) = ky(p)N(p), ot N(p) désigne le
vecteur normal & la courbe v au point p. En notant 6 ’angle entre les vecteurs
©(0) et N(p), on en déduit

00| - 5y (p) = = cos ][0 (0)]] - 1" (0)]] = —{2(0), ¥"(0)) = 1.
Comme ||p(0)|| = ||p|| = r > 0 par construction, il s’ensuit que
1
Ky (p) = e

Puisque toutes les courbes tracées sur S et passant par p ont une courbure
au moins égale & 1/r en p, on en déduit que la courbure de S en p est au
moins égale & 1/r%, en particulier elle est strictement positive.

FEtape 2. Pour montrer que S est une sphére, il suffit de montrer que tous
ses points sont des ombilics (voir Exercice . Notons k1 > ko les valeurs
propres de l'opérateur Fj,. Elles dépendent contintiment de p et vérifient
K = kiko =constante. Fixons p € S tel que k; est maximale (on utilise ici
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la compacité de S). Comme ko = K/k1, la fonction ks est minimale en p.
Supposons que le point p est un ombilic, i.e.

ki(p) = ka(p) = VK.
Alors pour tout ¢ € S,
VE = kao(p) < ka(q) < k1(q) < k1(p) = VK,

d’ou tout point ¢ est également un ombilic et S est une sphére.

Etape 3. 1l reste donc a établir que le point p est un ombilic. Supposons
le contraire, i.e. supposons que ki(p) > ka(p). Il résulte du Lemme [2.4.10
que l'on peut trouver une paramétrisation de S au voisinage de p telle que
F = @ = 0. Dans une telle paramétrisation, la courbure de Gauss et la
courbure moyenne sont données par

K= PR " _1PG+RE
“EG °© 2 EG
Il s’ensuit (quitte & intervertir les notations) que
P R
ki=—= et kp=—.
1=5 ¢ 2=

Nous utilisons & présent la relation (f) de I’Exemple pour obtenir

{ 0P = 3 (k1+k)0E
OLR = % (k1 + k2) 0,G
don 0,E 0,G
(k2 = k1) 75 G

Observons que k; est maximale en p, donc de dérivée nulle. Comme on a
supposé ki(p) # ka(p), on en déduit 9,E(p) = 0. De méme, 9,G(p) = 0. En
dérivant la premiére égalité par rapport a v et en injectant d,F(p) = 0, il

Ovk1 =

1
et Ouks = 3 (k1 — k2)

DN |

vient

02, k1 o).

k1 — ko

Or kj est maximale en p donc 92, k1 (p) > 0, d’ott 92, E(p) > 0.
De la méme facon, on obtient

02,E(p) = 2E(p)

95,G(p) > 0.
Or 'expression de la courbure de Gauss obtenue au Lemme [2.4.10] donne (en
tenant compte de 'annulation 0, E(p) = 0,G(p) = 0),

1
K(p):—m

ce qui contredit le fait que K(p) = K > 0. O

(02,G +95,E) <0,
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Surfaces de révolution

On considére une courbe plane C et on la fait tourner autour d’une droite
D du plan qui la contient. On peut supposer que le plan de référence est le
plan de coordonnées xOz et que la courbe C est paramétrée a vitesse 1,
s €1l (f(s),0,h(s)) € R3, avec f'(s)2 + h'(s)?> = 1. On peut également
supposer que l'axe de révolution est l'axe de coordonnée Oz, la surface de
révolution est alors paramétrée par

©: (s,0) € Ix]0,2x[— (f(s)cosb, f(s)sind, h(s)) € R3.
Lemme 2.5.2. La courbure de Gauss est, lorsque f > 0,

()
f(s)

Démonstration. Le vecteur normal est donné par

K(s,0) =

N(s,0) = (—=h'(s)cosf,—h'(s)sinb, f'(s)).

En utilisant les notations et formules vues précédemment, on obtient, pour
les formes fondamentales :

E=1,F=0,G=f*ct P=(—f"W+n'f),Q=0,R=fH.

On en déduit que
h/ h// ! Ilh/ 1"
P I i
f f

en rappelant que f’(s)2 + h/(s)?2 = 1, donc h'h" = —f'f". O
Exemple 2.5.3. Un tore de révolution est la surface obtenue en faisant tour-
ner un cercle autour d’une droite qui ne le rencontre pas. La paramétrisation
par longueur d’arc de ce « pneu » est donnée par

f(s) = R+ rcos(s/r), h(s) =rsin(s/r), avec R > r.
Le calcul précédent donne donc

cos(s/r)
r[R + cos(s/r)]

K(s,0) =

qui est positive pour s/r € [—3, 5] (coté pneu) et négative sinon (coté jante).

Nous considérons a présent les surfaces de révolution & courbure de Gauss
constante :

Courbure constante nulle. C’est le cas le plus simple :

Proposition 2.5.4. 5i K =0, alors S est un plan, un cylindre ou un coéne.
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Démonstration. Dans ce cas f” =0, donc f’ = constante. 1l s’ensuit que A’
est également constante, donc f et h sont affines, c’est-a-dire que C est un
morceau de droite.

On en déduit que S est du type annoncé, en fonction de la position
relative de la droite C par rapport a 'axe Oz (paralléles, perpendiculaires ou
autres). Plus précisément, il vient f(s) = as + b et h(s) = £vV1 —a?s + ¢,
oua € [—1,1] et b,c € R. Quitte & changer d’origine, on se raméne aux trois
cas suivants :

1) f(s) = as, h(s) =cst et a € {—1,1}, dans ce cas S est un plan;
2) f(s) =as, h(s) = £vV1 —a’set a ¢ {£1,0}, alors S est un cone;
3) f(s) =0, h(s) = s, et a =0, dans ce cas S est un cylindre. O

Courbure constante positive. Nous avons déja observé que les sphéres sont
des surfaces de révolution a courbure de Gauss constante positive. Supposons
que K est une constante positive. La fonction f vérifie donc f” + K f = 0,
d’ot, aprés changement d’origine,

f(s) = acos(VKs) et h(s) /i\/l—a2Ks1n (VEKu)du

La fonction définissant h s’appelle une intégrale elliptique. On retrouve les
spheéres lorsque a?K = 1.

Courbure constante négative. Supposons a présent que la courbure de Gauss
K est une constante négative. Il vient

f(s) = aexp(vV—Ks) + bexp(v/—Ks) = ¢cCh(vV/—Ks) + d Sh(v/—K>s)

ol Ch et Sh désignent le cosinus et le sinus hyperboliques. La surface qui

correspond a
f(s) =€’ et h(s / V1—e2tdt

s’appelle la pseudosphére. En voici une représentation graphique :
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Elle a une courbure K = —1 et posséde de nombreuses propriétés remar-
quables. Notons que la courbe plane C que l'on fait tourner pour définir la
pseudosphére a été rencontrée au Chapitre 1, il s’agit de la tractrice.

Surfaces réglées

Ce sont les surfaces obtenues en faisant passer par tout point d’une courbe
C, une droite qui dépend de fagon lisse du paramétre. Si la courbe C est para-
métrée par t € I — a(t) € R3, la droite passant par ¢(t) peut étre définie par
son vecteur directeur 3(t) € R3. La surface admet ainsi la paramétrisation

(t,s) € I x R a(t) + sp(t) € R3.

Un exemple particuliérement important est la surface obtenue en consi-
dérant ’ensemble des tangentes & la courbe C.

Proposition 2.5.5. Les surfaces réglées sont a courbure de Gauss négative.
Tous les points d’une surface réglée sont donc hyperboliques ou paraboliques.
Démonstration. Rappelons que la courbure de Gauss est donnée par

_ PQ—-R?

K=——.
EG — F?

Comme EG — F? > 0 est toujours positif (inégalité de Cauchy—SchwarzE[),
il s’agit donc de contrdler le signe du numérateur. Or, si ¢ = ¢(s,t) =
a(t) + sB(t) désigne la paramétrisation ci-dessus, il vient pgs = 0. En notant
n le vecteur normal & la surface, on obtient donc

P = (pss,n) = 0.

Le numérateur est donc égal & —R?, d'ou K < 0. O

2.5.2 Surfaces minimales

Définition 2.5.6. On dit qu’une surface est minimale lorsque sa courbure
moyenne est identiquement nulle.

Rappelons que 'annulation de la courbure de Gauss ne dépend pas du
choix de la paramétrisation, mais qu’il n’en est pas de méme pour la courbure
moyenne.

Voici une représentation graphique de la surface minimale d’Enneperlﬂ

, . . 3 3
de paramétrisation ¢(u,v) = (u -+ w?, v — T+ vu?,u? — vz) :

8. Augustin Louis Cauchy, mathématicien francais (1789-1857); Hermann Amandus
Schwarz, mathématicien allemand (1843-1921).
9. Alfred Enneper, mathématicien allemand (1830-1885).
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Vous vérifierez en exercice qu’il s’agit bien d’une surface minimale. De
telles surfaces tiennent leur nom de la propriété suivante :

Théoréme 2.5.7. Si une surface S minimise aire parmi les surfaces S’
proches qui coincident avec S hors d’un compact, alors sa courbure moyenne
est identiquement nulle.

Démonstration. Soit ¢ : U — R? une paramétrisation de S. On note N (u,v)
le vecteur normal unitaire associé. Soit x une fonction lisse & support compact
dans U. Pour t € R petit, la paramétrisation

di(u,v) = p(u,v) + tx(u,v)N(u,v)

définit une surface réguliére S; qui coincide avec S hors du support de ¥,
comme on le vérifie en calculant les vecteurs tangents

Oyt = pu + txulN +txON et Opdy = py + txu N + X0, N.
Rappelons que (¢, N) =0 et (¢y, 0,N) = —P. On en déduit
E; = (Outi, Ou) = E = 2txP + O(t).
Il vient de méme Fy = F — 2txQ + O(t?) et Gy = G — 2ty R + O(?), donc

EGi—F, = EG-—F?-2txy(ER+ GP —2FQ) + O(t?)
= (EG — F?)[1 — 4txH + O(t?)].
Ainsi,
Aire(S;) = Aire(S) — Qt/ V EG — F?xHdudv.
U
Pour que 'aire de .S soit plus petite que celle de S; pour tout ¢ petit, il faut
donc que fU VEG — F2yHdudv = 0 quelle que soit la fonction test x, ce qui

nécessite que la courbure moyenne H s’annule identiquement. O

L’étude des surfaces minimales est un sujet riche et classique qui a des
interactions fortes avec I’analyse complexe. Voici une connexion simple entre
ces deux domaines :
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Proposition 2.5.8. Soit ¢ : (u,v) € U — (a(u,v), f(u,v),vy(u,v)) € S C
R3 une paramétrisation conforme. Alors S est minimale si et seulement si
chacune des fonctions coordonnées o, 5,7 est harmonique.

Démonstration. Rappelons que la paramétrisation ¢ est conforme si et seule-
ment si £ =G > 0 et F = 0. On dérive la premiére égalité par rapport a u
et v pour obtenir

(Pus Pun) = (v, Puv) €6 {Pus Puv) = (Pu; Pov)-

En dérivant la seconde égalité on obtient

(Pus Puv) = —{Pv, Pun) €t {Pv; Puv) = —{Pu, Pov)-

En combinant ces relations, il vient

<Q0u7 Puu + SO'UU> = <(10v7 Puu T @vv) = 07

autrement dit le vecteur ,,, + @y, est proportionnel au vecteur normal N.
Or (@yu, N) = P et (¢ow, N) = R, tandis que

 ER+GP-2FQ P+R
- 2(EG-F?)  2E

Il s’ensuit que

Comme E > 0, la courbure moyenne est identiquement nulle si et seulement
si les fonctions coordonnées sont harmoniques. O

Proposition 2.5.9. Les seules surfaces minimales (connexes) de révolution
dans R? sont le plan et la caténoide, qui peut étre paramétrée par

@ :(s,t) € R? = (aChscost,aChssint,as) € R3
ol a est un paramétre réel positif.

Voici une représentation graphique de la caténoide :
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Démonstration. Nous reprenons les notations de la preuve du lemme [2.5.2]
Nous cherchons une paramétrisation de S du type

©: (5,0) € Ix]0,2n[— (f(s)cosb, f(s)sinb, h(s)) € R3
avec (f)? + (h')? = 1. Nous avons obtenu
E=1,F=0,G=f*et P=(—f"W+1"f),Q=0, R=fH,

ainsi donc

ER+GP—-2FQ  f(W)*— f2f"
2(EG — F?) ~ 20(EG - F?)
f

= m[l — (=11

H:

Il s’ensuit que H = 0 si et seulement si (f/)2 + ff” = 1.

Cette équation différentielle s’intégre en remarquant que la fonction g =
f? vérifie Péquation ¢” = 2. On en déduit, quitte a translater en s, que
f(s) = Vs2+a?, avec a > 0 (le cas f(s) = V% —a? est exclus car il
conduirait & (h')?(s) < 0). Pour a = 0, on obtient |f/| = 1 donc k' =0, et S
est un morceau de plan. Pour a > 0, on obtient

a S
B (s) = ——— = h(s) = aArgSh (7)—&—0,
ce qui fournit la paramétrisation par longueur d’arc de la caténoide. O

Proposition 2.5.10. Les seules surfaces réglées minimales sont le plan et
U’hélicoide qui admet la paramétrisation

¢ : (s,t) € R? = (aShscost,aShssint, at) € R
ol a est un paramétre réel positif.

Voici une représentation graphique de 1'hélicoide :

Nous renvoyons le lecteur intéressé a [DoCarmo, pp. 201-204] pour une
démonstration de ce dernier résultat.
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2.6 Propriétés métriques

2.6.1 Géodésiques
Définition 2.6.1. Une courbe lisse réguliere v : I — S est une géodésique
si et seulement si elle vérifie, pour tout t € I,

7T'y(t)/}//(t) =0

ol .y désigne la projection orthogonale sur le plan T, (S), i.e. ssi le
vecteur accélération " (t) est orthogonal au plan tangent T (S).

Exemple 2.6.2.
1) Les (segments de) droites sont les géodésiques du plan. En effet, dans

ce cas Ty () est la projection orthogonale sur un plan fize, I’équation se réduat

donc a ~v"(t) =0, i.e. t — y(t) est affine.

2) Les grands cercles (intersection d’un plan passant par l’origine avec la
sphere) sont des géodésiques de la sphére.

3) Les hélices sont des géodésiques du cylindre droit : soit

©(s,0) = (cosB,sinb, s),
une courbe y(t) = ¢(s(t),0(t)) est une géodésique si et seulement si
7' (t) L ps(s(t),0(t)) < s"(t) =0

et
V() L g(s(t),0(t)) < 0" (t) = 0.

4) Les géodésiques du tore se calculent & [’aide d’intégrales elliptiques,
vous en trouverez une représentation graphique a l’adresse suivante :
http ://www.mathcurve.com/courbes3d/lignes/geodesictore.shtml

Les géodésiques sont des courbes paramétrées & vitesse constante :
Proposition 2.6.3. Soit v: I — S, alors t — ||7/(t)|| est constante.

Démonstration. Par définition, 7/(t) € T, ;S et ¥"(t) est orthogonal au plan
TS, donc

LI = 26/, 0) =0,
O

L’existence en temps court des géodésiques est garantie par le théoréme
de Cauchy-Lipschitz :

Théoréme 2.6.4. Soitp € S et v € T,5\{0}. Il existe € > 0 et une unique
géodésique 7y :] — e, +e[— S telle que v(0) = p et 7/ (0) = v.
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L’existence en temps long (i.e. pour t € R) des géodésiques est liée au
théoréme de Hopf-Rinow (voir plus loin).

Démonstration. Soit ¢ : (z,y) € U — ¢(x,y) € S C R? une paramétrisation
(réguliere) de S et y:t € I — p(z(t),y(t)) € S une courbe tracée sur S. La
courbe 7 est une géodésique si et seulement si 7”(t) est orthogonal & TynS
pour tout t. Or 7' = 2’y + ¥/, et

" =" pr + (@) ue + 22y 0oy + (Y )0y + 40y

En utilisant I’expression de @zq, @y, Pyy en fonction des symboles de Chris-
toffel, on décompose v"(t) dans la base {¢g, ¢y, N}. Le vecteur accélération
~" est orthogonal a T, 1)S si et seulement si ses composantes selon ¢, et ¢y
sont nulles, i.e.

" + T (2')? + 202"y’ + Tas(y)? = 0
et
y" +T1(2')? + 200’y + T55(y)% = 0.

L’équation des géodésiques est donc une équation différentielle non li-
néaire (et vectorielle) d’ordre deux. Si on note Z = (2/,y’), elle peut s’écrire
sous la forme Z' = F(Z), avec F lisse. Il résulte du théoréeme de Cauchy-
Lipschitz qu’elle admet des solutions en temps court (i.e. sur un petit in-

tervalle de temps | — €,e[, € > 0), pour toute donnée initiale de Cauchy
(p,v) € S xT,S. O

On déduit de 'unicité que si v(¢,v) désigne cette géodésique, alors pour
A#£0,
v(t, Av) = y(At, v).

Pour tout vecteur v de norme assez petite, il s’ensuit que la géodésique
~(+,v) est définie sur un intervalle de longueur au moins 2.

Définition 2.6.5. Pour v € T),(S) de longueur assez petite, on définit
exp,(v) = v(1,v).

Proposition 2.6.6. L’application exponentielle réalise un difféomorphisme
local d’un voisinage de 0 dans T,(S) sur un voisinage de p dans S, avec

D exp, = Id.

Démonstration. Le fait que exp,, soit lisse résulte du théoreme de Cauchy-
Lipschitz : la solution v(t,v) dépend de fagon lisse des données initiales
(p,v) € S x T,S. Pour montrer que c’est un diffeomorphisme local, il suf-
fit donc de vérifier que sa différentielle en p est l'identité. Cela résulte de
I’homogénéité déja utilisée :

exp,(tv) = v(1,tv) = v(t,v) = 7(0,v) + t7/(0,v) + o(t) = p + tv + o(¢).
O
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2.6.2 Distance intrinséque

Rappelons que la longueur d'une courbe C! par morceaux 7 : [0,1] — S
tracée sur une surface S est

1
o) = /0 I (&)t

Elle ne dépend que de la premiére forme fondamentale.

Etant donnés deux points p et ¢ sur S, on peut toujours trouver une
courbe tracée sur S qui les joint. Il est naturel d’essayer d’en construire une
qui soit de longueur minimale et de mesurer ainsi la distance entre p et q :

Définition 2.6.7. La distance entre deux points d’une surface réguliére S C
R3 est la borne inférieure de la longueur des courbes qui les joignent :

ds(p,q) = inf{l(~y) |y courbe tracée sur S t.q. v(0) =p et y(1) = q}.

Notez que la définition ne prétend pas qu’il existe une courbe de longueur
minimale! Cette distance ne coincide pas avec la distance dans R3, sauf
lorsque S est un plan. Pour la sphére unité, vous montrerez en exercice que

d52 (pv Q) = 2 arcsin M

Notons que dg définit bien une distance sur S :

Proposition 2.6.8. La fonction dg : S x S — RT vérifie

1. ds(p,q) = ds(q,p) ;
2. ds(p,q) < ds(p,r) +ds(r,q);

3. dga(p,q) < ds(p,q).
En particulier dg est une distance.

Démonstration. Il faut commencer par s’assurer que l'infimum ne vaut pas
+00, c’est-a-dire qu’il existe au moins une courbe (C! par morceaux) qui
relie deux points donnés : c’est clair si les deux points appartiennent & une
méme carte locale, sinon on peut concaténer des courbes qui passent par un
nombre fini de points intermédiaires appartenants aux ouverts d’intersection
des cartes : étant donnés r chemins ~; : [0,1] — S qui joignent p; & g; avec
p1 = p et ¢ = q, le chemin ~ : [0,1] — S défini par

i—1

<

A =t —-1) 8 <!

est C! par morceaux et tel que y(0) = p et (1) = q.
La relation de symétrie résulte de ce que la longueur d’un chemin v reliant
p & q est le méme que celle du chemin () := (1 — ¢) qui relie ¢ a p.



86 CHAPITRE 2. SURFACES DE R?

Si 41 est un chemin C' par morceaux qui relie p a r, et ¥2 est un chemin
C' par morceaux qui relie 7 & ¢, alors

()= { Mm@ pourO=t<l1/2
= v2(2t —1) pour1/2<t<1

définit un chemin C' par morceaux qui relie p a ¢. On a donc

1

1/2
ds(p,q) < €(7) =/0 [12v1 (2t)][dt + /1/2 |1275(2t — 1)[|dt = £(71) + £(72)-

On en déduit dg(p,q) < ds(p,r) + ds(r,q) en faisant varier v, et ~o.
Comme il y a plus de chemins joignant p a ¢ dans R? que sur S, la
distance dg domine la distance euclidienne. O

Une propriété essentielle des géodésiques est qu’elles minimisent locale-
ment la distance dg :

Théoréme 2.6.9. Soit S C R3 une surface réguli¢re. Soit v : [0,1] — S
une courbe tracée sur S joignant p a q & vitesse constante. Si vy minimise la
distance, i.e. £(y) = ds(p,q), alors vy est une géodésique.

Réciproquement, toute géodésique minimise localement la distance.

Démonstration. Soit v une courbe qui minimise la distance dg entre deux
points p et ¢. On peut effectuer un changement admissible de paramétrisation
pour se ramener au cas ol 7y évolue a vitesse constante (cela ne modifie pas
la longueur bien str). Dans ce cas, v minimise également 1'énergie

1
E(y) = / ()12 de

qui, elle, dépend de la paramétrisation. Il résulte en effet de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz que si 4 est un autre chemin joignant p a ¢, alors

On va montrer qu'un chemin qui minimise £ est nécessairement une géo-
désique. Considérons 7,(t) = ~y(s,t) une famille de chemins joignant p a ¢
tels que Yo(t) = v(t) est le chemin minimisant de départ. Observons que

oy

'73(75) = 70(75) + 888 (Oa t) + 0(3)
avec 8,)/ 8,—Y
51(0,0) = 21(0,1) = 0

puisque les extrémités p, g sont fixes.
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On décompose

0%y

0s0t

Y5(t) = 10(t) + s5—7-(0,1) + o(s)

pour obtenir

1
) =)+ 25 [ 057 (51 ) .00+ o).

On souhaite intégrer par parties. Il ne faut pas oublier que le produit
scalaire dépend de ¢! On peut décomposer en coordonnées en utilisant une
paramétrisation locale ¢(u,v) de S : il vient v5(t) = @(us(t), vs(t)) et

0 Oug dvg
/ / /
<’)/O(t)7 ds (Ovt)> <’U,0¢u VoPuv, s Pu s ‘F’U>

= u(Osuo E + [u0svo + vh0suo) F + vi0sv0 G-
On en déduit

%<’76(t)7 %(07 t)> = {ugE + Ug F+ u’oatE + U{)atF} Osug

+ {ug F + vy G+ ugOiF + vy0:G } dsvo

+ 505 (5 ) 0.0

On intégre & présent par parties en observant qu’il n’y a pas de partie

variationnelle car %(0, 0) = %(0, 1) = 0. II vient ainsi

1
£01) = €00+ 25 [ {Aduo + Boun} dt + ofs)
0

Comme on peut choisir les vecteurs tangents Jsug et dsvg de fagon arbitraire,
on en déduit que les quantités A et B sont identiquement nulles, i.e.

uy B+ v) F 4+ u(oE + vi0:F = 0

et
ug F + v G + u(oF + v0,G = 0.

Le lecteur vérifiera qu’il s’agit précisément de I’équation d’'une géodésique.

On peut réciproquement montrer qu'une géodésique minimise localement
la distance. Cela résulte du « lemme de Gauss » qui affirme que l'applica-
tion exponentielle est une isométrie radiale. Nous renvoyons le lecteur aux
références pour une preuve. ]
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Notez bien que cette propriété n’est pas nécessairement vraie globale-
ment, comme vous vous en rendrez compte dans les exercices : une géodésique
« longue » ne minimise pas nécessairement la distance entre ses extrémités
(pensez aux arcs de grands cercles sur la sphére).

Soit p € § et fixons € > 0 petit. Pour tout v € 7,5 de norme 1, il
existe une géodésique y(t,v) de S issue de p et de vecteur initial v. Lorsque v
parcourt I’ensemble des vecteurs unitaires de 7,5, les géodésiques {y(t,v) | —
e < t < e} remplissent la boule By (p, €) de rayon €. De plus, v est 'unique
plus court chemin qui relie ses extrémités. Bien que dg ne soit pas équivalente
a la distance induite par la distance euclidienne, on en déduit cependant que
ces deux distances induisent la méme topologie.

Il est naturel d’essayer d’étendre le domaine de définition des géodé-
siques. Lorsque celui-ci est maximal (i.e. si une géodésique est définie sur
R), on se trouve dans une situation trés particuliére. Nous mentionnons sans
démonstration 'important résultat de Hopf—RinowH :

Théoréme 2.6.10. Soit S C R3 une surface. Il y a équivalence entre les
trois propriétés suivantes :

1. Il existe un p € S tel que 'application exponentielle exp,, est définie
sur tout Uespace tangent Tp(S) ;

2. Pour tout point p € S, lapplication exponentielle exp,, est définie sur
tout Tp,(S) ;

3. L’espace métrique (S,dg) est complet.

Dans ce cas, toutes les géodésiques sont définies sur la droite réelle R et
on peut montrer que deux points sont toujours reliés par une géodésique qui
minimise la longueur.

Il en va ainsi de l'application exponentielle de la sphére en un de ses
points. Lorsque 'on identifie celle-ci au globe terrestre en prenant comme
point le pole nord, on obtient la projection de Postel des cartographes.

Remarque 2.6.11. En poussant un cran plus loin [’étude des variations de
la longueur d’arc, il est possible de montrer le résultat suivant : si une surface
S compleéte est a courbure uniformément minorée positivement (K > 6 > 0),
alors S est compacte et le diameétre diam(S) de S vérifie

T
V5

Nous renvoyons le lecteur au livre de DoCarmo (p. 352) pour une preuve de
ce magnifique théoréme de BonnetE.

diam(S) <

10. Heinz Hopf, mathématicien allemand (1894-1971), pionnier de la topologie algé-
brique ; Willi Rinow (1907-1979) était son étudiant.
11. Pierre-Ossian Bonnet, mathématicien francais (1819-1892).
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2.7 Théoréme de Gauss-Bonnet

2.7.1 Surface strictement convexe

Définition 2.7.1. On dit qu’une surface S C R3 est strictement convexe si
sa courbure de Gauss garde un signe constant.

La sphére est un exemple évident de surface strictement convexe, mais
vous en connaissez bien d’autres.

Théoréme 2.7.2. Soit S C R3 une surface fermée strictement conveze.

Alors
/ Kdog = 4.
S

On intégre ici K contre la mesure d’aire dog qui est définie, dans une
paramétrisation ¢ : U — S par

prdog = ||ou N @olldu A do.

Nous avons observé précédemment que dog ne dépend pas du choix de la
paramétrisation.

Démonstration. Comme S est strictement convexe, I'application de Gauss
réalise un difféomorphisme de S sur la sphére S2, dont le jacobien est préci-
sément la courbure de Gauss. Il s’ensuit que

/ K dog = Aire(S?) = 4n.
S

O

Que se passe-t-il lorsque K change de signe? Comme nous l'indiquons
ci-aprés, on dispose d’une formule analogue qui fait intervenir un terme topo-
logique (la caractéristique d’Euler de la surface) qui encode les changements
de signes de K.

2.7.2 Polyédres convexes

Soit P C R? un polygone convexe du plan, c’est-a-dire un ensemble
convexe compact du plan dont le bord est constitué d’un nombre fini d’arétes
i (i.e. des segments de droites). On appelle sommets les intersections ;N ,
i # 7, des arétes et face I'intérieur du polygone.

Définition 2.7.3. Un polyédre conveze de R? est la généralisation naturelle
des polygones convexes en dimension trois. Ce sont des ensembles convexes
compacts de R® dont le bord est constitué d’un nombre fini s de polygones
convezes (Pj)i1<i<s tels que pour tout i # j, P; N Pj est soit vide, soit une
aréte commune v, a P; et P;.
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On note
e S le nombre de sommets du polyédre (intersections v; Ny; # 0, @ # j),
e A le nombre d’arétes,
e et ' = s le nombre de faces.

Euler et Descartes ont observé une formule remarquable reliant ces quantités :

Proposition 2.7.4. Pour tout polyédre convexe de R3, on a
S—A+F =2
Nous laissons le lecteur démontrer cette trés jolie formule.

Exemple 2.7.5. Un polyedre convexe est dit régulier si
— toutes ses faces sont des polygones réguliers convexes isométriques;
— aucune des faces ne se coupe excepté sur les arétes;
— le méme nombre de faces se rencontrent en chacun des sommets.
On note p le nombre de sommets sur chaque face et q le nombre de faces se
rencontrant en chaque sommet. En observant que

pF =2A=¢qS

et en utilisant la formule d’Euler ci-dessus, on montre qu’il y a exactement
cing polyeédres convexes régquliers (les solides de Platon) :

1. le tétraedre vérifie S=4,A=6,F =4 etp=q=3;

2. le cube (hexaedre) vérifie S =8, A=12,F =6 etp=4,q=3;

3. lUoctaedre vérifie S =6,A=12,F =8 et p=3,q=4;

4. le dodécaédre (régulier) vérifie S =20,A=30,F =12, p=5,q=3;

5. lVicosaédre vérifie S=12,A=30,F =20 et p=3,q = 5.
En voici une représentation historique :

oY
e
AN

s

shutterstuck
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ots 10 viesTon]
shutterste.ck’ e

Cette figure vous rappelle-t-elle quelque chose ?

Exemple 2.7.6. Un ballon de football est une approximation de la sphére
constituée d’un certain nombre de pentagones et d’hexagones. On note P le
nombre de pentagones, H le nombre d’hexagones, et S, A, F' les caractéris-
tiques de la décomposition cellulaire qu’ils définissent. Nous allons montrer
que le nombre P de pentagones est nécessairement égal a 12.

Un pentagone comporte &5 arétes, un hexagone en compte 6. Comme
chaque aréte délimite deux faces, on en déduit que le nombre total d’arétes
A vérifie
5P +6H
—

De fagon similaire, un pentagone comporte 5 sommets, un hexagone en compte
6. Dans une décomposition cellulaire, trois arétes partent de chaque sommet,
on en déduit que le nombre total de sommets S vérifie

5P +6H
==
Nous expliquons ci-aprés que la « caractéristique d’FEuler-Poincaré » de
la sphére est égale a 2. On obtient ainsi
5P+6H 5P+6H P
> T3 %

A=

S

2—F—A+S=(P+H)-

1l y a donc nécessairement 12 pentagones.

Le ballon de football « classique » est un icosaédre tronqué dans lequel on
a placé un pentagone régulier aux 12 sommets de [’icosaédre, obtenant ainsi
P =12 et H = 20.
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2.7.3 Caractéristique d’Euler

Définition 2.7.7. Soit S C R3 une surface. On appelle décomposition cel-
lulaire (lisse) de S la donnée d’une famille finie d’arcs lisses ~y; tracés sur S
(appelés arétes) tels que

1. deuz arétes sont disjointes ou partagent une extrémité ;

2. pour chaque composante connexe ) de S\ Uy, il existe un difféomor-
phisme ® d’un ouvert de R? sur un voisinage de Q) tel que ®~1()
soit un polygone convezxe ;

3. s1.S a un bord, alors une face a au plus une aréte dans le bord de S.

On appelle sommet les extrémités des arétes et faces les composantes
connexes du complémentaire de la réunion des arétes. Lorsque toutes les
faces sont des triangles, on parle de triangulation (lisse).

On note S le nombre de sommets, A le nombre d’arétes et F' le nombre
de faces d’une telle décomposition cellulaire C, et on définit la caractéristique
d’Euler-Poincaré[@ de C :

x(C):=8—-A+F.

Exemple 2.7.8. Considérons un disque plan S C R? C R3.
1) Une premiére décomposition cellulaire C1 consiste a découper le disque
en deuz (par un diameétre). On obtient alors
— deuz sommets (les extrémités du diamétre), S =2 ;
— trois arétes (le diametre et les deux demi-cercles), A =3;
— et deux faces (les deux moitiés du disque), F = 2.
Il vient ainsi x(C1) =2—-34+2=1.
2) Une seconde décomposition cellulaire Co consiste a découper le disque
en quatre (par deux diameétres). On obtient alors
— cing sommets (les extrémités des diamétres, mais également leur in-
tersection), S =5;
— huit arétes (les quatre demi-diamétres et les quatre quarts de cercles),
A=8;
— et quatre faces (les quatre quarts du disque), F' = 4.
Il vient ainsi x(C2) =5 —8+4=1.
3) On pourrait aussi considérer la décomposition cellulaire la plus simple
Cs, a un sommet, une aréte et une face qui donne encore x(Cs) =1/

On admettra le résultat important suivant :

Théoréme 2.7.9. Soit S C R? une surface compacte. Elle admet des dé-
compositions cellulaires. Celles-ci ont toutes la méme caractéristique d’Euler-
Poincaré, notée x(S) et appelée caractéristique d’Euler-Poincaré de S.

12. Henri Poincaré, mathématicien, physicien, philosophe et ingénieur francais (1854-
1912). Fondateur de 1’étude qualitative des systémes d’équations différentielles et de la
théorie du chaos; il est considéré comme ’un des derniers grands savants universels.
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Exemple 2.7.10. La décomposition cellulaire la plus simple C1 de la sphére
S? consiste a la découper le long d’un grand cercle. Il faut bien garder en téte
que le cercle est constitué d’un sommet et d’une aréte, et remarquer qu’il y
a deuz faces (les deuz calottes sphériques) pour obtenir

xC)=1-1+2=2.

Si on découpe la sphére en quatre morceauz a l'aide de deuz grands cercles,
on obtient une décomposition cellulaire Co telle que que S = 2,A = 4 et
F =4, dou

X(C2) = x(C1) = x(5%) = 2.

Exemple 2.7.11. Vous vérifierez qu’un tore de révolution a une caractéris-
tique d’Euler-Poincaré nulle, tandis qu’un tore a 2 trous a une caractéristique
d’Euler-Poincaré égale a —2.

Somme connexe

La somme connexe S1fS2 de deux surfaces est obtenue en enlevant un
disque & chacune des surfaces et en les recollant le long du bord des disques
enlevés.

Proposition 2.7.12. La caractéristique d’Euler de S14Sy est
X(51852) = x(51) + x(S2) — 2.

Nous laissons le lecteur démontrer ce fait.

Remarquez que la sphére S? est un élément neutre pour cette opération.
En effet, si on enléve un disque a la sphére S?, on obtient un disque qui va
simplement remplacer celui qu’on a enlevé a la deuxiéme surface.

La somme connexe d’une surface S et d’un tore, revient & attacher un
anneau & .S. On appelle tore & g trous la somme connexe de g copies d'un
tore. Lorsque g = 3, on parle également de Bretzel :

shutterstu.ck’
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2.7.4 Gauss-Bonnet intrinséque

Théoréme 2.7.13. Soit S C R? une surface régulicre compacte. Alors
/ Kdogs = 2mx/(9).
S

Comme la sphére est la seule surface compacte de R? dont la caracté-
ristique d’Euler est positive, une conséquence immédiate du théoréme de
Gauss-Bonnet est le corollaire suivant.

Corollaire 2.7.14. Une surface compacte de courbure positive est homéo-
morphe & une sphére.

Nous énoncons sans la démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.7.15. Soit T = (ABC) un triangle géodésique dans une
surface S et o, B,y les angles intérieurs associés. On a

/K:a—i-ﬁ—i-’y—w.
T

Il résulte de cette observation que la somme des angles dans un triangle
géodésique est

1. égale a 7 si la courbure est nulle (géométrie euclidienne) ;
2. plus grande que 7 si la courbure est positive (géométrie sphérique) ;

3. plus petite que 7 si la courbure est négative (géométrie hyperbolique).

Nous renvoyons le lecteur curieux au chapitre 4 du livre de M. Audin
pour des preuves élémentaires de certaines des propriétés évoquées dans cette
derniére section. Pour une démonstration enrichie du théoréme de Gauss-
Bonnet, nous recommandons le chapitre 8 du livre de J. Lafontaine.
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2.8 Exercices

Premiers exemples

Exercice 30. On pose U = {(a,b) e R? /0 <a <7 0<b<2r} et

¢: (a,b) € U + (sinacosb,sinasinb, cosa) € R3.

1) Montrer que (¢,U) est une paramétrisation réguliere d’une partie de
la sphére unité S?. Laquelle ?

2) Donner une deuziéme application (1, V) de sorte que la réunion de
ces deuz nappes recouvre complétement S?.

3) Est-il possible de couvrir la sphére unité a l’aide d’une seule nappe ?

Exercice 31. Démontrer qu’une quadrique de R3, ¢’est-a-dire le lieu d’an-
nulation d’un polyndéme de degré deux en trois variables réelles, est conjuguée
par une isométrie de R® a l'une des formes indiquées dans la section [2.1.9

Exercice 32 (Conoide de Pliicker).
1) Pour quelles valeurs de (x,y) l’équation

2(z? + %) = 2y

définit-elle une surface réguliére ?

2) Dessiner cette surface. Montrer que c’est une surface réglée.

Exercice 33. Soit 0 < r < R. On considére le tore T de révolution donné
par la paramétrisation

¢ : (u,v) € R ((rcosu + R) cosv, (rcosu + R)sinv, rsinu) € R3,
On considere la courbe gauche tracée sur T,
v:t e R p(at,bt) € T.

1) Montrer que I' = y(R) est fermée ssi b/a ou a/b est rationnel.

2) Montrer que I' est dense dans T ssi b/a est irrationnel.
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Espaces tangents

Exercice 34 (Parapluie de Whitney). On considére la surface paramétrée
par
¢ : (u,v) € R — (uv,v,u?) € R3.

1) Montrer que la demi-droite (x =y = 0,z > 0) est une ligne de points
doubles et que l'origine est un point singulier.

2) Montrer que pour v # 0, le vecteur
N(u,v) = (—2u/v,2u?/v,1)
est normal & la surface et n’admet pas de limite quand (u,v) tend vers (0,0).

Exercice 35. On considére une fonction lisse f : R — R et la surface
réguliere
§:={(z,y,2) € R* x B2/ 2 = of(y/a)}.

Montrer que tous les plans tangents a S contiennent l’origine (0,0,0).

Exercice 36. Soit S1 et Sy deux surfaces régulicres de R® qui s’intersectent
en un point p. On suppose que les plans tangents T),S1 et T),Sa sont distincts.
Montrer qu’au voisinage de p, lintersection S1 N Se est une courbe dont la
tangente en p est l'intersection 1,51 N'T,S2 des deux plans tangents.

Exercice 37. Soit S C R? une surface régulicre. Montrer que si toutes les
droites normales a S sont concourantes, alors S est une portion de spheére.

Exercice 38. Soit S C R? une surface réguliére et F : R3 — R une fonction
lisse définie dans R3. Montrer que la différentielle de la restriction f de F a
S est la restriction de DF & l’espace tangent  S. Autrement dit, Vp € S,

Dfy = D(F|S)p = (DFP)|TP(S)'

Premiére forme fondamentale, orientabilité

Exercice 39. Expliciter les coefficients de la premiére forme fondamentale
du cylindre C, de la caténoide C et de Uhélicoide H définis par les paramé-
trisations suivantes :

C = {(Rcosf, Rsinf,s) € R3/ (0, s) € R?};

C :={(Chucosv,Chusinv,u) € R?’/(u, v) € RQ};
H := {(ucosv,usinv,v) € R/ (u,v) € R?}.
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Exercice 40. Soit N : S — S? Uapplication de Gauss d’une surface réguliére
S C R3. Décrire Iimage N(S) dans les cas suivants :

1) S ={(x,y,2) €R® [ (z/a)’ +y* +2* =1}, a > 0;
2) S ={(z,y,2) €ER3/2=0};

3) S ={(z,y,2) €ER3 /2 =2 + ¢?};

4) 8 ={(z,y,2) ER’Ja? +y* - 2* = 1};

5) 8 ={(z,y,2) € R3/2? +y? = (Chz)?}.

Exercice 41. Soit S une surface de révolution obtenue en faisant tourner
une courbe C autour de l'aze (Oz). On peut la paramétrer par

(s,0) — (f(s)cosh, f(s)sinb, h(s)).
On suppose que C est paramétrée par la longueur d’arc.

1) Montrer que les coefficients de la premiére forme fondamentale sont
E=1 F=0, G=G(s).

2) Montrer que laire de S est Aire(S) = 2w fOL |f(s)|ds, ou L désigne la
longueur de C. En déduire que laire de la sphére unité S* est Aire(S?) = 4
et retrouver l'aire du tore de révolution.

Exercice 42 (Surfaces tubulaires). Soit o : I — R3 la paramétrisation par
longueur d’arc d’une courbe gauche dont la courbure ne s’annule nulle part.
Soit (T, N, B) le repére de Frenet et

w:(s,0) el xR a(s)+e[cosON(s) +sinfB(s)]
ou € > 0 est une constante positive.
1) Montrer que le vecteur normal a la surface tubulaire est

N(s,0) = —[cosON(s) + sinB(s)]

et en déduire que la surface tubulaire Se = ¢((0,4(I")) x (0,27)) est réguliére
si € > 0 est assez petit.

2) Calculer laire de la surface S;.

Exercice 43. Soit S1,S> C R3 deuz surfaces réguliéres et f : S1 — So une
application surjective différentiable qui est un difféomorphisme local en tout
point.

Montrer que So est orientable si S1 l'est. En déduire que 'orientabilité
est préservée par les difféomorphismes.

Exercice 44.

1) Montrer que le ruban de Mdobius n’est pas une surface orientable.

2) Montrer que si une surface S a un ouvert difféomorphe au ruban de
Mobius, alors S n’est pas orientable.
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Deuxiéme forme fondamentale

Exercice 45. Soit N : S — S? Uapplication de Gauss d’une surface régulicre
S C R3. Soita: I — S une courbe paramétrée réquliére qui ne contient aucun
point planaire, ni aucun point parabolique. Montrer que

Noa:I—S?

définit une courbe régulicre de la sphére unité S2.

Exercice 46. Soit S C R? une surface paramétrée.

1) Montrer que si Uopérateur F,, est nul pour tout p dans S, alors S est
incluse dans un plan.

2) Montrer que si S C R3 est une sphére alors F, est une homothétie
dont on calculera le rapport. Que pensez-vous de la réciproque ?

Exercice 47. Soitt € I + ~(t) € R3 une courbe I' paramétrée. On considére
le cone C de sommet O ¢ P s’appuyant sur I'. En choisissant O comme
origine dans R, on peut paramétrer C par

(5,t) €R x I+ (s,t) = sv(t) € R>.

Montrer que le vecteur normal est indépendant de s. Quelle est la courbure
de Gauss en un point p(s,t) du cone, avec s # 0 ?

Exercice 48. Soit S = {(x,y,2) € R3, z = h(z,y)} le graphe d’une fonction
lisse. Montrer que la courbure de Gauss est donnée par la formule

_ Dahyy — h2,
(L4 h2 + h2]?

Exercice 49. Soit S C R? une surface réquliere et p € S avec K(p) # 0.
En utilisant le fait que la courbure de Gauss est le jacobien de [’application
de Gauss, montrer que

ot A est laire d’une région B C S contenant p, et A’ est l'aire de I'image
de A par Uapplication de Gauss (avec des restrictions naturelles sur la fagon
de prendre la limite).
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Exercice 50. Soit a,b,c > 0. On considére [’ellipsoide

LU2 y2 22
{rneri L+ es -1

1) Pourp € E, on note d la distance de 0 au plan tangent T,(E). Montrer

que la courbure de Gauss de E au point p est donnée par

d4

Ke) = e

2) Montrer que Uellipsoide et la sphére unité sont difféomorphes mais pas
isométriques si (a,b,c) # (1,1,1).

Exercice 51. Montrer qu’un tore de révolution n’a aucun ombilic (points en
lesquels les courbures principales coincident).

Exercice 52. Soit ¢ : U C R? — R3 une nappe régulicre dont tous les points
sont des ombilics.
1) Montrer qu’il existe k € R et v € R3 tels que N = —kp +v.

2) Montrer que o(U) est un (morceau de) plan si k =0, et que c’est une
(partie d’une) sphére centrée en v/k si k # 0.

Exercice 53.
1) Calculer la courbure de la surface de révolution S paramétrée par

@ (t,0) € RE x R (tsinf,tcos,logt) € R
2) On consideére ’hélicoide H paramétré par
Y (t,0) € R? s (tcosf, tsind, 0) € R3.

Montrer que sa courbure est la méme que celle de S.

3) Montrer que S et H ne sont pas localement isométriques.

Exercice 54. Soit a > 0. Montrer que la caténoide
¢ :(s,t) € R? = (aChscost,aChssint,as) € R

est une surface minimale.
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Exercice 55. Soit a > 0. Montrer que ’hélicoide
¢ : (s,t) € R? = (aShscost,aShssint, at) € R

est une surface minimale.

Exercice 56. On souhaite montrer que la surface d’Enneper

3 3
¢ : (u,v) € R? (u—%+uv2,v—%+vu2,u2—v2> eR3

est une surface minimale.
1) Calculer les coefficients de la premiére forme fondamentale.

2) Calculer les coefficients de la seconde forme fondamentale et les cour-
bures principales pour conclure.

Distance intrinséque et géodésiques

Exercice 57. Soit N le vecteur normal & une surface réguliére S C R3. Soit
v : I — S une courbe tracée sur S a vitesse constante. Montrer que 7y est
une géodésique si et seulement si det(N,~',~v") = 0.

Exercice 58. Soit v : t € [0,1] = (t2,0,0) € R3 une courbe tracée sur la
surface plane S = {(z,y,2) |z = 0}. Est-ce une géodésique ?

Exercice 59. Calculer les géodésiques de la sphére unité.

Exercice 60. On note ||p—q|| la distance euclidienne dans R3. Montrer que
la distance intrinséque de la sphére unité de R3 est donnée par

dg2(p,q) = 2 arcsin Hp;qH = arccos(p, q),

ot (p,q) désigne le produit scalaire euclidien.
Exercice 61. Soit f : (S% dg2) — (S%,dg2) une isométrie de la sphére

unité munie de sa distance intrinséque. Montrer que f est la restriction d’une
isométrie euclidienne de R3.
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Exercice 62.

1) Calculer les géodésiques d’un cylindre droit.

2) Veérifier que deux points d’une génératrice sont joints par une hélice
et que celle-ci est une géodésique qui ne minimise pas la distance.

Exercice 63. Soit S une surface de révolution,
©:(s,0)— (f(s)cosb, f(s)sinb, h(s))

avec (f))2 + ()2 # 0 et f > 0, de sorte que S est régulicre. Soit v : t
©(s(t),0(t)) une géodésique de S. Montrer la relation de Clairaut :

f2(s(t))0'(t) = constante.

Exercice 64. Soit S C R? une surface réguliere définie localement par une
paramétrisation ¢ : U — R3. On note n son vecteur normal unitaire.

Soit v : I — S une courbe paramétrée a vitesse unité, tracée sur S. Le
vecteur t = «' est donc un vecteur unitaire tangent a v et a S. On note
g =nAt : c’est un vecteur tangent a S qui constitue avec t une base de
Uespace tangent a S en p = 7(s).

Les vecteurs (t,g,n) constituent une base directe de R3, le repére corres-
pondant (avec origine le point p = ~(s)) s’appelle le repére de Darbouz.

1) Montrer qu’il existe des coefficients vy, (courbure normale), vq (cour-
bure géodésique) et T4 (torsion géodésique) tels que

t’ 0 v " t
g =1 -1 0 -7 g
n’ —Yn T O n

2) Montrer que ~y est une géodésique de S si et seulement si sa torsion
(en tant que courbe gauche) est égale 4 sa torsion géodésique.
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Chapitre 3
Variétés

Ce dernier chapitre est consacré a la généralisation des courbes et des
surfaces en dimension supérieure : les variétés.

Nous commencons par quelques rappels et compléments de calcul diffé-
rentiel, en décrivant notamment ’allure locale des immersions, des submer-
sions, et des hypersurfaces prés d’une singularité non dégénérée.

Nous étudions ensuite les sous-variétés de R"™, leurs espaces tangents,
et introduisons quelques propriétés fondamentales des applications différen-
tielles entre sous-variétés (plongements, difféomorphismes).

Apres quelques rappels d’algébre multilinéaire, nous définissons les formes
différentielles et construisons la différentielle extérieure. Nous définissons I’in-
tégrale d’une forme volume sur une variété orientée, abordons la notion de
changement de variables et établissons la formule de Stokes.

Nous introduisons ensuite la notion de variété abstraite et de structure
différentiable. Une variété abstraite est, & une sous-variété de R", ce qu'un
espace vectoriel abstrait est & un sous-espace vectoriel de R™ : ce sont les
mémes objets via un théoréme de plongement de Whitney, mais avec un
point de vue plus intrinséque qui s’avére trés utile.

Nous passons en revue de nombreux exemples de variétés, orientables
ou non (sphéres, tores, espaces projectifs, bouteille de Klein), ainsi que les
premiers exemples de variétés complexes (surfaces de Riemann).

Les groupes de Lie sont une source d’exemples particuliérement intéres-
sants pour la géométrie différentielle. Nous donnons des informations parcel-
laires sur les groupes les plus classiques (groupes linéaire et orthogonal).

Afin de vous inciter & compléter vos lectures en lien avec la recherche
récente, nous indiquons (sans démonstration) quelques éléments de la clas-
sification des variétés de basse dimension, & difféomorphisme prés.

Ce chapitre est plus difficile que les précédents. Il s’agit d’'un premier
contact avec des notions fondamentales que vous aborderez plus en pro-
fondeur dans un deuxiéme temps. Les exercices doivent vous aider & vous
familiariser avec ce formalisme qui va s’avérer extrémement puissant.
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3.1 Plongements

3.1.1 Rappels de calcul différentiel

On ne peut pas faire de géométrie différentielle sans une maitrise mini-
male du calcul différentiel. Nous avons déja fait appel dans les deux premiers
chapitres au théoréme d’inversion locale et au théoréme des fonctions impli-
cites, deux outils fondamentaux dont nous allons rappeler les énoncés précis.

Applications différentiables

Soit U C R™ un ouvert. Voici quelques propriétés de base que nous uti-
lisons dans ce texte :
e une fonction f : U — R est différentiable en a € U ¢'il existe une
forme linéaire ¢ : R" — R telle que f(a+ h) = f(a) + £(h) + o(h);
e on note D, f := / la différentielle de f au point a et C(%f :U — R les

i

dérivées partielles de f définies par D, f(h) = > 1", hi%(a) ;

e une fonction f: U — R est différentiable (dans U) si elle est différen-
tiable en tout point a € U ; elle est de classe C! si toutes ses dérivées
partielles sont continues;

e par récurrence : une fonction f : U — R est de classe C* si elle est
différentiable, et si toutes ses dérivées partielles sont de classe CF~1;

o f:U — Rest lisse (ou C*) si elle est de classe C¥ pour tout k € N;

e une application F' : x € U — (fi(z),..., fp(z)) € RP est différen-
tiable (resp. C*, ou lisse) si et seulement si chacune de ses fonctions
coordonnées fi, ..., f, est différentiable (resp. C, ou lisse).

Toutes les applications f que nous considérons dans ce texte sont lisses.

Difféomorphismes

Définition 3.1.1. Soit U C R"™ et V C RP des ouverts. Une application f :
U — V lisse est un difféomorphisme si elle est bijective, et si son application
inverse f~1:V — U est également lisse.

On dit dans ce cas que les ouverts U et V sont difféomorphes. La défini-
tion nécessite que les différentielles D, f soient des isomorphismes.

Exemples 3.1.2.

1) Tout intervalle ouvert est difféomorphe a R : les intervalle bornés Ja, b
sont difféomorphes entre eux via un diffécomorphisme affine; la fonction tan
réalise un difféomorphisme de ] — 5, +5[ sur R.

2) L’application x € R +— f(z) = 23 € R est lisse et bijective, mais ce
n’est pas un difféomorphisme : sa différentielle en 0 est nulle (non inversible),
et son application inverse f~'(z) = T3 nlest pas différentiable en zéro.

3) L’application x € B™ ﬁ € R"™ réalise un difféeomorphisme de
la boule unité B"™ de R™ sur R™.
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Théoréme d’inversion locale

Théoréme 3.1.3. Soit U C R™ un ouvert et f : U — RP une application
lisse. On suppose que Dgf est inversible en un point a € U. Alors il existe
V C U un petit voisinage de a dans U tel que la restriction de f a 'V réalise
un difféomorphisme de V' sur f(V').

La preuve repose sur le théoréme du point fixe, nous renvoyons le lecteur
a |Rouviére]. Attention, 1’énoncé ne permet pas de conclure que f réalise
un difféeomorphisme global de U sur f(U), c’est d’ailleurs faux en général :
'exponentielle complexe exp : z € C ~ R? — e* € C ~ R? est un difféo-
morphisme local en tout point z € C, mais elle n’est pas injective et ne peut
donc pas étre globalement inversible sur C.

Voici un critére simple qui permet de montrer que certaines applications
sont en fait des difféomorphismes globaux :

Proposition 3.1.4. Soit U C R™ un ouvert et f : U — R™ une application
lisse. Si [ est injective et si Dy f est inversible en tout point a € U, alors
f(U) est ouvert et f: U — f(U) est un difféomorphisme.

Démonstration. Il résulte du théoréme d’inversion locale que ’application f
réalise un difféomorphisme au voisinage de chaque point a € U, on en déduit
que f(€2) est ouvert.

Comme f : Q — () est bijective, 'application réciproque f~1 : f(Q) —
Q) est globalement bien définie et coincide avec les inverses locaux de f. On
en déduit que f~1 est lisse. O

Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 3.1.5. Soit U C R™ et V. C RP des ouverts, et f = (g,h) :
U x V — RP une application lisse. Soit a = (b,c) € U x V tel que f(a) = 0.
On suppose que Dgh : RP — RP est inversible au point a € U. Alors il
existe des ouverts U’ C U, V' C V contenant b,c et une application lisse
7:U — R" tels que

f(z,y) =0y =r1(2)
pour tout (z,y) € U' x V'.

Démonstration. La preuve résulte assez simplement du théoréme d’inversion
locale. Par hypothése, I'application lisse ¢(z,y) = (z, f(x,y)) a une diffé-
rentielle inversible au point a, elle induit donc un difféomorphisme local au
voisinage de a. On note ¢~ !(x,y) = (z,a(r,y)) linverse local. On observe
alors que

fla,y) =06 ¢(x,y) = (,0) & (z,y) = ¢~ '(2,0) &y = 7(2)

avec 7(z) = a(z,0). Nous renvoyons le lecteur a [Rouviére| pour plus de
détails. O
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3.1.2 Immersions et submersions
Immersions

Définition 3.1.6. Soit U C R™ un ouvert. Une application lisse f : U — RP
est une immersion si sa différentielle est injective en tout point.

Notez que cela nécessite n < p.

Théoréme 3.1.7 (Allure locale d’une immersion). Soit U C R™ un ouvert
tel que 0 € U et f : U — RP une immersion. Alors il existe U' C U un
voisinage de 0 € R™, V' un voisinage ouvert de f(0), W C RP un voisinage
ouvert de 0 € RP et ¢ : W — V un difféomorphisme tel que, pour tout
el
f(z1,...,xn) = (1, .., 20,0,...,0).
Autrement dit, le modéle local d’une immersion est 'application d’inclu-

sion m:xz € R" — (2,0,...,0) € RP oun < p.

Démonstration. On note f = (fi,..., fp) les coordonnées de f. Quitte a
permuter celles-ci, on peut supposer que la matrice

<[t

1<i,j<n

est inversible. On note (x1,...,Zn, Yn+t1,- .., Yp) des coordonnées dans RP et
on considére

¢($7y) = (fl(x)a R fn(x)’yn-i-l + fn-i-l(x)a -5 Yp + fp(x))
La différentielle de ¢ a l'origine est une matrice blocs du type
A 0
D(0,0)¢_|:B Id:|7
elle est donc inversible. Il résulte du théoréme d’inversion locale que ¢ est un
difféeomorphisme local au voisinage de l'origine tel que ¢(z,0) = f(x). O
Submersions

Définition 3.1.8. Soit U C R" un ouvert. Une application lisse f : U — RP
est une submersion si sa différentielle est surjective en tout point.

Notez que cela nécessite n > p.

Théoréme 3.1.9 (Allure locale d’une submersion). Soit U C R™ un ouvert
tel que 0 € U et f : U — RP une submersion. Alors il existe U' C U un
voisinage de 0 € R™, W C R"™ un voisinage ouvert de 0 et ¢ : W — U’ un
difféomorphisme tel que $(0) = 0 et pour tout x € W

foo(z,...,xn) = (z1,...,2p).
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Autrement dit, le modéle local d’une submersion est 'application de pro-
jection 7 : (z1,...,2p) € R = (21,...,2,) € RP o n > p.

Démonstration. Par hypothése, Dgyf est surjective donc n > p. On note

f = (fi,..., fp) les coordonnées de f. Quitte & permuter les coordonnées
x = (x1,...,Ty), on peut supposer que la matrice

oFf:

R

est inversible. On considére

Y(x,y) = (fi(z),..., fp(x), Zps1,- -, Tn).

La différentielle de v & l'origine est une matrice blocs du type
A B
DO/(/] - |: 0 Id :| )
elle est donc inversible. Il résulte du théoréme d’inversion locale que ¢ est un
diffeomorphisme local au voisinage de I'origine. On note ¢ = 1! son inverse
et on observe que f o ¢(z) = (z1,...,2p). O

Une application qui est a la fois une immersion et une submersion est un
difféomorphisme local. Nous avons indiqué plus haut un critére qui permet
de vérifier si I’application est un difféomorphisme global. Le méme type de
préoccupation conduit a la notion importante de plongement.

Plongement

Définition 3.1.10. Soit U C R™ un ouvert. Une application lisse f : U —
RP est un plongement si

e f est une immersion;

o f induit un homéomorphisme de U sur f(U).

Attention, il ne suffit pas que f soit injective pour que f induise un
homéomorphisme de U sur f(U) : il faut également s’assurer que f~! :
f(U) — U est continue, ce qui n’est pas automatique. Vous vérifierez par
exemple que

fite]—1,+oof— (2 —1,t(t* — 1)) € R?

est une immersion injective qui n’est pas un plongement.

Un critére simple pour assurer la continuité de f~! est de demander que
f: U — RP soit propre ('image réciproque d’un compact est un compact).
Attention, I'application

g:teR— (12,13 e R?

est injective et propre, mais n’est pas un plongement car Dyg s’annule (vous
reconnaissez la cubique cuspidale rencontrée au chapitre 1).
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3.1.3 Lemme de Morse

Soit F': R” — R une application lisse. L’ensemble
Hp ={z e R", F(x) =0}

est une hypersurface, i.e. un objet de dimension n — 1 ou de codimension
1, comme les hyperplans sont des sous-espaces vectoriels de codimension 1.
La terminologie généralise également le cas n = 3 qui correspond au cas des
surfaces plongées dans R3, étudiées au chapitre 2.

On suppose que F(0) = 0 et on souhaite étudier le comportement de
I’hypersurface Hr au voisinage de l'origine. Si DoF' est surjective, alors F
est une submersion au voisinage de l'origine, et Hr est une hypersurface
réguliére que nous allons étudier dans la suite de ce chapitre (on parlera de
sous-variété).

Si DoF' n’est pas surjective, c’est qu’elle est nulle : 'origine est alors un
point critique et il faut pousser le développement de Taylor un cran plus loin.

La Hessienne ( a‘gjgv - (0)) contient I'information & l'ordre 2, on la suppose

non dégénérée (i.e. de rang n) :

Lemme 3.1.11. Soit (p,q) la signature de la forme quadratique définie par

la Hessienne (agjaij (O)) St p+ q = n, alors il existe un difféomorphisme

¢ : U — V entre deux voisinages de [’origine tel que ¢(0) =0 et

D n
Foo(y)=> wi— > v

=1 i=p+1
pour tout y € U.

Autrement dit, quitte & composer par un difféomorphisme local, 'hyper-
surface Hp se comporte au voisinage de 0 comme

D n
yeR™ D yi— > =0,
=1

i=p+1

qui est une hyperquadrique.

Une fonction dont tous les points critiques sont non dégénérés est appelée
fonction de Morseﬂ La théorie de Morse relie I'étude de la topologie d’une
variété a celle des points critiques de ses fonctions de Morse. Nous renvoyons
le lecteur curieux au trés beau livre de John Milnor [Milnor| sur ce sujet.

1. Harold Calvin Marston Morse, mathématicien américain (1892-1977), spécialiste de
calcul des variations et de topologie différentielle.
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Démonstration. Comme F' s’annule en 0, on obtient

F(wl,...,$n):/ — F(tz)dt = /sz (tx)dt = lefl
0

avec fi(z) = 01 gf (tz)dt. Comme f;(0) = 0, on peut & nouveau décomposer

14 1n of; n
fi(w)—/o dsf,-(sx)ds—/o j;xjawj(sx)ds—jzzla:jhij(x)

avec

Lof 0’F
hij(z) = , 01, (sx)ds = /0 /0 da,0z,; (stx)tdsdt = hji(x).

. . 2
Ainsi, F(x) = 3770, wixjhij(z) avec hi;(0) = 625;3' (0).
On peut effectuer un changement de base orthonormée pour se ramener

4 une matrice Hessienne 82- 6}; -(0) diagonalisée, puis composer par des dila-
10T

tations sur chaque coordonnée pour se ramener a des sommes et différences
de carrés. Dans la suite, on peut donc supposer que h;;(0) = +1.

Pour obtenir la forme annoncée dans tout un voisinage de ’origine, on
peut établir un théoréme de réduction des formes quadratiques "en famille".
Nous allons procéder de fagon directe en utilisant des factorisations succes-
sives. On commence par mettre sous forme canonique la partie quadratique
de F' en x1. 1l vient

F(zx) = $%h11(£€) + lexjhlj(x) + Z $Z$]h”($)
—2

4,522

hl - -
= 1/ |h11 —|— Z ] ] ) + Z xlx]hw(x)
=2 haa ()] ij=2
ou le signe est celui de h11(0) si = reste proche de l'origine. L’application

n hl
a:»—>¢)1(:c): \/|h11 —I— J r9,...,T
JZZ j2\/]h11

a une différentielle inversible en = 0. Il résulte donc du théoréme d’inversion
locale qu’elle réalise un difféomorphisme au voisinage de l'origine tel que

Fo gb;l(l') = :i::E% + Z $Z£EJ;LZ](Z')

1,j=2

On poursuit et conclut la preuve par récurrence. O
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3.1.4 Partitions de 'unité
Fonctions plateau

Nous laissons le lecteur vérifier que la fonction

__1 i
foeres ow(cat) s l<
0 si |t >1

est lisse sur R, identiquement nulle hors de 'intervalle [—1,1]. On en déduit
S F(s)ds
et identique & 1 pour ¢ > 1. La fonction lisse h : t € RT + ¢(2 —¢) € [0,1]
vérifie enfin h =1 sur [0,1] et A = 0 hors de [0, 3].

On peut & présent considérer des compositions ho||x—a||? pour construire
des fonctions lisses dans R™ a valeurs dans [0, 1], égales & 1 sur une boule de
rayon 1 autour du point @ € R™ et identique & zéro hors d’une autre boule
concentrique. En dilatant, en additionnant, et en renormalisant, on obtient
le résultat suivant :

que la fonction lisse g : t € R — € [0,1] est nulle pour t < —1

Lemme 3.1.12. Etant donnés deux ouverts V.C U C R™ avec V. C U, on
peut construire une fonction lisse x € [0,1] telle que

e x =1 au voisinage de V ;

e x =0 hors d’un compact de U.

Démonstration. On recouvre V par un nombre fini de petites boules ouvertes
B;. Pour chaque B; on considére une boule concentrique B} telle que B; C B!
et Fg C U, et une fonction x; lisse & support dans B! telle que x; = 1 sur B;.
On observe alors que x := 1—1II;(1—x;) remplit les conditions souhaitées. [J

Doubles recouvrements
Soit {U;} un recouvrement ouvert localement fini de R".

Définition 3.1.13. On appelle partition de l'unité subordonnée au recouvre-
ment {U;} une collection de fonctions lisses x; € C*°(M,R) telles que

o v; =0 hors d’un compact U; ;

e 0<x;<let) xi=1

Il existe de nombreuses partitions de 'unité. On peut trouver en effet un
second recouvrement ouvert localement fini {V;} tel que V; est relativement
compact dans U;, i.e. V; C U;. Il résulte alors du Lemme que 'on peut
trouver des fonctions lisses 6; a valeurs dans [0, 1] telles que

e §; = 1 au voisinage de V; ;

e 0; =0 hors d’un compact de U;.
La fonction 6 = ), 6; est une fonction lisse bien définie, puisque la somme
est localement finie. Il s’ensuit que x; = % définit une partition de 'unité.
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3.2 Sous-variétés de R"

Dans la suite, V}, (resp. W)) désigne un voisinage ouvert d’un point p
dans R™ et on note B" la boule unité de R™.

3.2.1 Définition

Définition 3.2.1. Soit M un sous-ensemble de R™. Une paramétrisation
réguliere f : BY — M C R™ d’une partie de M est un plongement, i.e. une
immersion de la boule unité B* dans R™ qui induit un homéomorphisme sur
son image f(BY) C M.

On dit que M est une sous-variété de R"™ dimension d si, pour toutp € M,
il existe une paramétrisation régulicre f : B* — M telle que p € f(B?).

Comme nous ’avons déja réalisé dans le cas des courbes et des surfaces,
il y a plusieurs facons équivalentes de définir les sous-variétés de R".

Proposition 3.2.2. Soit M un sous-ensemble (non vide) de R™ et 1 < d <
n. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout p € M, il existe une paramétrisation régulicre f : B4 —
Vo N M de la boule unité de Re sur un voisinage Vo' M de p dans
M.

2. Pour tout p € M, il existe une application h : B* — R*% différen-
tiable et un voisinage ouvert Vi, N M de p tels que

V, N M = {(z,y) € B* x R" |y = h(x)} NV}

3. Pour tout p € M, il existe une submersion g : V, — R4 définie
dans un voisinage V, C R"™ de p, telle que

VoM =g ' (g{p}).

4. Pour tout p € M, il existe un difféeomorphisme f d’un ouvert V.C R"
a valeurs dans un voisinage W, C R" de p, tel que

F(VNREx {0}) =W, N M.

Démonstration. La démonstration est une conséquence du théoréme d’inver-
sion locale et du théoréme des fonctions implicites, de méme que dans le cas
des courbes et des surfaces.

Si M admet une paramétrisation réguliére f : B* — M avec f(0) = p,
alors Dy f est de rang d. Quitte a changer I'ordre des f;, on peut supposer que
la matrice [0f;/0x;(0)]1<i j<q est inversible. Le théoréme d’inversion locale
assure que

¢:x e Bl (fi(z),..., falx)) e RY
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est inversible au voisinage de 0. On peut alors, au voisinage de p, exprimer
M comme le graphe de

h:x€BYe) s (fayr10¢ ' (2),... . faod ' (x) eR"Y

Cela montre que (1) = (2). Réciproquement, si M est le graphe d’une
telle application A, alors

f:xze Bl (z1,...24,h(x)) € R

est une paramétrisation réguliére de M, donc (2) = (1).

Supposons a nouveau que M admet une paramétrisation réguliére f :
B? — M avec f(0) = p et que la matrice [0f;/07;(0)]1<i j<a est inversible.
Le théoréme d’inversion locale assure que

¢ (x,y) e REx R4 — f(z) + (0,y) € R"

est un difféomorphisme local puisque la différentielle a I'origine

ofi  Ofi
D — E)zj 8:)3]'
09 0 1,

est inversible. Comme ¢(y = 0) = M, on en déduit (1) = (4).
Réciproquement, si M = ¢(y = 0) est localement 'image du sous-espace
(y1 = ... =yp—q = 0) par un diffécomorphisme ¢, alors

f:xeBl— ¢(x,0) € M CR"

est une paramétrisation réguliére de M, donc (4) = (1).

Soit g:x € V CR" = (gas1(z),. .., gn(r)) € R"% une submersion telle
que p € M = g~1(0). Puisque D,g est surjective, on peut supposer (quitte a
changer I'ordre des x;) que la matrice [0g;/0x;(0)]44+1<i j<n est inversible. II
résulte du théoréme des fonctions implicites qu’il existe une application lisse
h: B — R" % telle que g~1(0) = {(x,y) € R"; y = h(x)}, donc (3) = (2).

Réciproquement, si M est le graphe de h : B* — R"~% alors M = g~1(0)
ou

g: (2,y) €ER" = (y1 = b1 (@), Yn—a — hn_a()) € R**

est une submersion. Il s’ensuit que (2) = (3). O
Exemple 3.2.3. Soit n € N*. La sphére unité
n+1
S" = {x c R Zaz? = 1}
i=1

est une sous-variété de R™! de dimension n. Vous pouvez le justifier en
vérifiant par exemple que 1 est une valeur réguliére de la fonction

frz e R ||2])? € R.

Donc S™ = f~1(1) vérifie le troisieme item de la Proposition .
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Exemple 3.2.4. L’ensemble des matrices symétriques réelles
Sym(n,R) := {A € M(n,R)|'A = A}

est une sous-variété de dimension n(n+1)/2 de R" ~ M(n,R). Cela résulte
aisément du premier item de la Proposition puisque Sym(n, R) admet
la paramétrisation linéaire qui associe aux n(n + 1)/2 coefficients

aij, 1<i<n,i<j<n

la matrice (a;j), dont les coefficients pour j < i sont définis par a;; = aj;.
Plus généralement, tout sous-espace vectoriel de dimension d de R™ est
une sous-variété de dimension d.

Remarque 3.2.5. La cubique cuspidale C = {(z,y) € R?, y? = 23} rencon-
trée au chapitre 1 n’est pas une sous-variété de R? de dimension 1. L origine
est un point singulier qui pose probléme, on peut observer par exemple que le
seul vecteur tangent a C a l'origine est le vecteur nul.

3.2.2 Espaces tangents

L’espace tangent & une sous-variété de R" en un point p est défini comme
pour le cas des courbes et des surfaces par :

Définition 3.2.6. Soit M C R" une sous-variété et p € M. On note T,M
l’espace tangent a M en p, constitué des vecteurs p+v € R™ tels qu’il existe
une courbe 7y :| — e, +e[— M tracée sur M avec

(0)=p et 7' (0)=w.

L’espace tangent T, M est un sous-espace affine de R" de dimension égale
a celle de M. Nous laissons le lecteur vérifier ce fait dans I'Exercice [69] en
établissant qu’il peut également étre défini ainsi :

Proposition 3.2.7. Soit M C R"™ une sous-variété de dimension d et g :
Vp — R une submersion définie dans un voisinage Vp dep € M, telle que

VoN M =g (g{p}). Alors
T,M = p+ker D,g.
Etant donnée M C R™ une sous-variété de dimension d, on note
TM = Upen Ty M = {(p,v) € M x R" |v € T,*" M}
ol T;’ECtM désigne la partie vectorielle de T},M.

Lemme 3.2.8. L’ensemble T M est une sous-variété de R™ x R™ de dimen-
ston 2d. On Uappelle le fibré tangent.
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Démonstration. Le fibré tangent est le sous-ensemble de R™ x R™ défini par
TM = {(p,v) eR" x R"[pe M et v e T*"M}.

Ecrivons localement M sous-forme d’un graphe,
MNV,={(z,y) € B*x R" |y = h(z)}

ouh = (hi,...,h,_q) est une application lisse des d variables © = (x1, ..., z4).
L’espace tangent T;,’eCtM au point p = (z, h(z)) est 'espace vectoriel engen-
dré par les d vecteurs tangents

Ohy Ohp—q Ohy Ohp—q
< )O) 505 al‘la ’ 3m1 ) ’ ’ (0707 )+ a$d7 ) al'd )

En notant T1(z),...Ty(z) ces vecteurs tangents, on en déduit une paramé-
trisation locale réguliére de TM

TM N (V,NR") = (B¢ x RY)
ou
d
¢ (z,\) € B xR (m,h(m), ZA[JK@")) e R" x R™.
i=1

O

Vous étudierez en topologie différentielle la notion de fibré vectoriel sur
une variété. Il s’agit d’'une famille d’espaces vectoriels de dimension d pa-
ramétrée par la variété, qui est localement isomorphe au produit cartésien
d’un ouvert de la variété et de R%, mais dont la structure globale est plus
riche que le simple produit cartésien.

Le fibré tangent et son dual, le fibré cotangent, sont les exemples les plus
importants. Les sections du premier, i.e. les applications différentiables

X:M-—>TM

qui associent & chaque p € M un élément X (p) de son espace tangent T, M,
sont les champs de vecteurs. Les sections du second

w:M—=-TM

sont les 1-formes différentielles que nous étudierons dans la section [3.3]
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3.2.3 Applications différentiables
Différentielle

Définition 3.2.9. Soit M1 C R" et Mo C R™ des sous-variétés et f : My —
Ms une application continue. On dit que f est différentiable si, pour toute
paramétrisation locale ¢ : U C R* — My, la fonction

fop:U—R™
est différentiable.

Il est clair que la définition ne dépend pas du choix de la paramétrisa-
tion locale (¢, U). Une définition alternative utile est fournie par le résultat
suivant :

Lemme 3.2.10. Soit M7 C R™ et My C R™ des sous-variétés. Une appli-
cation continue f : My — My est différentiable si et seulement si elle est
localement la restriction d’une application différentiable F:'V C R™ — R™.

Démonstration. Ecrivons localement M; sous forme du graphe d’une fonc-
tion de d variables, a valeurs dans R"~¢,

M0V, ={(z,y) € B! x R"™|y = h(x)}.
On lui associe la paramétrisation locale
z € Bt o(x) = (x,h(x)) € R™.

Si f est (localement) la restriction a M7 d’une application différentiable
F d’un ouvert de R™ & valeurs dans R™, alors

x> fop(r) = F(x, h(x))

est différentiable, comme composée de fonctions différentiables.

Réciproquement, on écrit localement M; comme l'image (d’une partie)
du plan de coordonnées (z441 = -+ = x, = 0) par un difféomorphisme local
1. On note p la projection sur les d premiéres coordonnées,

pi(T1,...,2n) — (z1,...,24,0,...,0),

et P = 1poporp~! la projection correspondante sur M. L’application F = foP
est une extension différentiable de f. O

On vérifie que la différentielle d’un tel prolongement F' au voisinage d’un
point p € M envoie un vecteur tangent v € T,M; linéairement sur un
vecteur tangent de T’(,) M2, de fagon indépendante du choix de I'extension.
Cela permet de définir ainsi la différentielle de f en p :
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Définition 3.2.11. Soit My C R™ et My C R™ des sous-variétés, et f :
M; — My une application différentiable. La différentielle de f en p € M,
est l’application linéaire

Dpf V€ TpM1 — Df(p)F(’U) € TpM2
ou F : V. — R™ est nimporte quelle extension différentiable locale de f.

Exemple 3.2.12. Considérons
My = {(z,y,2,t) ERY 2? + 2 =22 + 2 =1} ~ ST x §!
et
My = {(z,y,2,t) e R 2?2 + 42 + 22+ 12 =1} = S5
Ce sont deux sous-variétés différentielles de R*, de dimension dim M; = 2
et dim My = 3. Pour p = (1,0,1,0) et ¢ = %(1,0, 1,0), on calcule
T,M; = R(0,1,0,0)®R(0,0,0,1) et T,My = {(x,y,2,t) € R z+z=0}.

L’application différentiable

1
f : (xvywzat) € Ml = 7(xvy>zat) € M2

V2
est la restriction & My de I’homothétie %Id qui envoie p sur q. La différen-
tielle de f en p=(1,0,0,1) est donc

v

Dpf:UET][,er—>\/§

€ TqMQ.

Difféomorphismes

Définition 3.2.13. Soit M1 C R™ et My C R™ des sous-variétés et f :
My — Ms une application différentiable. On dit que f est un difféomorphisme
si f est bijective et admet un inverse différentiable.

Vous vérifierez en exercice que la quadrique
Q = {(z,y) eR" x R?; [[|* — ||y||* = 1}
est une sous-variété de R” x RP qui est diffeomorphe a S"~! x RP via

D (u,v) € STEXRP = (uy/1+|0]]2, v) € Q.

Notons que si f : M7 — My est un difféomorphisme, alors M7 et Ms ont
méme dimension et, pour tout p € My, D, f est un isomorphisme de T, M;
sur T, M>. Mais faites attention : la réciproque est fausse.

Toutes les notions de calcul différentiel s’étendent au cadre des sous-
variétés différentielles de R™, par exemple :
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Définition 3.2.14. Soit M7 C R"™ et My C R™ des sous-variétés. Une
application différentiable f : My — My est

e une immersion si, pour tout p € My, D,f est injective ;

e une submersion si, pour tout p € My, Dpf est surjective ;

e un plongement si ¢’est une immersion qui induit un homéomorphisme
sur som tmage.

Lorsque f : My — Mj est un plongement, ’ensemble image f(M;) C Ms
est une sous-variété de R™ qui est difféomorphe & M;. On dira un peu plus
loin que f(Mj) est une sous-variété de M.

Vous étudierez dans les exercices des exemples, ainsi que des critéres pour
établir qu’une application est un plongement.

Points critiques et valeurs réguliéres
Définition 3.2.15. Soit M7 C R"™ et My C R™ des sous-variétés et f :
My — My une application différentiable. On dit que
1. p € My est un point critique si Dpf n’est pas surjective ;
2. q € My est une valeur critique de f si c’est l'image d’un point cri-
tique ;
3. p € My est un point réqulier si Dyf est surjective ;

4. q € Ms est une valeur régulicre de f si ce n’est pas une valeur critique.
Notez que la définition n’est intéressante que lorsque dim My > dim Ms.

Lemme 3.2.16. Soit M7 C R™ et My C R™ des sous-variétés telles que
dimM; > dim Ms, et f : My — My une application différentiable. La
préimage de toute valeur réguliere de f est une sous-variété de dimension
dim M1 - dlmMQ

Il S’agit d’une généralisation de 'item iii de la Proposition [3.2.2]
Démonstration. Soit p € M; un point régulier de f et ¢ = f(p) € M,
une valeur réguliére. On note d; = dim M; et on fixe une paramétrisation
¢ : U CRM — My de M au voisinage de p = ¢(0).

On fixe également v : (Ma, q) — (R%,4(q)) un diffeomorphisme local au
voisinage de ¢. Alors ¥(q) est une valeur réguliére de

F:=wofop:UcCRY 5 R®

Il résulte de la Proposition que F~1(F(0)) est une variété de dimension
d1 — do. Il en va de méme de
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3.3 Formes différentielles
3.3.1 Champs de vecteurs
Soit © un ouvert connexe de R".

Définition 3.3.1. Un champ de vecteurs
X:2eQCR"— (Xi(x),...,Xn(x)) e R"

est une application (lisse) qui, ¢ un point x de l'ouvert S, associe un vecteur
X (x). On le note traditionnellement

& )
X:Z;Xiaxi.

Dérivations
Cette notation provient de ce que X définit une dérivation :

Définition 3.3.2. Une dérivation D sur un ouvert ) C R™ est un endo-
morphisme de ’algébre C*° (2, R) qui vérifie la régle de Leibnitzﬂ i.e. tel que
pour tout f,g € C*°(Q,R), on a

D(fg) = fD(g) + gD(f).

On note Lx la dérivation associée & un champ de vecteurs X (appelée
dérivée de Lie du champ X), elle est définie par

of
6xz-

Lyx:feC®(QR)— Y Xix— € C°(Q,R).
=1

On vérifie aisément qu’il s’agit bien d’une dérivation. Réciproquement :

Proposition 3.3.3. Soit D une dérivation sur un ouvert  C R™. Alors il
existe un unique champ de vecteurs X tel que D = Lx.

Démonstration. On peut supposer sans perdre de généralité que €2 est convexe.
Soit f € C*(Q2,R). Rappelons que

n 1 n
f@) = fy) = (wi—vi) /0 %(t(w —y) +y)dt =Y (@i — yi)hiy(x)
i=1 t i=1
avec af

hiy € CT(LR) et hiy = 8751-(3:)'

2. Gottfried Wilhelm Leibniz, philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplo-
mate, juriste, bibliothécaire et philologue allemand (1646-1716).
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Soit D une dérivation et posons X; := D(x;). Comme D annule les
fonctions constantes, il vient

Df(x) = D(f — f(y))(z) =D (Z(xz - yi)hi,y(w)>

=1

= Xi(@)hiy(x) + > (2 — yi) Dhiy(x).
=1 1=1

En particulier, pour y = x on obtient

Df(x) =) Xi(w)hiz(x) =)  Xi(x) g f () = Lx f(2)-
i=1 !

i=1
O

Remarque 3.3.4. Notez que la composée de deux dérivations n’est pas une
dérivation (donnez un exemple).

Crochet de Liel]

Soit X et Y deux champs de vecteurs. Observez que Lx (Ly f) et Ly (Lx f)
ne sont pas nécessairement égaux. Le crochet de Lie [X, Y] mesure ce défaut
de commutativité. L’observation remarquable est que le crochet de Lie est
encore un champ de vecteurs (i.e. une dérivation) :

Lemme 3.3.5. L’application LxLy — Ly Lx est une dérivation. On note
[X,Y] le champ de vecteurs correspondant.

Démonstration. L’application

[ Lx(Lyf)— Ly(Lxf)

est clairement un endomorphisme de C*°(€,R). Il s’agit de montrer qu’il
vérifie la régle de Leibnitz.
Soit f et g deux fonctions lisses. On calcule

Lx(Ly(fg)) = fLx(Lyg) + LxfLyg+ LxgLy f + gLx(Ly f)

et
Ly(Lx(fg)) = fLy(Lxg) + Ly fLxg+ LygLx f + gLy (Lx f)
d’ou
(LxLy —LyLx)(fg) = f(Lx(Lyg)— Ly(Lxg))+9(Lx(Ly f) — Ly (Lx f)),
ce qui montre que Lx Ly — Ly Lx est une dérivation. O

3. Sophus Lie, mathématicien norvégien (1842-1899).
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Si X =", X2 s Y =20 Yja%j et f est une fonction lisse, il vient

9 [~~. Of
(LxLy — LyLx)(f) = ;Xzaxz EYJT% ZY <;X€)x,>

B oY; of . 0X; df
N Z(X 83:1 837] Yjax] 8.%1)

/[/7]

B oY; . 9X;\ of
N Z(X]a YJ@@)@@

[2¥}

Il s’ensuit que les coordonnées du crochet de Lie sont

aY; 0X;
x 1= 3 (5 55,7

J

Exemples 3.3.6.
1) Si X et'Y sont a coefficients constants, alors (X, Y] =0 (on dit que
les champs de vecteurs commutent).

2) Pour X = 1‘23%1 etY = 8%2, on obtient [X,Y] = _6%1‘
0 I5) ) . 9
3) Pour X = I ety = Frg T T1gg5s O1 obtient [X,Y] = T

Identité de Jacobil]
Proposition 3.3.7. Soit X,Y, Z trois champs de vecteurs. Alors

IX,[Y, Z]] + [2,[X,Y]] + [V, 2. X]] = 0.

Démonstration. La preuve est une simple vérification en adoptant le point
de vue dérivation. O

Champs tangents a une surface

Soit X et Y deux champs de vecteurs sur R? qui sont en chaque point
linéairement indépendants. Les champs de vecteurs X, Y, [X, Y] sont, en gé-
néral, également linéairement indépendants (voir Exemple [3.3.6]3). Ce n’est
pas le cas dans une situation bien précise que nous vous laissons caractériser
en exercice :

Proposition 3.3.8. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. En tout point [X,Y] € Vect(X,Y).

2. Au voisinage de tout point m € R3, il ewiste une surface S C R3
contenant m et dont le plan tangent contient X ety .

4. Carl Gustav Jakob Jacobi, mathématicien allemand (1804-1851).
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3.3.2 Formes multilinéaires alternées

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n € N* et k € [1,n] N N.
Rappelons qu’une application o : EF — R est dite k-linéaire si elle est
linéaire en chacun de ses facteurs.

Formes k-linéaires et déterminant

On note X, le groupe symétrique sur k éléments.
Définition 3.3.9. On note A*(E) Uespace des formes k-linéaires alternées.
Ce sont les applications k-linéaires o : E¥ — R telles que
a(zy,... xp) = e(0)(To(1), - - - To))
pour toute permutation o € Xy, ou € est la signature de o € Xy,.

On notera dans la suite deg o = k le degré de a. Voici quelques propriétés
élémentaires que vous devez connaitre :
e pour k£ = 1, la condition d’antisymétrie est vide. L’espace des formes
I-linéaires alternées est simplement A'(E) = E*.

e une 2-forme linéaire «v est alternée si et seulement si a(z,y) = —a(x,y)
pour tout z,y € E, ou encore si et seulement si a(x,z) = 0.
e une k-forme linéaire « est alternée si et seulement si o(z1,...,25) =0
des qu’il existe deux indices ¢ # j tels que z; = x;.
Soit B = {e1,...,e,} une base de E. Si a € A*E, on obtient en décom-

—_— n .. .
posant les vecteurs x; = ", a;je; dans la base B,

n

a(zy,...,xp) = E i1 @ik 0(€ys -5 €0y)
i1t =1
avec a(e;,...,e;,) = 0 si deux indices sont égaux, et a(e;,...,e;) =
g(o)aley, ... €;y) sinon, en réordonnant les indices de fagon strictement
croissante i} < iy < --- < 4), grace a la permutation o € Xj. On en dé-

duit le résultat suivant :

Lemme 3.3.10. L’espace A*(E) est de dimension < "

A > En particulier,

Uespace A"(E) est de dimension 1.

Notez qu’il n’existe pas de k-forme alternée non nulle lorsque k£ > n + 1.
Pour k£ = n, la forme « est entiérement déterminée par sa valeur sur B :

a(ry, ..., xy) = Z e(0)ag1)1 *** Ao(myn@(€1; - - - s €n)-
o€
Vous retrouvez ici la définition originale du déterminant par rapport a une
base fixée : c’est I'unique forme n-linéaire alternée det € A"(E) telle que
det(eq,...,e,) = 1.

Définition 3.3.11. Orienter [’espace vectoriel E, c’est choisir l'une des deux
composantes connexes de A™(E) \ {0}.
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Produit extérieur

Définition 3.3.12. On définit A : A*(E) x AY(E) — AF(E), le produit
extérieur de formes multilinéaires alternées par

Oé/\,@(l‘l, s 7xk+f) = Z Wa(l‘a(l)u cee 7xa(k))6($o(k+l)7 s 7xa(k+f))‘
TEX XYy e

La forme a A 3 ainsi obtenue est une forme (k + ¢)-linéaire alternée.
Par récurrence, on peut considérer le produit extérieur de plusieurs formes
multilinéaires alternées en posant a A S A~y := (a A ) A . Voici quelques
propriétés qui découlent simplement de la définition :

e Le produit extérieur est associatif (¢ A B) Ay =a A (BA7Y).
e On a la relation d’anticommutativité 8 A o = (—1)desxdeefy A g,
e Lorsque k =/ =1 et « et 8 sont deux 1-formes linéaires, on obtient

aB(z,y) = a(z)8(y) — ay)B(x).

e Le produit de formes 1-linéaires alternées est donné par

ar A ANag(xy, ..., o) = Z e(o)an(Tg(1)) - - ak(To(r))-
oEY L

e Soit (e1,...,e,) une base de E et e, ..., e" sa base duale. Les formes
eM A NeR T <4y <--- < i <n, constituent une base de AFE.
e Le produit extérieur correspond au produit vectoriel lorsque E = R3.

Vous pourrez montrer que le produit extérieur aw A v est nul si deg o est
impair. Ce n’est pas vrai pour une forme de degré pair : si, par exemple,
aq,...,oy4 sont des 1-formes linéaires, alors la 4-forme

(a1/\a2+a3/\a4)/\(a1/\a2+a3/\a4):2a1Aa2Aa3Aa4

est non nulle en général (sin > 4). Notez que la relation d’anticommutativité
assure que les formes de degré pair commutent entre elles.

Si f est un isomorphisme de E, la transposée de f agit sur les formes
linéaires par composition via f*a(x1,...,zx) = ao (f(x1),..., f(zk)). Si
a € AFE, on a également f*a € A*E. Cette opération de « tiré en arriére »
(pull-back) commute avec le produit extérieur :

franB)=franfp.

Exemple 3.3.13. Lorsque E =R", on note dx1,...,dx, la base duale de la
base canonique. Toute forme n-lincaire alternée est un mutliple de la n-forme
dri A -+ -dxy. Si f : R" — R" est une application linéaire, alors

fdey N+ -dxy) =det f -dzy A -+ - dxy,.
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3.3.3 Formes différentielles

Tirés en arriére

Soit U C R™ un ouvert de R™. Une forme différentielle a de degré k dans
U est la donnée en tout point € U d’une k-forme linéaire alternée, qui
dépend de fagon lisse de z. Concrétement,

o= Z ail...ikdxil VANERRIVAN dl‘ik

ou les «;, ;, sont des fonctions lisses. Par convention, les formes différen-
tielles de degré 0 sont les fonctions lisses.

Soit & présent M une sous-variété différentielle de R™.

Définition 3.3.14. Une forme différentielle o de degré k sur M est la don-
née, sur chaque espace tangent T, M d’une k-forme linéaire alternée, qusi
dépend de facon lisse de .

On note Q¥(M) I’espace des k-formes différentielles sur M. L’espace
QO(M) = C>®(M,R) est I’ensemble des fonctions lisses sur M.

On définit le produit extérieur ae A 8 de formes différentielles, en considé-
rant le produit extérieur a(z) A 5(z) des formes multilinéaires alternées sur
les espaces tangents T, M.

De méme, si f : N — M est une application lisse entre deux sous-variétés
différentielles, et si o € QF(M), on définit f*a € QF(N) par

fra(@)(vi,...,vx) = a(f(z))(Def(v1), ..., Dof(vg))

ot vy,..., v € TyN et Dypf(v1),..., Daf(vk) € TpiaM. Lorsque f = (f1,. .., fm)
avec M ouvert de R™ et a = ), aydy;, A --- Ady;,, on obtient

fra=> arofdfy A+ Ndfy,
1

en notant df; = Z?Zl gic ; dx; la différentielle de la fonction coordonnée f;.

Proposition 3.3.15. Le produit extérieur a N\ 8 d’une k-forme différentielle
a et d’une L-forme différentielle B sur M est une (k+£)-forme différentielle.
St v est une troisiéme forme différentielle, alors :

1)anp= (—1)deg°"degﬁﬁ Ao

2) (aAB)ANy=an(BAY);

3) si f: N — M est une application lisse, alors
fHanp) = ffan fB.

Démonstration. Ces propriétés résultent des propriétés correspondantes pour
les applications multilinéaires. O



124 CHAPITRE 3. VARIETES

Exemple 3.3.16. Si f : U — V est un difféomorphisme entre deux ouverts
de R™, alors

[f(dzy A -+ Nday) = Jac(f)dzy A -+ AN dxy,

ot Jac(f) = det [ gg’:; } est le jacobien de l'application f.

Champs de vecteurs et 1-formes différentielles

Une 1-forme différentielle o sur un ouvert Q C R"™ est la donnée de n
fonctions lisses a1, ..., a, € C°(Q,R) telles que v = Y1 | a;(x)dx;.

Un cas particulier est celui ott a = df est la différentielle d’une fonction
lisse f: Q2 — R. On a alors a; = 0f /0z; puisque

Dans ce cas, le théoréme de Schwarz assure que pour tout 1, j,

aai 82f an N 8aj

aﬂij N 8%8% a 895]8951 N 83:1

Le lemme de Poincaré (voir Lemme [3.3.27)) assure réciproquement que cette
condition est localement suffisante.

Lemme 3.3.17. Etant donnée o une 1-forme différentielle sur Q, il existe
un unique champ de vecteurs X sur Q tel que, pour tout (z,h) € Q x R™,

Lorsque o = df , le champ de vecteurs X est le gradient de f, noté Vf.

Démonstration. L’application w(z) : h € R™ — w(z)(h) € R est une forme li-
néaire continue. Il résulte du théoréme de Riesz qu’il existe un unique vecteur
X(z) € R™ tel que a(x)(h) = (X(x),h). Les coordonnées X;(z) = a(z)(e))
dépendent de fagon lisse de z, puisque c’est le cas pour x — «(z). O

Pour comprendre ces concepts sur les variétés, il faut savoir effectuer des
changements de coordonnées. Cela revient a savoir composer une 1-forme
différentielle @ = Y"1 | a;(y)dy; sur  par une application lisse ® : Q' — Q.
On obtient ainsi, pour z € ¥ et y = ®(z) € Q,

d*a(x) = Z;ai o d(x)dd; = 2_:1 { 1 a; o ®(x) gfj (ZL‘)} dx;.

i=
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Formes volumes et orientation

Définition 3.3.18. Une sous-variété différentielle M C RN est orientable
si elle admet une forme volume, i.e. une forme différentielle de degré dim M
qui ne s’annule nulle part.

La définition est cohérente avec le point de vue adopté au chapitre 2 :

Proposition 3.3.19. Une variété M est orientable si et seulement si on peut
la définir par une famille de paramétrisations (yp;, U;) dont les applications
de transition @; o goj_l préservent ’orientation.

Démonstration. Supposons M orientable et soit w une forme volume. Soit
w; 2 U; C RY = Vi c M c RN des paramétrisations réguliéres de M, telles
que les V; sont des ouverts connexes et U;V; = M. La forme p;w est de degré
d dans U; C R? et ne s’annule pas. On a donc

pjw = fidri A\ --- Ndzxg

avec f; lisse qui est soit strictement positive, soit strictement négative. Notez
que changer x; en —x sans changer les autres coordonnées change f; en — f;.
On peut donc supposer que chaque fonction f; est positive; les fonctions de
transition ont alors comme jacobien le quotient de f; par f; qui est positif.

Réciproquement, étant donné des paramétrisations (p;, U;) avec fonctions
de transition de jacobien positif, on considére w; = (¢; ')*dzy A - A dzg et
w =), xiw; ot {x;} est une partition de I'unité associée au recouvrement
de M par les ouverts V; = ¢;(U;). Le facteur de proportionnalité entre les
formes w; est positif puisque le jacobien de ¢; o (pj_l est positif. Il s’ensuit
que w est une forme volume. ]

Si M est une variété orientable connexe de dimension d munie d’une
forme volume w, toute forme différentielle o de degré d s’écrit de fagon unique
a = fwavec f € C*°(M,R), comme on le vérifie dans des paramétrisations
locales.

En particulier deux formes volumes w1, wo différent d’une fonction lisse f
qui est de signe constant. On dit qu’elles induisent la méme orientation si f
est positive. Il y a donc deux orientations possibles pour une variété donnée.

Exemple 3.3.20. La sphére unité S" = {x € R S0Hla2 — 1} est
orientable. Considérons en effet la restriction a S™ de la forme différentielle

n+1
w =Y (=)™ midry pyp gy
i=1
ot dry = dxi, N--- Ndxy, si I ={i1,...,in}. Observons que si {v1,...,v,}
est une base de T, S™, alors
Wz (V1 ..., v) = det(z,v1,...,05)

ne s’annule pas sur S™, donc w est une forme volume.
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3.3.4 Différentielle extérieure
Construction

Soit M une sous-variété différentielle de R™.

Proposition 3.3.21. [l existe une application linéaire d : Q*(M) — Q*(M)
unique telle que

1. d envoie QF (M) sur Q¥+ (M) ;

2..d: QM) — QY (M) coincide avec la différentiation des fonctions ;
3. Y(a, B) € QF(M) x QYM), d(a A B) =da A B+ (-1)*kandb;

4. dod=0.

Démonstration. On commence par observer qu'une telle application est né-
cessairement locale : si « est une forme qui s’annule dans un ouvert U, alors
da s’annule dans U. En effet, soit x une fonction lisse identique & 1 & I'ex-
térieur de U et qui s’annule au voisinage d’un point « € U. Alors a = ya,
donc la propriété (3) implique da = dy Ao+ xda, ce qui implique da(x) = 0.

On peut donc travailler dans une carte et se ramener a la construction
de d dans un ouvert de R". Soit a = ) ;. 4. dxi, A -+ A dz;, une forme
différentielle de degré k. Les propriétés (3) et (4) impliquent

da = Zdailmik A d.%’il VANERRIVA d.%'ik.

Le terme de droite étant déterminé de fagon unique par la propriété (2), on
en déduit I'unicité de d.

Nous montrons & présent I'existence de d. La formule précédente définit
da dans n’importe quelle carte, donc globalement puisque d est une appli-
cation locale. Les deux premiéres propriétés sont clairement satisfaites. Par
linéarité, il suffit de vérifier (3) pour des formes a = fdxz;, A --- A dx;, et
B = gdxj N---Ndxj,. Comme

aNpB=fgdry N---Ndx; Ndxj N\---Ndxj,,
la régle de Leibnitz donne

dlaNp) = d(fg) Ndxy N--- Ndxg, ANdxj, A--- Adxj,
= (gdf + fdg) Ndxziy A -+ Ndxy, Ndxg, A - N dag,
= df Ndxy N Ndxg, Ngdrj, A2 ANdxg,
+ (=D fdwy Ao Adwg, Adg Adaj, A Adxj,
= daAB+(—1)Fandp.
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Il suffit également de démontrer la propriété (4) pour une forme o =
fdxi N--- Ndxg,. 11 vient, en notant f; = 0f/0x; et fjr = 82f/axj8:zg,

FPo = d(df Ndai, A Ndai) =Y d(fideg Adai, A A da,)
j=1

= Zd(fj) /\dxj/\dxil /\'--/\dZCik
j=1

n
= > fidze Ndwy Adwi, Ao Ad,
],f:l

n
= = fiedzj Ndwg ANday, A Ada, =0,
Jt=1
puisque dx; A dxy = —dxy A dx; tandis que fjr = fo;. O
Définition 3.3.22. L’unique application linéaire de la Proposition [3.3.21
s’appelle la différentielle extérieure.

Exemple 3.3.23. On considére la 1-forme différentielle

Y
T2+ y2d$ Ty yzdy = P(z,y)dr + Q(z,y)dy
dans M =R2\ {(0,0)}. Un calcul immédiat donne

oP y? — 22 oQ

- =2 - —_* dao=|——+—=—)dzANdy =

dy (22 +y%)? Oz one aa + w ) N
Proposition 3.3.24. La différentielle extérieure commute avec le tiré en
arricre : si o € QF(N) et f: M — N, alors f*(da) = d(f*a).

Oé(:C, y) =

Démonstration. L’égalité f*(dg) = d(f*g) lorsque a = ¢ est une fonction
lisse se réduit au théoréme de dérivation des fonctions composées.

Lorsque « est une forme de degré 1 il suffit, par linéarité, de traiter le
cas a = gdh ou g, h sont des fonctions lisses. Comme f* commute avec le
produit extérieur A, il vient

[(da) = f*(dg ndh) = f*(dg) A f*(dh) = d(f"g) Nd(f*h)
= d(f*gd(fh)) =d(f"(gdh)) = d(f"e),
la troisiéme égalité provenant du cas de degré zéro. Plus généralement,
fdang) = fdanp+(-1)fandp)
= [da) AR+ (D) fra A f(dB)
= d(f*a) A B+ (D) frand(fB)
= d(f*(aAB)).

On peut donc conclure par récurrence sur le degré k de a. O
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Exemple 3.3.25. On considére a nouveau la 1-forme différentielle

Y T
a(w,y) = —— " defE o dey = P(z,y)dz + Q(z,y)dy

Soit f(r,8) = (rcos,rsinf) le changement de coordonnées polaires. Il vient

dx = cosfOdr —rsinfdf et dy = sinfdr + rcos0db,

donc f*a = df. On en déduit une nouvelle preuve de ce que daw = 0, puisque
frda = d(f*a) = d*0 = 0.

Définition 3.3.26. Une forme différentielle o est fermée si doo = 0. Elle est
dite exacte s’il existe une forme différentielle B telle que o = dg.

Toute forme exacte est fermée puisque d o d = 0. Le lemme de Poincaré
fournit une réciproque partielle, en assurant que toute forme différentielle
fermée est localement exacte :

Lemme 3.3.27 (Poincaré). Soit a une k-forme différentielle fermée dans
un ouvert U conveze de R™. Alors il existe une (k — 1)-forme différentielle 3
dans U telle que o = df.

Démonstration. On ne perd rien en supposant que U contient l'origine. Nous

ne traitons que le cas des formes de degré k = 1 (le cas k > 1 est similaire
mais techniquement plus compliqué). Soit a = Y ;" | a;dz; telle que da = 0,

Oa; _ 8GJ
ie. o = . On pose

Observons que
of 3al
@
= a;(tz)dt + xi/t L (tx)dt
/0 S(t2) Z G
1 1 d
= / aj(ta:)dt—f—/ 7 —(a;(tz))dt = a;(x)
0 t

ou la deuxiéme égalité provient de da = 0, tandis que la derniére résulte
d’une intégration par parties.

On peut obtenir une formule explicite également dans le cas des k-formes
différentielles, nous renvons le lecteur aux références bibliographiques. O
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3.3.5 Intégration des formes différentielles
Intégration des 1-formes différentielles

Soit M une variété différentielle et o € Q(M) une 1-forme différentielle.
Siz e M, alors a(z) € TXM est une forme linéaire qui associe un scalaire
a(x)-v aun vecteur tangent v € T, M. Soit v : I — M une courbe paramétrée
réguliére tracée sur M.

Définition 3.3.28. L’intégrale de v le long de v est

Aa:L;mwm~ﬂmw

Il est entendu ici que 'on intégre sur un intervalle compact, ou bien que
I'on prend la limite (au sens de l'intégrale de Lebesgue) des intégrales sur
une suite exhaustive de compacts.

Lorsque a = df est la différentielle d’une fonction lisse, on obtient
[ dr=1050)- s or(a)
~

si v : [a,b] = M, en particulier f7 df =0 si ~y est fermé.

Lemme 3.3.29. Soit ¢ : J — I un difféomorphisme croissant, i.e. un chan-
gement admissible de paramétrisation qui préserve le sens de parcours de la
courbe I' = ~(I). Soit y=~o¢:J— M. Alors

Aazla.

Démonstration. C’est une conséquence de la formule de changement de va-
riables. Comme 7'(t) = v/ (¢(t))¢'(t), il vient

|ty it = [ atee)-emena= [ aqe): @
teJ teJ tel

O

Notez par contre que le signe de l'intégrale change si I’on change le sens

de parcours de la courbe I = 4(I). On peut donc définir I'intégrale [, o de
a le long d’une courbe géométrique compacte orientée I'.

Définition 3.3.30. Une courbe géométrique I' est orientée si l’on choisit de
facon continue une orientation de T,I', p € I'.

Lorsque I' est paramétrée, fixer une orientation revient & fixer un sens
parcours de la courbe. Toutes les courbes (sous-variétés de dimension 1) sont
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orientables. Il n’en est pas de méme en dimension plus grande, comme nous
I’avons indiqué au chapitre précédent, dans le cas des surfaces.

Pour définir fr «, on utilise une partition de ['unité : on fixe un recou-
vrement de I' par un nombre fini d’ouverts (U;)i<i<s tels que I' N U; est
paramétrée. On considére une famille (;) de fonctions lisses a support com-
pact dans les Uj telles que 7 ; x =1 et on pose

S
o= XiCr.
»/F ; /I;ﬂUi ’

Nous laissons le lecteur vérifier que cette définition est indépendante du
choix des U; et des x;.

Exemple 3.3.31. On considére encore la 1-forme différentielle

y x
- d
22 + y? x+x2+y2

afr,y) = dy

dans M =R?\ {(0,0)}. Son intégrale le long du cercle T'r centré a origine
et de rayon R (orienté dans le sens trigonométrique) vaut 27.

Soit en effet v : t € (0,27) > (Rcost, Rsint) € R? une paramétrisation
de T'r. 1l vient v/(t) = R(—sint, cost), donc

21 :
/ a:/ _Rsiglt(_Rsint)JrRCizSt(Jchost) dt = 2.
I'r 0 R R

La 1-forme a est donc fermée mais pas exacte. Notez que R?\ {(0,0)}
n’est pas conveze.
Intégration des formes volumes

Soit f : M — N une application lisse entre deux variétés différentielles.
Soit « une n-forme différentielle sur N. Rappelons que f*a est une n-forme
différentielle sur M définie par

(f*a)p(vlv N Qf(p) (dpf(vl)7 e 7dpf(vn)>'
Définition 3.3.32. Soit V' est une variété de dimension n admettant la

paramétrisation réguliere ¢ : U C R™ — V. Soit a une n-forme différentielle
sur V. On définit

/V o= /U ey (apler), - duipen) ) = /U oo

ot (e1,...,e,) désigne les vecteurs de la base canonique de R™.
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L’intégrale [;; ¢*a est bien (dé)finie si la forme p*a est & support compact
dans 'ouvert U C R", ce que nous supposerons dans la suite pour simplifier.

Une n-forme différentielle dans un ouvert U de R™ s’écrit
h(z1,...,xn)dxy A - Ndxy,
ou h est une fonction lisse. Si f : U’ — U est un diffecomorphisme, alors
fr(h(xr,...,zp)dey A -~ Ndxy) = Jac(f) -ho fdxy A--- ANdzy,

ou Jac(f) désigne le jacobien de f. Lorsque ce dernier est positif, la formule
de changement de variables dans R™ assure ainsi que

/UsO*a:/U,(sOOf)*a,

c’est-a-dire que, comme dans le cas des 1-formes, fV « dépend de ' orientation
de V mais pas de la paramétrisation ¢ :

Définition 3.3.33. Soit V' une variété différentielle orientée de dimension
n et soit o une n-forme différentielle sur V. a support compact. Soit (U;)
un recouvrement ouvert fini tel que U; NV est paramétrée, et soit (x;) une
partition de l'unité. On pose

froS

i
Nous laissons le lecteur vérifier que cette définition ne dépend pas des

choix qui ont été faits. La formule de changement de variables s’exprime &
présent ainsi :

Théoréme 3.3.34. Soit M et N deux variétés différentielles orientées de
dimension n. Soit f : M — N un difféomorphisme qui préserve l’orientation.
Soit a une n-forme différentielle sur N, alors

oo

Soit I = [a,b] C R un intervalle compact. Le théoréme d’intégration par
parties assure que

Formule de Stokes

b
/ df = / F(ydt = fb) — fla)= [ f
I a ol

dés que f est suffisamment réguliére. Notez que ’on impose implicitement
un sens de parcours de l'intervalle I et un sens de parcours induit de son
bord 09I = {b} — {a} (qui n’est pas connexe). On souhaite généraliser cette
formule aux sous-variétés de dimension arbitraire.
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Définition 3.3.35. On dit qu’un ouvert Q C M d’une sous-variété M de
dimension n est 4 bord lisse si, pour tout point p du bord 0N, il existe une
paramétrisation régulicre p : B" — U C M avec p(0) = p, telle que

UNQ=9p({xeB", x1<0}) et UNIN=yp({zreB", x;=0}).

Nous laissons le lecteur vérifier que 02 hérite d’une structure de sous-
variété différentielle de dimension (n — 1).

On suppose que M est orientée et on fixe w une forme volume sur M.
Si n est une (n — 1)-forme différentielle sur 92, on dira que n est positive
si localement dxy A1 = fw avec f positive. Cela permet de définir une
orientation de 0f2, on parle de l’orientation induite par celle de M.

La formule de Stokes est la généralisation du théoréme d’intégration par
parties, c’est un des outils les plus importants de ’analyse moderne :

Théoréme 3.3.36. Soit Q@ C M un ouvert & bord lisse d’une variété diffé-
rentielle orientée de dimension n. Soit n une (n —1)-forme sur M & support

compact. Alors
/dn:/ i*n.
Q o0N

Le bord 02 est ici muni de l'orientation induite par celle de M, et on a
noté i : 92 — M Dapplication d’inclusion.

Démonstration. En utilisant une partition de I'unité, on se raméne au cas ou
Q = {z1 < 0} est un ouvert a bord lisse de R™ et 7 est & support compact
dans R™. On écrit

n
77:Zﬁi(&:)dm/\---/\dfni/\---/\da:n
=1

ol 7; est une fonction lisse & support compact, et la notation cfa?l signifie que
le terme dx; ne figure pas. Il vient

n

dn = Z(—l)”l%dwl A ANdoy,
i=1 ¢

et
i*n=m(0,z2,...,xy)dxo A N dxy,.

La formule d’intégration par parties et le fait que 7; est & support compact
assurent que, pour ¢ > 2,

/ On: dx; =0 tandis que / %dxl =m0, z9,...,2y,).
zieR OTi {z1<0} 0z

Il résulte donc du théoréme de Fubini que

/dn:// 8171(11‘1:/ i*n.
Q z' J{x1<0} Oz o0
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3.4 Variétés abstraites

Les sous-variétés différentielles de R™ sont les analogues non-linéaires
des sous-espaces vectoriels de R™. Comme en algébre linéaire, il est trés
utile de s’affranchir de I'espace ambiant et de définir la notion de variétés
différentielles abstraites, méme si celles-ci peuvent (au final) étre plongées
dans R"™.

3.4.1 Variétés topologiques

Définition 3.4.1. Un espace topologique séparé M & base dénombrable est
une variété topologique de dimension n si tout point p € M a un voisinage
ouvert Vi, homéomorphe a un ouvert de R".

On parle également de variété C°, ou d’espace localement euclidien. Rap-
pelons qu’une base d’un espace topologique est une collection d’ouverts telle
que tout ouvert de 'espace s’écrit comme réunion des éléments de la base.
Cette hypothése a de nombreuses conséquences.

On appelle dimension topologique de M l'entier n. Elle est bien définie
(i.e. V), ne peut pas étre homéomorphe & un ouvert de RP, p # n) grace au
théoréme de Brouwer]

Nous listons sans démonstration quelques-unes des propriétes d’une va-
riété topologique M :

il y a, au plus, un nombre dénombrable de composantes connexes ;
la topologie est métrisable;

il existe des partitions continues de 'unité;

tout ouvert de M est une variété topologique de méme dimension ;

M est connexe si et seulement si elle est connexe par arcs;

ATl

M est localement compacte.

Définition 3.4.2. Un couple (U, ), ou U est un ouvert de M et p : U — R™
est un homéomorphisme de U sur un ouvert de R™, s’appelle une carte de
M.

Une collection de cartes (U;, ;) qui recouvrent M est appelée un atlas
(topologique) de M.

Définition 3.4.3. Soit M wune variété topologique. Si (U, ) et (V 1) sont
deux cartes telles que U NV # 0, Uapplication

Yo lipUNV)=(UNV)

est un homéomorphisme appelé changement de carte, ou fonction de transi-
tion.

5. Luitzen Egbertus Jan Brouwer, mathématicien hollandais (1881-1966).
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3.4.2 Variétés différentielles

Définition 3.4.4. On dit qu’un atlas est différentiable si les changements
de cartes sont des difféomorphismes.

On dit qu'une carte (U, ) est compatible avec un atlas différentiable
(Ui, i) si les changements de coordonnées ¢; 0 o1 et o gpi_l sont différen-
tiables sur leurs domaines de définition.

On dit que deux atlas différentiables sont compatibles si chaque carte de
I'un est compatible avec 'autre atlas. Notez que la réunion de deux atlas
différentiables compatibles est encore un atlas différentiable. Chaque atlas
différentiable est donc contenu dans un unique atlas différentiable mazimal
(la réunion de tous les atlas différentiables compatibles avec lui).

Définition 3.4.5. Une structure différentiable sur une variété topologique
M est la donnée d’un atlas différentiable mazimal.

Une variété différentielle de dimension n est une variété topologique de
dimension n munie d’une structure différentiable.

R’I’L Rn

Exemple 3.4.6.

1) L’exemple modéle est bien entendu R™ muni de latlas o une carte
(R", ) ow ¢ : © € R" — x € R" est lidentité. Tout ouvert de R™ est
également une variété différentielle de dimension n.

2) Toute surface régulicre de R® munie de l’atlas associé a une famille de
paramétrisations réguliéres est une variété différentielle de dimension 2. Plus
généralement, toute sous-variété différentielle de R™ de dimension d munie
de ses paramétrisations régulieres définit une variété de dimension d.
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3) On considére M = R muni des deux atlas a une carte (R, p1) et (R, p2)
ou
pr:z2eR—zeR et @r:zeR— 23R
Ces deux atlas ne sont pas compatibles, ils induisent donc deux structures
différentiables distinctes pour R. Celles-ci sont cependant difféomorphes (voir

FExercice .

Exemple 3.4.7. Un ouvert de R™ est une variété différentielle (pour la
structure différentielle canonique). Le groupe linéaire

GL(n,R) := {A € M(n,R)| det A # 0}

est un ouvert de R" ~ M(n,R), c’est donc une variété différentielle de

dimension n2.

Plus généralement, toute sous-variété de R™ (telle que définie plus haut)
est une variété différentielle.

Exemple 3.4.8. L’espace projectif P"(R) est I’ensemble des droites de R™"+1
qui passent par l'origine. Une telle droite est définie par un vecteur directeur
non nul (zo, ..., x,) € R"1\ {0}. La droite est alors ’ensemble

{(txo, ..., tx,) € R"™ |t € R}.

Deux vecteurs directeurs d’une méme droite sont équivalents pour la relation
d’équivalence « multiplication par un réel non nul ». On note

[xo: - :xn] := {(txo, ... tx,) € R"T |t € R*}

la classe d’équivalence correspondante : c’est la droite privée de l’origine. 11
s’ensuit que l’espace projectif réel est un quotient

P"(R) = {[z]} = R"""\ {0}/R".

On le munit de la topologie quotient : un ensemble U de P™(R) est ouvert
ssi U est ouvert dans R™T1\ {0}, on m : R*™1\ {0} — P*(R) est la
projection canonique. Nous laissons le lecteur vérifier que cette topologie est
métrisable, et qu’ainsi P"(R) est une variété topologique de dimension n.

On définit un atlas différentiel comme suit. On recouvre P*(R) par (n+1)
cartes (U, i), 0 < i <mn, ot

Ui ={[z] € P"(R) | z; # 0}
et
izl € Ui (zo/x4y ..o Xim1/Tiy Tig1 [ Tiy - . T /i) € R™.

Le lecteur vérifiera sans peine que les fonctions de transition @; o cpjfl sont
lisses (la ou elles sont définies) : leurs fonctions coordonnées sont des frac-
tions rationnelles simples dont les dénominateurs ne s’annulent pas.
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3.4.3 Espace tangent, différentielle

Tout le calcul différentiel local peut étre transféré aux variétés, en com-
posant avec des cartes locales (& la source et au but).

Applications différentiables

Soit M et N deux variétés différentielles de dimension m et n, et f :
M — N une application continue. Soit p € M, et (U, ¢) et (V,1) des cartes
de M, N au voisinage de p, f(p). L’application

Yofopl:plU)CR™—»R"

est différentiable si et seulement s’il en est de méme de toute autre application
Yo fo@ ! associée a des cartes (U, @) et (V,1)) : cela résulte aisément de
ce que les changements de carte sont des difféomorphismes.

Définition 3.4.9. Soit M et N deux variétés différentielles de dimension
m etn, et f: M — N une application continue.

L’application f est différentiable si ¢ o f o p~
toutes les cartes (U, p) et (V,) de M et N.

L est différentiable pour

Lorsque N = R, on parle de fonction différentiable. Lorsque M C R est
un intervalle, on obtient la notion de courbe (paramétrée) tracée sur N.

De la méme fagon, on dira qu’un sous-ensemble V' d’une variété différen-
tielle M (de dimension n) est une sous-variété différentielle, si et seulement
si pour toute carte (U, ) de M, (U NV) est une sous-variété de R™.

Exemple 3.4.10. Soit M et N deux variétés différentielles munies des atlas
respectifs {(Us, i)}, {(Vj,)}. Alors {(U; x Vj, (wi), %)} définit un atlas
différentiel pour M x N, et les applications de projection w1 : M x N — M
et mo : M X N — N sont différentiables.

Fibré tangent et champs de vecteurs

Définition 3.4.11. Soit M une variété différentielle et p € M.

1) Deuz courbes v1,v2 1] — €, +e[— M telles que v1(0) = 2(0) = p sont
dites équivalentes si, pour toute carte (¢,U) de M au voisinage de p € M,
on a (poy1)(0) = (¢or2)(0). On appelle vecteur tangent a p en M la classe
d’équivalence de telles courbes.

2) L’espace tangent T,M est l'ensemble des vecteurs tangents a M en p.

Notez qu'il suffit de vérifier 1’égalité (p o v1)"(0) = (p 0 ¥2)’(0) pour une
seule carte (U, ). Une telle carte identifie T,M a R", ot n = dim M. Un
changement de carte donne une identification qui différe de la premiére par
un isomorphisme (la différentielle du changement de carte), ainsi 7, M a une
structure d’espace vectoriel réel de dimension n.
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Soit M et N deux variétés différentielles, et f : M — N une application
différentiable. Si vy :] — ,e[— M est une courbe tracée sur M passant par
p = 7(0), et si ¢ : Vyp) — R™ est une carte de N au voisinage de f(p),
lapplication ¥ o f o~y :] —e,e[— R" est différentiable et sa différentielle en
zéro approxime f(p) dans la direction v = 4/(0) a 'ordre 1, ce qui motive la
définition suivante :

Définition 3.4.12. Soit M et N deux variétés différentielles, et f : M — N
une application différentiable. L’application linéaire tangente a f enp € M,
notée Dy f : TyM — Ty,) N, est Uapplication obtenue par passage au quotient
de v — o fory. Elle est appelée la différentielle de f en p.

Cette définition est un peu lourde ; en pratique on utilise des cartes locales
au but et a la source pour faire des calculs et établir les propriétés désirées.

Définition 3.4.13. Une application différentiable f : M — N est
e une immersion si, pour tout p € M, D,f est injective ;

e une submersion si, pour tout p € M, D, f est surjective;

Lemme 3.4.14. Soit f : M — N une application différentiable.
1) Si f est une immersion surjective, alors ¥p € M, TN = Im Dpf.
2) Si f est une submersion, alors pour tout q € f(M), My := f~1(q) est
une sous-variété de M telle que pour tout x € My, T, My = ker D, f.

Notez en particulier que si V' C M est une sous-variété de M, alors T,V
s’identifie & un sous-espace vectoriel de T}, M.

Vous vérifierez que les fibres f~1(g) d'une submersion sont des variétés
(lorsque ¢ est dans l'image de 'application f) et qu'une immersion envoie
un petit voisinage ouvert sur une variété.

Démonstration. On utilise des cartes locales pour M au voisinage d’un point
p, et N au voisinage de f(p) pour se ramener au cas des sous-variétés de R™
(resp. R™) qui a déja été traité. O

Nous avons observé que la réunion T'M des espaces tangents & une sous-
variété M de dimension n de RN est une sous-variété de R de dimension
2n. Il en va de méme pour une variété abstraite M. Considérons

TM := H T,M ={(p,v)|pe M et veT,M}
peEM

et m: (p,v) € TM — p € M la projection canonique sur M.
On munit le fibré tangent T M d’une structure différentielle comme suit.
Si (¢,U) est une carte pour M, on considére la carte (Dp, 7 1U) de TM
définie par
Dip(p, v) = (#(p), Dyp(v).

Nous laissons le lecteur vérifier que les fonctions de transition de 1’atlas
correspondant sont bien lisses.
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Définition 3.4.15. Soit M une variété différentielle. Un champ de vecteurs
est une section lisse du fibré tangent T'M, i.e. une application différentiable
X:M —TM telle que mo X =1d.

Autrement dit, pour tout p € M, X (p) € T,M est un vecteur tangent a
M en p, et 'application p — X (p) est lisse.

Plongements

Définition 3.4.16. Soit M et N deux variétés différentielles. Une applica-
tion différentiable f : M — N est un plongement si c’est une immersion et
un homéomorphisme sur son image.

Théoréme 3.4.17. Toute variété différentielle abstraite compacte M de di-
mension d € N se plonge dans R™ pour n assez grand.

Ce célébre résultat de Whitney assure que toute variété abstraite peut
étre réalisée comme une sous-variété de R™ : s’il existe un plongement f :
M — R", alors f(M) est une sous-varié¢té de R™ et la variété abstraite M
est difféeomorphe a f(M).

Démonstration. Soit {U;, ¢;), 1 < i < s} un atlas différentiel fini de M. On
peut trouver des ouverts V; et des fonctions lisses y € C*°(M,R) telles que

e V; C U; et les ouverts V; recouvrent encore M ;

e y; =1sur V; et x; =0 hors de U,.
Une telle famille de fonctions est appelée partition de ['unité subordonnée au
recouvrement {U;} si on impose de plus >, x; =1 et 0 < x; < 1.

On peut prolonger les applications ¢;x; par 0 dans M \ U; et obtenir ainsi

des applications lisses a valeurs dans R%. On vérifie alors que 'application

Dz M (X1y-- ) Xsy P1X1s- -+ PsXs) € Rs(@+1)

est un plongement. En effet, ® est lisse par construction et
e & une immersion car D,® contient un bloc injectif D p; si x € V;;
e & est injective : si ®(z) = P(y) alors x;(z) = xi(y) pour tout i, donc
x,y appartiennent & un méme V;, et @;(x) = p;i(y) = =z =y.
On conclut en observant qu’une immersion injective définie sur une variété
compacte est automatiquement un homéomorphisme sur son image, donc un
plongement (voir Exercice [66). O

On peut composer un plongement ® : M — R” avec une projection
orthogonale générique 7y sur un hyperplan de R™. Tant que n > 2d + 1, un
lemme de Sard assure que la composée 7 o @ est encore un plongement ; on
peut ainsi plonger M dans R??*1. On peut méme la plonger dans R?¢, mais
la preuve est plus difficile et requiert des techniques trés différentes.

La borne sur la dimension est optimale, on verra des exemples de surfaces
compactes (bouteille de Klein, plan projectif réel) qui ne peuvent pas étre
réalisées comme des surfaces compactes de R3.
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Difféomorphismes

Définition 3.4.18. Soit M et N deux variétés différentielles de dimension
m,n. Une application f : M — N lisse est un difféomorphisme si elle est
bijective et si f~1: N — M est lisse.

Lorsque N = M, on note Diff (M) I’ensemble des difféomorphismes de M,
c’est un groupe pour la composition. Il existe beaucoup de difféomorphismes :

Théoréme 3.4.19. Soit M une variété connezxe de dimension d. Le groupe
Diff (M) agit transitivement sur M.

Démonstration. On décompose la preuve en deux temps.

Etape 1. Pour toute boule B de RY, on note Diffy(B) I'ensemble des difféo-
morphismes de R? qui sont égaux & 'identité hors de la boule. On commence
par montrer que Diffy(B) agit transitivement sur la boule B(ry) de rayon
rg > 0 pour une constante absolue rg > 0.

Quitte a dilater et translater, on peut supposer que B est la boule unité.
Soit x¥ : R — R une fonction lisse & support compact, avec 0 < y < 1,
x = 1 sur l'intervalle [—1,+3] et x = 0 hors de l'intervalle [—1,1] (fonction
plateau). La dérivée d'une telle fonction est uniformément bornée par une
constante My > 0. On pose 79 = (2Mp)~! et on considére I'application lisse

¢:x € RY (1 +T0X($1)X($% + ... —}—:cfl),xg,...,xd) c R%.

Observons que ¢(0) = (r,0,...,0), ¢ est I'identité hors de B, et
e ¢ est bijective car x1 — x1 + Argx(x1) est une fonction strictement
croissante pour tout A € [0, 1] de par notre choix de rg;
o Jac(¢) =1+ rox'(z1)x(x3 + -+ + 22) > 0, donc Papplication ¢ est
localement inversible.
Il résulte du théoréme d’inversion locale que ¢ € Diffy(B).

En précomposant ¢~ avec une rotation, on obtient la propriété de tran-
sitivité annoncée, puisque O(d, R) agit transitivement sur les sphéres.
Etape 2. Soit a € M et (U, ) une carte de M telle que ¢(a) = 0 € R%. On
fixe une boule B C ¢(U) et on considére ¢ € Diffy(B). L’application

o o togpoyp dans p1(B)
Sl d dans M
est un élément de Diffg(¢~1(B)) C Diff(M). 1l résulte de plus de I'Etape 1

que Diffg(p~!(B)) agit transitivement dans un petit voisinage du point a.
Un point b € M étant fixé, on considére

Q= {x e M, IF € Diff (M) tel que F(b) = z}.

L’ensemble §2 est un ouvert non-vide d’aprés ce qui précéde. Il est également
fermé : si x; € Q@ — a € M, alors z; € @ Y(B) pour j assez grand, et la
construction montre que 1'on peut envoyer x; sur a par un difféomorphisme,
donc b sur a par composition. On conclut par connexité que 2 = M. O
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3.4.4 Formes différentielles et orientabilité
Fibré cotangent

Le fibré cotangent est ’ensemble des espaces tangents duaux :

Définition 3.4.20. Soit M une variété différentielle de dimension d. Le
fibré cotangent est
T*M = UpenT, M.

Nous laissons le lecteur vérifier que T*M admet une structure de variété
différentielle de dimension 2d. On note

7:(p&)eT* M—peM
la projection canonique.

Définition 3.4.21. Soit M une variété différentielle de dimension d. Une
section lisse o : M — T*M de 7 est une 1-forme différentielle.
On note QY (M) lespace des 1-formes différentielles.

Nous laissons le lecteur vérifier que cette définition coincide bien avec
celle utilisée dans le cadre des variétés plongées dans R™. Si f: M — R est
une fonction lisse, alors pour tout p € M, la différentielle

dpf : TpM — R~T R
est une forme linéaire sur 'espace tangent 7, M, donc
df :pe M dyf €TyMCT*M
est une section lisse de T* M.

Définition 3.4.22. Une 1-forme différentielle est exacte si c¢’est la différen-
tielle d’une fonction lisse f: M — R.

Une 1-forme différentielle o fermée n’est pas nécessairement exacte. Toute
1-forme différentielle fermée est localement exacte (lemme de Poincaré).
L’étre mathématique qui décrit I’obstruction pour une 1-forme différentielle
fermée d’étre globalement exacte est un groupe : c¢’est le premier groupe de
cohomologie de de Rhamlﬂ de la variété M.

On peut étendre au contexte des variétés abstraites le produit, la dif-
férentielle extérieure, et toutes les opérations rencontrées dans le cadre des
variétés plongées. Nous noterons QF (M) les formes différentielles de degré k.

6. Georges de Rham (1903-1990), mathématicien et alpiniste suisse, spécialiste de to-
pologie différentielle.
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Variétés orientables

On définit 'orientabilité d’une variété abstraite de la méme fagon que
pour les sous-variétés différentielles de RY :

Définition 3.4.23. Soit M une variété différentielle. On dit que M est
orientable s’il existe une forme volume, i.e. une n-forme différentielle sur M
qui ne s’annule nulle part.

De fagon équivalente, M est orientable si et seulement si on peut choisir
un atlas différentiel dont les changements de cartes ont un jacobien positif
(i.e. préservent l'orientation). C’est également équivalent au fait de pouvoir
choisir de fagon continue une orientation des espaces tangents.

Exemple 3.4.24. Soit F : R" — R une submersion propre et H = F~1(0).
On sait que H est une hypersurface compacte de R™ telle que, pour tout
p € H T,)H =1¢+{v eR" (v,VF) = 0}. Une telle hypersurface est
orientable. Soit en effet w = dxy A --- Adzxy, la forme volume canonique de
R™, on définit une (n — 1)-forme différentielle sur H en posant

a(p)(vi, ... vp—1) =w(vy,...,0p—1, VF).

Si{v1,...,vp_1} est une base de T,H, alors {vi,...,vp—1, VF} est une base
de R"™, donc w(vy,...,vn—1,VF) # 0, a est donc une forme volume.

Vous vérifierez qu’un produit de variétés différentielles admet une struc-
ture de variété différentielle et qu’un produit de variétés orientables est orien-
table. Comme le cercle unité S' est orientable, on en déduit que le tore

Rn/Zn ~ (Sl)n
est une variété compacte orientable de dimension n.

Proposition 3.4.25. Le plan projectif P?(R) n'est pas orientable. Plus gé-
néralement, les espaces projectifs P**(R) ne sont pas orientables.

Démonstration. Rappelons que P (R) est I'ensemble des droites passant par
lorigine dans R™*1\ {0}. Une telle droite intersecte la sphére unité S™ en
deux points antipodaux, on a ainsi une application lisse surjective

m: 8" = P"R) ~ S"/{c}

qui permet de considérer P"(R) comme le quotient de S™ par le groupe a
deux éléments engendré par I'involution antipodale o.

Soit w une forme volume sur P"(R) que I'on suppose orientable. Alors
m*w est une forme volume sur S™, donc 7*w = fwgr o0l wgn désigne une
forme volume sur S™ et f est une fonction lisse de signe constant.

Notons que 0*w = w car Too = , tandis que 0*wgn = (—1)"Tlwgn. On
en déduit, pour n pair, que f oo = —f, ce qui contredit que f est de signe
constant. C’est donc que les espaces P2*(R) ne sont pas orientables. O
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On représente un point du cercle unité S* par un angle 6 € [0, 27| (pas-
sage au quotient pour la relation d’équivalence 6 ~ 6 + 27). Le quotient du
tore produit S x S! par le groupe a deux éléments engendré par I'involution

(97 90) = (_97 ®+ 7T)

est une surface compacte non orientable appelée bouteille de Klemﬂ

Le plan projectif et la bouteille de Klein ne peuvent pas étre réalisés
(plongés) dans R3, puisque toute surface compacte de R? est orientable. On
considére, & la place, des immersions pour les représenter dans R3. Voici un
exemple pour la bouteille de Klein :

Et voici la surface de Boy, immersion du plan projectif P?(R) dans R? :

La surface de Boy peut étre vue comme une sphére dont on a recollé deux
a deux les points antipodaux. On peut également la construire en recollant
le bord d’un disque sur le bord d’un ruban de M&bius.

Ces surfaces peuvent étre plongées dans R* (comme promis par le théo-
réme de Whitney). Vous vérifierez par exemple que l'application

(yz, zz, 2y, 22 + 2y + 322)
22 + 42 + 22

filz:y: 2] € PAR) — cR*

est un plongement du plan projectif dans R*.

7. Felix Christian Klein, mathématicien allemand (1849-1925). Il a énoncé le trés in-
fluent programme d’Erlangen, qui raméne 1’étude des différentes géométries a celle de leurs
groupes de symétrie respectifs.
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3.5 Variétés complexes et groupes de Lie

Nous considérons a présent deux grandes classes d’exemples de variétés
qui ont des propriétés remarquables.

3.5.1 Variétés complexes

Soit M une variété différentielle de dimension paire 2n. On identifie R?" &
C™ pour un choix de structure complexe. Un atlas (U;, ;) est alors constitué
d’ouverts U; recouvrant M, et d’homéomorphismes

pi U=V, cC"
& valeurs dans C™.

Définition 3.5.1. On dit que l’atlas {(U;, p;)} est holomorphe si les change-
ments de carte goiocpj_l sont des biholomorphismes, i.e. des difféomorphismes
holomorphes.

Une application f = (f1,..., fn) : U C C" — C" définie sur un ouvert U
de C™ est holomorphe si chacune de ses fonctions coordonnées f; : U — C
est une fonction holomorphe, i.e. vérifie les équations de Cauchy-Riemann

Ofi
63]'

=0, 1<i,j<n.

Définition 3.5.2. Une wvariété complexe M de dimension complere n =
dimc M est une variété topologique de dimension (réelle) 2n munie d’un
atlas holomorphe maximal.

Exemple 3.5.3. Les ouverts de C" et les sous-variétés complexes de C™
sont des exemples de variétés complezes.

Exemple 3.5.4. L’espace projectif complexe P™(C), ensemble des droites
complezes de C"1 passant par lorigine, est une variété complexe compacte
de dimension complexe n :

P*(C) = C™1\ {0}/C*.
Lorsque n = 1, on obtient la sphére de Rz’emannlﬂ :PYC) ~ S2

Lemme 3.5.5. Toute variété complexe de dimension complere n est une
variété différentielle réelle de dimension réelle 2n qui est orientable.

Démonstration. La preuve se résume a observer que les jacobiens réels des
changements de carte sont tous positifs : ce sont les modules au carré des
jacobiens complexes. O

8. Georg Friedrich Bernhard Riemann, mathématicien allemand trés influent (1826-
1866).
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Réciproquement, toute surface différentiable réelle orientable admet une
structure complexe (un atlas holomorphe maximal) : on parle alors de surface
de Riemann.

Surfaces de Riemann compactes

Toute 'analyse complexe se transporte au cas des surfaces de Riemann,
en pré/post-composant par les cartes locales. Les fonctions holomorphes f :
S — C vérifient par exemple le principe du mazimum, il n’y a donc aucune
fonction holomorphe non constante si S est compacte :

Proposition 3.5.6. Soit f : S — S’ une application holomorphe entre deux
surfaces de Riemann. Si S est compacte, alors

— soit f est constante,

— soit [ est surjective et S’ est également compacte.

Démonstration. Si f n’est pas constante, alors c’est une application ouverte
et f(S) est un ouvert de S’. Si S est compacte, il en va de méme de f(S)
(image continue d’un compact), donc f(S) est a la fois non-vide, ouvert
et fermé dans S’ qui est connexe, donc S’ = f(S) est compacte et f est
surjective. O

Les surfaces de Riemann compactes sont classifiées topologiquement par
leur genre (nombre de « trous » ) ; leur classification & biholomorphisme prés
fait 'objet de la théorie des espaces de module, un sujet de recherches ac-
tuelles. Nous indiquons & présent trois exemples fondamentaux.

Droite projective P!(C)

La droite projective complexe P!(C) est I’ensemble des droites complexes
de C? passant par l'origine. Une telle droite a pour équation affine

{(wo,wl) S (Cz, Zow1 = leo}

ot (z0,21) € C?\ {(0,0)}. L’équation de la droite est inchangée si on rem-
place (2o, z1) par (Azp, Az1) avec A € C*. Réciproquement, (2o, z1) et (2, 21)
définissent la méme droite si et seulement sil existe A € C* tel que (2, 2]) =
()\Zo, )\Zl) Ainsi

PH(C) = C*\ {(0,0)}/ ~
ou (20, 21) ~ (2(,21) s'il existe A € C* tel que (2, z]) = (A20, Az1). On note
[20 : z1] la classe d’équivalence correspondante et on appelle coordonnées
homogénes les « coordonnées » (zp, 1) d’un point [zg : 21] € PL(C).

Proposition 3.5.7. P1(C) est une surface de Riemann compacte simplement
connexe, homéomorphe a la sphére S? ~ C.
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Démonstration. On obtient presque toutes les droites complexes passant par
lorigine en considérant les équations wi; = zwg avec z € C; il s’agit des
droites pour lesquelles zg # 0, et il manque uniquement la droite d’équation
wp = 0 qui correspond au point [0 : 1]. On note

Up := {[Z] S Pl((C), z0 # O}.
Cet ouvert est isomorphe & C via I’application
(Z502[Z()221] EUOf%Z:Zl/ZoE(C.

L’application réciproque est ¢, L.2eCw [1:2] € Uy Pl On définit de
méme U; := {[z] € P}(C), 21 # 0}. Cet ouvert est isomorphe & C via

¢1:[20121]€U1'—>Z=Z()/21€(C
dont I'application réciproque est
¢t 2€Crs [2:1] €Uy C PYC),

il contient toutes les droites passant par ’origine sauf celle d’équation w; = 0.
L’ouvert d’intersection Uy NU; a pour image C* par ¢g et ¢1. On a ainsi
défini un atlas {(Uo, ¢o), (U1, ¢1)} de P1(C) dont les changements de cartes

1
qsoogb;l:zeC*H;eC*

et ¢10¢, " (2) = 1/z sont des biholomorphismes. Ainsi P*(C) est une surface
de Riemann. Observons enfin que 'application

(20,21) € 8% = {(20,21) € C%, |2* + |21 = 1} = [20 : 21] € PL(C)
est continue et surjective, donc P!(C) est compacte, et I'application

2€C~Uy ¢pt(z) =[1:2] € PHC) = Up U{[0: 1]} ~ CU {00}
s’é¢tend en un homéomorphisme de C sur P!(C) en posant ¢, ' (c0) = [0: 1].
Il s’ensuit que P(C) ~ S? est simplement connexe. O
Tores complexes

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie n.

Définition 3.5.8. Un sous-groupe I' C V' est discret si, pour tout compact
K de V, l’ensemble KN est fini.

Le sous-groupe Z" de R™ est discret. Si on fixe une norme sur V, I' est
discret si et seulement s’il ne contient qu’un nombre fini de vecteurs de norme
au plus 1. Nous vous laissons démontrer la caractérisation suivante.
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Proposition 3.5.9. Un sous-groupe {0} #I' C V est discret si et seulement
s’il existe v € [1,n] NN et des vecteurs ey, ..., e, linéairement indépendants
sur R tels que

['=Ze + -+ Ze,.

L’entier r s’appelle le rang de I', c’est la dimension du sous-espace vec-
toriel de V' engendré par I'.

Définition 3.5.10. Un réseau est un sous-groupe discret de rang maximal,
i.e. égal a la dimension de V.

On munit I'espace quotient V/I" de la topologie quotient : un ensemble
est ouvert si et seulement si son image réciproque par la projection canonique
m:V — V/T est un ouvert de V. La proposition précédente montre, lorsque
I est un réseau, que V/T" est un compact homéomorphe & (S1).

On suppose a présent que V' est un espace vectoriel complexe de dimen-
sion complexe N (sa dimension réelle est donc 2N) et I' est un réseau de
V' (sous-groupe discret de rang 2N). Le tore X = V/I" est une variété com-
plexe compacte de dimension complexe N. Pour N = 1, on obtient donc une
surface de Riemann.

Proposition 3.5.11. Le tore X = C/T" admet une structure compleze qui
en fait une surface de Riemann compacte non simplement connexe, homéo-
morphe & S' x ST

Démonstration. On obtient une structure complexe en considérant la famille
de cartes f; : z € U; — m(z) € w(U;), ot {Uj,i € I} est un recouvrement de
V par des ouverts qui ne rencontrent aucun de leurs translatés (non nuls).
Les changements de carte sont des translations par des éléments de I,
ce sont bien des fonctions holomorphes 1a ou elles sont définies. On obtient
ainsi une variété complexe compacte de dimension complexe NV, en particulier
X = C/T est une surface de Riemann compacte homéomorphe a S x S*.
Il existe donc de nombreux chemins lisses fermés que 'on ne peut pas
déformer sur un point, ils sont tous engendrés par les deux lacets correspon-
dants & chaque cercle S*. O

Une fonction f : U — C est holomorphe si et seulement si f o m :
7-1(U) — C est holomorphe et I'-périodique. En particulier, f : X = C/T —
C est holomorphe si et seulement si f om : C — C est holomorphe et dou-
blement périodique, elle est donc constante.

Il existe par contre de nombreuses fonctions f : X — P! méromorphes,
elles correspondent aux fonctions F : C — P! méromorphe doublement
périodiques. Un exemple célébre est la fonction P de Weierstrass que vous
étudierez dans les exercices.

La métrique euclidienne étant invariante par translation, elle passe au

quotient et définit sur X = C/T" une métrique plate (courbure de Gauss
nulle) et une distance qui ressemble a la distance euclidienne.
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Surfaces de Riemann hyperboliques

Soit g € N\ {0,1}. Soit D C R? le disque unité fermé et Dy,... D, des
disques deux a deux disjoints contenus dans D,

Di={(z,y) ER*|(z —a;)*+ (y — b;)* < ri}.
On considére
fi(z,y) € R? — (1-— [932 + y2])Hf:1 ((:z: — ai)2 + (y — bi)2 — rf) eR

et
S ={(z,y,2) € R®| 2% = f(x,y)}.

C’est une sous-variété compacte et connexe de R? qui n’est pas simplement
connexe : elle a g trous.

On peut montrer que M admet une structure de surface de Riemann
compacte et que son revétement universel est le disque unité A, ce qui per-
met de réaliser S comme un quotient du disque unité par un sous-groupe
d’automorphismes de Aut(A).

Les trois géométries

Le théoréme d’uniformisation de Riemann affirme que :

Théoréme 3.5.12. Soit Q C P! un domaine simplement connexe. Alors
— soit Q=P ;
— soit Q =P\ {a} est biholomorphe a C ;
— soit Q est biholomorphe au disque unité.

Il y a donc trois types de domaines simplement connexes {2 sur la sphére
de Riemann. Chacun est muni d’une distance (sphérique, euclidienne, hyper-
bolique) invariante par le groupe Aut()). Le théoréme d’uniformisation se
généralise et montre que le revétement universel de toute surface de Riemann
appartient & I’'un des trois types ci-dessus.

Les surfaces de Riemann compactes sont classifiées, & difféomorphisme
prés, par leur genre (nombre de trous). La classification & difféomorphisme
holomorphe prés s’exprime en termes de la trichotomie déja rencontrée :

— toute surface de Riemann de genre g = 0 est biholomorphe a la sphére
de Riemann P!(C), c’est la seule surface de Riemann simplement
connexe;

— une surface de Riemann de genre g = 1 est biholomorphe & un tore
complexe C/Z[r], ot I(7) > 0 (on parle de courbe elliptique) ;

— les classes d’équivalence de surfaces de Riemann de genre g > 2 sont
trés nombreuses ; leur géométrie trés riche fait 'objet de travaux ac-
tuels (en géométrie hyperbolique, géométrie algébrique, etc.).
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3.5.2 Groupes de Lie

Définition 3.5.13. Un groupe de Lie est une variété G munie d’une struc-
ture de groupe différentielle, i.e. telle que les opérations de multiplication

(91,92) EGXG—=g1-g2€ G

et d’tnversion
geG—glteqd

sont lisses.

Exemples 3.5.14.

1. Le groupe général linéaire GL(n,R) est ’ensemble des matrices réelles
inversibles de taille n. C’est un ouvert de M(n,R) ~ R™ (image
réciproque de R* par l'application déterminant qui est lisse), donc une
variété réelle de dimension n?. L application (A, B) — A - B est lisse
sur M(n,R) donc sur GL(n,R) également ; l’application A — A~}
est lisse sur GL(n,R) puisque 'inverse s’exprime de fagon lisse par

tComA
det A

ot ComA désigne la matrice des cofacteurs de A.

A7l =

2. De fagon analogue, le groupe GL(n,C) est un groupe de Lie qui est
une sous-variété réelle de R4 de dimension 4n? ; c’est également une

variété complexe de dimension complexe n>.

3. Le groupe orthogonal O(n,R) est le sous-groupe fermé de M(n,R)
défini par les conditions A'A = 1d. Vous vérifierez dans Z’Exercice
que c’est une sous-variété réelle de M(n,R) de dimension n{n=1),

4. Le groupe unitaire U(n, C) est le sous-groupe fermé de M(n,C) défini
par les conditions A'A = 1d. C’est une sous-variété réelle de dimen-
sion n? (mais attention ce n'est pas une sous-variété compleve).

Dans la suite nous noterons K en lieu et place de R ou C, pour éviter
des répétitions inutiles.

Proposition 3.5.15. Un groupe de Lie est une variété orientable.

Démonstration. Soit G un groupe de Lie, on note e son élément neutre. On
choisit une n-forme linéaire n sur 7.G non nulle. La translation & droite
de vecteur g, h € G — h + g € G, est un difféeomorphisme qui induit un
isomorphisme g* : T,G — T.G entre espaces tangents. La n-forme linéaire
g*n est non nulle et fournit une orientation de T,G.

Il s’ensuit que g — ¢g*n est une n-forme différentielle sur G' qui ne s’annule
nulle part et fournit donc une orientation de G. Notez que cette forme est
invariante par translation. C’est la généralisation du cas G = R™ muni de
n(x) =dzy A--- A dxy,. O
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Proposition 3.5.16. Le groupe spécial linéaire
SL(n,R) :={A € M(n,R)| det A =1}

des matrices carrées de taille n et de déterminant 1 est une sous-variété de
dimension n? — 1 de R" ~ M(n,R). Son espace tangent en 1d est

TiaSL(n,R) = {H € M(n,R); trH = 0}.
Démonstration. Le lecteur vérifiera dans ’exercice [68] que
det(A+ H) = det A + tr (‘ComA - H) + o(H).

La forme linéaire D4 det(H) = tr (‘ComA - H) est non nulle si et seulement
si la comatrice de A n’est pas nulle. Il s’ensuit que det est une submersion au
voisinage de chaque matrice A de rang > n — 1, en particulier au voisinage
de A = Id. La Proposition assure donc que SL(n,R) = det™! det({Id})
est une hypersurface. O

Décomposition polaire

Un résultat classique d’algébre linéaire stipule que toute matrice inver-
sible A € GL(n,R) se décompose de fagon unique comme produit A = O - S
d’une matrice orthogonale O € O(n,R) et d’une matrice symétrique définie
positive S € Sym™(n,R) : c¢’est sa décomposition polaire. Nous montrons ici
que cette décomposition est également trés réguliére :

Théoréme 3.5.17. L’application
¥ :(0,8) € O(n,R) x Sym™ (n,R) — O -S € GL(n,R)
est un difféomorphisme.

Démonstration. On décompose la preuve en deux temps.

Etape 1. Notons que I'ensemble Sym™(n,R) des matrices symétriques dé-
finies positives est un ouvert de 'ensemble Sym(n,R) des matrices symé-
triques, qui est un sous-espace vectoriel (donc une sous-variété) de dimen-
sion % de M(n,R) ~ R™. L'espace tangent TgSym™ (n,R) en un point
S € Sym™(n,R) s’identifie & Sym(n,R).

On commence par observer que 'application
¢:SeSymT(n,R) — 5% € Sym™(n,R)

est un difféomorphisme. En effet, 'application ¢ est
e bien définie (le carré d’une matrice symétrique est symétrique) ;
e bijective comme on le voit en diagonalisant en base orthonormée ;
e lisse comme restriction de I’application lisse A + A% sur M (n,R);
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e localement inversible car ¢(S + H) = ¢(S) + (HS + SH) + o(H) et
Dg¢ : H € Sym(n,R) — HS + SH € Sym(n,R) est bijective.
Pour justifier ce dernier point, on peut observer que si {e;} désigne une base
de vecteurs propres de S associés aux valeurs propres A; > 0, la condition
HS + SH = 0 se traduit par SHe; = —A\He;, donc He; = 0 pour tout i (les
valeurs propres de S sont toutes positives), d’oa H = 0.

Etape 2. Si A = O-8S avec O orthogonale et S symétrique définie positive, on
observe que *AA = S% = $¢(S) donc S = ¢~ '(*AA). Par ailleurs, pour toute
matrice inversible A € GL(n,R), on vérifie que la matrice O = A¢p~1(tAA)
est orthogonale. Ainsi ¢ : (0, S) € O(n,R)xSym™(n,R) — 0-S € GL(n,R)
est lisse, bijective et d’inverse lisse =1 : A — (Ap~1(tAA), ¢~ 1(tAA)). Tl
s’ensuit que v est un difféomorphisme. O

Application exponentielle

Etant donnée A € M(n, K), on pose

exp A = Z ;1?

J=0

Cette série converge normalement sur toute partie bornée de 'espace de
Banach M(n, K') muni d’une de ses normes. En effet, comme celles-ci sont
toutes équivalentes (dimension finie), on peut en choisir une qui est matri-
cielle, i.e. vérifie ||A - B|| < ||A|| - || B||. I s’ensuit que ||A47]| < ||A]|/ donc

A9 Al
S E <SR —epjja) < 4.
> 1 =0 7

Le théoréme de CayleyﬂHamiltonE assure que A™ s’exprime en fonction
des A7, 0 < j < n—1. L’exponentielle exp A est donc en fait un polynéme de
degré n—1 en la matrice A. Attention cependant : les coefficients de ce poly-
noéme dépendent bien siir de la matrice A! Quelques propriétés importantes
de l'exponentielle de matrice sont rappelées dans l'exercice [77}

Sous groupes fermés de GL(n, K)

On commence par s’intéresser aux sous-groupes a un paramétre de GL(n; K),
i.e. aux morphismes continus du groupe additif R dans GL(n, K).

Proposition 3.5.18. Les sous-groupes a un paramétre de GL(n; K) sont les
t—exp(tX), oo X € M(n,K).

9. Arthur Cayley (1821-1895), mathématicien anglais.
10. Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), physicien irlandais.
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Démonstration. Soit ¢ : t € R — ¢(t) € GL(n, K) un sous-groupe a un
paramétre. Supposons ¢ différentiable. Comme ¢(s +t) = ¢(s) - ¢(s), on
obtient ¢(0) = Id, et pour tout t € R,

() = p(t) - £'(0).
Posons X = ¢'(0). Alors t — exp(—tX)p(t) est constante et vaut Id en
t =0, donc p(t) = exp(tX). Il reste a justifier que ¢ est différentiable. Soit
p : R — R une fonction lisse & support compact concentré prés de 1'origine,
telle que fR p = 1. La convolée ¢ * p est une application lisse qui vérifie

o 0lt) = [ plt=s)oo)ds = [ pls)olt = s)ds = A- (1)

R

avec A = [, p(s)¢(—s)ds. Comme ¢ est continue et (0) = Id, on en déduit
que A est inversible si le support de p est suffisamment proche de 'origine.
Il en résulte que p(t) = A= 1o * p(t) est lisse. O

Théoréme 3.5.19. Soit G un sous-groupe fermé de GL(n, K). Alors G est
une sous-variété réelle de GL(n, K) dont l’espace tangent en Id est

G:={X eM(n,K); exp(tX) eG pour tout t € R}.

Tout sous-groupe fermé de GL(n, K) est donc un groupe de Lie. Cest le
cas, plus généralement, de tout sous-groupe fermé d’un groupe de Lie.

Démonstration. L’ensemble
G:={X eM(nK); exp(tX) € GVt e R},

s’appelle 'algébre de Lie du groupe G. C’est un sous-espace vectoriel de
M(n, K) qui est stable par le crochet de Lie (X,Y) — [X,Y]:= XY - Y X,
comme vous le vérifierez.

Le point clef de la démonstration est de montrer, lorsque G est fermé,
qu’il existe un voisinage V' de la matrice nulle dans G et un voisinage W de
Id dans G, tels que I'application exponentielle réalise un homéomorphisme
entre V et W. C’est ’analogue du résultat démontré au chapitre précédent
dans le cas des surfaces plongées dans R3.

Le théoréeme d’inversion locale assure que l’exponentielle réalise un dif-
féomorphisme entre un voisinage V'’ de 0 dans M(n, K) et un voisinage W’
de Id dans GL(n,K), puisque nous avons calculé Dyexp = Id. On pose
V=V'NnGet W =WnNG. On obtient bien ainsi des voisinages ouverts
de 0 et Id dans G et G. De plus, exp envoie bien G dans G donc V dans W.
La difficulté est de montrer le caractére surjectif de cette restriction. Nous
renvoyons le lecteur a [Warnerl chapitre 3]. O

Exemple 3.5.20. Le groupe SO(n,R) est un sous-groupe fermé, c’est donc
une sous-variété de R™". Son espace tangent en Id est [’ensemble des matrices
antisymétriques, comme le lecteur le vérifiera.



152 CHAPITRE 3. VARIETES

3.6 Classifications

Nous évoquons sans démonstration quelques résultats qui vous donneront
une petite idée de recherches récentes en topologie et géométrie différentielle.

3.6.1 Structures différentielles

Une question fondamentale en topologie différentielle est de classer toutes
les structures différentiables non difféomorphes existant sur un espace topo-
logique donné. S. DonaldsonE] a démontré en 1985 qu’il existe une infinité de
telles structures sur R*. Celles qui ne sont pas diffeomorphes a la structure
différentiable usuelle de R?* sont appelées structures différentiables exotiques.
Ce travail lui a valu la médaille Fields en 1986. Pour n # 4, il existe une
unique structure différentiable sur R”, & difféomorphisme prés.

J. Milnor a démontré en 1956 qu’il existe 28 structures différentiables
distinctes sur la sphére S7. Ces travaux lui ont valu la médaille Fields en 1962.
E. Brieskorn[T_?] a montré en 1966 que l'on peut retrouver ces 28 structures
en considérant l'intersection de la variété complexe

{2€CP; 224+ 28+ 22425+ 2851 =0},

1 < k < 28, avec une petite sphére centrée a l'origine. Ces sphéres sont
appelées sphéres de Brieskorn.

C’est un probléme encore ouvert aujourd’hui de déterminer le nombre de
structures différentiables de la sphére S*.

Le théoréme de plongement de H. Whitney assure que toute variété dif-
férentielle de dimension n peut étre plongée dans R?". L’astuce que Whitney
inventa pour démontrer ce résultat en 1936 a joué un réle important dans la
preuve de Smale de la conjecture de Poincaré en dimension n > 5.

3.6.2 Topologie de basse dimension
Courbes

Comme nous 'avons entrapergu au chapitre 1, il existe une seule variété
compacte sans bord de dimension 1, c’est le cercle unité :

Théoréme 3.6.1. Toute variété compacte connexe de dimension (réelle) 1
est difféomorphe au cercle S'.

On peut bien entendu se poser d’autres questions plus fines, en imposant
au difféomorphisme de préserver une métrique, etc. Nous renvoyons le lecteur
au chapitre 1, ou il a été démontré que deux courbes planes sont globalement
isométriques si et seulement si elles ont méme courbure. Un résultat similaire
a également été démontré pour les courbes gauches.

11. Sir Simon Kirwan Donaldson, mathématicien britannique (1957-).
12. Egbert Valentin Brieskorn (1936-2013), mathématicien allemand.
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Surfaces

Théoréme 3.6.2. Toute variété compacte connexe orientable de dimension
(réelle) 2 est difféomorphe

— soit a la sphere S?,

— soit a un tore 4 g trous, ot g = genre(X).

Rappelons qu'un tore & g trous peut étre défini comme une somme
connexe de g copies d'un tore de révolution. Un tore a deux trous peut étre
réalisé comme un épaississement de la lemniscate de Bernoulli. L’exercice
vous propose une construction d’un tore & g trous.

Les surfaces compactes non orientables sont difféomorphes & une somme
connexe de g copies de l'espace projectif P?(R).

Il s’ensuit que toute surface compacte (connexe, sans bord) est donc
déterminée, & homéomorphisme (ou difféomorphisme) prés, par deux infor-
mations : sa caractéristique d’Euler et son orientabilité.

Variétés de dimension trois

Théoréme 3.6.3 (Perelman 2003). Toute variété compacte simplement connexe
(sans bord) de dimension trois est homéomorphe a la 3-sphere.

Cet énoncé fut proposé par H. Poincaré en 1904 et a fait ’objet de travaux
considérables tout au long du XX¢ siécle, ou il fut connu sous le nom de
conjecture de Poincaré.

On peut plus généralement se demander si toute wvariété compacte de
dimension n qui est homotopiquement équivalente & la sphére unité est ho-
méomorphe a la sphére unité . Cet énoncé a été démontré

— en dimension n > 5 par S. SmaleH (médaille Fields en 1966) ;

— en dimension n = 4 par M. Freedmanlﬂ (médaille Fields en 1986).

Le cas n = 3 a resisté trés longtemps et suscité plusieurs preuves incor-
rectes. La preuve de PerelmanlE est un tour de force et une surprise : alors
que le probléme reléve de la topologie, la démonstration utilise une ma-
chinerie analytico-géométrique spectaculaire : ’étude du flot de Ricci, une
approche initiée par R. Hamilton@

La médaille Fields a été décernée & Perelman (qui I'a refusée) en 2006
pour ses travaux, qui démontrent également la conjecture de géométrisation
de T hurstonlﬂ (médaille Fields en 1982), ce qui achéve la classification des
variétés de dimension trois.

13. Stephen Smale, mathématicien américain (1930-).

14. Michael Hartley Freedman, mathématicien américain (1951-).
15. Grigori Iakovlevitch Perelman, mathématicien russe (1966-).
16. Richard S. Hamilton, mathématicien américain (1943-).

17. William Paul Thurston, mathématicien américain (1946-2012).
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3.6.3 Variétés complexes

Il est probablement illusoire de penser un jour classifier les variétés dif-
férentielles réelles de dimension quatre. Une approche raisonnable est d’im-
poser des conditions restrictives qui limitent le champ d’investigation.
On peut par exemple se limiter aux variétés qui admettent une structure
complexe. Toutes les surfaces réelles orientables admettent une telle struc-
ture, ce sont les surfaces de Riemann.
Les surfaces de Riemann (i.e. variétés complexes de dimension 1) com-
pactes sont classifiées, a difféfomorphisme prés, par leur genre. Il est plus na-
turel de les classifier a difféomorphisme holomorphe prés (biholomorphisme).
On obtient alors, comme on I'a déja partiellement indiqué :
— toute surface de Riemann de genre g = 0 est biholomorphe a P!(C);
— une surface de Riemann de genre g = 1 est biholomorphe & un tore
complexe C/Z[r], ou ¥(1) > 0;

— il y a de trés nombreuses classes d’équivalences de surfaces de Rie-
mann de genre g > 2, elles forment une variété complexe de dimension
3g — 3.

La classification des surfaces complexes compactes (i.e. les variétés dif-
férentielles réelles compactes de dimension quatre qui admettent une struc-
ture complexe) a été entreprise par les géométres algébristes italiens au XIX®
siécle, puis complétée par les écoles russes (notamment O. ZariskiE[) et ja-
ponaises (notamment K. Kodairaﬂ médaille Fields en 1954).

Une classe particuliére de surfaces reste encore mystérieuse, ce sont les
« surfaces de la classe VI ». Elles occupent les recherches passionnées de
mathématiciens actuels.

En dimension (complexe) supérieure & trois, les choses se compliquent
et on se restreint parfois & considérer les variétés complexes compactes pro-
jectives, i.e. celles qui peuvent se plonger dans un espace projectif complexe
P (C). Ces variétés ont une structure plus riche et se situent au carrefour de
lanalyse (complexe), de la géométrie différentielle et de la géométrie algé-
brique, permettant un joyeux mélange des points de vue et des techniques.

La classification de ces variétés en dimension (complexe) trois a été un
tour de force du mathématicien japonais S. Morilﬂ (médaille Fields en 1990).
L’extension de ces résultats en dimension plus grande fait 'objet de re-
cherches actuelleslﬂ, redoutables et passionnantes.

18. Oscar Zariski, mathématicien russe (1899-1986) trés influent dans le domaine de la
géomeétrie algébrique.

19. Kunihiko Kodaira, mathématicien japonais (1915-1997), fondateur de 1’école japo-
naise de géométrie algébrique.

20. Shigefumi Mori, mathématicien japonais (1951-).

21. Caucher Birkar, mathématicien iranien (1978-), a obtenu la médaille Fields en 2018
pour ses contributions sur ce sujet.
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3.7 Exercices

Plongements

Exercice 65. On considére application

fi(@y) € RP\{(0,0)} = (2 —y?, 22y) € R*\ {(0,0)}.

Montrer que f est une application surjective qui est un difféomorphisme
local au voisinage de chacun des points de R?\ {(0,0)}, mais que ce n’est pas
un difféomorphisme global.

Exercice 66. Soit U C R" et V C RP deux ouverts, et soit f:U — V une
application lisse. On suppose que [ est une immersion injective et propre.
Montrer que c’est un plongement.

Exercice 67.
1) Montrer que l’application

fite]—1,400f— (12 —1,t(t* — 1)) € R?

est une immersion injective qui n’est pas un plongement.

2) Montrer que l’application
g:teR— (12,13 e R?

est injective, propre, mais n’est pas un plongement.
Exercice 68.

1) Montrer que lapplication déterminant

det : A € R” ~ M(n,R) — det A € R
est telle que
det(A+ H) = det A + tr (‘ComA - H) + o(H)

ot ComA désigne la comatrice de A.

2) Vérifier que det est une submersion au voisinage de chaque matrice
A de rang > n — 1, en particulier au voisinage de A = 1d.
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Sous-variétés de R"

Exercice 69. Soit M C R" une sous-variété de dimension d et g : 'V, —
R™ 4 une submersion définie dans un voisinage Vp de p € M, telle que
Vo, N M = g~1g{p}. Montrer que

T,M = p +ker D,g.
En déduire que T,M est un sous-espace affine de dimension d.

Exercice 70. Soit g € N*. Soit D C R? le disque unité fermé et D1, ... D,
des disques disjoints deux & deux, contenus dans D,

Di = {(z,y) € R*|(z — a;)* + (y — b)* < rf}.
On consideére
Fr(my) eR o (1—[? +y )T, ((z— ai)® + (y — bi)* —77) €R.
1) Montrer que
M = {(z,y,2) € R*|2* = f(z,)}

est une sous-variété compacte et connexe de R3. Représentez-la.
2) Vérifier que M n’est pas simplement connexe. Combien a-t-elle de
trous ¢

Exercice T1.
1) Soit S? la sphere unité. Montrer que l'application

f : (xayaz) S 52 = (—ZE, Y, _Z) € Sz

est un difféomorphisme.

2) Montrer que le paraboloide P = {(x,y,2) € R3|z = 2% + 4?} est
difféomorphe & un plan.

3) On considére dans R™ x RP la quadrique
Q= {(z,y) e R" x RP; ||z|* — ||y|* = 1}.

Montrer que Q est difféomorphe a S™~1 x RP.

Exercice 72. On note S™ la sphére unité de R™t! et on considére
fixeS" =z, €R.

Montrer que les points critiques de f sont précisément les poles Nord et Sud.
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Exercice 73. Soit L : R™ — R une application linéaire et
n
H ={z eR", Z ajjriz; + L(x) = 1}
i,j=1

ou A = (a;j) est une matrice symétrique inversible.

Montrer que H est soit vide, soit un céne, soit une sous-variété lisse de
dimension n— 1, difféomorphe a S* x R"~1=F 0w k est le nombre de valeurs
propres positives de A.

Exercice 74. Soit M C R"™ une sous-variété, v € R™ \ {0} et
frzeM— (z,v) e R

Montrer que p € M est un point critique de f si et seulement siv € N, M.
Retrouver ainsi les résultats de ’exercice [72.

Exercice 75. Montrer que le groupe orthogonal
O(n,R) = {A € M(n,R)| A'A = 1d}
et le groupe spécial orthogonal
SO(n,R) = {A € M(n,R)|A'A =1d et det A = 1}

.y . 2 L. . .
sont des sous-variétés de R™ dont on précisera la dimension.

Exercice 76. Montrer que l’espace tangent & SO(n,R) en Id est [’espace
des matrices antisymétriques.

Exercice 77. Montrer que Uapplication A € M(n, K) — exp A € M(n, K)
est une application différentiable telle que Dgexp = Id, qui vérifie :

1) exp(A+ B) =expA-expB si AB= BA;
2) exp(—A) =exp A~!;

3) exp(*A) =t exp A;

4) detexp A = exp(trA) ;

5) expM(n,C) =GL(n,C);
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Formes différentielles

Exercice 78. Soit X,Y et Z trois champs de vecteurs. Montrer ’identité
de Jacobi :
(X, [V, Z]] + [V, [X, Z]] + [Z,[Y, X]] = 0.

Exercice 79. On considére le champ de vecteurs X =% " | :CZ£ Montrer
qu’un polynome P € Rz, ..., x,] est homogéne de degré k si et seulement
si LxP =kP.

Exercice 80. Soit S C R? une surface réguli¢re. Le gradient d’une fonction
lisse f : S — R est une application lisse Vf :p € S — Vf(p) € T,5 C R3
telle que

(VF(p),v)p = Dfp(v)
pour tout v € T,(5).

1) Montrer que si E,F et G sont les coefficients de la premiére forme
fondamentale dans une paramétrisation ¢ : U C R?> — S, alors

Vf _ qu_ va fvE — qu
TEG_F2 T EG_F2 v

2) On fize p € S tel que Vf(p) # 0 et on laisse varier v dans le cercle
unité de T,,(S) (Jv| = 1). Montrer que D f,(v) est mazimal si et seulement si
v= VI

IV

3) Si Vf # 0 pour tout point de la courbe C = {q € S|f(q) = c},
montrer que C est réguliere et que V f est normal a C' en tout point de C.

Exercice 81. Soit S C R™ une hypersurface et ¢ € R™\ S. Montrer que
fipeS—|lp—dleR

est différentiable, et vérifier que p € S est un point critique de f si et seule-
ment si la droite joignant p & q est normale a S au point p.

Exercice 82. Soit E un R-espace vectoriel de dimensionn € N* et 1 < p <
n. On dit qu’une forme p-linéaire alternée ¢ : EP — R est décomposable s’il
eriste des formes linéaires @1, ..., @), telles que o = 1 A+ A @p.

1) Montrer que toute forme n-linéaire alternée est décomposable.
2) Montrer que toute forme (n — 1)-linéaire alternée est décomposable.

3) Montrer que si «, 3,7y et § sont des formes linéaires indépendantes,
alors la 2-forme n=a A B+ v AJ est indécomposable.



3.7. EXERCICES 159

Exercice 83. Trouver une application ¢ : R — R lisse vérifiant ¢(0) = 0 et
telle que la forme différentielle

2
wlsy) = e + () dy

soit exacte sur R%. On calculera les primitives de w.

Exercice 84. Résoudre dans R3 Uéquation do = w pour les 2-formes w
sutvantes :

1) dxy Ndxo ;

2) xo dxe N dxs ;

3) (z? + 22) dzy A dws ;
4) coszq dxy A dxa.

Exercice 85. Soit p,n € N* avec 2p < n. On considére
w=dx1 ANdry + drs Ndrs + - -+ dwop_1 N dxap.

Montrer que wP = pldxy A --- Ndxgy et wPtl = 0.

Exercice 86. Soit w = f(x)dxy A - -+ A dx,, une n-forme différentielle lisse
dans R™. On pose

g(x) = /0901 f(t,xa, ... xy)dt.

Montrer que w = da ot o« = g()dza A -+ A dxy,.

Exercice 87. Soit f : © € R® — (2129, 2273, 23) € R3. Calculer f*w lorsque
1) w=uzodxs;
2) w=x1dry Ndxs;
3) w=z1dr1 Adry Adxs.

Exercice 88. On considére le changement de coordonnées sphériques
F(r,0,¢) = (rcospcosf,rcospsinb, rsing).

Montrer que xdx + ydy + zdz = rdr.



160 CHAPITRE 3. VARIETES

Exercice 89. On note V, le volume de la boule unité de R™, X\ la mesure de
Lebesgue, et T'(s) = f0+oo ts~Le~tdt pour s > 0.

1) Montrer que [g, el gx(z) = 7/2.
2) En utilisant ’homogénéité de la fonction volume, montrer que
n/2

1
/n e d\(x) Vn/0 (=Int)"“dt et V, T2+ 1)

3) Montrer par récurrence que Vi, = ¥ /k! sin = 2k et
ok+1 k

V, =
1-3-5--(2k +1)

sin=2k-+1.

Exercice 90. Montrer que la 2-forme différentielle

(@,1) = dx N\ dy
77 7y _77[1+332+y2]2

définit sur R? une mesure de probabilité qui s’étend en une forme volume
lisse sur la sphére S2.

Variétés abstraites

Exercice 91. On considére M = R muni des deux atlas & une seule carte
(R, 1) et (R,p2) ou

pr:zeR—zeR et @r:zeR— 23R

1) Montrer que ces deux atlas ne sont pas compatibles.
2) Montrer que les deux structures différentiables correspondantes sont
difféomorphes.

Exercice 92. Soit M C R™ une sous-variété de dimension d. Montrer que
M admet une structure différentiable (autrement dit que les sous-variétés de
R™ sont bien des variétés « abstraites »).

Exercice 93. On note M = R/Z le quotient de R par la relation d’équiva-
lence
P ~re=3Ikclis =z+k.

1) Définir un atlas différentiel sur M.

2) Montrer que la fonction F : x € R — 2z € R induit une application
lisse f : M — M telle que for =7moF, oum: R — M désigne la projection.
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Exercice 94.

1) Montrer que le produit de deux variétés différentiables est une variété
différentiable, de dimension la somme des dimensions.

2) Montrer que le tore R™/Z™ admet une structure différentiable qui en
fait une variété différentielle compacte, difféomorphe a (S')" = Stx---x St

Exercice 95. Soit P € Rz, ..., x,] un polynéme homogeéne tel que D, P #
0 si x # 0. Montrer que

Hp = {[z] e P*(R) | P(z) = 0}

est une hypersurface de P"(R).
Exercice 96. Montrer que P'(R) est difféomorphe a S*.

Exercice 97.
1) Montrer que P?(R), ’ensemble des droites de R® qui passent par ’ori-
gine, admet une structure de variété réelle compacte de dimension deux.

2) Montrer que l'application

(yz, zz, 2y, 22 + 2° + 32?)

4
x2 +y2 + 22 €R

filr:y:2] €ePAR) —

est un plongement du plan projectif dans R*,

Exercice 98 (Homographies). On identifie P1(C) avec C U {oo}. Une ho-
mographie est une fraction rationnelle de degré 1,

az+b . a b
Z}—)fA(Z):cz—l—d ot A:[c d

] € GL(2,C).

1) Montrer que les homographies forment un sous-groupe Hom du groupe
des homéomorphismes de C et que A € (GL(2,C),-) — fa € (Hom,o) est
un morphisme surjectif de groupes dont on calculera le noyau.

2) Montrer que Hom agit de fagcon 3-transitive sur C.

3) Montrer que Hom est engendré par les transformations affines et par
Uinversion z — 1/z.

4) Montrer que Hom préserve la famille des quasi-cercles (cercles et
droites).
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Exercice 99. Etant donnés deux grands cercles C1,Co C S? = C, montrer
qu’il existe une unique homographie f telle que f(C1) = Co.

Exercice 100. Soit D C C le disque unité. Montrer que le groupe des biho-
lomorphismes de D est

Aut(D) = {z - e I —,
1-az

Z_a'CLGDandQE[O,Qﬂ']}:DXSl.

Exercice 101. Soitp > 3. On se donne wy,ws € C* deux nombres complezxes
linéairement indépendants sur R.
1) Montrer que

1
Z'-)f(z): E [Z—(].CL)l—f—]CWQ)}p

JkEL

définit une fonction méromorphe doublement périodique dont le groupe des
périodes est le réseau A = Zw1 + Zwo.

2) Montrer que f induit une application holomorphe f : X = C/A — P1L.

Exercice 102. Soit T un réseau de C et X = C/T". On suppose qu’il existe
a € C* tel que al’ CT.

1) Montrer que z — az induit une application holomorphe f: X — X.

2) Donner des exemples de tels a pour T' = Z[i] et T = Z[j], ou j = e*™/3.



Chapitre 4

Corrections des exercices

4.1 Courbes

Courbes planes

Exercice 1. Soit ¢ : R — R? une application lisse avec ¢(0) = (0,0), dont
ltmage T' est incluse dans la cubique cuspidale

C:={(z,y) e R? /4> :xS}.

Montrer qu’on a nécessairement ¢'(0) = (0,0).

Les coordonnées de p(t) = (z(t),y(t)) doivent vérifier y(t)? = z(t)®. Un dévelop-
pement limité  Uordre 2 fournit [y’ (0)]*t? + o(t?) = o(t?), donc y'(0) = 0. En
poussant & lordre 3 on obtient o(t3) = [2/(0)]3t> + o(t3), d’ou 2'(0) = 0. O

Exercice 2. Soit " une conique du plan R? et A € T'. La droite D(t) de pente
t passant par A rencontre en général la conique I' en un deuxiéme point noté
My de coordonnées (x(t),y(t)).

1) Montrer que lapplication t — ¢(t) = (z(t),y(t)) € R? parametre
[\ {1pt} par des fractions rationnelles.

2) Donner un paramétrage du cercle x> + y? = 1 (privé d’un point) par
des fractions rationnelles.
1) Rappelons qu’une conique est le lieu géométrique d’annulation d’un polynome de
degré deuz en deuz variables, T = {(z,y) € R? / P(z,y) = 0} avec P polynéme de
degré deuz. Quitte & translater, on peut supposer que A = (0,0), ce qui revient
dire que le terme constant de P est nul, i.e. P(x,y) = azx® + bxy + cy? + dx + ey.
La droite D(t) = R(1,t) = {(\, At), A € R} rencontre T’ lorsque P(\, At) =0, ce qui
correspond & A\ = 0 ou, lorsque a + bt + ct? # 0,

d+e-t

A= A1) = -2t
®) a + bt + ct?

163
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On obtient donc une paramétrisation p(t) = (A(t),tA(t)) (d’une portion) de T par
des fractions rationnelles. Tel qu’on s’y est pris, il manque en général le point
d’intersection de T’ avec laze des ordonnées (pente infinie).

2) Dans le cas du cercle unité {x® + (y — 1) = 1} centré en (0,1) de sorte que
lorigine A = (0,0) appartienne au cercle, on obtient

(1) = 2t 212
O\ iye )

Le cercle unité S' centré a l'origine s’obtient par translation; on obtient la
2t t2-1

paramétrisation ¥ (t) = o, bt

) qui couvre S* privé du point (0,1). O

Exercice 3. Soit a,b > 0. Déterminer le lieu géométrique défini par la
paramétrisation
1—t* 2t
teRe (a——s,b—— ) € R2
7 ( 1+¢2°1 +t2)
On observe que la courbe (R) est incluse dans ’ellipse

B = {(z,y) € R?/(z/a)* + (y/b)* = 1}.

Réciproqguement, on vérifie que tout point de cette ellipse (sauf le point (—a,0) est
atteint par la paramétrisation, donc p(R) = E'\ (—a,0). O

Exercice 4.

1) Soit ¢ : t €]0,4+oc[— (t2,t%) € R%. Montrer que la longueur d’arc
comptée a partir du point (0,0) est la fonction algébrique

1 8
0t) = = (44 92)32 — —,
®) 27( +9¢7) 27

2) Savez-vous calculer le périmeétre d’une ellipse ? Et son aire ¢

1) La longueur est la moyenne du vecteur vitesse, il vient

T T 4 213/2 _
E(T):/ ||<p’(t)|\dt=/ t\/4+9t2dt:M.
0 0

27
1l est trés rare que la longueur d’une courbe soit une fonction algébrique du para-
metre.

2) On peut paramétrer (apres une translation) une ellipse par p(t) = (acost,bsint),
ot a,b > 0. Son périmétre est donc

2m
UE) = Va2 sin? t + b2 cos? tdt.
0
1l s’agit d’une intégrale elliptique, elle ne s’exprime pas simplement & 'aide des
fonctions « classiques ». On peut par contre calculer l'aire entourée par E. C’est le
double de aire située sous le graphe de la fonction y = f(x) = b\/1 — (x/a)?. Il

vient donc
“+a

Aire(E) = 2/ by/1— (x/a)?dx = mab

—a

en utilisant le changement de variable x = asint. O
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Exercice 5. Donner une paramétrisation de la cubique nodale
I ={(z,y) € R?/y? = 23 + 2%}

Tracer son graphe et calculer sa courbure.

La courbe est donnée par une équation cartésienne, on en cherche une paramétri-
sation. Cette courbe passe par l'origine avec multiplicité deux, une droite passant
par lorigine intersectera T' en un « troisieme point » (car T' est de degré trois).
Pour t € R, on considére donc lintersection de la droite d’équation y = tx avec
I'. Les coordonnées du point d’intersection ¢(t) = (z(t),y(t)) différent de lorigine
vérifient y(t) = ta(t) et x(t)3 + x(t)? — t22(t)?> = 0, d’ou

ot) = (t* = 1,3 —1).

Pour étudier T', il faut s’intéresser auxr quantités suivantes :

e Points singuliers. On calcule z'(t) = 2t et y/(t) = 3t> — 1. Un point est dit
singulier lorsque la différentielle de ¢ s’annule, i.e. lorsque x'(t) = y'(t) = 0. On
vérifie qu’il n’y en a aucun ici : la courbe est partout réguliere. On dresse le tableau
des variations des fonctions coordonnées

x(—00) = 00 x(+00) = 400
hY /
z(0) = —1

t
‘ 2/33/2 y(+00) = 400
e p /
y(—o0) = —o0 —2/3%/2

Les dérivées s’annulent aux extrema, ce qui correspond a des tangentes horizontales
lorsque y' = 0 et verticales lorsque ©' = 0. Notez également que x(t) > —1 pour
tout t, la courbe I' va donc se situer & droite de la droite verticale (x = —1).

e Points doubles. On cherche & savoir si ¢(s) = (t) pour deuz valeurs dis-
tinctes s # t du paramétre. Ici, il vient x(s) = z(t) = t?> = s%, donc soit s = t
(la solution évidente), soit s = —t. Dans ce dernier cas, la seconde identité y(s) =
y(t) = y(—t) implique t € {0,£1}. La seule paire solution non triviale est donc
{t,s} = {+1,—1}. Ainsi, Uorigine (p(1) = (0,0) = ©(—1)) est un point double de
la courbe T : on doit voir sur le dessin que la courbe passe deux fois par l’origine.

e Symétries. Lorsque l’on change t en —t, x reste inchangé tandis que y(—t) =
—y(t). Cela signifie que T' est invariante par la symétrie d’aze (Ox). C’est la seule
symétrie apparente.

e Courbure. La courbure k se calcule par
x’y” _ x//y/ 6t2 +2

K(t) = [(2/)2 + (y/)2]3/2 - [4t2 + (3t2 — 1)2]3/2 .

Elle est strictement positive, la courbe est donc conveze (attention au sens de par-
cours).

e Branches infinies. On observe que ||o(t)|| — +oo uniquement lorsque t —
—o0 et t — +00. Dans ce cas, x(t) ~ t* et y(t) ~ t3, donc x(t)/y(t) — 0. La
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courbe I' n’admet pas d’asymptote, on dit qu’elle admet une branche asymptotique
de direction laze (Oy). On a en réalité une information bien plus précise : la courbe
I est asymptotiquement proche de la courbe x = y?/3.

1l ne reste plus qu’a tracer la courbe! Pour cela, il faut déterminer les valeurs
de quelques points particuliers de (t) en considérant notamment (mais pas unique-
ment) les valeurs spéciales du paramétre. Vous pouvez ici considérer par exemple
t=41,0,+£1/v3,4£2,5, etc.

154

1.0 4

0.5 1

=1\0 -0.5 0.5 10

-1.0 1

Exercice 6. Soit ¢ : I — R? une courbe paramétrée telle que ||o(t) — o(s)]||*

est une fonction lisse de |t — s|?. Montrer que la courbe géométrique associce
est une portion de droite ou de cercle.

1l s’agit de montrer que la courbure k est constante. Par hypothése, il existe une
fonction lisse F' telle que pour tout s,t € I,

(t) [2(s) — ()] + [y(s) —y(1)]* = F([s — 1]*).
On utilise un développement limité de x,y, F en s =t a lordre 2, il vient

2
z(s) = z(t) +ex'(t) + %x”(t) + o(e?)

et on obtient une expression similaire pour y et F'. On a posé ici s =t + . Notons

que le développement limité du terme F([s — t]?) ne comporte pas de terme en &3,

F([s —t]?) = £2F'(0) + ?F”(O) + o(eh)

et observons que F(0) = 0. En injectant dans U’équation (1) et en identifiant les
termes d’ordre 2,3 et 4, on obtient

(l‘/)2 + (y/)2 _ cste, :c’a:” + y/y// =0 et ($")2 + (y//)Q — cste.
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En dérivant cette derniére éqgalité, on obtient de plus x"’z"" + 3"y = 0. Couplée a

Uégalité x'x" + y'y" =0, on en déduit
x/y/l/ — y/x//l.
Finalement rappelons que la courbure est donnée en coordonnées cartésiennes
par
x’y” _ x”y’
- 7\2 7213/2°
[(=)2 + (y)2)/
Le dénominateur est constant d’aprés ce que l’on a observé. La dérivée du numéra-

teur est égale a 'y — x"'y’ =0, donc k' =0, i.e. Kk est constante. O

Exercice 7. Etudier, tracer et calculer la courbure de la tractrice
t
p:t€l0, ] a (sint,cost + In tan 2) c R%
1) Vous devez mener o bien une étude de courbe paramétrée. On calcule
1
'(t) = t et y(t)=al|—sint+-—]|.
x'(t) = acost et y'(t) a{ sin Jrsint]

On en déduit le tableau des variations de x,y. On observe notamment que p(w/2) =
(a,0) est le seul point singulier de la courbe (i.e. t = 7/2 est la seule valeur de t
pour laquelle ' (t) est le vecteur nul).

1l faut également étudier la position de la courbe par rapport a sa tangente,
(le signe de) la courbure (voir question suivante), les branches infinies. L’aze des
ordonnées est une asymptote double a la courbe, lorsque t — 07 et lorsque t — m~.

2) Pour calculer la courbure, on peut utiliser la formule
x/y// _ x”y’
@R WP
Nous avons calculé ' et y' a la question précédente, on en déduit

2
5CO8” 1

(@' )* + (¥ (t)* = a® cos® t + a*(—sint + 1/sint)? = a*—; >
sin

On calcule de méme =" et y”, et on obtient

cos? ¢

' (t)y" (t) — 2" () (t) = —a®

La courbure est donc k(t) = —|tant|/a.

sin? ¢

3) Il reste & tracer la courbe (avec une légére distorsion) :

a1\

\
X,
1 \
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Exercice 8. La développée d’une courbe plane I' de paramétrisation o(t)
est le lieu de ses centres de courbure (i.e. le lieu des centres des cercles
osculateurs). Elle admet la paramétrisation

1
P(t) = p(t) + %N(t)

ot N(t) est le vecteur normal unitaire a T' en o(t).

1) Montrer que la tangente en (t) a la développée est portée par la
normale en @(t) a T.

2) Montrer que la développée de la parabole d’équation y = ax? est la
courbe d’équation 27x? = 16a(y — 1/2a)3.
1) Rappelons que

B z'y’ — 'y . _ 1 o
S O e v R R

On en déduit lexpression de ¥(t) = (X (t),Y (t)) dans une telle paramétrisation,

@)+ W) @)+ @)

X(t) = x/y// _ x//yl x/y// _ x//yl

yetY(t)=y+

Supposons ici que @ soit la paramétrisation par longueur d’arc. Alors le vecteur
tangent T'(t) = ¢'(t) est unitaire, donc " (t) = k(t)N(t). Comme N (t) est unitaire,
le vecteur dérivé N'(t) est orthogonal & N(t), donc proportionnel o T (t). En dérivant
Uégalité (T'(t), N(t)) = 0, on obtient que la constante de proportionnalité est —k(t),
i.e. N'(t) = —x(t)T(t). Ainsi

/ o 1 / _

la tangente en ¥ (t) a la développée est donc bien portée par N(t).

2) Considérons la paramétrisation
p(t) = (t,at?).

La formule obtenue dans la question 1) permet de calculer une paramétrisation de
la développée de cette parabole, on obtient (aprés calculs)

1
_ _4.243 2
w(t)( 4at,2a+3at).

Une équation algébrique de cette développée est

ﬁXQ_

(Y —1/2a)% = oo
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Exercice 9. Soit t — D(t) une famille de droites du plan. On appelle enve-
loppe de cette famille une courbe I' paramétrée t — @(t) telle que, pour tout
t, T' est tangente a D(t) en p(t).

1) On suppose que pour tout t, D(t) est la droite passant par le point
M(t) de vecteur unitaire directeur u(t). Montrer que si u' ne s’annule pas,
alors la famille D(t) admet une enveloppe.

2) Que signifie le fait que v’ =0 7
3) Calculer ’enveloppe de la famille de droites D(t) d’équations

X —2Y — 3 =0.

4) Soit ' C R? une courbe géométrique paramétrée par son abscisse cur-
viligne s — 1(s). Montrer que si ¥ n’a pas de point d’inflexion, la famille de
ses normales posséde une enveloppe (la développée de T).

1) On cherche p(t) = M(t) + a(t)u(t) ot a est une fonction inconnue. Pour que la

tangente a T en o(t) soit donnée par M (t)+Ru(t), il est nécessaire que les vecteurs
@' (t) et u(t) soient colinéaires. On obtient donc

O'(t) = M'(t) + a(t)u'(t) + o’ (t)u(t) = b(t)u(t).

Comme u est unitaire, les vecteurs u et u' sont orthogonauz. On en déduit, siu’ # 0,
que
M !
a(t) :—7< . 2>.
[lu/|]

Réciproquement, on vérifie sans peine que la courbe définie par o(t) = M(t) +
a(t)u(t) est l’enveloppe des droites D(t) pour ce choix de fonction a(t).

2) La fonction u' est identiquement nulle ssi les droites D(t) sont toutes paralléles.
Il n’y a pas d’enveloppe dans ce cas, sauf si M(t) est constante également.

3) La droite d’équation cartésienne {3tx — 2y — t3 = 0} peut s’écrire M (t) + Ru(t)
avec M(t) = (0,—t3) et u(t) = [4 + 9t3]7Y/2(2,3t). La formule obtenue dans la
question 1) conduit &

3t%(4 4 9t2)

o(t) = (0, —t3) + 1581 (2,3t).

4) Soit p(t) = ¥(t) + k~L(t)N(t) la développée C de T (ensemble des centres
de courbure). On observe que ¢'(t) = —r/(t)x~2(t)N(t) puisque ¥'(t) = T(t) et
N'(t) = —k(t)T(t). Les normales a T sont les droites ¢(t) + RN (t), la tangente a
C en o(t) est

p(t) + Ry (t) = ¥(t) + k7 ({ON () — R ()N (1) = 9 (t) + RN(2),

ce qui montre que la développée C est bien l’enveloppe des tangentes a I 0
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Exercice 10. Soit I' une courbe plane fermée simple. On suppose que sa
courbure vérifie
0<k<C

pour une constante C > 0. Montrer que

(n = .

Le théoréme de Jordan assure que T' décompose R? en deux parties connexes.
On note Q Uintérieur de T, i.e. la composante connexe bornée de R2\T. L’inégalité
isopérimétrique donne

47 Aire(Q) < £(T)2.

Soit p € T' un point qui réalise le mazimum de la courbure k de T'. Le cercle
osculateur de T en p est entierement contenu dans Q. Il est de rayon r = 1/kmaz >
1/C. On en déduit que

2
7r? = Aire(D(p,r)) < Aire(Q) < £(4F)
7T‘
d’ou )
7r
L) >2nr > —.
T >27mr > c

Courbes gauches

Exercice 11. Soit I' une courbe paramétrée par son abscisse curviligne @ :
I — R3. Montrer que le plan osculateur a T' en @(s) est la limite lorsque
h,k — 0 du plan passant par les points ¢(s), (s + h), (s + k).

Le plan passant par les points p(s), p(s+h), p(s+k) a pour équation cartésienne

X —xz(s) Y —y(s) Z — 2(s)
det| X —a(s+h) Y—y(s+h) Z—z(s+h)|=0.
X—z(s+k) Y—y(s+k) Z—-zs+k)

On effectue un développement limité de p(s+h) a Uordre 1 et de p(s+k) a lordre
2, et on utilise le caractére 3-linéaire alterné du déterminant pour obtenir que cette
équation se réécrive

X —z(s) Y —y(s) Z — z(s)
det| a/'(s)+0(1) ¢'(s)+o(l) 2Z(s)+o(l) |=0
a(s) +o(1) y"(s)+o(1) 2"(s)+o(1)

Lorsque h et k tendent vers zéro, on obtient ainsi [’équation du plan osculateur. O]
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Exercice 12. Etudier la facon dont une homothétie transforme la courbure
et la torsion d’une courbe gauche.

Soit ¢ une paramétrisation par longueur d’arc d’une courbe gauche T, et soit Y(s) =
Ap(s) son image par une homothétie de rapport A € R*. Il vient

ey = WAV R A
[ YR KRV

De méme, la torsion s’obtient via

B det(i/}/,l/iuﬂ/}m) B A3 det(@',cp",(pm) T,

ETIAYIE T NP AR N

Exercice 13. Calculer « l'appareil de Frenet », c’est-a-dire les vecteurs T, N
et B, la courbure k et la torsion T de la courbe paramétrée

p:t€R= (V1+12tIn(t+ /1 +12)) € R

On calcule

o) = (\/1t+t2’1’ \/11+t2) '

Ce vecteur est de norme constante égale a \/2, il s’agit donc d’un multiple constant
du vecteur unitaire tangent \/2T(t) a la courbe. On obtient de méme

T'(t) (1,0,—t)

N(t) = =
=T T vive
et 1
Bit) =T()AN@) = ———(—t,\/1+£2,—1).
(6 =T(O AN =~ )
La courbure est ainsi £(t) = \/5[11“2] et la torsion s’obtient en dérivant N,
0= (BN = -
’ V2[1 + 2]

O

Exercice 14. Soit T C R3 une courbe gauche dont toutes les tangentes
passent par un méme point. Montrer que I' est une (portion de) droite.
Soit ¢ : I — T C R3 une paramétrisation de T'. La tangente a T' en p(t) est

Dy :={p(t) = A (t) | A € R}.

Quitte a translater, on suppose que toutes ces tangentes passent par l’origine.
On en déduit que pour tout t € I, il existe A(t) € R tel que

p(t) = At)¢'(1).
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On peut supposer que I' est paramétrée & vitesse unité, il s’ensuit que t +—
M) = ||e(t)]] est continue. Notons que A n’est pas identiquement nulle sinon T
serait réduite a un point. On l’étudie sur un sous-intervalle J ot elle ne s’annule
pas. Quitte a changer de sens de parcours, on peut donc supposer que X\ > 0 sur
J C 1. Soit g une primitive de 1/\. L’équation différentielle vectorielle o' = @/
se résout donc en

o(t) = e9Wp(ty), outy e J.

On en déduit que p(J) C Rp(ty), i.e. T est une (portion de) droite. O

Exercice 15. Une hélice généralisée est une courbe gauche dont la tangente
fait un angle constant avec une direction fixe. Montrer qu’une courbe gauche
est une hélice généralisée si et seulement si le quotient de sa courbure par sa
torsion est constant.

Supposons que la courbe est paramétrée par sa longueur d’arc p(s). Soit T(s) =
©'(s) le vecteur tangent unitaire. Supposons qu’il existe un vecteur fize unitaire

Vo tel que (T'(s), Vo) = cosf est constant. En dérivant cette équation, on obtient
k(8)(N(s), Vo) = 0. En dérivant a nouveau, il vient, d’apres les formules de Frenet,

(—k(s)T(s) +71(s)B(s), Vo) = 0.

Comme Vy est orthogonal & N(s), il appartient au plan engendré par T(s) et B(s).
Puisqu’il est unitaire, on a (B(s),Vy) = £sinb, et l’équation précédente montre
donc que

——= = +tanf est constant.

Réciproqguement, supposons que k(s)/7(s) = tan@ est constant et posons
V(s) := cos 0T (s) + sin 6 B(s).

On obtient en dérivant V'(s) = (k(s) cost — 7(s)sin@)N(s) = 0, donc V(s) = Vp
est un vecteur unitaire constant et la tangente T'(s) fait un angle constant avec Vy
puisque (T(s), Vo) = cos@. O

Exercice 16. Soit I' C R? une courbe paramétrée de courbure constante
k > 0 et de torsion constante T € R. Montrer (par une preuve directe) que
I' est une hélice.

Soit ¢ une paramétrisation a vitesse 1 de la courbe. D’apres [’exercice précédent,

le vecteur unitaire tangent ¢'(s) fait un angle constant avec une direction fize que
Uon peut supposer égale a (0,0,1), i.e.

¢(s) = (@(s)y/(),0) avee (2')+(y)>+ = 1.

On peut réécrire cette identité sous la forme

sin (s) (s)

b
(5) = | s R — )
#(s) (\/a2+b2 Va2 +b? Va2 +b?
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avec a,b € R.

Comme ©" = kN avec k constante, on obtient que 6/ = d est constant. Soit
d =0, alors Kk =0 et T' est un segment de droite, soit d # 0 et on intégre pour
obtenir (aprés translation en s)

(s) = <a cos(ds) N sin(ds) bs)
v INCERY N VEr )
ce qui est bien la paramétrisation d’une hélice (d’un cercle sib=10). O

Exercice 17. Soit ' C R® une courbe paramétrée par la longueur d’arc
o : I — R3. On suppose qu’il existe so € I tel que ||o(s)]| < [l¢(so0)|| pour
tout s dans un voisinage de sq. Montrer que

1
~50) 2 oGl

On pourra étudier la fonction f(s) = |l¢(s)|*.

On peut supposer sans perte de généralité que sg = 0. En effectuant un déve-
loppement limité de ||¢(s)||? en s = 0, il vient
HeO)II* > lle()lI* = l(0) + 5¢'(0) + 5*¢" (0) + o(s™)[|*
= [le(O)* + 25(¢(0),¢'(0)) + s*{||"(0)]|* + (£(0), ¢ (0))} + o(5?).

On en déduit que (p(0),¢'(0)) = 0 et [|¢'(0)[]? +< (0), 9"(0))} < 0. Or

@ est paramétrée par longueur d’arc, donc ||¢'(0)|]] = 1, ¢”(0 ) = k(0)N(0 )
(p(0),¢"(0)) = k(0)]|¢(0)]] cos® < —1 en notant 0 langle entre ©(0) et ¢"(0). Il
vient ainsi (0(0), 2" ()]

(0), ¢ (0 1

K(0) = >

()l cos 0]~ [[(0)]]

puisque | cos O] < 1. O

Exercice 18. Soit I' une courbe gauche paramétrée par ¢ : I — R3. Montrer
qu’il existe un unique cercle qui réalise un contact d’ordre trois (au moins)
avec T' au point p(t), qu’il est inclus dans le plan osculateur a T' en p(t), et
qu’il a pour rayon R = 1/k(t) et pour centre le point ¢(t) + x~L(t)N(t).

Les équations d’un cercle C dans R® dépendent de 7 paramétres. On note (a, 3,7)

son centre, R son rayon et (u,v,w) les coordonnées d’un vecteur normal au plan
qui contient le cercle. Les équations de C sont alors

((ap e @y -
wX —a)+vY =B)+w(Z—-~)=0"

Soit T' une courbe gauche paramétrée par ¢ : t € I — (z(t),y(t), 2(t)) € R3.
Le cercle C a un contact d’ordre trois avec I' au point ¢(t) si et seulement si les
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équations suivantes sont satisfaites

A
B
C
D
E
F

(x—a)+(y—B)2+(z-7)°-R=0
v(@—a)+y'(y—-p)+7(z=7)=0
(x—a)+y'(y-B)+ 2" (z—y) +2?+y?+2*=0
u(@—a)+ vy —B)+wz-7v) =0

uzr’ + vy +wz' =0

uz' + vy” +w" =0

—~

)
)
)
)
)
)

—~ o~ N~

Les trois dernicres équations montrent que le centre du cercle («, 8,7) appartient
au plan osculateur, puisque

r—a y—F z-—7v

" " "
z

z Y

Les équations (B), (C) et (G) forment un systéme linéaire de trois équations en
les trois inconnues x — o,y — B,z — y. Pour le résoudre, il est commode de poser

A= (y/ZH—Z/yN), B— (Z/.T//—:E/ZH), C = (m/y//_y/x//).

On obtient alors
12 /2 /2
_ ’ N+ YyY T+ 2
voa=(C =B e
12 12 12
_ / NTSFYT+ 2
y_ﬁ_(AZ —Cm)A2+Bz—|—02’
et
CC/Q +y/2 +ZI2

Z2—y= (BxliAy/)—AQ—&—BQ—&—C’Q'

Cela détermine les coordonnées du centre du cercle osculateur. On en déduit
facilement son rayon :

(x/2 +y/2 —|—Z'2)3/2
VAZ+ B2+ (02
Observons que A, B et C sont les coordonnées du vecteur ¢ A . Il s’ensuit

que le rayon du cercle osculateur est linverse de la courbure a I'. On peut de méme
exprimer les coordonnées du centre du cercle osculateur de facon vectorielle, il vient

R= =) +{y— PP+ (s~ 1) =

(o, B,7) = W~JMEf¢Aw%¢U
" A |2
QO“V‘ HQO/”Q (_<90, QON><P/+ ||80/||2§0N)
" A @2 ’

o(t) +KHE)N(2).
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Exercice 19. Soit t € [a,b] — X (t) € R? une fonction vectorielle lisse telle
que [| X (t)|| = 1 pour tout t. On suppose que les vecteurs { X (t), X'(t), X" (t)}
forment une base de R3 pour tout t, et on considére

p:te [a,b]H@(t):c/tX(s)AX’(s)dseR?’

ot ¢ € R*. Montrer que la courbe géométrique I', a une torsion constante
= 1/¢ (on pourra montrer que le vecteur binormal B(t) a I est proportionnel
aX(t)).

Nous allons (pour changer un peu) travailler dans la base orthogonale directe
X, X', X \X'. Attention, cette base n’est pas orthonormée (le premier vecteur est de
norme 1, les deuzx autres de norme || X’||). On décompose X" = aX+8X'+yXANX'
dans cette base, et on observe pour la suite que X et X' étant orthogonauz (puwisque
X est unitaire), on a

(X, X)) =0=a=(X,X") = —||X"|].
Nous allons utiliser la formule
_ det(gﬁl, (PN, s0///)
Il A @"[[?

pour calculer la torsion.
Il vient o' = cX NX et ¢ =cX ANX" = —cyX' + X AN X'. On en déduit
que o' N " = || XI|PX, d'ou [|¢" A @"|P = 9P| X%, et

det(¢', 9", ") = —c*ydet(X A X', X', o).
Il reste donc a calculer le coefficient (@', X) de ¢ par rapport & X. Il vient
(" X) = (=X +cBXNX"), X)) = —cy(X", X) = —cya = +evy|| X| |2

On obtient ainsi det(¢’, ¢", ") = A3¥?|| X'||* et T = 1/c. O

Exercice 20. Soit o : R — R3 définie par

(t,0,e” ) si t>0
o(t) = (0,0,0) si t=0
(t,e /¥ 0) si t<O.

1) Montrer que @ est lisse et que I' = o(R) est réquliére.

2) Montrer que k(t) # 0 sit ¢ {0,4£1/2/3} et vérifier que r(0) = 0.

3) Montrer que le vecteur normal est discontinu en t = 0.

4) Montrer que T = 0 bien que I' ne soit pas une courbe plane.
1) Pour montrer que les fonctions coordonnées sont lisses, on calcule les dérivées a
gauche et a droite de zéro a tout ordre, et on montre que celles-ci tendent vers zéro.
Cela implique, grdice au théoréme des valeurs intermédiaires, que ces fonctions sont
lisses en zéro avec dérivées nulles a tout ordre. Ces fonctions (infiniment plates en



176 CHAPITRE 4. CORRECTIONS DES EXERCICES

zéro) sont des exemples de fonctions lisses qui ne sont pas développables en séries
entieres. Comme la premicre composante de @' (t) est 1, celui-ci ne s’annule jamais,
donc T = o(R) est réguliére .

2) On effectue les calculs pour t > 0, les autres valeurs s’en déduisent par symétrie
et prolongement. Il vient ' (t) = (1,0,2t 3 exp(—t=2)) et ¢ (t) = (0,0,2t75(2 —
3t2) exp(—t—2)), donc

K(t) = 2[t]?|2 — 3t?| exp(+t~2)

s’annule en t = 0,+/2/3.
3) On calcule, pour t >0, T(t) = ¢'(t)/||¢'(t)|| puis

N(t) = [1 + 4t % exp(—t~2)]}/? (—2t_3 exp(—t~2),0, 1).

Ainsi N(t) — (0,0,1) lorsque t — 07. Par symétrie, il vient N(t) — (0,1,0)
lorsque t — 0.

4) Le vecteur binormal est égal & B(t) = (0,—1,0) pour t > 0 et B(t) = (0,0,1)
pourt > 0. Il s’ensuit que la torsion est identique a zéro, bien que la courbe ne soit
pas plane. O

Exercice 21. Soit T' une courbe réguliére paramétrée par o : I — R3. Soit
7 la projection orthogonale sur le plan osculateur a T' en ¢(t). Montrer que
la courbure en t de la courbe plane o ¢(R) est égale a K(t).

On peut supposer que I' est paramétrée a vitesse 1. Rappelons que le plan os-
culateur a T' en @(t) est engendré par T(t) = ¢'(t) et N(t) = ¢"(t)/k(t). Quitte
a translater et composer par une rotation, on peut travailler en un pointt = 0 et
supposer que p(0) =0 et que T(0), N(0), B(0) est la base canonique.

On note ¥ (t) = (x(t),y(t)) la projection orthogonale de p(t) = (x(t), y(t), z(t))
sur le plan osculateur en t = 0. La courbure de w(T") en 1(t) est
x’y” _ x//y/

WO e

Or T(0) = (1,0,0) et N(0) = (0,1,0), donc 2'(0) = 0, y'(0) = 0, 2”(0) = 0 et
y"(0) = k(0). On en déduit que ky(0) = k(0). O

Exercice 22. Soit ¢ : s € I — ¢(s) € R® une courbe gauche T'. On note
k(s) et 7(s) la courbure et la torsion dont on suppose qu’elles ne s’annulent
pas. On note R=1/k et 6 =1/7.

1) Montrer que si I' est tracée sur une sphére, alors
R? 4+ (R)?6% = constante.

On pourra supposer que la sphére est centrée 4 l'origine et dériver trois fois
Videntité ||¢(s)||> = constante.
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2) On suppose réciproquement que R? + (R')26% = constante. Montrer
que ¢(s) + R(s)N(s) — R'(s)d(s)B(s) est constant, et en déduire que T' est
tracée sur une spheére.

1) Quitte a translater et reparamétrer, on peut supposer que ¢ évolue a vitesse 1 sur
une sphére centrée a l'origine. En décomposant ¢ dans la base de Frenet, il vient

p(t) = bE)N () + c(t) B(1).
Il n’y a pas de composante selon T(t) puisque ||p(t)||? = cst, donc (p,¢') = 0. En
dérivant a nouveau cette relation d’orthogonalité, on obtient

(@) +LNP =0 et (o,0")+3(¢,¢") = (p,¢") =0.

La premiére relation fournit b= —1/k puisque ||¢’|| =1 et ¢ = kN est orthogonal
a ¢'. Pour utiliser la seconde relation, on observe que ¢"' = (kN) = —kT +k'N +
TB, ainsi
" ! b’{', KJ/
(p, "y =bk'+cT=0=>c=——=+—.
T KT
On utilise enfin les identités ||p||> = cst et R = —k'/k pour conclure & R* +

(R')262 = cst.
2) On suppose & nouveau que ¢ est paramétrée par longueur d’arc et on pose

Iil

(s) == p(s) + R(s)N(s) — R'(s)0(s)B(s) = p(s) + %N(S) + =

ReT

B(s).

On dérive 1 pour obtenir

K/I

/ 1 12 / / /!
W =T— N4 = {—kT +7B} — = TN+<Z > B:{T+<§ >}B.
K K RT R°T K RST

On vérifie que cette quantité s’annule lorsque R%+ (R')262 = cst, ce qui montre que
¥ = O est constante. 1l s’ensuit que

le(s) = OlI* = [le(s) — ()| = ||RN + R'6B||* = R* + (R')*6* = cst,

donc T' est tracée sur une sphere centrée au point O. O

Isométries euclidiennes et propriétés globales

Exercice 23. Montrer que la composée de deux rotations (affines) du plan
est soit une translation, soit une rotation (affine).

Soit Ry (resp. Rz) la rotation de centre z1 (resp. z2) et d’angle 61 (resp. 02).
L’action sur le plan compleze s’écrit en coordonnée R;(z) = ei(z — z;) + z;. On
en déduit

RioRy(z) = ei(91+92)(2 —z9)+ e (22— 21) + 21.

On obtient une translation si 03 = —6, mod [27], sinon une rotation d’angle 01 + 65
et de centre w o
21+ €01 (29 — 21) — i1 H02) 5,

1— ei(91 +62) :

w =
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Exercice 24. On note O(n,R) l’ensemble des matrices orthogonales, et
SO(n,R) celles qui préservent l'orientation (i.e. de déterminant 1). Mon-
trer que :

1) O(n,R) est un groupe compact ;

2) SO(n,R) est un groupe connexe ;

3) SO(2,R) est commutatif, mais pas SO(n,R), n >3 ;

4) SO(n,R) agit transitivement sur la sphére S*™1 (n > 2).
1) L’application ® : M € M(n,R) — MM € M(n,R) est continue. O(n,R) =
®~L(Id), image réciproque d’un singleton, est donc un fermé de M(n,R) ~ R™.

Soit N(M) = y/Tr("MM), c’est une norme euclidienne sur M (n,R) associée au
produit scalaire (N, M) — Tr(*'NM) . L’ensemble O(n,R) est inclus dans la boule
centrée a lorigine et de rayon \/n pour cette norme, c’est donc un ensemble borné.
Les compacts de R" étant les fermés bornés, il s’ensuit que O(n,R) est compact.
2) Pour montrer que SO(n,R) est connexe, il suffit de relier une matrice arbitraire
A € SO(n,R) a Id par un chemin continu de matrices dans SO(n,R). Il résulte
de la théorie de réduction des endomorphismes que A est semblable a une matrice
diagonale par blocs, avec des blocs de dimension 1 (ayant des 1 ou des —1 sur la
diagonale) et de dimension 2 de la forme

cosf) —sinf , —cosf sinf
Ap = [ sinf cosf } ou Ay = [ sind  cos@ }
Le chemin s’obtient par exemple en considérant Ay et Aj,y, 0 < t < 1 pour se
ramener & une matrice qui n'a que des 1 et des —1 (en nombre pair) sur la diagonale.
On traite ces derniers deux par deux en les considérant comme une matrice de
rotation d’angle 7w et en déformant continument l’angle sur zéro.
3) On vérifie aisément que Uapplication z = e € S1 s A(z) = Ay € SO(2) est
un isomorphisme de groupes, il en résulte que SO(2,R) est commutatif. Notez par
contre que AB # BA pour

-1 0 0 1 0 O
A= 0 -1 0 et B=[0 0 1
0 0 1 0 -1 0

On montre de méme que SO(n,R) n’est pas commutatif pour n > 4.

4) Soit x,x’ € S"7L. On compléte en deuw bases orthonormées directes w1 =
T, Xay ..., Ty ety =o' b, .. 2. La matrice A de passage entre ces deux bases
appartient ¢ SO(n,R). O

Exercice 25. Soit f : S — S une application et F un relevé de f. Montrer
que
[F(t+2m) — F(t)]

27 )

Comme F est un relevé de f, il existe j = j(t) € Z tel que F(t + 2mw) =
F(t) + 2mj(t). L'application t € R — d(t) := %TW € Z est continue, donc
d’image connexe, donc constante puisque Z est discret. Par définition, d(0) = deg f
donc d(t) = deg f. O

Vt € R, deg(f)=
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Exercice 26. Soit f : R — R une fonction 2w-périodique et
g:teR—g(t)=f(t)+teR

Montrer que g induit une application G : S — S dont on calculera le degré.

Pour toutt € R et k € Z, on a g(t + 2km) = g(t) + 2km, donc g induit bien une

ot . gl 1 0 5 . _ 9(@2m)—g(0) _
application G : S* — S qui est de degré 1 puisque deg G = L= = 1. O

Exercice 27. Soit f : S' — S! une application continue. Montrer que le
nombre P(f) de points fizes de f vérifie

P(f) = [deg f —1].

On représente les points de z € S' C C en notation compleze. Soit g : z €
St @ € S'. On note F : R = R un relevé de f; c’est une application lisse
telle que pour tout (0,k) € RXZ, il existe k' € Z tel que F(0+ 2km) = F(0) +2k'r.
Observons que G : 0 € R— F(0) — 0 € R est un relevé de g puisque

G(0 + 2kr) = F(0 + 2knm) — (0 + 2km) = G(0) + 2(K' — k).

Le degré de g est donc égal a %;G(O) =deg f — 1.

Un point z € St est point five de f si et seulement s’il vérifie g(z) = 1. la
preuve de la proposition montre que cette équation admet au moins | deg g|
solutions, il s’ensuit que P(f) > |deg f — 1]. O

Exercice 28. Soit f,g:S' — S' deux applications continues. Montrer que

deg(f o g) = deg f - degg.

En déduire que f a beaucoup de points périodiques si | deg f| > 2.

Soit F': R — R (resp. G : R — R) un relevé de f (resp. g). On observe que
F oG est une relevé de f o g. Il résulte de 'exercice [25 que

F(G(2m)) = F(G(0) + 2w deg g) = F(G(0)) + 2w deg g deg f,
st FoG(2r) — FoG(0)
2m

On note f* = fo---of (composéen fois). Il résulte de l’exercice précédent que
le nombre de points périodiques de f de période < n (i.e. les solutions de f™(z) = z)
vérifie

degfog= = degg - deg f.

iFix(f") = [deg(f") — 1] = |(deg f)" = 1| = | deg f|" — 1.

Ainsi, §Fix(f™) croit exponentiellement vite avec n si |deg f| > 2. O
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Exercice 29. Soit I' C R? une courbe plane. On appelle sommet de T' un
point critique de la courbure de T'.

i) Montrer que tout point d’un cercle est un sommet. Montrer qu’une
ellipse a quatre sommets.

it) Montrer qu’une courbe fermée a toujours deux sommets, puis qu’une
courbe fermée simple convere a au moins quatre sommets.
i) Le cas du cercle est clair puisque la courbure est constante. La courbure de
Uellipse t — o(t) = (acost,bsint) est
ab
(a2sin®t + b2 cos2t)3/2

K(t) =

Ses points critiques correspondent aux quatre points t = kn/2, k € {0,1,2,3}, qui
sont bien les quatre « sommets » de lellipse.

it) La courbure d’une courbe fermée admet toujours un minimum et un mazi-
mum par compacité, il y a donc au moins deur points critiques pour la courbure.

Supposons a présent la courbe I' simple et convexe. On note ¢ une paramétrisa-
tion o vitesse 1 de I et L sa longueur. Supposons par l'absurde qu’il n’y a que deux
ou trois sommets p1,p2, p3. Quitte & changer le sens de parcours, on peut supposer
que k' est positive entre p1 et pa, puis négative entre po et ps, et entre ps et py.
On choisit un repére orthonormé (e1,e2) tel que (p1p2) = Rey et ps (il existe) se
trouve dans le demi-plan supérieur. Il résulte de la convezité de T' que (p,ea) < 0
entre py et pa, tandis que {p,ea) > 0 entre py et p;.

On rappelle a présent que o' = T est le vecteur unitaire tangent a T, et que le
vecteur normal unitaire N = iT est relic a T par la relation T = kN . On intégre
par parties pour obtenir

L L L L
/0 K (t)p(t)dt = — /0 k(t)' (t)dt = —H/O k()N (t)dt = /0 T'(t)dt =0,
puisque p(0) = (L), ¢'(0) = ¢'(L) et (0) = k(L). Il s’ensuit que
0= /OL K (t)(p(t), e2)dt = /:2 K (t)(p(t), ea)dt + /p:)l K (t)(p(t), e2)dt < 0,

ce qui fournit une contradiction. O
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4.2 Surfaces

Premiers exemples

Exercice 30. On pose U = {(a,b) e R* /0 <a <7, 0<b<2r} et
¢ :(a,b) € U~ (sinacosb,sinasinb, cosa) € R3.

1) Montrer que (¢,U) est une paramétrisation réguliere d’une partie de
la sphére unité S?. Laquelle ?

2) Donner une deuziéme application (1, V) de sorte que la réunion de
ces deux nappes recouvre complétement S2.

3) Est-il possible de couvrir la sphére unité a ’aide d’une seule nappe ?

1) On calcule p, = (cosacosb,cosasinb, —sina) et pp = (—sinasinb, sina cos b, 0),
donc

2

©a Ny = (sin® acos b, sin? asin b, sina cos a).

Puisque pq N pp ne s’annule jamais pour (a,b) € (0,7) x (0,27), on en déduit que
p est une paramétrisation réguliere. On obtient ainsi tous les points de la sphére
unité, sauf ceuzx qui se trouvent sur le demi-cercle {(x,0,z2), x? + 22 =1 et 2 > 0}
(qui correspondent 4 b =0).

2) On peut considérer la paramétrisation v définie sur (0,m) x (0,2m) par ¢ (a,b) =
o(a,b—m). La réunion de ces deux nappes réguli¢res couvre S2.

3) On ne peut pas couvrir S* par une seule nappe p : U — S? car S? est compacte :
Uapplication =1 : 2 — U est continue, donc son image U = p~1(S?) devrait étre
compacte. O

Exercice 31. Démontrer qu’une quadrique de R3, ¢’est-a-dire le lieu d’an-
nulation d’un polyndéme de degré deux en trois variables réelles, est conjuguée
par une isométrie de R® a l'une des formes indiquées dans la section [2.1.9

Soit Q = {(x,y,2) € R, f(z,y,2) = 0}, o f est un polynéme de degré 2 en
(z,9,2). La classification se fait en discutant selon la signature de la forme qua-
dratique définie par la partie homogéne de degré deux du polynome f,

from (T, Y, 2) = az® + By® + v2° + Szy + ez + pyz.

Pour une signature (3,0), un changement affine de coordonnées permet de se

ramener G ) ) )
fay,2) =5+ 5+ 5+
T,Y,2)=—+ 5+ —=5+~kK
7 a2 2 2
avec k € R : on commence par effectuer un changement de base orthonormée pour

réduire la forme quadratique et se ramener o
fla,y,2) = (@/a)® + (y/0)* + (2/0)* + dx + ey + fz + g,

puis la translation (z,y, z) — (x+ad/2,y+be/2, z+cf/2) élimine la partie linéaire.
Sik > 0, 'ensemble est vide ; si k = 0, la quadrique est réduite & un point ; si k < 0,
on obtient un ellipsoide.
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Le cas de signature (0,3) se déduit du précédent en changeant f en —f. Les
autres cas se traitent de fagon similaire. Le cas de signature (2,1) (ou (1,2)) conduit
au cone elliptique et aux hyperboloides. Celui de signature (1,1) conduit au parabo-
loide et au cylindre hyperbolique, celui de signature (2,0) conduit au paraboloide et
au cylindre elliptique. Enfin, le cas de signature (1,0) conduit au cylindre parabo-
lique. O

Exercice 32 (Conoide de Pliicker).
1) Pour quelles valeurs de (x,y) l’équation

z(m2 + y2) =y

définit-elle une surface réguliére ¢
2) Dessiner cette surface. Montrer que c’est une surface réglée.

1) Soit f(x,y,2) = z(2? + y?) — xy. La surface C = {f(x,y,2) = 0} est régulicre
hors du lieu d’annulation du gradient Vf = (2xz —y,2yz — x, 2% +y?), i.e. hors de
laze (Oz) = (x =y =0).

Pour (x,y) # (0,0), on peut également exprimer C comme le graphe de la
fonction lisse z = h(z,y), ot h(x,y) = zy/(x* +y?). Il s’ensuit que C est lisse hors
de laze (0z). Les points de cet aze sont des points singuliers.

2) La surface est invariante par X\ — (Az, Ay, z). On peut paramétrer C \ (Oz) par

t
(\1) €ER? = (A t) = (A, Mt 1+—t2> € R3.

La décomposition p(X,t) = X(1,t,0) +(0,0,t/(1+t2)) montre que C est une surface
réglée.

FEn voici une représentation. O
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Exercice 33. Soit 0 < r < R. On considére le tore T de révolution donné
par la paramétrisation

¢ : (u,v) € R = ((rcosu + R) cosv, (rcosu + R)sinv, rsinu) € R3,
On consideére la courbe gauche tracée sur T,
v:teRw— p(at,bt) € T.

1) Montrer que T' = v(R) est fermé ssi b/a ou a/b est rationnel.
2) Montrer que I' est dense dans T ssi b/a est irrationnel.

1) La courbe v(R) est fermée s’il existe une période non nulle T € R* telle que
¥(T) = ~v(0). Cela signifie qu’il existe p,q € Z tels que aT = 2mq et bT = 27p, d’ot
b/a € Q oua/beqQ.

2) Supposons & présent a et b linéairement indépendants sur Q. Alors le groupe
21aZ + 2wbZ est un sous-groupe additif dense de (R,+). Soit (z,y) € R2. On peut
donc trouver (pj, q;) une suite de couples d’entiers relatifs tels que 2mp;b+2mq;a —
bx — ay. Il vient donc

T —27p; bx — 2mp;b bx — 2mp;b — 2wq;a
7(3>=¢<x—2ﬂpﬁa” ==, > =) = p(@,9),

a 4

ce qui montre que y(R) est dense dans o(R?). O

Espaces tangents

Exercice 34 (Parapluie de Whitney). On considére la surface paramétrée
par
¢ : (u,v) € R? — (uv,v,u?) € R>.

1) Montrer que la demi-droite (x =y = 0,z > 0) est une ligne de points
doubles et que l'origine est un point singulier.

2) Montrer que pour v # 0, le vecteur
N(u,v) = (—2u/v,2u?/v,1)
est normal & la surface et n’admet pas de limite quand (u,v) tend vers (0,0).

1) La demi-droite (x =y = 0, z > 0) est une ligne de points doubles car ¢(£+/z,0) =
(0,0,2). Calculons une base de vecteurs tangents,

g—i = (v,0,2u) et g—f = (u,1,0).

Ce sont des vecteurs linéairement indépendants, sauf lorsque uw = v = 0 : l'origine
est un point singulier et c’est le seul point singulier de cette surface.

2) On vérifie aisément que N - g—i =N- g—f = 0. Lorsque u et v tendent vers zéro,
N(u,v) nadmet pas de limite : si par exemple u = Av, ot X est un paramétre fizé
et v — 0, on obtient

N(u,v) = N(Av,v) = (=2),2X%v, 1) — (=2,0,1).

Les plans tangents n’ont donc pas de limite au point singulier. O
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Exercice 35. On considére une fonction lisse f : R — R et la surface
réguliére

§:={(2,y,2) € R* x B2/ z = af(y/a)}.
Montrer que tous les plans tangents a S contiennent l’origine (0,0,0).

La surface S est réguliére, comme tout graphe d’une fonction lisse. Soit ¢ :
(z,y) € R? = (x,y,2f(y/x)) € R?) une paramétrisation de S. Cela revient a dire
que les vecteurs

0 = (10,5~ Ly /) et 52 = 00,5 w/)

sont linéairement indépendants.

On observe que tous les plans tangents ¢ S contiennent lorigine (0,0,0). Faites
attention : le plan tangent T,S a S en p € S est le sous-espace affine de R de
dimension deuz qui passe par p et qui est tangent & S, ce n’est pas (en général) un
sous-espace vectoriel. Il est donné par

_ 9 0p
T,(S) —p—|—Vect(ax, ay)'

1l suffit donc d’observer que pour tout x,y € R, on a

¢ dp _ .
@(%y) x%(‘ray) yaiy(xvy) - (03070)7

cela montre que lorigine appartient & chaque T,S. (]

Exercice 36. Soit Sy et Sy deux surfaces régulicres de R? qui s’intersectent
en un point p. On suppose que les plans tangents 1,51 et T,,Sa sont distincts.
Montrer qu’au voisinage de p, Uintersection S1 N Se est une courbe dont la
tangente en p est lintersection 1,51 N T,S2 des deux plans tangents.

Choisissons un repére centré en p, dont le troisiéme vecteur n’appartient ni a T,,51,
ni a 1,52. On peut alors exprimer localement S et So comme des graphes de
fonctions lisses au-dessus du plan (x0y),

z = fi(z,y) avec £;(0,0) =0.

L’intersection Sy N Sy est ainsi définie comme limage, par l'une des paramé-
trisations, de la courbe définie de facon implicite par [’équation

f(z,y) = filz,y) — faz,y) = 0.
1l suffit donc de vérifier que la différentielle de f en (0,0) n’est pas nulle : ’ensemble

{(z,y)/ f(z,y) = 0}

définira ainsi une courbe plane réguliére et son image par la paramétrisation sera
une courbe gauche réguliére tragée sur Sy et So. Or 'annulation de D f g o) se traduit

- ofi 0f2 ofi 0f2
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ce qui signifie que les plans tangents 1,51 et T,S2 sont les mémes.

Notons C la courbe réguliére qui est l'intersection de S1 et Sy au voisinage de p.
Notons que la tangente D a C en p est contenue dans T, (S1) puisque C est tragée sur
S1. La droite D est, de méme, contenue dans 1,So, c’est donc en fait 1,51 NT},S2
puisque ces deuz plans se coupent le long d’une droite. O

Exercice 37. Soit S C R? une surface régulicre. Montrer que si toutes les
droites mormales a S sont concourantes, alors S est une portion de sphére.

Quitte & composer par une rotation, on peut supposer que S est (localement)
le graphe d’une fonction S = {z = f(x,y)}. Quitte & translater, on peut supposer
que les mormales se rencontrent o l’origine. La mormale a S en p est la droite
p + R(fz, fy,—1). Elle passe par Uorigine ssi il existe A = Az,y) € R tel que
p = Afz, fy, —1), ce qui conduit auzx équations

of _ of

oy = Yor r=—ffoety=—ffy

On passe en coordonnées polaires F(r,0) = f(rcos,rsinf), ce qui donne

F
%—9 = —rsin@Z—i(rcosH,rsinH) —‘r?‘COSQ%(TCOSG,TSiHQ) =0.

Ainsi, f(x,y) ne dépend que de r = /x? + y2. De plus,

of? of?
a—fx =2z et 8—{; = -2y = f*(z,y) + (2% + y*) = cst,
donc 2% 4+ 2% + y? = cst, i.e. S est une portion de sphére. O

Exercice 38. Soit S C R? une surface réguliere et F: R3 — R une fonction
lisse définie dans R3. Montrer que la différentielle de la restriction f de F a
S est la restriction de DF & l'espace tangent 6 S. Autrement dit, Vp € S,

Dfy = D(F|S)p = (DFp)\Tp(S)'

Il s’agit de dérouler la définition : soit ¢ : U C R? — S une paramétrisation
réguliere de S au voisinage de p = p(m). Un vecteur tangent X € T,S est l'unique
image X = D@, (Y) d’un vecteur Y € R2. La régle de dérivation des applications
composées donne D(F o @), (Y) = DF,(X). Or Fop = foy et on a précisément
défini Dfp(X) :==D(f o) (Y). O
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Premiére forme fondamentale, orientabilité

Exercice 39. Expliciter les coefficients de la premiére forme fondamentale
du cylindre C, de la caténoide C et de Uhélicoide H définis par les paramé-
trisations suivantes :

C = {(Rcosf, Rsinf,s) € R* / (0, s) € R?*};

C := {(Chucosv, Chusinv,u) € R®/ (u,v) € R?*};
H := {(ucosv,usinv,v) € R®/ (u,v) € R?}.

Des calculs simples donnent :
1)E=R? F=0,G=1 (cylindre) ;
2) E = (Chu)?, F =0,G = (Chu)? (caténoide) ;
3)E=1,F=0,G=1+u? (hélicoide). O

Exercice 40. Soit N : S — S? lapplication de Gauss d’une surface réguliére
S C R3. Décrire limage N(S) dans les cas suivants :

1) S ={(x,y,2) €R*/(z/a)* +y* +2* =1}, a > 0;
2) S ={(z,y,2) ER3/2=0};

3) S ={(z,y,2) €R® |z = 2® +¢*};

4) S ={(z,y,2) eR3 /2?2 +¢y? - 22 =1};

5)S ={(z,y,2) € R /2% + 4% = (Chz)?}.

1) On peut utiliser une paramétrisation par coordonnées sphériques
o(u,v) = (acoswu,sinucosv,sinusinv).
Le vecteur normal o, N ¢y /||0u A @ul|] vaut

(cosu, asinucos v, asinusinv)

\/0052 u+a2sinu

N(p(u,v)) =

Comme a # 0, Uapplication

u € [0,27] — z(u) = cosu/\/(:082u +a2sin®u € [—1,1]

est surjective. On vérifie ensuite que, pour x(u) € [—1,1] fixé, l'ensemble des valeurs
prises par N(p(u,v)) lorsque v décrit [0,27] est le cercle {y? +2% = 1 —x(u)?}. On
a donc N(S) = S2.

2) La paramétrisation o(x,y) = (z,y,0) montre que N(S) = (0,0,1) est réduite &
un point.

3) La paramétrisation o(z,y) = (z,y, 2% + y?) donne
(2%, va _1)
)

N(p(z,y)) =
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dont l'image est la demi-sphére S? N (z < 0).

4) La paramétrisation ¢(u,v) = (cosu Chv,sinu Chv, Shv) conduit &

cosu Chwv,sinu Chv, —Shv
Nplu,v)) = & !

V1+2Sh%v

On obtient dans ce cas N(S) = {(z,y,2) € S?, |z| < 1/v/2}.
5) La paramétrisation p(0,z) = (cos Chz,sin0 Ch z, z) conduit &

(cos@,sin 6, Sho)

Niplu,v) = EE2Zm2 20,

d’ou N(S) = S?\ {poles}. O

Exercice 41. Soit S une surface de révolution obtenue en faisant tourner
une courbe C autour de l'aze (Oz). On peut la paramétrer par

(s,0) — (f(s)cosb, f(s)sinb, h(s)).

On suppose que C est paramétrée par la longueur d’arc.

1) Montrer que les coefficients de la premiére forme fondamentale sont

E=1, F=0, G=f(s)

2) Montrer que l'aire de S est

L
Am%$:2ﬂA £ (s)]ds

o L désigne la longueur de C. En déduire que Uaire de la sphére unité S?
est Aire(S?) = 4n et retrouver l'aire du tore de révolution.
1) Il vient s = (f'(s)cosB, f'(s)sin,h'(s)) et pg = (—f(s)sinb, f(s)cosb,0),
d’ou
E=(f+(0)?=1, F=0, etG=f(s)>

2) On en déduit que

2 L L

Aire(S) :/ / \/EG—F2d8d0=27r/ |f(s)|ds.
o Jo 0

On calcule l'aire de la sphére unité S* avec f(s) = sins, 0 < s < 7 = L, et on
retrouve laire d’un tore de révolution avec f(s) = R+rcos(s/r),h(s) = rsin(s/r),
L =27r. O
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Exercice 42 (Surfaces tubulaires). Soit o : I — R3 la paramétrisation par

longueur d’arc d’une courbe gauche dont la courbure ne s’annule nulle part.
Soit (T, N, B) le repére de Frenet et

w:(s,0) €l xR — a(s)+elcosN(s) + sin0B(s)]

o € > 0 est une constante positive.

1) Montrer que le vecteur normal a la surface tubulaire est
N(s,0) = —[cosON(s) + sin§B(s)]

et en déduire que la surface tubulaire Se = ¢((0,4(T")) x (0,27)) est régulicre
st € > 0 est assez petit.

2) Calculer laire de la surface S;.

1) On calcule
s = T(s) +e[cosON'(s) + sinOB'(s)]
et
wo =€ [—sinfN(s) + cos0B(s)].

Les formules de Frénet donnent N' = kT + 7B et B = —7N. Par ailleurs,

TANN=B;TANB=—-BAT=—-N et NAB=T, il vient donc
s Ny = —¢[1 — k(s)e cos 0] [cos N (s) + sin OB(s)] .

Ce vecteur n’est jamais nul si € > 0 est assez petit, donc S, est réguliére.

2) L’aire de la surface Se est donnée par

L) p2w
Aies) = [ [ lleavallds na
0 0

£(T) 2m
= / e[l — k(s)ecos ] ds A do
0 0
)

= 2mel(T).

Exercice 43. Soit S1,S> C R3 deuz surfaces régulicres et f : S — So une
application surjective différentiable qui est un difféomorphisme local en tout
point.

Montrer que So est orientable si S1 Uest. En déduire que ['orientabilité
est préservée par les difféomorphismes.

Soit {U;,1 € I} un recouvrement de Sy tel que les changements de cartes ont un
jacobien positif (choix d’une orientation de S qui est supposée orientable). On peut
diminuer la taille des U; (et augmenter celle de I) en préservant cette propriété, et
donc supposer que fiy, : Uy — f(U;) est un difféomorphisme.
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Le recouvrement de So par les ouverts V; = f(U;) est tel que les changements
de cartes sont encore o jacobien positif : cela résulte de ce que

Dyl oy, = (fody,) o (fody,) =Py 0By,

1l s’ensuit que S est orientable.

Lorsque [ est un difféeomorphisme global, on peut renverser le raisonnement et
obtenir ainsi que Sy est orientable si et seulement si So [’est également. O

Exercice 44.
1) Montrer que le ruban de Mdbius n’est pas une surface orientable.

2) Montrer que si une surface S a un ouvert difféomorphe au ruban de
Mébius, alors S n’est pas orientable.

1) Le ruban de Mébius M est la surface a bord conneze de R® paramétrée par
o(t,v) = ([1 4+ tcosv] cos(2v), [1 + t cosv] sin(2v), tsin v)

avect €] —1/2,1/2[, v ER et
OM = {p(1/2,v), v € R} = {¢(~1/2,v), v € R} ~ S*.

Cette paramétrisation est 2mw-périodique en v, avec de plus p(t, 7/2) = o(—t, —7/2).
On calcule
ot = (cosv cos(2v), cos v sin(2v), sinv)

et
@y = (—sinwv cos(2v)—2[1+t cos v] sin(2v), — sin v sin(2v)+2[1+¢ cos v] cos(2v), t cos v).
En particulier

th(ta 77/2) = (070’ l)a ‘pv(tvﬂ'/Q) = (la _270) et o A (pv(tvﬂ'/Q) = (25 170)7

tandis que

@t(_tv _7T/2) = (07 0,-1), Spv(_t7 _71-/2) =(-1,-2, 0)

et

w1 N py(—t,—m/2) = (=2,1,0).
Il y a donc un changement discontinu de direction pour tout vecteur normal uni-
taire : si N : M — S? est une application normale unitaire continue, alors

Pt N\ Py

N=g Tt 7V
ot A ol

avec € surjective & valeurs continues dans {—1,+1}, contradiction.

2) Le méme raisonnement produit une contradiction dés que S a un ouvert difféo-
morphe au ruban de Mdbius. Il suffit de composer N avec le difféomorphisme si
celui-ci est conforme, sinon on peut se contenter du changement de signe. O
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Deuxiéme forme fondamentale

Exercice 45. Soit N : S — S? Uapplication de Gauss d’une surface réguliére
S C R3. Soita : I — S une courbe paramétrée réquliére qui ne contient aucun
point planaire, ni aucun point parabolique. Montrer que

Noa:I— S?

définit une courbe régulicre de la sphére unité S2.

1l résulte de la définition de l'opérateur de forme que

Fat(@'(8)) = Doy N(att) = - 22D gy

Comme « est réguliere, le vecteur tangent o/(t) est non nul pour tout t. On en
déduit que vecteur tangent (N oa)'(t) de la courbe N o« ne s’annule pas si le noyau
de Fop) est réduit a z€ro, i.e. si K(a(t)) # 0, i.e. si S ne contient aucun point
planaire ou parabolique. O

Exercice 46. Soit S C R? une surface paramétrée.

1) Montrer que si l'opérateur F), est nul pour tout p dans S, alors S est
incluse dans un plan.

2) Montrer que si S C R est une sphére, alors F, est une homothétie
dont on calculera le rapport. Que pensez-vous de la réciproque ?
1) Soit ¢ une paramétrisation locale de S. La matrice de lopérateur de forme dans
la base @y, @, de T,S est donnée par I;l 11, ou I, I, désignent les matrices

des deux premiéres formes fondamentales dans cette base. Comme I, est définie
positive, I, =0 si et seulement si 11, =0, i.e. lorsque P=Q =R =0. Or

0N = a119s + a210y et OyN = a2, + 220y

avec (cf. Proposition[2.4.1)

QF — PG _ RF-QG _PF-QE _ QF —RE
EG-F2 "™ T EG-F2 T EG-F2 © T EG-F?
On en déduit que O, N = 0yN =0, i.e. N est constant, donc S est un morceau de
plan.

a1 =

2) On peut supposer la sphére centrée a l'origine. Une paramétrisation d’un morceau

de S, est
¢ (z,y) € D, (xy m) -

) _ e _ —y
Il vient ¢, = (1,0, 7\/w), vy = (0,1, 7\/w) et

z A\ 1 55~ 1
N(l’,y) = M = - (1’7y, 72 — (xQ +y2)) = ;Sﬁ(l',y)

Cles Ayl

Il s’ensuit que P = —(—0;N,pz) = —E/r, Q = —F/r et R = —G/r, donc F), est
une homothétie de rapport —1/r.
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Réciproquement, si F, = AId est une homothétie de rapport A € R* (le cas A = 0
a été traité a la question 1)), alors II, = A, donc O, N = Ap, et OyN = Ay,
donc N — Ao = wq est un vecteur constant. Il s’ensuit que

[l —wo/All = [IN/All =AY,

donc S est un morceau de la sphére centrée en wo /A, de rayon |A|71. O

Exercice 47. Soitt € I — v(t) € R3 une courbe I' paramétrée. On considere
le cone C' de sommet O ¢ P s’appuyant sur I'. En choisissant O comme
origine dans R3, on peut paramétrer C par

(s,t) € R x I — @(s,t) = sy(t) € R3.

Montrer que le vecteur normal est indépendant de s. Quelle est la courbure
de Gauss en un point p(s,t) du cone, avec s # 0 ¢

Il vient ps = y(t) et ¢ = sv'(t). Cette paramétrisation est réguliere lorsque (t)
et v'(t) ne sont pas colinéaires. S’ils le sont tout le temps, c’est que T’ est une
droite. Dans ce cas, C est un plan et il faut utiliser une autre paramétrisation.
Nous laissons ce cas de coté ici et supposons que y(t) A+’ (t) # 0. On obtient alors
que

©s N\ oy () A (2)

les Al (@) Ay (@]
est indépendant de s. Il vient @55 = 0, donc PR = 0 tandis que ps = ¢ (t), donc

det(pst, ps; 0r) = det(v'(2), (), 7' (t)) = 0.

Ainsi Q =0 et la courbure de Gauss est nulle K = 0. O

Exercice 48. Soit S = {(x,y,2) € R3, z = h(z,y)} le graphe d’une fonction
lisse. Montrer que la courbure de Gauss est donnée par la formule

_ hawhyy — B,
[1+hZ+h2)>

La paramétrisation o(x,y) = (z,y, h(x,y)) conduit a
0z =(1,0,hg), @y =1(0,1,hy) et @z Ay = (—hg,—hy,1).

On en déduit E =1+ h2, F = hyhy, G =1+h2 donc EG — F? =1+ h2+h2. Il
vient

hmr

JU+h2 482

Pz = (0703 hmm) - det(@rxa@mv@y) = hmr — P =
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h h )
et on calcule de méme Q = —22—, R = —2— . ]l s’ensuit que
1+h2+h2’ \/1+h2+h2 q

_ PR—Q* _ hashyy — 13,
- EG-F? [1+h2+h2

K

hya Dy,
matrice hessienne de h. 1l s’appelle l'opérateur de Monge-Ampére et intervient dans

Lopérateur h > hyghyy — hiy = det > est le déterminant de la

de nombreuz problémes d’analyse et de géométrie. O

Exercice 49. Soit S C R3 une surface réguliere et p € S tel que K(p) # 0.
En utilisant le fait que la courbure de Gauss est le jacobien de application

de Gauss, montrer que
!/

A
K(p) = lm =

ot A est Uaire d’une région B C S contenant p, et A’ est l'aire de l'image
de A par Uapplication de Gauss (avec des restrictions naturelles sur la fagon
de prendre la limite).

Lorsque K(p) # 0, lapplication de Gauss N : S — S? réalise un difféomorphisme
local d’un petit voisinage U. C S de p sur un voisinage V. = N(U.) C S? de N(p).
Les formes volumes dog2 et dog sont reliées par

N*dog> = Kdog.

La formule de changement de variables donne donc

Aire(VE):/ doszz/ N*d(fs’z:/ Kdds.
Ve U Uc

Comme K est continue au point p, on obtient
/ Kdogs = K(p)Aire(U:)[1 + o(1)],
UE

d’ot Aire(V)
. ire(V.
Kp) = I e

Exercice 50. Soit a,b,c > 0. On considére [’ellipsoide

2 .2 2
oyt oz
E:{(w,y,z)ERS\aQ—i—l)Q—l-CQ:l}.

1) Pourp € E, on note d la distance de 0 au plan tangent T,(E). Montrer
que la courbure de Gauss de E au point p est donnée par

d4

K<p) = a2b2c2”
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2) Montrer que lellipsoide et la sphére unité sont difféomorphes mais pas
isométriques si (a,b,c) # (1,1,1).

1) Considérons la paramétrisation p(u,v) = (acosu,bsinucosv, csinusinv), avec
0 <u<met0 < v < 2w Il vient ¢, = (—asinu,bcosucosv,ccosusinv) et
©y = (0, —bsinusinv, csinucosv), donc F = 0. Notons que

2

©u A @y = (becosusinu, acsin® u cos v, absin? usin v)

a pour norme ||y A pul| = ||eull - [lev|] = VEG, puisque F = 0.
Le vecteur o(u, v) se décompose dans la base {@py, oy, N} en @ = apy+bp,+cN,
avec

) TN abe] sin u|
d =dist(0, T, E) = |c| = (e, =
On calcule a présent la courbure de Gauss. Il vient @y, = —p, donc
cosu —sinu 0
det(@uu, Pu, pv) = —abc| sinucosv cosucosv —sinusinv | = —abesinu.

sinusinv cosusinv  sinucosv

On en déduit que P = —abcsin u(EG)_1/2. Des calculs similaires donnent Q = 0
et
: — si 0 .
d t b SN u b 3
R= ePuu, Pur o) — aesmu coOsSv cosucosv —sinusinv | = —w.

VEG VEG sinv cosusinv  sinwucosv VEG

On en déduit que la courbure de Gauss de [’ellipsoide est

P PR _ a?b*c*(sinu)* 4
 EG E?G* e

2) Lorsque a = b = c =r, la distance de 0 ¢ T,E est égale a r et on obtient que
la courbure de Gauss de la sphére de rayon r est constante, égale a r—2. Lorsque
a, b, c ne sont pas tous les trois égauzr, K n’est pas constante, donc l’ellipsoide et la
sphére unité ne sont pas isométriques, bien qu’ils soient images l'un de ’autre par
le difféomorphisme affine (z,y,2) € R3 — (z/a,y/b, z/c) € R3.

Voici une représentation graphique de ’ellipsoide :
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Exercice 51. Montrer qu’un tore de révolution n’a aucun ombilic (points en
lesquels les courbures principales coincident).

Une paramétrisation d’un tore de révolution est donnée par
o(u,v) = ([p+ rcosu] cosv, [p+ rcosu]sinv, rsinu).

Il vient ¢, = (—rsinwucosv, —rsinusinv, rcosu) et ¢, = (—[p + rcosu]sinwv, [p +
rcosu] cosv,0), donc ||p, A || =r[p+rcosu| et

E=7r% F=0, et G=][p+rcosul’.
On obtient vy, = (—r cosucosv, —rcosusinv, —rsinu), donc

det (Puu, Pu, Pv) _

det O, =r}[p+rcosu] et P=

On calcule de méme Q =0 et R = cosu[p + r cosu]. Ainsi,

1 0
szlp_l-Up:{E“) cosu ]
p+rcosu
Il v’y a aucun ombilic car r cosu # p + rcosu. a

Exercice 52. Soit ¢ : U C R?2 — R3 une nappe régulicre dont tous les points
sont des ombilics.
1) Montrer qu’il existe k € R et v € R? tels que N = —ko + v.

2) Montrer que o(U) est un (morceau de) plan si k =0, et que c’est une
(partie d’une) sphére centrée en v/k si k # 0.

1) Tous les points sont des ombilics signifie qu’il existe A = A(p) € R tel que
F, = X(p)Id. Notons que p — \(p)*> = K(p) est une fonction lisse de p. Il en va de
méme de p — X\(p) si on se place au voisinage d’un point p tel que \(p) # 0.

Lorsque A(p) = 0, le vecteur normal est constant et S est un morceau de plan.
On suppose donc dans la suite qu’il existe p tel que \(p) # 0, et on travaille au
voisinage de ce point. Soit ¢ = @(x,y) une paramétrisation locale de S. On en
déduit que

0N = Az, y)ps et OyN = Az, y)py.

On dérive ces relations pour obtenir
2 N = M\yPo + Aoy = AaPy + Mooy = Mgz = Aoy

Or S est une surface réguliére, donc @, et ¢, sont linéairement indépendants. Il
s’ensuit que Ay = Ay =0, i.e. X # 0 est indépendant de p. Le vecteur v =N — Ay
est donc constant, ainsi N = —kp +v avec k= -\ €R et v € R>.

2) Le vecteur N = v est constant si k = 0, dans ce cas S est un morceau de plan.
Lorsque k # 0, on obtient

llo —v/kll = [IN/K|| = [k] "

donc S est un morceau de la sphére de rayon |k|=1 centrée en v/k. O
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Exercice 53.
1) Calculer la courbure de la surface de révolution S paramétrée par

@:(t,0) € RY x R (tsinf,tcosd,logt) € R?.

2) On considére l'hélicoide H paramétré par
Y (t,0) € R? — (tcosf,tsind, f) € R3.

Montrer que sa courbure est la méme que celle de S.

3) Montrer que S et H ne sont pas localement isométriques.

1) On calcule les dérivées premiéres
ot = (sinf, cos0,1/t) et pg = (tcosh, —tsinb,0),
puis les coefficients de la premiére forme fondamentale
E=14+t2 F=0 et G=t°
On calcule ensuite
w1 = (0,0 —=t72), @4 = (cosf, —sin®,0) et @pg = (—tsind, —tcosh,0),

d’ot les coefficients de la seconde forme fondamentale

1 t
P=— =0, R=— )
tv1+t2 @ V1+1t2

On en déduit que la courbure de Gauss est

K PR-Q* _ 1
TEG-F?2 T (1+2)

2) Des calculs similaires donnent

E=+41, F=0 et G=1+1t>

ainsi que
1
P=0 Q=- et R=0,
1+ ¢2
d’ot
B 1
(14 2)2°

3) Ces deuz surfaces ont méme courbure de Gauss, mais elles n’ont pas les mémes
premiéres formes fondamentales. Elles ne sont pas localement isométriques. O
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Exercice 54. Soit a > 0. Montrer que la caténoide
¢ : (s,t) € R? = (aChscost,aChssint, as) € R3

est une surface minimale.

On peut supposer sans perte de généralité que a = 1 (la condition de courbure
moyenne nulle est préservée par une homothétie). On calcule

s = (Shscost,Shssint, 1) et ¢ = (—Chssint,Chscost,0).
On en déduit E = G = Ch?s, F =0 et ||s A @s|| = Ch® 5. Il vient également

@ss = (Chscost,Chssint,0)

donc
cost Shscost —sint
det(@ss, s, p¢) = Ch?s| sint  Shssint cost | =—Ch?s.
0 1 0

On calcule de méme
st = (—Sh ssint,Shscost,0) = Ths gy

et
w1t = —(Chscost,Chssint, 0) = —@gs,

donc Q=0 et R=—FE. Ainsi, H= (ER+ GP — 2FQ)/(2EG — 2F?) = 0. O

Exercice 55. Soit a > 0. Montrer que ’hélicoide
¢ : (s,t) € R? — (aShscost,aShssint, at) € R
est une surface minimale.
On peut supposer sans perte de généralité que a = 1. On calcule
ps = (Chscost,Chssint,0) et ¢ = (—Shssint,Shscost,1).
On en déduit E = G = Ch?s, F =0 et ||os A @4|| = Ch? 5. Il vient également

©ss = (Shscost,Shssint,0),

donc
cost Chscost —sint
det(pss, s, pt) = Sh?s| sint Chssint cost |=+Sh%s
0 0 1

On calcule de méme
st = (—Chssint, Chscost,0) = Coths ¢y

et
w1t = —(Shscost,Shssint, 0) = —pss,

donc Q =0 et R=—FE. Ainsi, H=(ER+ GP — 2FQ)/(2EG — 2F?) = 0. O
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Exercice 56. On souhaite montrer que la surface d’Enneper

) 2 u? 2 v} 2 02 2 3
v:(u,v) ER = (u— 3 + uv v — 3 +ou,u” —v | €R

est une surface minimale.
1) Calculer les coefficients de la premiére forme fondamentale.

2) Calculer les coefficients de la seconde forme fondamentale et les cour-
bures principales pour conclure.

1) On calcule p,, = (1 —u?+v2, 2uv, 2u), ¢, = (2uv, 1 —v?+u?, —2v). On en déduit
E=G=(01+u*+v*)? et F=0,
ainst que
Ou Ny = [1+u? + 03] (—2u, 20, 1 —u? —v?).

Notons que ||pu A @ol| = [1 + u? + v?]?.

2) 1l vient puy = (—2u,2v,2), donc det(puu, Pu,py) = 2[1 + u? + v%)? (on peut
faire apparaitre plusieurs zéros dans le déterminant via des opérations élémentaires
sur les lignes ou les colonnes, par exemple L2 — L2 — v - L3). Les calculs de
det(@un, Ou, Pv) et det(pyy, Pu, o) sont similaires et aboutissent a

P=2 Q=-2 et R=0.

On en déduit que les courbures principales sont

2 2
k = — k = -
1 (1+u2 +v2)2’ 2 (1+u2 +v2)2’
donc la courbure moyenne H est identiquement nulle. O

Géodésiques

Exercice 57. Soit N le vecteur normal & une surface réguliére S C R3. Soit
v : I — S une courbe tracée sur S a vitesse constante. Montrer que -y est
une géodésique si et seulement si

det(N,~',~v") = 0.

Si v est une géodésique, alors v = AN est proportionnel au vecteur normal, donc
det(N,~',~v") = 0. Réciproquement, supposons que det(N,~v',v") = 0. On peut
supposer que vy est paramétrée par longueur d’arc. Ainsi v = AN + w avec w €
TS orthogonal & ~'(t). Il vient det(N,~',7") = det(N,y",w) = %[wl||, donc
w =0, i.e. v est une géodésique. U
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Exercice 58. Soit v : t € [0,1] = (t2,0,0) € R3 une courbe tracée sur la
surface plane S = {(z,y,2) |z = 0}. Est-ce une géodésique ?

Le support ([0, 1]) est un segment de droite, mais il n'est pas parcouru & vitesse
constante, donc v n’est pas une géodésique. O

Exercice 59. Calculer les géodésiques de la sphére unité.

Soit v : I — S? une géodésique. Le vecteur y(t) est normal au plan tangent a S?
en y(t). La courbe v est donc une géodésique si et seulement s’il existe A(t) € R tel

que " (t) = A()7(t).
On dérive deuz fois la relation ||y(t)

At) = (1,7") = =IlYII = ¢

car une géodésique évolue a vitesse constante. Quitte & renormaliser en temps (t —
t/c), on peut supposer ¢ = 1. Il vient alors, si0 € I,

|2 =1 pour obtenir

y(t) = costy(0) + sint~'(0),

i.e. (1) est un arc du grand cercle de S? obtenu en intersectant la sphére avec le
plan engendré par v(0) et +'(0). O

Exercice 60. On note ||p—q|| la distance euclidienne dans R3. Montrer que
la distance intrinséque de la sphére unité de R3 est donnée par

llp —4ql|

dg2(p,q) = 2 arcsin = arccos(p, q),

ot (p,q) désigne le produit scalaire euclidien.

Nous savons que les géodésiques minimisent (localement) la distance. Il résulte de
Pexercice précédent que les géodésiques sont les arcs de grands cercles de S?. Quitte
G composer par une rotation, on peut supposer que p et q sont dans le plan (x0y)
avec p = (1,0,0) et ¢ = (cos8,sinh,0), de sorte que dg=(p,q) = 0. On observe enfin
que

0 2
Hp_ Q||2 = (1 — COSG)2 —+ (Sin9)2 = 4Sin <2> ,

d’ou § = 2 arcsin @, On obtient la seconde formule en observant que |[p—q||* =

2 — 2(p,q) et en utilisant les relations trigonométriques sur les angles moitié. O

Exercice 61. Soit f : (5% dg2) — (S%,dg2) une isométrie de la sphére
unité munie de sa distance intrinséque. Montrer que f est la restriction d’une
isométrie euclidienne de R3.

On définit F : R?* — R3 par F(0) = 0 et F(x) = ||z||f(z/||z||) lorsque x # 0.
Comme f préserve le produit scalaire des vecteurs de norme 1 (cf exercice précé-
dent), on obtient pour x,y # 0, o' = z/||z|| et ¥ = yl|||yll,

(F(z), F(y)) = ll=llllyll(f &), f@)) = llellllyll{2’, ) = (=, y),
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i.e. F' préserve le produit scalaire euclidien (la propriété est claire lorsque l'un des
deuz vecteurs est nul). Nous avons expliqué au chapitre 1 que cela entraine que F
est linéaire, associée ¢ une matrice orthogonale de R3. O

Exercice 62.

1) Calculer les géodésiques d’un cylindre droit.

2) Veérifier que deux points d’une génératrice sont joints par une hélice
et que celle-ci est une géodésique qui ne minimise pas la distance.

1) On ne perd rien & supposer que l'axe du cylindre est (Oz) et que le rayon vaut
1. Une paramétrisation de ce cylindre C est ¢(0,z) = (cos8,siné, z). Notons que

N =g N, =(—sinb,cos0,0) A (0,0,1) = (cosf,sinb,0).
Une courbe v(t) = o(0(t), z(t)) tracée sur C vérifie
7" = (—0"sinf — (6")? cos 0,60" cos® — (8')?sinb, 2"),

donc " est proportionnel a N ssi 6" = z"” = 0. On obtient des cercles si z = cst,
des droites (génératrices du cylindre) si 0 = cst, et des hélices dans tous les autres
cas.

2) Deuz points distincts p, q d’une génératrice du cylindre sont joints par un segment
de droite le long de cette génératrice. Ils sont également joints par un morceau
d’hélice (qui est donc une géodésique non minimisante) : supposons par exemple
que p = (1,0,0) et ¢ = (1,0,a), alors

~(t) = (cos 27t, sin 27t at)

est une hélice telle que v(0) = p et y(1) = q. O

Exercice 63. Soit S une surface de révolution,
©:(s,0)— (f(s)cosb, f(s)sinb, h(s))
avec (f')2 + ()2 #0 et f >0, de sorte que S est réquliere. Soit
vt o(s(t), 0(t))
une géodésique de S. Montrer la relation de Clairaut :

f2(s(t))8'(t) = constante.

On note vy(t) = p(s(t),0(t)) une courbe tracée sur S. Il peut étre utile de travailler
dans la base orthonormée u = (cosf,sinf,0), v = (—sinf,cosf,0), w = (0,0,1).
Ainsi

0, = flu+h'w, pg=fv et N=—-hu+ flw

est un vecteur normal & la surface. On calcule

7// _ S//Sﬁs +9//900+ (8/)25055 +28/9/<p59+(9/)25099.
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Or Pss = f”u + h//w; Pso = flv et pgo = _fu; donc
= Au+[0"f + 250" f']v + Cw.

Par définition, v est une géodésique si et seulement si v est constamment
proportionnel au vecteur normal. Comme celui-ci est orthogonal a v, on en déduit :

0" f+ 250" f = 0.
Cette équation différentielle peut (partiellement) s’intégrer en multipliant par f, il
vient f2(s(t))@(t) = constante. O

Exercice 64. Soit S C R3 une surface réguli¢re définie localement par une
paramétrisation o : U — R3. On note n son vecteur normal unitaire.

Soit v : I — S une courbe paramétrée a vitesse unité, tracée sur S. Le
vecteur t = ' est donc un vecteur unitaire tangent a v et a S. On note
g =nAt : c’est un vecteur tangent a S qui constitue avec t une base de
Uespace tangent a S en p = y(s).

Les vecteurs (t, g,n) constituent une base directe de R3, le repére corres-
pondant (avec origine le point p = 7(s)) s’appelle le repére de Darbou.

1) Montrer qu’il existe des coefficients 7y, (courbure normale), v4 (cour-
bure géodésique) et T, (torsion géodésique) tels que

t 0 v M t
g 1= - 0 -7 g
n’ —Yn T 0 n

2) Montrer que ~y est une géodésique de S si et seulement si sa torsion
(en tant que courbe gauche) est égale 4 sa torsion géodésique.

1) Le vecteur t' est orthogonal & t (puisque t est unitaire), il se décompose donc en

=959+ mn

ot g et v, sont deux fonctions qu’on appelle respectivement courbure géodésique et
courbure normale. De méme, g’ = at +bn pour certaines fonctions a,b. En dérivant
la relation d’orthogonalité (g,t) = 0, il vient

0=(g'.t) + (g9, ') = a+y,

donc a = f’yg On définit la torsion géodésique T4 par T4 := —b.
Enfin, n' = at+Bg. On dérive les relations d’orthogonalité (n,t) =0 et (n,g) =
0 pour obtenir
a=—vy, et B =14

2) Par définition, la courbe v est une géodésique si et seulement si v est partout
proportionnel a n. Or v" =1t = ~,9 + von, une condition nécessaire et suffisante
est donc que la courbure géodésique v4 soit identiquement nulle. En tant que courbe
gauche, ' = kN, ot k est la courbure de v et N est le vecteur normal & v dans
R3. On en déduit que v est une géodésique ssin = N et k = v,. C’est également
équivalent & ce que B = g et T = 74, ot T désigne la torsion de vy (en tant que
courbe gauche). O
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4.3 Variétés

Plongements

Exercice 65. On considére lapplication

fi(z,y) € R2\{(0,0)} = (® —y%,22y) € R*\ {(0,0)}.

Montrer que f est une application surjective qui est un difféomorphisme
local au voisinage de chacun des points de R?\ {(0,0)}, mais que ce n’est pas
un difféomorphisme global.

L’application f se comprend mieux avec des notations compleres. Si on note z =
x + iy, alors f(z) = 22. Elle est donc bien surjective (passez par des coordonnées
polaires).

La différentielle de f est

pren=| 25 .

le jacobien 4(x® + y?) ne s’annule pas dans R? \ {(0,0)}. Il résulte du théoréme
d’inversion locale que f réalise un difféomorphisme local au voisinage de chaque
point de R? \ {(0,0)}. Ce n’est bien sir pas un difféomorphisme global puisque f
n'est pas injective (f(—z,—y) = f(z,y)). O

Exercice 66. Soit U C R™ et V C RP deux ouverts, et soit f : U — V une
application lisse. On suppose que [ est une immersion injective et propre.
Montrer que c’est un plongement.

Il s’agit de montrer que f réalise un homéomorphisme de U sur son image f(U).
Montrer que f=': f(U) — U est continue équivaut ¢ montrer que f : U — V est
fermée. Soit donc F C U un fermé. On considére (y;) € f(F)N une suite d’éléments
de f(F) qui converge dans V vers b € V. On veut montrer que b € f(F). Soit x;
Punique point de F' tel que f(x;) =1y, (f est injective) et

K = {y;, j € N} U{b}.

L’ensemble K est compact dans V, donc f~*(K) est compact dans U car f est
propre. On peut donc extraire une sous-suite convergente de la suite (z;) € f~1(K)N.
Quitte a renuméroter, on a donc x; — a € U. Notons que a € F' car F' est fermé.
Comme f est continue, on obtient alors f(a) = lim f(x;) = limy; = b, donc

b= f(a) € f(F). O

Exercice 67.
1) Montrer que 'application

fite]—1,400f— (t* —1,t(t* — 1)) € R?
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est une immersion injective qui n’est pas un plongement.

2) Montrer que l'application
g:tER— (12,13) € R
est injective, propre, mais n’est pas un plongement.

1) On observe que f(s) = f(t) implique t> = s% et t(t? —1) = s(s®> — 1) = s(t*> — 1).
Soit t? = s =1 et alors t = s = 1 puisqu’on travaille sur ] —1,+00], soit t>—1 # 0
et la deuxieme équation donne t = s. L’application f est donc injective. C’est une
immersion car f'(t) = (2t,3t> — 1) ne s’annule jamais.

L’application f n’est pas propre comme on le voit en tracant son graphe : on
considére

K={f(-1+1/n),ne N} U{(0,0)}.

C’est un ensemble discret qui a pour seul point d’accumulation 'origine, car f(—1+
1/n) = (0,0), donc K est un compact de R?. Or

fTHUEK)={-1+1/n,neN}IU{1}
n’est pas compact dans | — 1, +o00[ puisque les points —1 4+ 1/n convergent vers —1.

2) L’application g est clairement injective et propre, mais ce n’est pas une immer-
sion car le vecteur tangent g'(t) = (2t, 3t?) s’annule en t = 0. O

Exercice 68.
1) Montrer que l'application déterminant

det : A € R” ~ M(n,R) — det A € R
est telle que
det(A+ H) = det A + tr (‘ComA - H) + o(H)

ot ComA désigne la comatrice de A.
2) Vérifier que det est une submersion au voisinage de chaque matrice
A de rang > n — 1, en particulier au voisinage de A = Id.

1) Rappelons que l’ensemble des matrices inversibles est dense. Par continuité, il
suffit donc d’établir cette identité lorsque A € GL(n,R). Nous laissons le lecteur
vérifier que

det(Id + K) = 1 + tr(K) + o(K).

Comme
det(A+ H) =det A-det(Id+ A~ H) et A™' = (det A)~'‘ComA,
il vient
det(A+H) = detA{l+tr(detA) " ‘ComA -H)} + o(H)
= det A+ tr ("ComA - H) + o(H).

2) La différentielle du déterminant en A est donc H — tr (‘ComA - H). Cette forme
linéaire est surjective si et seulement si elle est non identiquement nulle, i.e. lorsque
‘ComA # 0. Cela revient & dire que l'un des mineurs de A d’ordre n — 1 est non
nul, i.e. A est de rangn — 1 ou n. O
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Sous-variétés de R"

Exercice 69. Soit M C R" une sous-variété de dimension d et g : 'V, —
R™ 4 une submersion définie dans un voisinage Vp de p € M, telle que
Vo,N M = g~tg{p}. Montrer que

T,M = p +ker D,g.

En déduire que T,M est un sous-espace affine de dimension d.

On peut supposer que p =0 € R et g(p) = 0 € R"9. Le modéle linéaire est celui
d’une projection

7w (21, xn) ER™ = (Tgg1,...,2Tn) € R4
pour lequel m=(0) = {(x1,...,24,0,...,0)} est un sous-espace vectoriel de dimen-
sion d.
On décompose x = (x',2") avec x’ = (x1,...,2q) ER? et 2’ = (2441,...,2,) €

R"=?. Comme D,g est surjective on peut, quitte a changer l'ordre des coordonnées,
supposer que la matrice [0g;/0x;)]ay1<i,j<n est inversible. Le théoréme d’inversion
locale assure que l’on peut composer avec un difféomorphisme ¢ au voisinage de
Porigine 0 € R4 pour se ramener a

g(x) = 2" — (")

de sorte que

00
L’)ij] =Id,—q et kerDyg= Vect(ey,...eq).
tld+1<i,5<n
Notons que e; = ~'(0) ou
~(t) = (¢,0...,0,h(t,0,...,0)).
Il en va de méme de ey, ..., eq, donc T,M = ker D,g. O]

Exercice 70. Soit g € N*. Soit D C R? le disque unité fermé et Dy,...D,
des disques disjoints deux o deux contenus dans D,

Di ={(z,y) € R*| (z — a;)* + (y — bi)* < 77}
On consideére
frl@y) eR¥ e (1—[2 + DI, (2 —a;)* + (y — bi)* —rf) €R.
1) Montrer que
M = {(x,y,2) € R3| 22 = f(z,y)}

est une sous-variété compacte et connexe de R3. Représentez-la.
2) Vérifier que M n'est pas simplement connexe. Combien a-t-elle de
trous ¢
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1) On pose h(x,y,z) = 22 — f(x,y) et on observe que Vh(x,y,z) # (0,0,0) si
z # 0. Lorsque z = 0, on observe que (x,y,z) € M si et seulement si f(x,y) =0,
i.e. (x,y) € 0D ou (z,y) € 0D;, 1 <i<g.

Dans le premier cas, fo = —2x et f, = —2y ne peuvent pas s’annuler en méme
temps. Dans le deuxiéme cas, fr = 2(x —a;) et fy, = 2(y — b;) ne s’annulent qu’au
centre du disque D;. On en déduit que M = h=1(0) est une surface réguli¢re de R>.

Montrons que M est bornée. Notons que si ||(z,y)|| est suffisamment grand,
alors (z —a;)?+ (y — b;)? —r2 > 1 tandis que 1 —[22 +y?] < —1, donc f(z,y) < —1
et (z,y,z) ne peut pas appartenir @ M puisque f(x,y) = 22 devrait étre positif. Il
existe donc C > 0 telle que

M C {(z,y,2) € R, ||(z,y)]| < C}.
On en déduit que la troisiéme coordonnée est également bornée :

(@,y,2) € M = [2] < V|f(w,y)] <",

comme f est continue donc bornée sur la boule compacte {||(x,y)|| < C}.
Comme M est également un fermé de R?, on en déduit que M est une surface
compacte plongée dans R3.

Pour montrer que M est connezxe, il suffit de savoir relier chaque point (z,y,z) €
M & un point (z',y’,0) € M par une courbe tracée sur M. Par symétrie, il suffit
de savoir traiter le cas ou z > 0.

La partie MT = M N{z > 0} de M s’exprime pres de M+ comme le graphe de
la fonction lisse (z,y) — +/f(x,y). Elle admet pour paramétrisation

(z,y) € D\U;D; — @(x,y) = (z,y,/ f(x,y)) € MT

Un point (2',y',0) appartient & M si et seulement si (',y’) € 0D UU;0D;. Obser-
vons que
te' + (1 —t)z,ty' + (1 —t)y € D\ U;D;

pour 0 <t <1, donc
v [0,1] = ot + (1 —t)z,ty’ + (1 —t)y) e M

est une courbe tracée sur M qui joint v(0) = (z,y,2) € MT a~(1) = («/,4,0) €
M N (z=0). Cela montre que M est conneze.

2) Lorsque g = 1 et (a1,b1) = (0,0), la surface M est un tore de révolution,
rencontré a de mombreuses reprises au chapitre 2. La surface n’est pas simplement
connexe car le chemin

~v: 0 €0,2n] — (cos,sinf,0) € M N (z=0)
n’est pas homotope a un point. Les chemins
vi i t € [0,27] — (a; + r;cost,b; +r;cost,0) € M N(z=0)

ne peuvent pas non plus étre déformés sur un point en restant sur M. Il y a g
« trous » dans M.

En voici une approximation graphique lorsque g =9 :



4.3. VARIETES 205

o
(%]
P

B
17}
a2
[}

| £
=}
£
@

Exercice 71.
1) Soit S? la sphére unité. Montrer que l'application

f : (J},y,Z) € 52 = (_I7_ya _Z) € 52
est un difféomorphisme.

2) Montrer que le paraboloide P = {(z,y,2) € R3|z = 22 + %} est
difféomorphe a un plan.

3) On considére dans R™ x RP la quadrique
. 2 2 _
Q= {(z,y) R xRP; []z]|* — |]y||* = 1}.
Montrer que Q est difféomorphe a S?~1 x RP.
1) L’application f est lisse (restriction d’une application lisse de R® dans R3),
bijective, et d’inverse f~' = f qui est lisse. C’est donc un difféomorphisme.
2) L’application ¢ : (x,y) € R? = (x,y,22 + y%) € P est une application lisse,
bijective, dont l’application réciproque est la projection
vl (w,y,2) € P (2,y) €R?
sur les deux premiéres coordonnées. C’est une application lisse, donc ¢ est un dif-
féomorphisme.
3) Considérons

F:(uy) € 8" xR = (V14 [Jyl[Pu,y) € Q.

C’est une application lisse (restriction d’une application lisse de R™ x RP dans
R" xRP) qui réalise une bijection de ST~ xRP sur ), comme on le vérifie aisément.
L’application réciproque

Flz(x,y)eQ'—)< y)GS”lxR"

x

T 5
V1+|lyll?

est également lisse (restriction d’une application lisse R™ x RP dans R™ X R? ). Ceci
montre que @Q est difféomorphe a S"~! x RP. g
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Exercice 72. On note S™ la sphére unité de R™t! et on consideére
fixeS"— a1 €R.

Montrer que les points critiques de f sont précisément les poles Nord et Sud.

On cherche a déterminer les points p € S en lesquels D, f est identiquement
nulle (une forme linéaire n’est pas surjective si et seulement si elle est nulle).
L’application f est la restriction @ S™ de F : x € R"™ — 2,1, € R. La
différentielle de f est donc la restriction a T,,S de la différentielle D, F. Comme le
gradient de F' en p est
V,F =(0,...,0,1),

on obtient DFP|T s = 0 si et seulement si T),S est orthogonal au vecteur (0,...,0,1),
ce qui se produit exactement aux pdles Nord et Sud. O

Exercice 73. Soit L : R™ — R une application linéaire et

n
H=<(xeR", Z ajjrixy + L(x) =
ij=1

ot A = (a;j) est une matrice symétrique inversible.
Montrer que H est soit vide, soit un cone, soit une sous-variété lisse de
dimension n — 1, difféomorphe a S* x RP—1=F,

On commence par effectuer un changement de base orthonormée pour se rame-

ner a
H' = {yGR”» Z/\iy?JrLz(y):l}
i=1
ot
/\1Z"'Z/\k>0>/\k+12"'2)\n€R*

sont les valeurs propres (non nulles) de la matrice symétrique inversible A = (a;;)
et Lo(y) = Y. wiyi une nouvelle forme linéaire.
On met chaque terme de degré 2 en y; sous forme canonique

2
2
M,
)\Zyz + HilYi = 5 V yz - 5(/\1') .
( \)\ | 4]

ot e(\;) = %1 est le signe de \;, pour se ramener &

H" :{zeR" Zz - Z 2 —c}

i=k+1

w

ou z; = |>\i|yi+2u|j)\i\ ete=1+3 14|,\\ — ik T
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Les ensembles H et H' (resp. H' et H") sont difféomorphes puisqu’ils sont
images l'un de Uautre par une application linéaire (resp. affine) inversible.
1l faut discuter selon la valeur de la constante c :
e lorsque ¢ = 0, on obtient un céne (éventuellement réduit ¢ un point, son
sommet) ;
e on obtient par exemple H" = 0 (resp. H" réduit a un point) lorsque k = 0
etec>0 (resp. c=0);
e lorsque k =mn, on a c > 0 et la dilatation t € S™ — +/ct € H" fournit un
difféomorphisme de S™~* sur H".
On suppose a présent 1 <k <n—1 (doncn >2) et c# 0. Quitte & multiplier
l’équation par —1 et changer k en n — k, on peut supposer que ¢ > 0. On vérifie

alors que
F:(u,v) € SF1 xR~ (u\/c—&— Hv||2,v) e H"

est un difféomorphisme de S*=1 x R"™* sur H".
Notez que k est donc soit le nombre de valeurs propres positives, soit le nombre
de valeurs propres négatives de la matrice A (cela dépend du signe de c). ]

Exercice 74. Soit M C R™ une sous-variété, v € R™\ {0} et
frxe M (z,v) eR.

Montrer que p € M est un point critique de f si et seulement siv € NpM.
Retrouver ainsi les résultats de [’exercice [72.

L’application f est la restriction a M de
F:zeR"— (z,v) eR.

Un point p € M est critique si et seulement si Dpf = 0 car D,f est une forme
linéaire. On obtient pour tout p € M, V,F = v, donc DF, =0 si et seulement

P|T,M
st T,M est orthogonal au vecteur v, i.e. si v € NpyM.

Lorsque v = (0,...,0,1) et M est la sphére unité, on retrouve le résultat de
Pexzercice [72. O

Exercice 75. Montrer que le groupe orthogonal
O(n,R) ={A € M(n,R)| A"A =1d}
et le groupe spécial orthogonal
SO(n,R) = {A € M(n,R)|A'A =1d et det A = 1}

sont des sous-variétés de R™ dont on précisera la dimension.
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On identifie R™ et I’ensemble M(n,R) des matrices carrées de taille n, et on
note

Sym(n,R) = {S € M(n,R), 'S = S}

l’ensemble des matrices symétriques réelles de taille n : c’est une sous-variété li-
néaire de M(n,R) de dimension n(n + 1)/2. On note I, lidentité. Considérons

f:AeM(nR)— A'A € Sym(n,R).
C’est une application différentiable telle que
O(n,R) = f~1(I,,).
On vérifie que I,, est une valeur régulicre : c¢’est l'image de I, = f(I,), or
Dy f:Hée M(n,R)— H+'H e Sym(n,R)

est une application (linéaire) surjective puisque son noyau est constitué des matrices
antisymétriques, donc

rang D, f = n? — dim Antisym(n,R) = dim Sym(n, R).
On en déduit que O(n,R) est une sous-variété de dimension
dim O(n,R) = n(n — 1)/2 = dim Antisym(n,R).

La variété O(n,R) est fermée (image réciproque d’un fermé par une application
continue) et bornée car si A = [a;;] € O(n,R), alors

n

tr(A'A) = Z a?j =tr(l,) =n;

ij=1
elle est donc compacte. Elle n’est pas connexe car lapplication continue
det : O(n,R) — {—1,+1}

est surjective comme on le vérifie aisément.
Le groupe SO(n,R) est la composante connexe de lidentité de O(n,R), c’est
donc également une sous-variété de dimension de R™" de dimension n(n—1)/2.0

Exercice 76. Montrer que l'espace tangent & SO(n,R) en Id est l’espace
des matrices antisymétriques.

Soit f: A € M(n,R) — A'A € Sym(n,R). Il résulte de la pmpositonw et de
l’exercice précédent que

TdeO(n, R) = T[dO(n, R) = Id+ker Dyqf.

Or Dy, f: H e M(n,R) — H+'H € Sym(n,R), donc ker Dqf est l’ensemble des
matrices antisymétriques. O
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Exercice 77. Montrer que l'application A € M(n,K) — exp A € M(n, K)
est une application différentiable telle que Dgexp = Id, qui vérifie :
1) exp(A+ B) =expA-expB si AB= BA;
2) exp(—A) =expA~!;
3) exp(tA) =t exp A;
4) detexp A = exp(trA) ;
5) expM(n,C) =GL(n,C);
L’exponentielle dépend clairement de fagon lisse de A. En développant
j—1
(A+H) = AT+ A HA" + o(H)
=0
on obtient une formule (un peu) compliquée pour la différentielle de l’exponentielle.

Celle-ci se simplifie lorsque A et H commutent, par exemple lorsque A = 0 : il vient
dans ce cas (0+ H) = H+o(H) sij=1, et =0(H) si j > 2, donc

exp(0+ H) =1d + H + o(H).

On en déduit que Doexp = Id. L’exponentielle réalise donc un difféomorphisme
d’un voisinage de 0 dans M(n, K) sur un voisinage de Id.
Plus généralement, si A et B commutent, la formule du binéme s’applique

J Y i—¢
1 At B
(A+ B)’ — YA'BI T = —
il =25t OE! G0
d’ot
exp(A+ B) =exp A-exp B.
On en déduit que ’exponentielle d’une matrice A est une matrice inversible,
avec exp A - exp(—A) = exp(A — A) = exp0 = Id donc (exp A)~1 = exp(—A).
On montre de fagon similaire que exp(*A) =t exp A et que pour toute matrice
de changement de bases P € GL(n, K), on a

P-expA-P '=exp(P-A-P7h).
On peut donc trigonaliser A pour établir
detexp A = exp(tra).

Il reste a établir la surjectivité de Uexponentielle sur GL(n,C) (elle n’est pas
injective, par evemple exp(2i Id) = exp(0) = Id). Etant donnée B € GL(n,C), il
s’agit de construire A € M(n,C) telle que exp A = B. On peut décomposer B =
D+ N avec D diagonalisable inversible, N nilpotente et DN = N D (décomposition
de Dunford). On peut réecrire cette décomposition B = D - (Id + N') avec N' =
DN nilpotente. En diagonalisant, on trouve une matrice A telle que exp A = D.
1l reste donc a trouver une matrice nilpotente n qui commute avec A telle que
expn = Id + N'. On peut encore réduire N’ pour se ramener au cas d’un bloc de
Jordan. Nous laissons le soin au lecteur d’exhiber n dans ce cas. O
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Formes différentielles

Exercice 78. Soit X,Y et Z trois champs de vecteurs. Montrer l’identité
de Jacobi :

X, [Y, Z]] + (2, [X,Y]] + [V, 2. X]] = 0.

Une dérivation D est un endomorphisme de C®(R3,R) qui vérifie la régle de
Leibnitz : pour toutes f,g € C°(R3 R) :

D(fg) = fD(g) +gD(f).

Un champ de vecteur X = ZZ 1 X2 95, définit une dérivation via
Dx : f€C*(R*R ZX - €C¥(RR).

Réciproguement, nous avons montré précédemment que toute dérivation D est asso-
ciée a un champ de vecteurs. On observe que Dx oDy — Dy oDx est une dérivation,
et on note [X,Y] le champ de vecteurs correspondant. Il vient alors

Dix, v,z = DxDyDz — DxDzDy — DyDzDx + Dz Dy Dx,

Dz xy)=DzDxDy —DzDyDx — DxDyDz + Dy Dx Dz,
Dy, z,x)) = DyDzDx — DyDxDz — DzDx Dy + Dx Dz Dy .

L’identité de Jacobi en résulte aisément. O

Exercice 79. On considére le champ de vecteurs X = ;" | xiz &E . Montrer
qu’un polynéome P € Rlxq,...,x,] est homogéne de degré k si et seulement
si LxP=kP.

Supposons P homogéne de degré k, i.e. P(A\x) = A\FP(x). En dérivant cette

égalité par rapport a A, on obtient

n

OP ) ket
szaxi(m)_m P(z),

ce qui fournit Lx P = kP pour A = 1.
Réciproquement, supposons que Lx P = kP et considérons, pour x € R™ fixé,
Uapplication différentiable X € R} — f(\) = P(\z) € R. Il vient

n

0
=Ygt Ow) = S 5.
i=1 ¢

Cette équation différentielle s’integre en f(\) = cAF avec ¢ = f(1) = P(z), donc P
est homogéne de degré k. O
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Exercice 80. Soit S C R? une surface réguli¢re. Le gradient d’une fonction
lisse f : S — R est une application lisse Vf :p € S — Vf(p) € T,5 C R3
telle que

(Vf(p),v)p = D fp(v)

pour tout v € T,(5).
1) Montrer que si E,F et G sont les coefficients de la premiére forme
fondamentale dans une paramétrisation ¢ : U C R? — S, alors

Vf— fuG — fuFF foll — fuF
T EG-F2 T EG 2 TV

2) On fize p € S tel que Vf(p) # 0 et on laisse varier v dans le cercle
unité de T,(S) (Jv| = 1). Montrer que D f,(v) est mazimal si et seulement si

V= 5.
IV f]
3) Si Vf # 0 pour tout point de la courbe C = {q € S| f(q) = c},
montrer que C' est réguliére et que V f est normal a C' en tout point de C.

1) Par définition, V f = ap, + by, avec

et
aF + bG = <vf(p)790v>p = Dfp((pv) = fU'

On inverse ce systéeme linéaire de dimension 2 pour obtenir

_qu_va t b_fvE_qu
T BEG-F2 % "T EG_F%"

2) L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que

ID o)l < IV - [[oll < IV (D)

avec égalité si et seulement siv et V f(p) sont colinéaires, i.e. lorsque v = V f/||V f]].

3) Lorsque Vf # 0 au voisinage de C = {q € S| f(q) = ¢}, Uapplication f est
une submersion au voisinage de C, donc C est une courbe réguliere. Si vy : I — C
désigne une paramétrisation locale, on a f o~(t) = ¢, donc

df oy
0="L27 = Dy 12/ (1)) = (VI D)7 (1),
i.e. Vf est normal a C en tout point de C'. O

Exercice 81. Soit S C R™ une hypersurface et g € R™\ S. Montrer que
fipeS—llp—qlleR

est différentiable, et vérifier que p € S est un point critique de f si et seule-
ment si la droite joignant p a q est normale & S au point p.
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La norme || - || est une application différentiable sur R™\ {0} ; comme p—q #0
pour tout p € S, on en déduit que l’application
fipeS—lp-dleR

est différentiable sur S. Un développement limité de f au voisinage de p € S donne,
pour h € T},S,

(o —q) +hll = V1lp — al[> +2(p — ¢, h) + o(h)

_ b—gqh)
= @+ =g oW

f() + Dy(f)(h) + o(h),

f(p+h)

donc p € S est un point critique de f (i.e. D,(f) =0) si et seulement si la droite
joignant p a q est normale 4 S au point p. ]

Exercice 82. Soit E un R-espace vectoriel de dimensionn € N* et 1 < p <
n. On dit qu’une forme p-linéaire alternée p : EP — R est décomposable s’il
eriste des formes linéaires @1, ..., @), telles que o = 1 A+ A @p.

1) Montrer que toute forme n-linéaire alternée est décomposable.
2) Montrer que toute forme (n — 1)-linéaire alternée est décomposable.

3) Montrer que si «, 3,7,0 sont des formes linéaires indépendantes, alors
la 2-formen=a A B+ vy AJ est indécomposable.

1) Toute forme n-linéaire alternée ¢ est proportionnelle au déterminant det =
e; N+ Ael dans une base B = {e1,...,en}.

2) Soit a une (n — 1)-forme linéaire alternée. Si 6 € E* est une forme linéaire,
alors a A\ 8 est une n-forme linéaire alternée, proportionnelle & det (en fizant une
base). La forme a induit donc une forme linéaire p, : 0 € E* — A(0) € R, ou A(0)
est le facteur de proportionnalité, o A 0 = A(0) det.

Le noyau de p, est de dimensionn—1 oun. Soit 01,...,0,_1 une famille libre
du noyau, que l’on compléte avec 6,, pour avoir une base de E*. On décompose «
dans la base engendrée par les h;,

o= Z arhr, avec hy=hiy N---h;, .,
[I|=n—1
ot I = (i1,...,0n—1) avec iy < -+- < i,_1. Notons que pour tout 1 <i <mn,

h; Ao = tajhi N A hy,

ot J = [1,n]\ {i}. Linformation h; Ao =0 pour 1 <i <mn—1 se traduit donc par
le fait que « est proportionnelle & hy A--+ A\ hy,_1, elle est donc décomposable.

3) On suppose implicitement ici que n > 4. On calcule nAn = 2aANBAYAS # 0.
Or sin = {1 ALy était décomposable, on aurait n An = 0. ]
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Exercice 83. Trouver une application ¢ : R — R lisse vérifiant ¢(0) = 0 et
telle que la forme différentielle

o) = g+ 6(a)dy

soit exacte sur R%. On calculera les primitives de w.

Pour que w = Pdx + Qdy soit exacte il faut qu’elle soit fermée, i.e.

2z oP 0Q ,
G522 oy an 0@
On en déduit ¢(x) = fﬁ Pour trouver les primitives de w on intégre les équa-
tions
af 2xy af 1

9 1222 ¢ By (ta?)
ce qui donne

Y Y

. A— t =
f(@,y) ) +aly) et f(z,y) ) + B(x),
d’ou f(z,y) = —(Hyizg) a constante additive pres. O
Exercice 84. Résoudre dans R® ’équation da = w pour les 2-formes w

suivantes :

]) dxy Ndzo ;

2) Todro Ndrs ;

3) (z3 + 23) dxy Adws ;

4) coszq dxy A dxa.
1) On observe que o = xidxo convient. Il y a plusieurs solutions puisque l’on
peut ajouter une 1-forme différentielle fermée a a. Par exemple, —xodx; convient
également, ce qui revient a dire que la forme x1drs — xodxy est fermée.
2) La forme o = %.’K%d(ﬂg convient.
3) La forme o = % (x:{’d:cg - x%dxl) convient.

4) La forme oo = sin x1dzxs convient. O

Exercice 85. Soit p,n € N* avec 2p < n. On consideére
w=dx1 Ndry +drs Ndrs + - - + dwop_1 N dxay.

Montrer que wP = pldxy A -+ A dxgy, et WPt =0.

Lorsque l'on développe wP par multilinéarité, le caractére alterné assure que
les seuls termes non nuls s’obtiennent en prenant exactement une fois chacun des
produits dro;11 N dxoiya. Comme les doubles produits dxq N dxo A dxs A dry =
dxs A dxg N\ dzy N dze commutent deux a deuz, chaque produit restant est égal a
dxiN---Ndxay. 1Ly ap! facons de procéder, on en déduit donc wP = pldziA- - -Adzap.

Lorsque l'on considére w? avec j > p+ 1, on développe par multilinéarité et
on retrouve au moins deux fois chaque terme dxo;y1 N dxoiys, il résulte donc du
caractere alterné que w’ = 0. 0
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Exercice 86. Soit w = f(x)dx1 A --- A dxy, une n-forme différentielle lisse
dans R™. On pose

g(x) :/0 1f(t,:c27...,:vn)dt.

Montrer que w = da ot a = g(z)dza A -+ - A dxy,.

La forme a = g(x)dxa A - -+ A dx, est saturée en dxs, ..., dx, donc
0
do = #dml/\dmg/\--ﬁ\d@“” = f(z)dzi ANdxo A+ Ndxy = w.
1

Exercice 87. Soit f : x € R® — (2122, 22013, 23) € R3. Calculer f*w lorsque
1) w=xodxs;
2) w=z1dr; Ndzs;
3) w = x1dr1 A dxe A dxs.

1) On obtient f*(wodxs) = woz3d(z3) = 3wouidrs.

2) llvient f*(z1dxiAdzs) = z129d(7122)Ad(23) = T123dT1 +23T0dT0+371 20035 d23.

3) On obtient f*(z1dxy Adxg Adxs) = z129Jac(f)dry Adrg Adrs = 3z23x3dr; A
d$2 A d$3. O

Exercice 88. On considére le changement de coordonnées sphériques
F(r,0,¢) = (rcospcosf,rcospsinb, rsin ).

Montrer que xdx + ydy + zdz = rdr.

On peut effectuer le calcul de dz, dy et dz en fonction de dr,df et de pour obte-
nir la formule demandée. On peut également partir de la relation r = /22 + y2 + 22
pour en déduire que

rdr = rﬁdx + r&dy + rgdz = xdx + ydy + zdz
ox oy 0z

en observant que % =z, O
T T

Exercice 89. On note V,, le volume de la boule unité de R™, \ la mesure de
Lebesgue, et T'(s) = [,;"°t>~te~tdt pour s > 0.
1) Montrer que [g, el gx(z) = 7/2.

2) En utilisant I’homogénéité de la fonction volume, montrer que

7.l,n/2

1
/n e d\(x) Vn/o (=Int)"“dt et V, T2+ 1)
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3) Montrer par récurrence que Vy, = 7% /k! sin = 2k et
ok+1 1k
T 135 (2k+1)

Vo sin=2k+ 1.

1) L’intégrale est & variables séparables car el = H?zle’rf, On obtient

/ e_”xuzd)\(x) = (/ e_dey> = "/2,
n R

Rappelons que le calcul de lintégrale de Gauss fR e‘y2dy = /7 peut se faire en
étudiant le cas n = 2 via un passage en coordonnées polaires.

2) Rappelons que pour une densité positive intégrable, on a [y f(x)d\(z) =
fOJrOO u(f > t)dt. En appliquant ceci a f(x) = exp(—||z||?) € [0,1] on obtient

1 1
[ ax@ = [ Adlell < (<o e = v, [ (-
n 0 0

puisque la mesure de Lebesque d’une boule de rayon R vaut R™V,. Le changement
de variable y = —Int assure enfin que fol(— Int)"/2dt = T'(n/2 +1).

3) Une intégration par parties montre que pour tout x > 0, I'(x+1) = aT'(z). La
formule donnant le volume de la boule unité se déduit donc de la question précédente
par récurrence, en observant, dans le cas impair, que

+oo 1 +oo
I'(1/2) = Vie tdt = 5/ eV dy = ?.
0 0

Exercice 90. Montrer que la 2-forme différentielle

(2,y) = dx A dy
77 )y _77[1+$2+y2]2

définit sur R? une mesure de probabilité qui s’étend en une forme volume
lisse sur la sphére S2.

On passe en coordonnées polaires pour observer que

dz N dy teo o rdr
_ BN e ndy =2 ey
/Rz a2 0 “/o w[L+ 7P

On munit a présent la sphére de Riemann S* ~ PY(C) = {[z0 : 21]} de sa
structure différentiable holomorphe a deuz cartes Uy = {z9 # 0} = R? = C et
Uy = {z1 # 0} ~ C. Le changement de cartes est l'inversion z — ¢(z) = 1/z. Les
notations complezes z = x + 1y, Z = © — 1y étant plus commodes, observons que

idz N dz
2r[1+ |21

La conclusion provient de ce que la forme n est invariante par l'inversion ¢, car

dz dz dz A dz 1 1 | 2|+
¢*de:(W)A(T): ot ¢*( ): - ,
22 z? 2] [1+ 2?2 L+11/222 1+ ][22

O

%dz ANdz = %(dm +idy) A (dz — idy) = de ANdy donc n(z,y) =
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Variétés abstraites

Exercice 91. On considére M = R muni des deux atlas a une seule carte
(R, 1) et (R, p2) ou

pr:z€ER—zER et pp:zeR— 23R

1) Montrer que ces deuz atlas ne sont pas compatibles.
2) Montrer que les deux structures différentiables correspondantes sont
difféomorphes.

1) Il y a deux changements de cartes & considérer. Le changement
<p20<pf1:x€R»—>x3€R

est différentiable, mais le changement
wlowgl:xER»—)xl/geR

n’est pas différentiable en zéro. Les deux atlas ne sont donc pas compatibles.

2) Pour éviter toute confusion, on note My = (R, 1) et My = (R, p2). L’application
f:xEMQHx:gEMl
est un homéomorphisme qui vérifie

1/3)

profopy (z)=prof(@'?)=pi(z) =2

et
paoflopr N (x) =20 fTH(a) = pa(a!/?) = .

Il s’ensuit que f et f~1 sont différentiables, donc M, et My sont difféomorphes. O

Exercice 92. Soit M C R"™ une sous-variété de dimension d. Montrer que
M admet une structure différentiable (autrement dit les sous-variétés de R™
sont bien des variétés « abstraites »).

On utilise le point de vue paramétrique : pour tout point p € M, il existe un voisi-
nage U =UNM de p dans R™ et une application

f:BCcR'-UCR"

qui est une paramétrisation réguliere, i.e. un difféeomorphisme de la boule unité B
de RY sur U.

Cette paramétrisation définit une carte locale p = f~1:U = B. Sig: B’ =V
est une paramétrisation qui rencontre U, le changement de carte oo™t =g lo f
est un difféomorphisme de BN f~1({UNV) sur B'Ng={({UNV).

Les cartes {(,U)} définissent ainsi un atlas différentiel de M qui en fait une
variété différentiable de dimension d. O
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Exercice 93. On note M = R/Z le quotient de R par la relation d’équiva-
lence

¥~ = 3Ikeclr =x+k.

1) Définir un atlas différentiel sur M.

2) Montrer que la fonction F : x € R — 2z € R induit une application
lisse f : M — M telle que for =moF, oum:R — M désigne la projection.

1) On notew : © € R - T € M = R/Z Uapplication de passage au quotient et
on munit M de la topologie quotient qui en fait un espace topologique compact. On
considére les ouverts

U=mn(0,1]) et V ==n(1/2,3/2]).
On obtient un atlas différentiable & deux cartes
e lia€01»TeU et v 'ix€]l/2,3/2~»T V.
Lintersection U NV est égale a
W ==(]0,1/2[U]1/2,1]) = =(]1/2, 1[U]1, 3/2])

et les changements de cartes sont des difféomophismes (affines par morceaux). On
vérifie par exemple que

x st x€]l/2,1]

s+l si zeo, 12 YIS/

Yotz €l0,1/2[U1/2, 1]~ {

2) L’application F : x € R 2z € R vérifie

F(x+k)=F(x)+ 2k pour tout k€ Z.

Elle envoie donc tout représentant de T sur un représentant de m, ce qui permet
de définir une unique application f : T € M — F(x) € M telle que for =mwo F.

Pour vérifier que f est lisse, il faut vérifier que les applications <pi0f0<p;1 sont
lisses pour chaque carte (¢;,U;) de M. L’atlas considéré ici a deux cartes, il s’agit
donc de vérifier que les quatre applications po fop™t o fop t poforp™ et
o fo™t sont lisses. C’est le cas car chacune de ces applications est affine : on
obtient

_ 2x si x€)0, 3]
1, '3
pofop™ 1w ell 1 {290—1 st x €3, 1]

et
20 +1 s xE]Oé[
Yofoptix€lo, 1= { 2z si Z‘e]%vi[
20 —1 s mE]Zyl[

Les expressions de oo foy ™" et de o foy™' sont similaires. O
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Exercice 94.

1) Montrer que le produit de deux variétés différentiables est une variété
différentiable, de dimension la somme des dimensions.

2) Montrer que le tore R"™/Z"™ admet une structure différentiable qui en
fait une variété différentielle compacte, difféomorphe a (S')" = Stx---x St
1) Si{(p,U)} est un atlas différentiable d’une variété M de dimension m et {p,V)}

un atlas différentiable d’une variété N de dimension n, alors les ouverts produit
U x V forment un recouvrement du produit M x N, et les applications

fi(zy) €U XV i (p(z),9(y) € R™ x R"

sont des homéomorphismes de U X V sur p(U) x ¥(V). Les changements de carte
sont des difféomorphismes, produit des changements de carte de N et de M. On
obtient donc ainsi un atlas différentiable qui fait de M x N une variété différentiable
de dimension m + n.

2) En utilisant la question précédente, il suffit de comprendre que le quotient
M = R/Z peut étre muni d’une structure différentiable qui en fait une variété
différentielle compacte difféomorphe a S*. On note m : R — M = R/Z [’application
de passage au quotient, et on munit M de la topologie quotient qui en fait un espace
topologique compact. On considere les ouverts

U==(]0,1]) et V=7(1/2,3/2]).
On obtient un atlas différentiable a deux cartes
el 1T eU et Y lix€]l/2,3/2~TEV.

L’intersection UNV est égale a ouvert W = w(]0,1/2[U]1/2,1]) = 7(]1/2, 1[U]1, 3/2[)
et les changements de cartes sont des difféomophismes (affines par morceauz). On
vérifie par exemple que

1/)O<p_1:mE]O,l/2[U]1/271[n—>{ xil ij igé/;;{ €]1/2,1U]1,3/2].

Exercice 95. Soit P € Rz, ..., x,] un polynéme homogéne tel que D, P #
0 si x # 0. Montrer que

Hp = {[z] € P"(R) | P(x) = 0}

est une hypersurface de P™"(R).

On commence par observer que Hp est un sous-ensemble bien défini de P™(R) :
Uannulation de P(x) ne dépend pas du représentant x de la classe d’équivalence [z].

On fize un point [a] € Hp. On peut supposer (quitte ¢ changer ordre des
coordonnées) que ag # 0, i.e. [a] € Uy. Prés de ce point, Hp est définie par

{l:izy:- i) €U | P(L,21,...,2,) = 0},
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i.e. est l’image réciproque de 0 par lapplication
feillizp:iay) €U 2R — P(1,21,...,2,) €R.
Cette application est une submersion car, par hypothése,
Vf=(0P/0xy,...,0P/0x,)(1,21,...,2,) # 0.

Lorsque d = 1, on vérifie que Hp est difféomorphe a P"~1(R).
On peut montrer un résultat similaire pour les hypersurfaces de P™(C). O

Exercice 96. Montrer que P'(R) est difféomorphe a S*.

Nous identifions S* ~ R/2rZ et notons m; : R — S Uapplication de passage
au quotient. De méme, on peut identifier PL(R) et R/7Z en repérant une droite
passant par lorigine de R? par ’angle (dans [0,7[) qu’elle fait avec une droite de
référence. On note mo : R — PY(R) lapplication de passage au quotient.

L’application 6 € R — 20 € R respecte ces relations d’équivalence et induit une
application f : PL(R) — St dont on vérifie que c’est un difféomorphisme. O

Exercice 97.
1) Montrer que P?(R), ’ensemble des droites de R® qui passent par l’ori-
gine, admet une structure de variété réelle compacte de dimension deux.

2) Montrer que l’application

(yz, zz, 2y, 22 + 2y° + 32?)

4
22 +y2 + 22 €R

filr:y:2] € PAR) —

est un plongement du plan projectif dans R?.

1) Une droite qui passe par lorigine est définie par un vecteur directeur non nul
(wo,21,72) € R3\ {0} : la droite est alors I’ensemble

{(tzo, try, trs) € R3 |t € R}.

Deuzx vecteurs directeurs d’une méme droite sont équivalents pour la relation d’équi-
valence « multiplication par un réel non nul ». On note

[1'0 Xy ZL’Q] = {(tml,t(ﬂl,tﬁlg) € RS ‘t € R*}

la classe d’équivalence correspondante : c’est la droite privée de l’origine. Il s’ensuit
que le plan projectif réel P2(R) est un quotient

P*(R) = {[z]} =R*\ {0}/R".

On le munit de la topologie quotient : un ensemble U de P?(R) est ouvert ssi
71U est ouvert dans R3\ {0}, ot 7 : R3\ {0} — P2(R) est la projection canonique.
Cette topologie est métrisable et P2(R) est ainsi une variété topologique de dimen-
sion 2. Notons qu’il y a deux représentants particuliers d’une droite passant par
Porigine, il s’agit de Uintersection de la droite avec la sphére unité S? de R3. Ces
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deux vecteurs directeurs sont opposés; ils montrent que l’on peut également identi-
fier P2(R) et le quotient de S? par le groupe fini & deuz éléments. Par conséquent,
P2(R) est compacte.

On définit un atlas différentiel en recouvrant P*(R) par les trois cartes (Us, @),
Ui = {[a] € P*(R) | 2; # 0}

ou 0<1<2, et
©o - [a:] e Uy (Z‘l/l‘o,xg/xo) GRQ,

©p1 : [.’13] ceU; — (370/,@1,372/3?1) € Rz,
©a [ZL'] c U —~ (xg/xg,xl/xg) c R2.

On vérifie que les fonctions de transition p; o @;1 sont lisses (la ou elles sont
définies). Par symétrie, il suffit de traiter le cas de t =1 et j = 0. On observe que

0ot (W) ERT = [Lryr i) €U et o5 (y1,y2) = [Liyn s o) = [1/y1 1 12 ya/yi]

siyr # 0, i.e. si oy (y1,y2) € Up N U;. Ainsi,

1095 (y1,42) ER* xR (1/y1,52/y1) € R* x R

est bien un difféomorphisme.

2) Rappelons qu’un plongement est une immersion lisse qui est un homéomorphisme
sur son image. Comme P2(R) est compacte, il suffit de vérifier que f est une im-
mersion injective et lisse.

On vérifie aisément que les applications f o cp;l sont lisses, 0 < i < 2. Par
exemple

—1 (yzaz7y71+2y2+322) 4
= eR
fOSDO (y7Z) 1+y2+22

et la matrice de sa différentielle est donnée par

2(1 —y? + 2?2) —2yz 1422 —y? 2y(1 — 22

2,212 -1 _ )
[(1+y"+2"]"Dfopy (y,2) = y(1+y2—22) 1+4y2— 22 —2yz 22(2 + y?)

On vérifie enfin que cette matrice est bien de rang 2 en tout point, ce qui assure
que [ est une immersion lisse (sur Uouvert Uy, les autres ouverts se traitent de
fagon similaire).

Il reste & s’assurer que f est injective. Soit [z :y : z] et [a:b: c] deux points de
P2(R) tels que flx :y: 2] = fla:b:c|. On peut supposer, sans perte de généralité,
que 22 +y? + 22 = a® + b% + 2 = 1. Il vient donc

zy = ab; yz = be, zx = ca et y* + 22% = b% + 262

On en déduit que soit (z,y,2) = (a,b,c), soit (x,y,2z) = —(a,b,c). Dans les deux
cas, [x:y:z] =[a:b:c], donc [ est injective. O
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Exercice 98 (Homographies). On identifie P1(C) avec C U {oo}. Une ho-
mographie est une fraction rationnelle de degré 1,

b
z|—>f,4(z):az+ ot A:[a b

€ GL(2,C).
cz+d d ] (2,€)

1) Montrer que les homographies forment un sous-groupe Hom du groupe
des homéomorphismes de C et que A € (GL(2,C),-) + fa € (Hom,o) est
un morphisme surjectif de groupes dont on calculera le noyau.

2) Montrer que Hom agit de fagon 3-transitive sur C.

3) Montrer que Hom est engendré par les transformations affines et par
Uinversion z — 1/z.

4) Montrer que Hom préserve la famille des quasi-cercles (cercles et
droites).

1) Sic =0, alors a # 0 et fa s'étend en un homéomorphisme de C en posant
fa(oo) = o00. Sic#0,alors fa s’étend en posant fa(oo) = a/c et fa(—d/c) = 0.

On vérifie aisément que f4o0fp = fap et que le noyau de ce morphisme surjectif
est constitué des homothéties de rapport non nul ~ C*, cf. fy;q = Id pour tout
A e Cr.
2) Etant donnés trois points distincts zg, 21, 2o € C, et trois autres points distincts
wo, wy,wp € C, il s’agit de montrer qu’il existe une unique homographie f € Hom
telle que

f(20) = wo, f(z21) =w1, et f(z2)=wa.

11 suffit de traiter le cas ot wy = 0, w1 = 1 et wy = o0. Soit 2o, 21, z2 € C des
points deux & deux distincts. La transformation homographique

Z2—2zy 21— %
P(z) = 0.2 =2
Z— 29 21— X0
est telle que ®(zp) =0, P(21) =1 et P(22) = 0.
Si 1 est une autre homographie avec les mémes propriétés, alors

az+b
cz+d

()= oy (z) =

est une homographie qui vérifie

e f(0)=0doncb=0;

e f(oc0) =00 donc c=0;

e f(1)=1donca/c=1.
Il s’ensuit que f = Id, donc v = .
3) On note 74(z) = z+d la translation de d € C, j(z) = 1/z l'inversion, et §,(z) = az
la dilatation par a € C.

Soit f(z) = (az+b)/(cz +d) une homographie. Si ¢ = 0, alors f(z) = 4z + 2 =

a'z4+ b =1y 0d4(2). Sic#0, alors on décompose

dz+b b —dd

1) = z+d =at z+d

= Ta/ (e] 5b’7a’d/ Oj O’Td/(Z).
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4) L’équation d’un cercle ou d’une droite peut s’écrire dans C
MNP+ pz+mz+05=0

avec \,0 € R et € C (le cas A = 0 correspondant aux droites).

Pour vérifier que cette famille d’équations est préservée par les homographies, on
traite séparément le cas des générateurs du groupe Hom. Une translation z — z+b
préserve clairement cette famille (changer yen p+b et § en 6 + |b|? + ub+7b). Une
dilatation z ++ az également (changer u en /@ et 6 en 6/|a|?). Il reste & vérifier
que la famille est invariante par U'inversion z — 1/z : c’est le cas en interchangeant
les roles de § et A, et en changeant p en 7. ]

Exercice 99. Etant donnés deux grands cercles C1,Co C S? = C, montrer
qu’il existe une unique homographie f telle que f(C1) = Co.

Commencons par observer que le groupe des homographies est engendré par les
translations, les dilatations et linversion z — 1/z : on note en effet 7q(z) = 2+ d
la translation de d € C, j(z) = 1/z Vinversion, et 0,(2) = az la dilatation par
a € C. Soit f(z) = (az +b)/(cz + d) une homographie. Si ¢ = 0, alors f(z) =
S+ b =dz+V =1y 00,(2). Sic#0, alors on décompose

az+b b —add

1) = z+d —at z+d

= Ta/ (@] 5b’—a’d’ Oj (@] Td/(z),

L’équation d’un cercle ou d’une droite peut s’écrire dans C
MNP+ pz+mz+05=0

avec \,0 € R, u € C (le cas A\ = 0 correspondant auz droites). Nous souhaitons
vérifier que cette famille d’équations est préservée par les homographies. Une trans-
lation z + z + b préserve clairement cette famille (changer i en p+b et 6 en
8+ |b)? + pb + @b). Une dilatation z — az également (changer p en u/a et § en
§/|al?). Il reste donc & vérifier que la famille est invariante par z — 1)z : c’est le
cas en interchangeant les roles de § et A\, et en changeant u en [.

Etant donnés trois points distincts de S2, il existe un unique cercle de S% qui
passe par ces trois points. Etant donnés deux cercles Cy et Cy, la proposition précé-
dente assure qu’il existe une unique homographie f telle que f(C1) = Cs. O

Exercice 100. Soit D C C le disque unité. Montrer que le groupe des biho-
lomorphismes de D est

Aut(D) = {z»—>ewlz —d ;a€Dandf e [0,277]} ~ D x St
—az

Soit a € D. Considérons
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C’est une fonction holomorphe dans D telle que

1-az —|z—af  (1—|2*)A o)
11— az? 1—az2

1 - |ga(2)|* =

On en déduit que g,(D) C D. Par ailleurs, pour z,w € D,
Jdo(2) =w<=z(l+aw) =a+w <= z = g_,(w),

donc g, € Aut(D) avec g;' = g_,. Si on compose g, avec la rotation d’angle 6, on

obtient un nouvel automorphisme de D qui est z — ew%. On a donc montré que

{z — ew%; a€dandfc [0,271']} C Aut(D).

Réciproquement, soit f € Aut(D) et a = f(0) € D. Alors h = g, o [ est un
automorphisme de D qui envoie 0 sur 0. Le lemme de Schwarz assure que |h(z)| <
|z|, ce méme lemme appliqué @ h=' assure que |h(2)| > |z|, donc h est une rotation,

ie. f(2) =eg_q(2). O

Exercice 101. Soitp > 3. On se donne wy,ws € C* deux nombres complezres
linéairement indépendants sur R.
1) Montrer que

TNOEDY :

hre= [z — (Jwi + kws)]P

définit une fonction méromorphe doublement périodique dont le groupe des
périodes est le réseau A = Zw1 + Zwo.

2) Montrer que f induit une application holomorphe f : X = C/A — P,

1) Observons que (x1,72) € R? — |v1w; + Tows| € RT définit une norme sur
R? : toutes les propriétés (homogénéité, inégalité triangulaire) sont claires, sauf
peut-étre la propriété d’annulation, qui résulte de ce que wy et wo sont linéairement
indépendants sur R.

Cette norme est donc équivalente & la norme euclidienne \/x% + x3. On en
déduit que le nombre d’éléments du réseau A contenus dans un disque est fini. Si
|z| < R, il s’ensuit que pour tout A € A, |A| > 2R = |z — A| > |\|/2. La convergence
de la série se rameéne ainsi & la convergence de la série de Riemann

1
2 (G, k)P

(4:k)€22\{(0,0)}

qui converge effectivement dés que p > 2. On obtient ainsi une fonction méromorphe
avec des poles d’ordre p en chaque point du réseau.

2) La série étant invariante par changement de couples d’indices dans Z2, le groupe
des périodes contient A. Elle induit donc une fonction méromorphe sur le quotient
X = C/A. I reste enfin a réaliser que les fonctions méromorphes f : X — C sont
exactement les fonctions holomorphes de X wers la sphére de Riemann P!, 0
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Exercice 102. Soit T un réseau de C et X = C/T". On suppose qu’il existe
a € C* tel que al’ CT.

1) Montrer que z — az induit une application holomorphe f: X — X.
2) Donner des exemples de tels a pour T' = Z[i] et T = Z[j], ou j = e*™/3.
1) Observons que si 2’ = z+~ est T'-équivalent a z, alors az’ = az+ay = az+~" est
équivalent & az puisque al’ C I'. La multiplication par a induit donc une application
f sur le quotient X = C/T'. Pour vérifier que cette application est holomorphe, il
faut post/pré-composer avec des cartes d’un atlas holomorphe que nous exhibons a
présent.

On peut toujours se ramener & un réseau I' = Z[7], ot 7 € C est un nombre
compleze de partie imaginaire positive I(1) > 0. On notem: 2 € Cr— 7(2) € X =
C/T la projection canonique et on considére l'atlas & deux cartes

e li2zeQ={2z=a+brcC,0<a<l et 0<b<1l}—=n(z)eU
et

plize ={z=a+breC,1/2<a<3/2 et 1/2<b<3/2} = 7(2)eU’.

1

L’application ¥ o ¢~ est holomorphe dans l’ouvert

QNeUNU)={z=a+br€C, a€l0,1/2[U]1/2,1] et be€]0,1/2[U]1/2,1] },

car
z s8i z=a+1ib aveca €]1/2,1[ et b €]1/2,1]

Yop () = z+1 si z=a+1ibaveca€]0,1/2[ et b€]l/2,1]

14 - z+1 si z=a+1ib avec a €]1/2,1] et b €]0,1/2]
z4+14+i si z=a+1ib avec a €]0,1/2[ et b €]0,1/2]

est holomorphe sur chacune des quatre composantes connezxes de l'ouvert QN (U N
U’). Il en va de méme pour le second changement de carte (i.e. p o~ est holo-
morphe dans Q' NY(U NU’)), latlas considéré est donc un atlas holomorphe.

On vérifie enfin que les applications o foyp ™ po fop tpoforp™! et
wo fop~! sont toutes holomorphes, ce qui assure que f : X — X est holomorphe.
2) La multiplication par a = k € Z* convient toujours (et c’est la seule pour un
réseau générique). Lorsque T' = Z[i], on peut également prendre a = i; lorsque
I' = Z[j], on peut également prendre a = j ou a = j* = j. a
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