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Résumé

Ce texte rassemble des notes de cours et des exercices portant sur la premiere
moitié du module ” Analyse fonctionnelle” qui intervient au premier semestre
du Master de Mathématiques fondamentales de 1’Université Paul Sabatier
(Toulouse, France), pour la maquette 2011-2016.

On y étudie en détail un certains nombres d’espaces fonctionnel classiques,
leurs différentes topologies, sous-espaces remarquables, ainsi que leurs appli-
cations linéaires. On y démontre et utilise les théoremes de Riesz, Arzela-
Ascoli, Weierstrass, Baire, Banach-Steinhaus, I'application ouverte, graphe
fermé, ainsi que la propriété de Montel et ses conséquences.

La seconde partie (analyse hilbertienne) fera 'objet d’autres notes.



Introduction

Un des objectifs de ce module est de mélanger Topologie et Algébre linéaire
—deux disciplines que vous avez jusqu’a présent considérées séparément— en
étudiant les propriétés topologiques fines de certains espaces vectoriels de
dimension infinie.

Voici une liste non exhaustive de différences importantes avec ce que vous
avez ’habitude d’utiliser en dimension finie :

— les normes ne sont pas toutes équivalentes ;

— les applications linéaires ne sont pas nécessairement continues;
les espaces vectoriels topologiques ne sont pas nécessairement complets ;
les sous-espaces vectoriels ne sont pas nécessairement fermés ;
les compacts ne sont pas nécessairement les fermés-bornés ;
la continuité séquentielle n’implique pas nécessairement la continuité ;
— etcl.

Les notes qui suivent concernent les six premiere semaines de ce module
et constituent donc le menu de votre partiel. Elles sont réparties en trois
chapitres de longueurs inégales. Le tempo approximatif est

— chapitre 1 : environ 3 semaines,

— chapitre 2 : environ 2 semaines,

— chapitre 3 : environ 1 semaine.

Comme vous le constaterez a 1’aide des quelques indications historiques,
il s’agit d’un sujet classique sur lequel il est difficile de faire preuve d’origi-
nalité. Nous indiquons dans les références quelques ouvrages dont nous nous
sommes librement inspirés et qu’il est vivement recommandé de consulter
pour approfondir votre compréhension.

Bonne lecture!

1. A vous de compléter cette liste au fil de votre lecture
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Chapitre 1

Espaces fonctionnels classiques

Introduction

L’objectif principal de ce premier long chapitre est d’étudier beaucoup
d’exemples d’espaces vectoriels topologiques que vous avez rencontrés dans
des modules précédents :

— les espaces LP(u) des fonctions f mesurables telles que | f|P est intégrable

par rapport a une mesure p donnée , 1 < p < 400;

— les espaces C* de fonctions k-fois contintiment différentiables, sur un

compact ou un ouvert, en une ou plusieurs variables réelles;

— les espaces Lip, de fonctions Holderiennes (0 < a < 1) ou Lipschit-

ziennes (o = 1),
pour n’en citer que quelques-uns. Pour chacun, il s’agit de constuire dessus
et comparer différentes topologies, d’étudier les propriétés de complétude, de
caractériser (si possible) les sous-ensembles compacts, de décrire les formes
linéaires continues.

Il y a peu de théoremes dans ce chapitre, le plus important étant le
théoreme d’Arzela-Ascoli dont la preuve est relativement compliquée. Vous
ne regretterez pas le temps que vous aurez investi dessus.

Le chapitre se termine avec un grand nombre d’exercices dont beaucoup
sont censés étre des rappels de Licence. Nous n’aurons pas le temps de tous
les corriger, libre a vous de demander a corriger ceux qui vous ont posé le
plus de problemes.



1.1 Espaces vectoriels topologiques

1.1.1 Premieres définitions

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps K (=R ouC)! muni
d’une topologie T. On dit que (E,T) est un espace vectoriel topologique si
les opérations

(x,y) eExEw—az+yekE

et
Mz)e KxEw— A -z eFE

sont continues.

Lorsque 7 est associée a un produit scalaire, on parle d’espace préhilbertien.
Lorsqu’elle est associée a une norme, on parle d’espace vectoriel normé.

On dit que deux normes N7, Ny sont équivalentes s’il existe une constante
C > 0 telle que

vz, éNQ(x) < Ny(z) < CNa(2).

Dans ce cas les topologies associées a Ny, Ny sont les mémes. Réciproquement,
nous laissons le lecteur vérifier que si deux normes induisent la méme topo-
logie, alors elles sont équivalentes.

Exemple 1.2 L’espace E := C°([0,1],R) des fonctions continues sur l'inter-
valle [0,1], a valeurs réelles, est un R-espace vectoriel de dimension infinie
qui peut étre muni de plusieurs normes non équivalentes. C’est par exemple
le cas de la norme Ny associée au produit scalaire

(f.9) = / F(H)g(t)dt

et de la norme Nuo(f) := sup,epo1 |f ()], pourquoi ?

1.1.2 Topologie associée a une famille de semi-normes.

Rappelons qu’une semi-norme p sur un K-espace vectoriel F est une
application p : E — R* telle que

plr+y) <pl@)+ply) et pQz)=|\p(v)

1. Dans ce chapitre on traitera exclusivement d’exemples sur R, les exemples complexes
seront abordés au Chapitre 3.




pour tout (z,y,\) € E* x K. En particulier p(0) = 0 mais il manque la
propriété p(x) = 0 = = = 0 pour que p soit une norme.

Il arrive fréquemment que 1’on dispose d’une famille ”séparante” {p,, @ €
A} de semi-normes, c¢’est a dire telle que

(pa(z) =0, Ya € A) =z =0.

La famille {p,,a € A} permet alors de définir une topologie séparée? (i.e.
Hausdor{f?) sur E en considérant

(i) d’abord les intersections finies d’ensembles {z € E | p,(z) < €},

(ii) puis les unions quelconques d’ensembles obtenus en (i).
Autrement dit, un ouvert pour cette topologie est un ensemble du type

U [z €E|pa(x) <e}

sel,aeB,eeJ i=1
ol CNa=(ov,...a5) € BC A% e =(eq,...65) € J C (RY)*.

Proposition 1.3 On obtient ainsi une topologie Hausdorff.
Une suite de points (x;) € EN converge vers x € E pour cette topologie
si et seulement si po(z; —x) = 0 pour tout o € E.

Preuve. Nous laissons la démonstration au lecteur. Elle n’est pas passion-
nante, mais il faut que celui-ci ’ai faite au moins une fois pour se rendre
compte que l'ordre des opérations (i),(ii) dans la construction de cette topo-
logie est crucial ! O

Exemple 1.4 Considérons a nouveau l'espace E := C°([0,1],R) des fonc-
tions continues sur 'intervalle [0, 1], a valeurs réelles. On le munit cette fois
de la topologie associée a la famille séparante de semi-normes

pe(f) = |f(2)], € A=10,1].

On obtient ainsi la topologie associée a la notion de convergence simple que
vous avez déja rencontrée. Vérifiez qu’elle est différente des topologies as-
sociées aux normes No, Ny.

2. On dit qu'une topologie est séparée si deux points distincts admettent des voisinages
ouverts disjoints.

3. Felix Hausdorff, 1868-1942, mathématicien allemand, I’'un des fondateurs de la to-
pologie moderne.



1.1.3 Famille dénombrable de semi-normes.

L’exemple de la convergence simple ci-dessus requiere 'utilisation d’un
tres grand nombre (non-dénombrable) de semi-normes. Il arrive parfois qu’on
dispose d’une famille séparante dénombrable* de semi-normes, quitte a réindexer,
nous supposons que A = N.

On peut dans ce cas vérifier que la topologie construite ci-dessus est
meétrisable, i.e. qu’il existe une distance d qui induit la méme topologie. En

voici une,
22 ey
1 + pj 1+pj(z—vy)

Je vous encourage a vérifier cette assertion. Vous pouvez procéder ainsi

1. Vérifier que si p est une semi-norme, alors F vérifie I'inégalité trian-

gulaire (cf Exercice 14). En déduire que d vérifie I'inégalité triangulaire.
2. En utilisant le fait que la famille {p;, j € N} est séparante, vérifier que
d est une distance sur E.

3. Assurer vous que la topologie associée a d est bien la topologie construite
précédemment.

Faites attention pour ce dernier point : on vérifie facilement que ces deux
topologies ont les mémes suites convergentes, mais cela ne garantit pas —en
général- qu’elles sont équivalentes (connaissez vous un tel exemple ?).

Exemple 1.5 Soit I un intervalle ouvert de R et E := C°(I,R) l’espace des
fonctions réelles continues sur I. On ne peut pas munir E de la norme sup
Noo(f) :=sup; | f| car les fonctions de E ne sont pas nécessairement bornées
(contrairement au cas vu précédemment d’un intervalle compact).

On peut par contre fixer une suite K; de compacts de I qui est ezhaustive
(i.e. dont la réunion est égale a I) et considérer la famille dénombrable de
semi-normes

p;(f) = sup [f(z)|.
zeK;
Ces derniéres sont bien définies (puisque l'on se restreint a des intervalles
compacts) et forment une famille séparante.
Le choiz de la famille de compacts K; n'a aucune importance (vérifiez
le!). Lorsque I =R, on peut prendre par exemple

Kj = [_j7 +ﬂ

4. Dans tout ce cours dénombrable signifie infinie dénombrable : si on dispose d’une
famille finie séparante de semi-normes, c’est qu’on a en fait une norme, pourquoi ?



1.1.4 Espaces C*(I,R)

Nous n’avons jusqu’a présent considéré uniquement des espaces de fonc-
tions continues. On peut encore définir une norme sur 'espace E; := C*([0, 1], R)
des fonctions réelles contintiment différentiables sur I'intervalle compact [0, 1].

Notez qu’'une limite uniforme de fonctions différentiables n’a aucune rai-
son d’étre différentiable (fabriquez un exemple). Vous avez cependant démontré
en Licence que si une suite de fonctions f; continiiment différentiables converge
uniformément ainsi que sa suite de dérivées, alors sa limite f est continiment
différentiable et f’ est la limite des f;. Cela suggere que

Ni(f) = Nwo(f) + NOO(f/)

est une "bonne” norme sur C!([0, 1], R), tandis que N, est une norme moins
utile (voir Exercice 22). Le lecteur est invité a vérifier que Ny, N, sont deux
normes non-équivalentes sur Fj.

On peut de méme, pour tout k& € N, définir une (bonne) norme sur les
espaces Ej, = C*([0,1],R) de fonctions k-fois contintiment différentiables en
posant

Nil(f) = 3 Noo(F).

On verra plus loin qu’on ne peut par contre pas trouver de ”bonne” norme
sur l'espace C*([0, 1], R) des fonctions infiniment différentiables (pouvez vous
en indiquer une "mauvaise” 7). Une topologie naturelle est celle associée a la
famille dénombrable séparante de semi-normes

pr(f) = sup |fP(z)|, k € N.
z€(0,1]

Tout ce qui vient d’étre dit s’applique encore lorsque l'intervalle [0, 1]
est remplacé par n'importe quel intervalle compact de R. Pour un intervalle
ouvert, il faut partout remplacer les normes par une famille dénombrables de
semi-normes associées a une suite exhaustive de compacts.

On peut également considérer les espaces CF(2,R) ot 2 C R™ est un
ensemble ouvert ou compact de R", et les munir de topologies similaires en
prenant soin de bien prendre en compte toutes les dérivées partielles.

1.2 Applications linéaires continues
Soit f : (E,Tg) — (F,Tr) une application linéaire entre deux espaces

vectoriels topologiques. Une telle application est continue si et seulement si
elle est continue en O (par linéarité).

8



Lorsque E est de dimension finie, une telle application est toujours conti-
nue (pourquoi 7), mais ce n’est plus nécessairement le cas en dimension infinie.
Nous allons produire au fil de ce cours un certains nombres de criteres qui
vont nous permettre d’établir (ou non) la continuité de telles applications.

1.2.1 Cas des espaces vectoriels normés

Proposition 1.6 Soit f : (E, Ng) — (F, Nr) une application linéaire entre
deuz espaces vectoriels normés. FElle est continue si et seulement si elle est
Lipschitzienne, i.e. s’il existe C' > 0 telle que

Vi € E, Ne(f(z)) < Na(z).

Preuve. La preuve est simple, vous ’avez stirement déja rencontrée et vous
devez la maitriser parfaitement. Une implication est évidente : si f est Lip-
schitzienne, alors elle est continue en Og et donc partout, par linéarité.

Supposons a présent que f est continue. Si f n’est pas Lipschitzienne,
c’est qu'il existe une suite de vecteurs x; € F tels que

Vj €N, Np(f(z;)) > jNp(x;).

Notons que les z; ne sont pas nuls car f(0g) = Op, on peut donc considérer

y; = ZLj
7 jNp(x;)

C’est une suite de vecteurs qui convergent vers O et vérifient

Ne(f(y;) > 1,

ce qui contredit la continuité de f. O

Remarque 1.7 N'est-il pas surprenant qu’une application linéaire continue
soit automatiquement Lipschitzienne ¢ Pouvez vous donner un exemple d’une
fonction f:]0,1] — R qui est continue sans étre Lipschitzienne ?

Définition 1.8 On note L.(E, F) l’ensemble des applications linéaires conti-
nues de (E, Ng) dans (F,Ng), et pour f € L(E,F) on désigne par

N
1711 er\I{)o} Ng(x)

la norme d’opérateur de f, i.e. sa meilleure constante de Lipschitz.



Nous incitons vivement le lecteur a faire I’Exercice 8 : il s’agit de manipu-
lations simples qui utilisent I’homogénéité de la norme et posent régulierement
des difficultés le jour de I'examen...

L’espace L.(F, F') a une structure d’espace vectoriel sur K. Lorsque F' =
E, on note L.(F) = L.(F, E) l'ensemble des endomorphismes continus de
E. On peut composer deux tels endomorphismes, cela confere a L.(F) une
structure d’algebre (unifere sur K'). La norme d’opérateurs est une norme
d’algebre, i.e.
lwowl[ < Tull - [[v]l, Yu,v € Le(E).

Nous encourageons le lecteur a vérifier cela et a en déduire que I'application
de composition

(u,v) € LE) X L(E)—uov € LF)

est ainsi une application bilinéaire continue, lorsque 'on munit L.(E) x L.(E)
d’une norme produit.

Exemple 1.9 Une situation perturbante au premier abord est le cas de ’ap-
plication f identité lorsque E = F est muni de deux mormes différentes
Ny, Ny,

f T E (E,N1> =T c (E,Nz)

Cette application est clairement linéaire (et méme bijective)! Elle est cepen-
dant continue uniquement lorsque la norme Ny domine la norme N, i.e.
lorsqu’il existe C > 0 telle que

Vi € B, No(z) = No(f(2)) < ONy ().

La bijection réciproque f=' est elle continue lorsque la norme No do-
miane la norme Ny. L’application f est donc un homéomorphisme précisément
lorsque ces deuxr normes sont équivalentes.

Exemple 1.10 [l s’avere que “la plupart” des applications linéaires ne sont
pas continues en dimension infinie et pourtant, il est bien délicat d’en donner
un exemple convaincant ! En voici un qui concerne l'opération de dérivation.

On considére P le sous-espace vectoriel de E := C°([0,1],R) constitué des
fonctions polynomiales et

D:fe(P,Ny)— f €(P,Ny).

C’est un endomorphisme (i.e. une application linéaire de P dans lui méme)
qui n'est pas continu. En effet, si f;:x— j~ta? € P, alors

Jj—+oo

N+(D(f;)) =1 tandis que Noo(f;) "— 0.

10



1.2.2 Formes linéaires, dual topologique

Etant donné E un espace vectoriel topologique, on note E’ son dual to-
pologique, i.e. 'ensemble des formes linéaires continues ¢ : £ — R (muni de
la topologie usuelle). C’est a travers £’ que 1'on observe (et donc comprend)
I’espace E, il est donc tres important de savoir décrire les formes linéaires
continues.

Dans le cas d'un espace préhilbertien (i.e. quand la topologie provient
d’un produit scalaire), le théoreme de représentation de Riesz (que vous avez
vu en Licence®) donne une description complete et satisfaisante : toute forme
linéaire continue est obtenue via le produit scalaire avec un élément de E.

Dans le cas d'un espace vectoriel normé de dimension infinie, il est beau-
coup plus délicat de comprendre E’. Pour ce faire on est amené a étudier le
bidual (topologique) E” := (E’)". Observons qu’il y a une injection canonique

J:xe B, € B,

ou I'application
b 1 € E'— p(x) € R.

est appelée évaluation (ou masse de Dirac) en z. Elle est bien linéaire et
continue puisque
10:(0)] = [0 (@)] < [l Np ().

Cette inégalité assure que J est continue, injective, et méme que
1 (@)]] = 11oz|] = Ne(z),
i.e. J est une isométrie.

Définition 1.11 On dit que (E, Ng) est réflexif lorsque J(E) = E”, i.e.
lorsque J réalise une isométrie entre E et son bidual E”.

Il résulte du théoreme de représentation de Riesz que les espaces préhilbertiens
sont réflexifs. C’est également le cas des espaces LP lorsque 1 < p < +o0.
Notez cependant que ni L', ni L> ne sont réflexifs : cela rend I’analyse plus
délicate dans ces espaces.

Proposition 1.12 Soit p € [1,+oo[. On note

*(R) := {x = (z2) €RY| ) |z, < —1—00} ,

n>0

5. Révisez sa démonstration!

11



muni de la norme Ny(x) := (ano |a:n|p)1/p.
Le dual topologique de P(R) est (4(R), ou 1/p+1/qg=1 (q = 400 pour
p =1). En particulier (*(R) est réflexif pour 1 < p < +o0.

Preuve. Soit y € (4(R). On considere

Ay e P(R)— Ay(z) == Zynxn e R.

n>0
C’est une forme linéaire bien définie (inégalité de Holder) qui est continue,
Ay ()] < Ny(y)Ny(),
d’ou [|A4,]| < N,(y). Nous laissons le lecteur vérifier qu'il y a en fait égalité,
1A4y[] = No(y), Vy € £/(R).
Nous avons ainsi défini une application clairement linéaire
A:yell(R) — A, € ((P(R))

qui est une isométrie (en particulier injective).
Nous affirmons qu’elle est également surjective. Fixons en effet p € (¢#(R))’
et posons

iy = (D)
ot eV) désigne la suite de Kronecker (toutes les coordonnées nulles sauf la
§¢™¢). Notons 2V la suite telle que

(N)

M) = |ly;]7" pour 0 < j < N et T;

¢ —0sij> N

Comme ¢ est continue, on a

N N 1/p
S l? = () < 1618 (97 1ol (z w) |
n=0

n=0

on en déduit que y € (4(R) avec N,(y) < |¢||. Comme tout z € P(R) est
limite de combinaisons finies des eV, il résulte de la continuité de ¢ que
o= A, U

12



1.2.3 Cas des semi-normes

Comme nous ’avons rappelé plus haut, il est facile de caractériser la conti-
nuité d’une application linéaire entre espaces vectoriels normés. Il est plus
délicat d’obtenir une telle caractérisation dans le cas d'un espace vectoriel
dont la topologie provient d’une famille de semi-normes.

Proposition 1.13 Soit f : (E,p) — (F,q) une application linéaire entre
deux espaces vectoriels topologiques E, F' dont les topologies proviennent de
familles séparantes dénombrables de semi-normes p = {p;, j € N} et ¢ =
{qx, k € N}. Alors f est continue si et seulement si pour tout k € N il existe
Jir € N et Cy > 0 tels que

Ve e B, qi(f(x)) < C, max p;(z).

0<5<Ji

Preuve. Une implication est immédiate : si x,, converge vers Og, i.e. p;(z,) —
0 pour tout j fixé, les inégalités ci-dessus montrent que g (f(z,)) converge
vers zéro pour tout k fixé, i.e. f(x,) converge vers Op, donc f est continue.

Supposons réciproquement que f est continue et fixons k € N. L’ensemble
{y € Flqr(y) < 1} est un voisinage ouvert de Op, son image réciproque

FHy € Flaly) <1} ={z € E|ai(f(2)) < 1}

par f est un voisinage ouvert de Oz qui contient donc une ”brique élémentaire”,
intersection finie d’ouverts {z € E|p; () < r;}, 1 < j < s. Posons r =
minj<j<s7; et J = max;<;<,¢;, de sorte que

o€ Blpie) <1} € {a € Blaf@) < 1.

La conclusion s’ensuit, par linéarité, en prenant C' = 1/r. U
Le cas des formes linéaires est un peu plus simple a exprimer :

Corollaire 1.14 Soit (E,p) un espace vectoriel topologique dont la topologie
provient d’une famille séparante dénombrable de semi-normes. Une forme
linéaire p : E — R est continue si et seulement si il existe J € N et C' > 0
tels qe

Ve e E, |p(x)] < C max p;(x).

0<j<J

13



1.3 Espaces complets

1.3.1 Suites de Cauchy

Définition 1.15 Soit (E,T) un espace vectoriel topologique. Une suite (x,) €
EN est dite de Cauchy® si pour tout V€ T contenant O, il existe Nyy € N
tel quen > Ny,p > 0= x4, — 2z, € V.

Lorsque la topologie T est associée a une distance d invariante —telle que
dx + z,y + z) = d(z,y) pour tout x,y,z € E-, celte notion coincide avec
celle de suite de Cauchy pour l’espace métrique (E,d).

On dit que (E,T) est complet si toutes les suites de Cauchy convergent.

Il est naturel —et nous le ferons implicitement dans tout ce cours— de se
restreindre a considérer uniquement des distances invariantes, lorsque c’est
possible! Rappelons que deux telles distances di,ds qui induisent la méme
topologie ont les mémes suites de Cauchy (en particulier 'une est compléte
si et seulement si 'autre l'est), méme s’il se peut que ces distances ne soient
pas équivalentes :

Exemple 1.16 Soit (E,d) un espace vectoriel topologique, dont la topologie
est associée a une distance d invariante. Vérifiez que § := d/(1 + d) est une
distance invariante qui induit la méme topologie que d, mais que ces distances
ne sont pas équivalentes si d n’est pas bornée.

Exemple 1.17 On considére E = R muni des distances d(z,y) = |v —y| et

X

D(z,y) = |o(z) — ¢w)| ot () = 1 =

Vérifiez que d, D induisent la méme topologie et pourtant, (R, d) est complet
tandis que (R, D) ne l’est pas. Que se passe-til ¢

Il est fondamental, étant donné un espace vectoriel topologique F, de
savoir définir dessus une topologie la plus "naturelle” possible qui le rende
complet.

Définition 1.18 Soit (E,T) un espace vectoriel topologique complet. On dit
que c’est un espace

— de Hilbert™ si T provient d’un produit scalaire ;

~ de Banach® si T provient d’une norme ;

6. Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, grand mathématicien frangais.
7. David Hilbert, 1862-1943, I'un des plus grands mathématiciens allemands.
8. Stefan Banach, 1892-1945, polonais, un des fondateurs de I’Analyse fonctionnelle.
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— de Fréchet® si T provient d’une famille dénombrable de semi-normes.

Ce sont les trois notions les plus souvent utilisées, elles couvrent quasiment
tous les exemples que vous avez rencontrés jusqu’ici.

1.3.2 Exemples

Nous donnons dans cette section la preuve que certains espaces sont com-
plets lorsqu’on les munit d’une topologie "naturelle”. Il faut absolument que
vous sachiez faire ce type de démonstrations. Vous trouverez dans la rubrique
”Exercices” de nombreux exemples pour vous entrainer.

Voici pour commencer un exemple d’espace de Hilbert. C’est en principe
le cas le plus simple d’espace vectoriel topologique. Si la preuve vous semble
compliquée, c’est sans doute di a votre manque de pratique de la théorie de
Lebesgue...

Exemple 1.19 Soit E = L?(I,R) l'espace des fonctions réelles de carré
intégrable par rapport a la mesure de Lebesque sur un intervalle I C R. On
note

(fg) = / F(Hg()dt

le produit scalaire associé. Alors (E,(,)) est un Hilbert.
Soit en effet (f,) € EN une suite de Cauchy, i.e. pour tout € > 0 il existe
N, € N tel que pour tout n > N, et pour tout p > 0,

| faip — ful > = /I|fn+p(t) — fo()]2dt < €2

En choisissant ¢ = 2°, puis € = 271 puis par récurrence ¢ = 27", on peut
extraire une sous-suite (fun)) telle que

Vn € N? ||ftp(n+1) - ftp(n)H <27

Considérons alors

g:tel—g(t) = Z ‘f¢(n+1) - fcp(n)| (t).

n>0

C’est une série a termes positifs, donc g(t) est bien défini dans R U {+o0}.
Le théoréeme de la convergence monotone assure que

911 < S 1 fptnsn) = Fomll €327 < +o0

n>0 n>0

9. Maurice Fréchet, 1878-1973, mathématicien francgais.
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donc g(t) est fini presque partout et g € E.

Comme R est complet, on en déduit que la série de terme général f, 1) (t)—
fom)(t) est convergente presque partout, la suite (f,m)(t)) converge donc
presque partout. Notons f sa limite. Alors f € E avec

A< Tgll + 1l fool -

De plus
’fap(nJrl) - pr(n)l (t) S g<t) et fso(") (t) ”i)oo f<t)

presque partout. Le théoreme de la convergence dominée garantit alors que

p—+00 —-n
chp(n+p)_f<p(n)|| — Hf_fsﬂ(n)HSQ -

On en déduit que fy) converge vers f dans E.
Nous avons ainsi montré que la suite (f,) admet une valeur d’adhérence
f, comme c’est une suite de Cauchy, elle converge vers f.

Remarque 1.20 Nous avons muni l’espace E = L?([0,1],R) de sa topologie
naturelle. Comme L?*([0,1],R) est un sous-espace vectoriel de L'(]0,1],R),
nous aurions pu également le munir de la topologie d’espace vectoriel normé
associée a la norme

Ni(f) = / ()] dt.

Vérifiez que (E, N1) n’est pas complet. Quel est son complété ?

Exemple 1.21 Soit (K,d) un espace métrique compact et (F, N) un espace
de Banach. On considére E = C°(K, F) l’espace des applications continues
sur K a valeurs dans F', muni de la norme

Nl ) 5= sup N (£ (2).
zeK
Alors (E, No) est un espace de Banach.
Nous laissons le lecteur se convaincre que (E, Ny) est un espace vecto-
riel normé et démontrons le caractére complet. Soit (f,) € EN une suite de
Cauchy, 1i.e.

Ve >0, 3dN. € N,Vn > N, Vp > 0, sup N(fnip(x) — fu(z)) <e.  (1.1)
zeK

Pour tout x € K, on vérifie en particulier que la suite (f,,(z)), € FY est
une suite de Cauchy. Comme F' est complet, celle-ci converge; on note f(x)
sa limite.
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Vérifions que [ est continue. On utilise pour cela la quantification (1.1) :
e>0, N. e N, n> N, étant fizés, on sait que

Vpe N,V € K, N(fnip(x)— fu(z)) <e.
On peut donc fixer v € K et faire tendre p vers +00 pour obtenir
Vee K, N(f(x)— fu(z)) <e, soit Noo(f — fn) < e. (1.2)

On décompose a présent

N(f(z) = fy)) < N(f(x) = ful2)) + N(ful2) = fu(y)) + N(fuly) = f(y))
< 2Noo(f = fu) + N(ful2) = fu(y))-

Pour e > 0 donné, on fire n suffisamment grand pour que Noo(f — f,) soit
plus petit que € (grdace a (1.2)), puis on utilise la continuité uniforme de f,
sur (K, d) pour trouver a > 0 tel que

d(z,y) < a= N(f(z) - f(y)) < 3¢

ce qui montre que f est continue.
La quantification (1.2) montre enfin également que la suite (f,) converge
vers f dans (E, Ny), ce qui clot la démonstration.

Remarque 1.22 La démonstration précédente est un exemple typique de ce
genre de raisonnement. On peut souvent décomposer le probleme en trois
étapes, il faut

(i) fabriquer la limite (dans un espace un peu plus grand) ;

(i1) s’assurer que cette limite appartient bien a E ;

(1) vérifier enfin qu’il y a bien convergence vers cette limite.
Dans 'exemple précédent, on commence par construire la "limite simple” de
la suite (f,), cela résulte de la quantification et de la complétude de F'. 1l faut
ensuite s’assurer que la limite est bien continue sur K, c’est une propriété
que vous avez déja rencontrée : une limite uniforme de fonctions continues
est continue.

Attention : il est tentant de vouloir courcircuiter ’étape 2, on est alors

amené a parler d’un objet (la limite "faible”) qui n’est pas nécessairement
bien définie.

Voici enfin 'un des plus simples exemples d’espace de Fréchet.
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Exemple 1.23 Soit E = C°(R,R) muni de la famille p de semi-normes
pi(f) == supi_; ;| f] et de la distance

d(f,9) = ;2‘j—1 ijg(;f)g).

L’espace (E,p) est un espace de Fréchet.

Soit en effet (f,) € EN une suite de Cauchy. On note E; := C°([—j, +J], R)
muni de la topologie associée a la norme p;(f) = sup_; .4 |f|"" . Nous lais-
sons le lecteur vérifier que la suite (f,) induit une suite de Cauchy dans E;
(par restriction). Or cet espace est complet (voir Ezercice 19), elle converge
donc uniformément sur Uintervalle [—j, +j] vers une fonction g; € C°([—j, 44|, R).
Par unicité de la limite, les fonctions g; se recollent de sorte que

gj+1 = g; sur Uintervalle [—j, +7j],

et permettent de définir une fonction g € C°(R,R) qui est donnée par g; sur
Uintervalle [—j,+7].

Il reste a vérifier que la suite (f,) converge bien (au sens de la distance
d) vers la fonction g. Or par construction p;(f, —g) — 0 pour tout j, donc
d(fn,g) — 0 par convergence dominée''.

1.3.3 Espaces quotients

Soit (£, N) un espace vectoriel normé et F' C E un sous-espace vectoriel
de E. On note E/F l'espace quotient, ensemble des classes d’équivalence
pour la relation

r~y&Sx—ye Fl

C’est un espace vectoriel lorsqu’il est muni des lois

TH+y:=x+yetA-T=\-x.

Nous laissons le lecteur vérifier que celles-ci sont bien définies. On pose
N:T€ E/F— inf{N(y)|y €z} € RY.

Proposition 1.24
1) N est une semi-norme sur E/F. C’est une norme ssi I est fermé.
2) Si F est fermé et E est un Banach, alors (E/F, N) est un Banach.

10. Celle-ci est une semi-norme sur £, mais c’est bien une norme sur E;, pourquoi ?
11. Pouvez vous expliciter ce dernier argument ?
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Preuve. Nous laissons le lecteur vérifier que N définit bien une semi-norme,
i.e. est une application homogene de F/F vers Rt qui vérifie I'inégalité tri-
angulaire. Le point délicat est de comprendre quand est-ce que N s’annule.

Si N(7) = 0, il existe une suite (y;) € EN de représentants de la classe
T tels que N(y;) — 0. On peut les décomposer y; = x — f; avec f; € F et
N(y;) — 0 signifie que x = lim f;. Si F est fermé, on en déduit que = € F,
donc T = 0, ce qui montre que N est une norme. Réciproquement si F' n’est
pas fermé, on peut trouver z = lim f; ¢ F avec f; € F, ainsi N(Z) = 0 tandis
que T # 0, donc N est une norme si et seulement si F' est fermé.

On suppose a présent que F' est fermé et £ est un Banach. Soit (Z;) une
suite de Cauchy dans (E/F, N). On peut extraire une sous-suite (T,(;)) de
sorte que

Vj e N, N(f¢(j+1) — f@(j)) <277,

Par définition de N, on peut fixer Y; € Ty tels que N(yj11 —y;) <27 7,
La série de terme général (y;11—y;) est donc absolument convergente. Comme
E est un Banach, il résulte de I’Exercice 27 que la suite (y;) converge dans
E. Notons y sa limite, il vient

N(T = Tp(y) < N(y — zy()) — 0.

La classe de y est donc une valeur d’adhérence de la suite (7;), comme celle-ci
est de Cauchy, c’est donc qu’elle converge vers 7. Il

Pour vous entrainer, vérifiez que le quotient d'un espace de Fréchet par
un sous-espace vecoriel fermé est également un espace de Fréchet.

1.4 Compacité

1.4.1 Ensembles bornés

Définition 1.25 Soit (E,T) un espace vectoriel topologique. Un ensemble
A C FE est dit borné si pour tout voisinage V' de Og, il existe R > 0 tel que
ACR-V.

Remarque 1.26 Lorsque T est associée a une norme, un ensemble A est
borné si et seulement s’il existe R > 0 tel que A est inclus dans la boule B(R)
centrée en O de rayon R.

Faites bien attention : lorsque T est associée d une métrique (invariante),
la distance peut étre bornée (penser a d/(1+d) ) de sorte que l'espace E tout
entier est inclus dans une grande boule. Etre inclus dans une boule n'est donc
pas suffisant dans ce cas pour étre borné!
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Voici quelques propriétés élémentaires dont nous laissons la preuve au
lecteur pour qu’il s’entraine.

Proposition 1.27 Soit (E,T) un espace vectoriel topologique.
— Les compacts sont (fermés et) bornés.
— L’ensemble des valeurs prises par une suite de Cauchy est borné.
— L’adhérence d’un ensemble borné est borné.
— Un sous-espace vectoriel non nul n’est jamais borné.

Lemme 1.28 Soit (E,T) un espace vectoriel topologique associé a une fa-
mille séparante {p;,i € I} de semi-normes. Montrer qu’un ensemble A C E
est borné si et seulement si pour tout i € I, il existe M; > 0 tel que

Preuve. Supposons A borné. Comme V; := {z € E|p;(z) < 1} est un voi-
sinage de Og, il existe M; > 0 tel que A C M; - V;. L’homogénéité de la
semi-norme p; assure que

M; - Vi ={x € E|pi(x) < M;}

donc p;(xz) < M; pour tout x € A.

Supposons réciproquement que p;(x) < M; pour tout x € A et pour
tout ¢« € I. Rappelons que la topologie T est engendrée par les ”briques
élémentaires” du type

S
W= ﬂ{x € E|pj,(x) <&}
i=1
Tout ouvert V' voisinage de Op contient ainsi une telle brique W pour un
choix convenable de s,p;,,...,Dpj,,€1,...,€s. 1l suffit donc de montrer qu’il
existe Ry > 0 tel que A C Ry - W. Nous laissons le lecteur se convaincre
que

M.
RW::max{ ]’|1§i§5}

)

est un choix qui convient. Il

Propriété de Borel-Heine. En dimension finie les compacts sont les fermés-
bornés, ce n’est plus nécessairement le cas en dimension infinie. Lorsqu’un
espace vectoriel topologique a cette propriété, on dit qu’il a la propriété de
Borel '2-Heine '3. Nous allons voir dans la suite de ce cours que

12. Emile Borel, 1871-1956, mathématicien francais né a Saint-Afrique.
13. Edouard Heine, 1821-1881, mathématicien allemand.
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— un espace vectoriel normé de dimension infinie n’a jamais cette pro-
priété (théoreme de Riesz);

— Pespace C*(I,R) a cette propriété (conséquence du théoreme d’Ascoli)

— lespace O(f2) des fonctions holomorphes a également cette propriété
(conséquence de la propriété de Montel).

1.4.2 Un théoréme de Riesz

Vous avez déja rencontré le théoreme de représentation de Riesz qui décrit
les formes linéaires d’un espace préhilbertien. Voici un autre résultat remar-

quable de ce méme mathématicien .

Théoréme 1.29 Soit (E, N) un espace vectoriel normé. La boule unité fermée
est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Preuve. Lorsque E est de dimension finie, la boule unité fermée est compacte
(c’est la propriété de Borel-Heine que vous avez établie en Licence). 11 s’agit
de montrer la réciproque.

Nous commengons par donner une preuve ”géométrique” dans le cas ou
la norme provient d’'un produit scalaire (, ). Si F est de dimension infinie, on
peut alors considérer une famille dénombrable orthonormeée (e;);en. C'est une
suite d’éléments de la boule unité fermée B et nous affirmons qu’elle n’admet
aucune sous-suite convergente : sinon e,y — a, en particulier ||ey(i1) —
ex()|| = 0, ce qui aboutit a une contradiction car

lleoi+n) = o ” = lleirn |1 = 2(eptitn), o) + lleail* = 2.

La boule B ne peut donc pas étre compacte.

Traitons a présent le cas d’'un espace vectoriel normé général. Supposons
que la boule unité fermée B est compacte. On peut alors la recouvrir par
un nombre fini de boules ouvertes B(x;,1/2) de rayon 1/2, avec x; € B,
1 <i <s.0n pose

F:=Vect{x;, 1 <i< s}

et on va montrer que E = F' est de dimension finie < s. Observons que
1 1
B(z;,1/2) = x; + §IB3 donc B C F + §B.
Il s’ensuit que %B - %F + %IB% donc

1 1
B F+-F -B.
c(F3F)+

14. Frigyes Riesz, 1880-1956, mathématicien hongrois.
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Comme F' est un sous-espace vectoriel, F' + %F = F, donc

1

En itérant ce procédé, on obtient
1

On en déduit que B C F = F car F est fermé (pourquoi ?).
Enfin E=R-BCR-F = F, d'ou le résultat annoncé. Il

Remarque 1.30 L’experience montre que les étudiants ont beaucoup de mal
a assimilé cette preuve élégante, mais trés formelle. Vous pouvez, pour la
retravailler, essayer de l’adapter au cas d’un espace de Fréchet avant d’aller
faire UEzercice 32 : que constatez vous ¢ 1l est plus simple de comprendre le
cas des espaces de Hilbert, vous devez parfaitement comprendre [’argument
correspondant.

1.4.3 Théoreme d’Arzela-Ascoli

Soit (E, Ny ) 'espace de Banach des applications continues d’un espace
métrique compact a valeurs dans un espace de Banach (cf Exemple 1.21). Le
théoreme de Riesz montre qu’il ne suffit pas qu’un ensemble A C F soit fermé
et borné pour étre compact : le théoreme d’Arzela °-Ascoli '® que nous allons
démontrer ici assure qu’il convient d’ajouter la propriété d’équicontinuité.
Dans toute cette section on se donne

— (K, d) un espace métrique compact ;

— (F,0) un espace métrique complet ;

~ E:=C%K,F) muni de D(f,g) :=sup,cx 0(f (), g(z)).

Une généralisation immédiate de I’Exemple 1.21 montre que ’espace métrique
(E, D) est complet (voir Exercice 21).

Définition 1.31 Une famille A C E est dite (uniformément) équicontinue
lorsque pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que

Ve AVrye K, dr,y) <a=(f(x), fy) <e.

15. Cesare Arzela, 1847-1912, mathématicien italien.
16. Giulio Ascoli, 1843-1896, mathématicien italien.
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Une famille A est équicontinue lorsque I'on a un controle uniforme des
modules de continuité des éléments de A. En voici un exemple typique :

Exemple 1.32 On suppose ici que K =[0,1],F =R, d=§=|-]| et
A={fec([0,1,R)|Vz €[0,1], |f(2)] < T}.
Alors A est équicontinue. En effet pour tout z,y € [0,1] et f € A,

|f(z) = f(y)] < 7|z —y|

par l'inégalité des accroissements finis. Etant donné € > 0, on peut donc fizer
a =¢/7 de sorte que pour x,y € [0,1], f € A, on a

[z -yl <a=[f(x) - fly)] <e

Théoréme 1.33 (Arzela-Ascoli) Sous les hypothése précédentes, une par-
tie A C E est relativement compacte si et seulement si

(i) A est est équicontinue ;

(1)) Ve € K, A, :={f(z)| f € A} est relativement compact dans F'.

Rappelons qu’une partie A est dite relativement compacte si elle est
d’adhérence compacte. Voici un cas particulier de ce théoreme qui en est
une des formes les plus utiles :

Corollaire 1.34 Soit (K,d) un espace métrique compact. Une partie A C
CO(K,R") est compacte si et seulement si elle est fermée, bornée et équicontinue.

Preuve. Observons que les ensembles relativements compacts de R™ sont les
ensembles bornés (propriété de Borel-Heine), les ensembles

A, ={f(z), fe A} C F=R"

sont donc relativement compacts si et seulement si ils sont bornés.

Or A est borné s’il est compact et, réciproquement, A borné signifie qu’il
existe M > 0 tel que No(f) < M pour tout f € A, donc A, est inclus dans
la boule (centrée a 'origine) de rayon M, quelque soit x € K.

Les conditions du corollaire, en apparence plus fortes, sont donc bien
équivalentes a celles du théoreme. O

Démonstration du théoreme d’Ascoli. Nous commencons par 'implica-
tion la plus facile : supposons que A est relativement compacte et montrons

23



que les conditions (i),(ii) sont bien satisfaites. Si A n’est pas équicontinue,
c’est qu’il existe g9 > 0 et pour tout j € N, z;,y; € KY, f; € A tels que

d(xj,y;) < 1/j et 6(fi(x;), f;(y;)) = eo.

Comme K et A sont des espaces métriques compacts, on peut —quitte a ex-
traire et renuméroter— supposer que z,,y; — a € K et f; — g € E (cette
derniére convergence signifiant ”convergence uniforme sur K”). Mais alors
0(f5(x;), f(y;)) — 6(g(a), g(a)) = O contredit I'information 6( f;(z;), f;(y;)) =
go. Cest donc que A est équicontinue.

Montrons a présent que les ensembles A, sont relativement compacts
dans F. Soit (y;) = (fj(z)) € A, il s’agit de montrer que A, est com-
pact, i.e. qu'on peut extraire une sous-suite (y;,) convergente. Comme A
est relativement compacte, on peut extraire une sous-suite f;, qui converge

uniformément, celle-ci converge en particulier au point x.

Nous supposons a présent que les conditions (i),(ii) sont satisfaites et nous
allons montrer que A est relativement compacte. Etant donnée (f;) € AN, il
s’agit de montrer que I'on peut extraire une sous-suite (f,;)); qui converge
uniformément vers une fonction g € E. Fixons (x;) une suite de points dense
dans K '7. Comme A4,, est relativement compact, on peut extraire une sous-
suite convergente de (f;(zo)) € AL . On obtient ainsi une injection stricte-
ment croissante g : N — N et yy € F tels que

fWO(j)<x0) — Yo lorsque ] — +00.

La suite (f,,;)(21)) € A} admet également une sous-suite convergente
car A;, est relativement compact. On construit ainsi y; € F et ¢ : N - N
une injection strictement croissante tels que

Jioo01 () (T1) — 31 lorsque j — +o0.

Notons que (fgop,(j)(T0)) est une suite-extraite de (fi,o(;)(z0)), elle converge
donc encore vers .

On procede ensuite par récurrence pour construire, Vp € N, une injection
croissante ¢, : N — N et y, € F' tels que

i
Fovoopn( (@) "= y1, VO <1< p.

Extraction diagonale. Posons a présent

bijENr poo-op(j) EN.

17. Pourquoi existe-t’il une telle suite ? voir Exercice 11
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Nous laissons le lecteur vérifier *® que 1) est une injection strictement crois-
sante telle que la suite (fy;)(7;)) est une suite extraite de (figo.0p,0) (1)),
lorsque 1’'on se restreint aux indices 57 > [. En particulier

j—+oo

Foh (@) ="y, VIEN.
Soit B := {x;, j € N} C K. On a ainsi défini une application g : B — F

qui a z; associe y;. Il résulte de I’équicontinuité de A que g est uniformément
continue sur B. En effet soit ¢ > 0 et a > 0 de ’équicontinuité de A,

Vie AVr,y e K, d(z,y) < a = 0(f(x), f(y)) <e.

En appliquant ceci a x,y € B et f = fy(;) et en faisant tendre j vers +oo, il
vient
Vr,y € B, d(r,y) <a—=6(g(x),9(y)) <e,

ce qui signifie bien que g est uniformément continue sur B.

Un résultat classique (cf Exercice 17) stipule qu'une application g : B —
F uniformément continue sur un sous-ensemble B d’un espace métrique K
s’étend de facon unique & l'adhérence B en une application uniformément
continue g : B — F. Notez qu'ici B = K.

Nous allons, pour conclure, montrer que (fy(;)) converge uniformément
sur K vers g. Comme A est équicontinue, il suffit de montrer que (fy(;))
converge simplement vers f sur K (cf Lemme 1.36). C’est le cas, par construc-
tion, en tout point de B. Si a € K \ B, on fixe (b;) € BN qui converge vers
a et on décompose

6(fue(a),gla)) < 6(fuuy(a); fug)(br)) +(fue) (0r), g(br)) + 0(g(bk), g(a)).

Etant donné ¢ > 0, on commence par fixer k tres grand de sorte que

6(g(br),g(a)) < /3 (continuité de g) et 0(fy(;)(a), fu)(br)) < /3 pour tout
J € N (équicontinuité de A). On utilise enfin la convergence simple de fy ;)
vers g au point b, pour trouver J € N tel que

J2J = 0(fu)(be), g(be)) < /3= 0(fy((a),g(a)) <e,
ce qui clot la démonstration. O

Remarque 1.35 Cette preuve est difficile mais trés instructive. Vous ne
regretterez pas le temps passé a bien la comprendre.

18. C’est une vérification fastidieuse que je vous recommande de faire en détail, cette
technique ”d’extraction diagonale” est fondamentale, nous la réutiliserons plusieurs fois.
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Lemme 1.36 Soit A C C°(K,F) une famille équicontinue et (f;) € AN.
La suite (f;) converge uniformément sur K si et seulement si elle converge
simplement.

Preuve. Bien entendu la convergence uniforme implique la convergence simple,
I'intérét réside ici dans la réciproque. Supposons donc que la suite (f;) converge
simplement vers une fonction f sur K et montrons que cette convergence est
en fait uniforme.

On commence par observer que f est continue en passant a la limite dans
la quantification de I’équicontinuité de A. Il s’agit donc de montrer que si
(z;) € KN converge vers un point a, alors f;(z;) tend vers f(a) (pourquoi
est-ce équivalent a la convergence uniforme de f; vers f sur K 7). Or

6(fi(zy), f(a)) < 6(f5(zy), fi(a)) +(fi(a), f(a)).

La quantité o(f;(x;), fj(a)) tend vers zéro par équicontinuité de A, tandis
que 0(f;(a), f(a)) tend vers zéro par convergence simple. O

Remarque 1.37 D’une certaine fagon [’équicontinuité est une condition
nécessaire pour qu’il y ait convergence uniforme, comme l'indique le théoréme
d’Arzela-Ascoli. Vérifiez, pour vous entrainer, que si (f;) € C°(K, F') converge
uniformément vers f, alors la famille A == {f;, j € N} est équicontinue.

1.5 Densité

Comme nous l'avons déja indiqué, un sous-espace vectoriel n’est pas
nécessairement fermé en dimension infinie. Nous présentons ici quelques résultats
célebres qui fournissent au contraire des exemples de sous-espaces vectoriels
(stricts) qui sont denses.

1.5.1 Sous-espaces de #(R)
Pour p € [1,400] on considere Iespace
E =PR):= {x = (z,) € RY| Z |z, P < +oo} :
n>0

muni de la norme

1/p
Ny(z) := (Z |g;n|p> .

n>0
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C’est un cas particulier d’espace LP(R, i) pour la mesure de comptage
[t =D ,500n. Nous laissons le lecteur vérifier que (£, N,) est un espace de
Banach (et méme de Hilbert pour p = 2). Considérons

F:=Vect{eY, j € N}

le sous-espace vectoriel des suites nulles & partir d’un certain rang, ot e\
désigne la suite de Kronecker dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la
7™ qui vaut 1. On a alors les résultats suivants :

Proposition 1.38 Le sous-espace F est dense dans (P(R). L’espace (P(R)
est séparable, c’est a dire qu’il admet un sous-ensemble dénombrable dense.

Preuve. Soit x € (P(R). On note V) la suite obtenue en conservant les
premieres coordonnées de x jusqu’a l'indice j, et en complétant par des co-
ordonnées nulles,

xglj):xnsi()gngj et xg)zosin>j.

Par construction (z9); € FY et

1/p
o) = (3 n) o

n>j+1

puisqu’il s’agit du reste (d’ordre j) d’une série convergente. Cela montre que
F est dense dans (P(R), N,).

Notons Fy le sous-ensemble de F' constitué des suites a coordonnées ra-
tionnelles. C’est un ensemble dénombrable qui est dense dans F' et donc
également dans ((R). Il s’ensuit que ¢?(R) est séparable. O

Remarque 1.39 Les exercices faisant intervenir les espaces (P(R) sont concep-
tuellement plus simples que leurs analogues sur les espaces LP(u) (pour des
mesures plus générales). Ils posent cependant de grandes difficultés a certains
car ils font intervenir des "suites de suites” : choisissez bien vos notations
pour distinguer les doubles indices.

On peut également considérer £ = (*°(R) I'ensemble des suites réelles

bornées muni de la norme
Noo() = sup [,
n>0

Le lecteur vérifiera que (E, N,) est encore un Banach, mais que I’adhérence
du sous-espace vectoriel F' des suites nulles a partir d'un certain rang est
I’ensemble ¢ des suites qui convergent vers zéro. Pouvez vous montrer que
(>(R) n’est pas séparable ?
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1.5.2 Théoreme de Weierstrass

Il existe de tres nombreux résultats d’approximations de fonctions données
par des polynomes. Nous commencons par I'un des plus simples :

Théoreme 1.40 (Weierstrass) Soit £ = CY([0,1],R) muni de la norme
Noo(f) = Supjg 1] |f|. Le sous-espace P des fonctions polynémiales est dense
dans (E, Nu).

Nous indiquons ici une démonstration élémentaire (mais astucieuse!) due
a Bernstein ' de ce théoréme d’approximation de Weierstrass 2°

Preuve. Etant donnée f € E, on considere les polynomes

Ba(x) = éc,';f (S) 2(1 = o),

ot C*k = m désignent les coefficients bindmiaux.
Nous alﬁons montrer que les polynémes B,, convergent uniformément vers
la fonction f sur l'intervalle [0, 1], i.e. Noo(f — B) — 0. Nous commengons

par établir quelques identités remarquables : pour tout = € [0, 1],

Z Crab(1 — )" " =1, Z kCExF(1 — )" = na
k=0 k=0

et .
Z E*CFa*(1 — 2)" % = n(n — 1)2* + na,
k=0

d’ou . N2 1 ) ,
k., k n—k _ U —X

Ces trois identités s’obtiennent en développant la formule du binome pour
(x 4+ y)™. Pour la premiere, il suffit de remplacer y par (1 — x). La seconde
s’obtient en dérivant une fois la formule du binome puis en remplacant y
par (1 — z). La troisieme s’obtient de fagon similaire en dérivant deux fois
la formule du bindéme et en remplacant y par 1 — x. Nous laissons le lecteur
effectuer ces manipulations (attention aux premiers indices dans les deux
dernieres sommes!). Notez que la derniére majoration provient de ce que
z(1 — ) est majoré par 1/4 sur l'intervalle [0, 1].

19. Sergei Bernstein, 1880-1968, mathématicien ukrainien.
20. Karl Weierstrass, 1815-1897, mathématicien allemand, ”pere de ’analyse”.
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Fixons & présent € > 0 et M = N (f). Rappelons que la fonction f est
uniformément continue sur U'intervalle [0, 1], on peut donc fixer a > 0 tel que

[z —yl <a=|f(z) = fFly)l <e/2.

Il résulte de la premiere identité que pour tout = € [0, 1],

ZCk F(1 =)k,

ainsi

@)= B@) = ZC’“ P /mlat (1= 2

< 2MZC’“ k( ""“+§ZC7’§;B’“(1—$)"—’“,
Iz

L:={ke0,n]||lx—k/n| <a}et ]} ={kel0,n]||lz—k/n|>a}.

La deuxiéme somme (qui correspond aux indices k tels que k/n est re-
lativement proche de x) est majorée par 1. Pour majorer (astucieusement !)
la premiere somme on observe que les indices de sommation considérés sont
tels que 1 < (z — k/n)?/a?, donc

1 < 1
kgh(1 — 2)nh < _ 20k k(1 _ ik <
E Crx = E(x k/n)*Cra"(1 —x)" " <

k=0

4an’
On fixe enfin N € N tel que M/2a*N < /2 pour obtenir
n>N=|f(x) — B,(z)| <e.
Cette majoration étant uniforme par rapport a x, la preuve est complete. [J
Ce résultat a de nombreuses généralisations, notamment le

Théoréme 1.41 (Stone-Weierstrass) Soit (K, d) un espace métrique com-
pact et A une sous-algébre de E = C°([0,1],R) qui sépare les points et
contient les constantes. Alors A est dense dans (E, Ny).
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1.5.3 Convolution

De nombreux résultats de densité s’obtiennent en utilisant une ”approxi-
mation de I'identité pour le produit de convolution”, i.e. une famille (x:)es0
de fonctions y. € C*(R",R) a support compact dans la boule (centrée a
Porigine de R") de rayon ¢, telles que [5, xc(t)dt = 1, et en considérant

fe(x) = frxe(z) = 5 F(t)xe(z — t)dt.

Observez que f. € C®(R",R) est bien définie dés que f € L; (R™).
Cette construction permet de montrer que le sous-espace des fonctions lisses
est dense dans de nombreux espaces vectoriels topologiques munis de leur
topologie "naturelle”, par exemple

— les fonctions f. convergent uniformément vers f sur tout compact

lorsque e décroit vers zéro si f est continue,

—si f e LP(R"), f. RGN f lorsque ¢ — 0,

— etc.

Nous renvoyons le lecteur au module ”Distributions” pour la construc-
tion des fonctions . ainsi que pour les propriétés de base du produit de
convolution. L’idée directrice est que la famille (x.) converge, au sens des
distributions, vers la masse de Dirac ¢ (a l'origine) qui est I’élément neutre
pour le produit de convolution, ainsi

fszf*Xséf*dzf'

Cette convergence a lieu au sens des distributions et il faut ensuite vérifier
qu’elle a également lieu pour les topologies plus fortes des espaces auquel f
appartient.

1.6 Exercices

Ne vous laissez pas impressionner par le nombre d’exercices. Les premiers
sont des rappels de Licence et les seconds tournent tous autour de la méme
question (montrer que tels espace vectoriel topologique est complet).

1.6.1 Rappels de topologie de Licence

Exercice 1 Montrer qu’une suite de réels positifs qui ne tend pas vers +oo
admet une sous-suite convergente.

Exercice 2 Montrer que N est fermé dans R (muni de sa valeur absolue).
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Exercice 3 Montrer qu’une suite de Cauchy admet au plus une valeur d’adhérence,
et qu’elle converge si et seulement si elle admet une valeur d’adhérence. En
déduire qu’un espace compact est complet.

Exercice 4 Montrer que sip,/q, € Q est une suite de rationnels qui converge
vers un irrationnel x € R\ Q, alors |p,| — +0o0.

Exercice 5 Montrer que Q est dénombrable et que R ne [’est pas.

Exercice 6
1) Montrer qu’une forme linéaire ¢ : R" — R est continue et méme
uniformément continue sur R™.

2) Montrer que f : x € R — 22 € R n’est pas uniformément continue sur
R. Montrer que g : x € R — H% € R est uniformément continue sur R.

3) Montrer que si f : R — R est uniformément continue sur R, alors il
existe des constantes a,b > 0 telles que

Vo e R, |f(x)] < alz|+b.

Exercice 7 Montrer qu’une application continue f : E — F entre deux es-
paces topologiques est séquentiellement continue®'. Montrer que la réciproque
est vraie si la topologie de E est métrisable.

Exercice 8 Soit f : (F,Ng) — (F,Np) une application linéaire continue
entre deuz espaces vectoriels normés. Montrer que la norme d’opérateur de
f peut s’exprimer de fagon équivalente

_ Nr(f(z)) _ Np(f(z))
HfH'70<NS;l(E)§1 Ne(@)  wowr Np@)

Exercice 9 Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Montrer que ’adhérence
d’une boule ouverte BO(a,r) est la boule fermée BF(a,r). Montrer que
Uintérieur d’une boule fermée BF(a,r) est la boule ouverte BO(a,r).

Exercice 10 Montrer qu’une famille équicontinue sur un espace métrique
compact est uniformément équicontinue.

Exercice 11 Soit (K,d) un espace métrique compact. Montrer que K est
séparable, c’est a dire qu’il existe une suite de points dense dans K.

21. i.e. continue le long des suites.
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Exercice 12 Soit (E,d) un espace vectoriel métrisable. Montrer que tout
sous-espace strict est d’intérieur vide.

Exercice 13 Soit E un espace vectoriel muni de la distance triviale,

1 s =
d(x,y):{o si xiz

1) Montrer que les boules ouvertes de rayon 1 sont fermées.
2) Montrer que les boules fermées de rayon 1 sont ouvertes.
3) Quels sont les ouverts et les fermés de E ¢

Exercice 14 Soit (E,d) un espace métrique. On note 6 := d/(1 + d).
1) Montrer que § est une distance sur E. Est-elle équivalente a d ¢
2) Montrer que (E,d) est complet ssi (E, ) ['est.

Exercice 15 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.
1) Montrer que toutes les normes sont équivalentes sur E.

2) Montrer que les compacts de E sont les fermés bornés.

Exercice 16 Soit (E, N) un espace vectoriel normé et F' C E un sous-espace
vectoriel de dimension finie. Montrer que F est fermé.

Exercice 17 Soit g : B — F une application uniformément continue sur
un sous-ensemble B d’un espace métrique (K, d), a valeurs dans un espace
métrique (F,§). Montrez qu’il existe une unique application uniformément
continue §: B — F telle que § = g sur B.

1.6.2 Exercices d’entrainement

Exercice 18 Soit (E, N) un espace de Banach et E' son dual topologique,
muni de la norme d’opérateur

()]
l[l] ;== sup :
z€E\{0} (ﬁ)

Montrer que (E,|| -||) est un espace de Banach.

Exercice 19 Soit E = C°([0,1],R) muni des normes Ny, Nu.
1) Montrer que (E, Ny) est complet.

2) Montrer que (E, Ny) n’est pas complet.
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Exercice 20 Soit = C°([0,1], R) muni de la norme Nuo(f) = sup,ejo | f ()]
Montrer que f,(x) = x™ définit une suite d’éléments de (E, Ny) qui n’est pas
de Cauchy. Est-elle de Cauchy dans (E,Ny) ¢ (E,N3) ¢

Exercice 21 Soit (K,d) un espace métrique compact et (F,5) un espace
métriqgue complet. On consideére

E :=C(K,F) muni de D(f,g) :=sup§(f(z), g(x)).

zeK

Montrer que (E, D) est un espace métrique complet.

Exercice 22 Soit E = C*([0,1],R). On note N(f) := Noo(f) + Nuo(f').
1) Montrer que (E, N) est un Banach.

2) Montrer que (E, Ny,) est un espace vectoriel normé non complet. Quel
est son complété ?

Exercice 23 On considére l'espace E = L'([0,1],R) des fonctions Lebesque-
intégrables, muni de la norme Ni(f) = fol |f| et F = L*0,1],R) C E.
1) Montrer que (E, Ny) est complet.

2) Montrer que (F, Ny) n’est pas complet.

Exercice 24 Soit (E,N) et (F,N') deuz espaces de Banach. On considére
G := L.(E, F) Uespace des applications linéaires continues de E dans Fmuni
de la norme d’opérateur

N(f(z)

£l = WP N @)

Montrer que (G,|| - ||) est un Banach. Utilise-t’on toutes les hypothéses ?

Exercice 25 Pour p € [1,400], on considére [’espace

P(R) := {x = (z,) € RY| Z |z, P < +oo}.

n>0

muni de la topologie associée a la famille dénombrable séparante p de semi-
normes p,(x) = |x,|, n € N.
1) Donner un exemple de suite qui converge vers la suite nulle dans

(P(R),p) mais pas dans ((P(R), N,), ou Ny(x) := (ano ]xn]p)l/p.
2) Montrer que l’espace ((P(R),p) n’est pas complet.
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Exercice 26 Soit I C R un intervalle ouvert et E = C°(I,R). On note K;
une suite exhaustive de compacts de I, p;(f) 1= sup,eg, | f;(2)| et on pose

d(f,g) = Zg—jM

= l+pf—9)

1) Montrer que d est une distance sur E qui en fait un espace complet.

2) Montrer qu’un ensemble A C E est borné si et seulement si pour tout
Jj €N, il existe M; > 0 tel que p;(f) < M; pour tout f € A.

3) Est-ce que E a la propriété de Borel-Heine ¢

1.6.3 Grands classiques

Exercice 27 Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Montrer que (E, N) est
complet ssi toute série absolument convergente est convergente.

Exercice 28 Soit (E,N) un espace de Banach et u € L.(E) un endomor-
phisme continu de norme ||u|| < 1. Montrer que

V= Zu" € L.F)

et en déduire que Id —u est un élément inversible de L.(E).

Exercice 29 Soit E = C°([0,1],R) muni de Noo(f) = sup,cpoq [f(2)]-

1) On considére N,(f) = (fol |f(z)|dx)"? pour p = 1,2. Montrer que
N1, Ny, Ny sont des normes sur E et qu’elles ne sont pas équivalentes.

2) Quelle est l’adhérence (pour chacune de ces normes) du sous-espace P
des fonctions polynomiales ¢

Exercice 30 Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et {e,,n € N}
une famille orthonormée. Montrer que la suite (e,)neny n'admet pas de sous-
suite convergente.

Exercice 31 Soit (E,||-||)) un espace vectoriel normé. Montrer que la norme
provient d’un produit scalaire si et seulement si elle vérifie lidentité du pa-
rallélogramme, i.e. pour tout x,y € F,

lz +yll* + llz = yl* = 2]l=]” + 2/l
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Exercice 32 On munit l'espace C*([0, 1], R) de la topologie T associée a la
famille dénombrable séparante de semi-normes

pi(f)=Y_ sup [fO(x)].

i—0 T€[—J,+J]
Montrer que l’espace (C*([0,1],R),T) est un espace de Fréchet qui a la

propriété de Borel-Heine.

Exercice 33 Soit H := {z = (z,) e RN/ > |z,|* < +00} muni de
(x,y) == Zmnyn

1) Vérifier que (H,()) est un espace de Hilbert.
2) Soit ¢ € H. Montrer que le cube de Hilbert,

Q. :={x € H/|x,| < |cu| pour tout n € N}
est compact.

Exercice 34 Soit F C C°([0,1],R) un sous-espace de dimension finie. Mon-
trer qu’une suite d’éléments de F' converge uniformément si et seulement si
elle converge simplement.

Exercice 35 Soit E = C°([0,1],R) muni de la norme sup. Mq l’ensemble
B:={s"€ E/neN}
est un fermé borné de (FE, Ny ) qui n'est pas compact.
Exercice 36 Soit Lip C E = C°([0,1],R) le sous-espace des fonctions Lip-
schitziennes. On note Lip(C) le sous-ensemble des fonctions f telles que
f(x) = f(y)l < Cle —yl, Yo,y € [0,1].
1) Montrer que Lip(C') est équicontinue.
2) Montrer que Lip(C) est fermé dans (E, Nuo).

3) Montrer que si (f,) € Lip(C)N converge simplement vers une fonction
f, alors f € Lip(C) et f, converge uniformément vers f sur [0, 1].

4) Montrer que Lip est d’intérieur vide dans (E, Ny).

Exercice 37 En utilisant le théoreme de Weierstrass, montrer que [’espace
(C°([0,1],R), N4) est séparable.

Exercice 38 Soit (E,, N,) une suite décroissante d’espaces de Banach, i.e.
tels que B,y C E,. On munit E := Ny>oE, de la famille de semi-normes
p ={N,, n € N}. Montrer que (E,p) est un espace de Fréchet.

Quels exemples vus jusqu’ici relévent de cette construction ?
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Chapitre 2

Les théoremes de Banach

Ce chapitre présente les théoremes principaux d’Analyse fonctionnelle
(théoreme de Banach-Steinhaus, de I'application ouverte et du graphe fermé)
établis par I’école mathématique polonaise dans la premiere partie du vingtieme
siecle. Tous reposent sur le lemme de Baire qui a de nombreuses autres ap-
plications en analyse.

Pour simplifier la présentation, nous énongons et démontrons ces résultats
dans le cadre des espaces de Banach. Ils sont cependant tous valables dans
celui des espaces de Fréchet et nous encourageons le lecteur a essayer de les
démontrer dans ce cadre apres une premiere lecture, afin d’approfondir sa
compréhension des raisonnements (plusieurs références indiquées a la fin se
placent ce cadre plus général).

2.1 Le lemme de Baire

2.1.1 Le grand théoreme de Baire

Le résultat suivant, dit & Baire !, est la clef de voiite de plusieurs résultats
fondamentaux d’Analyse (fonctionnelle ou non).

Lemme 2.1 Soit (E,d) un espace métrique complet et (Op)nen une suite
d’ouverts dense dans E. Alors N,enO,, est encore dense dans E.

Remarque 2.2 [l est crucial de considérer une famille dénombrable d’ou-
verts. Les ensembles O, := R\ {x} forment une famille non dénombrable
d’ouverts denses de R dont ["intersection est vide,

ﬂOaz:@7

rzeR

1. René-Louis Baire, 1874-1932, mathématicien francais.
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donc non dense!

Remarque 2.3 En passant aux complémentaires, [’énoncé devient : dans un
espace métrique complet, une union dénombrable de fermés d’intérieur vide
est encore d’intérieur vide.

L’hypothese de complétude est également cruciale : si P désigne [’en-
semble des fonctions polynomiales sur [0,1] @ valeurs réelles, muni de la
norme Noo(P) 1= supyq; | P|, observez que

P = U Pn, avec P, :={P € P, deg P < n},
neN
est un exemple de réunion dénombrable de fermés (sous-espaces de dimension
finie) d’intérieur vide (sous-espace strict) qui n’est pas d’intérieur vide.
Vous vérifierez dans I’FExercice 39 qu’on peut remplacer ’hypothese ”com-
plet” par "localement compact”.

Preuve. Soit B une boule ouverte de E. Il s’agit de montrer que B N # (),

ou l'on a posé
Q:= () On
neN
Comme Oy est dense, il rencontre B, on fixe g € BN Oy. Comme BN Oy
est ouvert, on peut fixer o > 0 tel que B(xg,2rg) C B N Og, en particulier

B(ZL‘O,T()) Cc Bn O().

Quitte & diminuer ry, on ne perd rien & supposer que ry < 1 =279,
Comme O est dense, I'intersection Oy N B(xg, ro) est un ouvert non vide.
On peut donc fixer z; et 0 < r; < 27! tels que

B(xl,rl) C B(Zl’o,T()) N 01.

On continue par récurrence sur n € N, fixant ainsiz, € Fet 0 <r, < 27"
tels que

B(zpi1,7n+1) C B(xp,m0) N Opyy.

Observons que la suite (x,,) est de Cauchy, car par construction pour tout
p>0, x4y € B(zy,,ry), donc

d(Tppp, Tp) <1y <277
Comme FE est complet, (z,) converge, on note a € E sa limite. On obtient
VneN, a€ By, ) C Opy,
donc a € Q. De plus a € B(zg,79) C B, donc BNQ # () n'est pas vide. 0O
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2.1.2 Terminologie

Un espace topologique est dit de Baire si toute intersection dénombrable
d’ouverts dense est dense. Nous venons de montrer qu'un espace métrique
complet est de Baire, vous vérifierez dans I’Exercice 39 qu’'un espace loca-
lement compact est également un espace de Baire. Par contre 1’espace des
fonctions polynomiales n’est jamais un espace de Baire si on le munit d’une
norme (voir Exercice 40).

Rappelons qu'une intersection dénombrable d’ouverts n’est, en général,
pas un ouvert (pouvez vous donner un exemple?). Une telle intersection
s’appelle un Gs. De fagon similaire, on appelle F,, une union dénombrable de
fermés. Notez que 'ensemble [0, 1] est a la fois un Gy et un F,, dans R (muni
de sa topologie usuelle).

Il existe toute une terminologie qui vise a distinguer les ensembles en
fonction de leurs propriétés topologiques de plus en plus fines. Il n’est pas
nécessaire que vous appreniez tout ce vocabulaire, en voici un petit échantillon :

— un ensemble est dit maigre s’il est contenu dans une union dénombrable

de fermés d’intérieur vide (on dit aussi qu'il est de premiére catégorie) ;

— les ensembles qui ne sont pas maigres sont de deuxieme catégorie;

— un ensemble est un résiduel si son complémentaire est maigre.

Attention ! Le lemme de Baire permet de montrer que certains sous-ensembles
sont ”topologiquement gros” (inclus dans un G5 dense). Il se peut néanmoins
que ceux-ci soient de mesure nulle pour le mesure de Lebesgue. Voici un
exemple a méditer :

Exemple 2.4 Rappelons qu’une fonction p : R — R est dite semi-continue
supérieurement (s.c.s.) si

VeeR, {zr e R|p(z) <c}

est un ouvert de R. Le lecteur vérifiera qu’une limite décroissante de fonctions
s.c.s. est encore s.c.s. Fizons (a,) une suite de points dense dans [0,1] et
considérons

o GRHZT"log\x—arJ € R.

n>0

C’est une fonction s.c.s. (limite décroissante, sur tout compact, de fonctions
s.c.s.) dont le lecteur vérifiera qu’elle est localement intégrable sur R. Il s’en-
suit que l’ensemble

P:={z € R|p(x) = —00} = [ |{z € R|p(z) < —N}

NeN
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est un Gs dense dans [0,1] (puisqu’il contient tous les points a;) qui est
toutefois de mesure de Lebesque nulle.

Observez que P n’est pas dénombrable (il contient donc beaucoup d’autres
points que les a;), sinon on pourrait numéroter ses éléments P = {b,, n € N}
et aboutir a une contradiction car Oy = {z € [0,1]|p(x) < =N} \ {bn} est
encore un ouvert dense de [0,1] et

([ Ov=[{zeRp(z) < —N}\P =10

n'est alors pas dense dans [0, 1], contredisant le lemme de Baire.

2.1.3 Applications

Il y a de tres nombreuses applications du lemme de Baire. Celles qui nous
intéressent principalement dans ce module vont étre données dans les sec-
tions suivantes. En voici deux supplémentaires, pour alimenter votre culture
générale et aiguiser votre appétit !

Proposition 2.5 Soit I C R un intervalle. Une limite simple f de fonctions
continues f, : I — R est continue sur un Gs dense.

Notez en particulier que si une fonction f : I — R est dérivable, alors sa

fonction dérivée A 1n) — ()
/ . z+1/n)— f(x

est automatiquement continue sur un Gy dense, car elle peut s’écrire comme
limite simple de taux d’accroissements continus.

Preuve. Voici une esquisse de preuve que je vous recommande de compléter.
Considérons

Fop= () {z €L |fo(x) — fy(x)| < 1/k}.

p,g>n

Pour tout k € N*, les F,  sont des ensembles fermés (intersections de
fermés) dont la réunion (en n € N) est égale a I, puisque (f,) converge
simplement vers f. Il résulte donc du lemme de Baire que

Qk = U IIlt(ka)

neN

est un ouvert dense de I (ici Int(F) désigne l'intérieur de I'ensemble F).
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Le lecteur vérifiera que pour tout x € €, il existe un voisinage V, C [
surlequel f vérifie,

Yy e Vo, [f(2) = fy)l <

Il s’ensuit que 2 := (7,5, O est un G5 dense (encore le lemme de Baire) tel
que f est continue en tout point de €. Il

> w

Proposition 2.6 Soit E :=C°([0,1],R) muni de Noo(f) = supjgy | f], et
R :={f € E|f nest nulle part dérivable}.

Alors R est dense dans (E, Ny).

Pour information, c’est Weierstrass (encore) qui a le premier donné un
exemple explicite de fonction continue nulle part dérivable. Sauriez vous
démontrer ce résultat (avec ou sans le lemme de Baire) et étre un peu plus
précis ?

2.2 Le théoreme de Banach-Steinhaus

2.2.1 Théoréme de la borne uniforme

Théoréme 2.7 (Banach-Steinhaus) Soit E, F' deux espaces vectoriels normés
et (T,)aca une famille d’éléments de L.(E, F'). On suppose que E est complet
et on note
B:={xe€FE| sugHTa(x)H < +o00}.
ac

Alors soit B est maigre, soit B = FE et dans ce cas

sup ||T,|] < +o0.
acA

Lorsque B = E on obtient ainsi que si la famille d’opérateurs (7},)aca
est ponctuellement bornée, alors elle est uniformément bornée, d’ou1 le nom
parfois donné de théoreme de la borne uniforme.

Remarque 2.8 Il existe de nombreuses variantes de ce résultat di a S. Banach
et W.Steinhaus? publié en 1927. Le lecteur pourra consulter le livre de Rudin
a ce sujet.

2. Hugo Steinhaus, 1887-1972, mathématicien polonais.
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Preuve. Considérons les ensembles

Ey = {z € B| swp||T,(a)]| < N} = (| {= € BI|[To(a)]| < ).

acA

Ce sont des fermé de E (intersection de fermés) tels que B = UnenFEy.

Soit chacun de ces fermés est d’intérieur vide, dans ce cas B est maigre;
soit on peut trouver Ny € N tel que Ey, est d’intérieur non vide. Fixons
a € E et ¢ > 0 tels que B(a, ) est contenue dans lintérieur de Ey,, cela
signifie

Vo€ AVr € B, ||z|]| <1 = ||Ta(a + cx)|| < Np.

On en déduit que

| Ta(e)|] < [[Ta(a)ll + |[Tala + ex)]] < 2N,

puis
2Ny
sup sup ||To(z)]] < —,
acA ||z||<1 €
qui est le controle uniforme souhaité. O

2.2.2 Conséquences

La conséquence la plus remarquable et la plus utile est la suivante :

Corollaire 2.9 Soit E un Banach, F' un espace vectoriel normé et (T),)nen €
L(E, F)N une suite d’applications linéaires continues. On suppose que pour

tout x € E, la suite (T,,(z), converge vers une limite notée T'(x) € F.
Alors T € L.(E,F).

Autrement dit, une limite simple d’opérateurs continus (sur un espace
complet) est automatiquement continue.

Voici une autre application classique du théoreme de Banach-Steinhaus.
Etant donné (E, N) un espace de Banach, nous laissons le lecteur vérifier
dans I'Exercice 46 qu'une forme bilinéaire ¢ : (E, E') — R est continue si et
seulement s’il existe C' > 0 telle que

V(z,y) € Ex E, |p(x,y)] < CN(x)N(y).

Proposition 2.10 Soit (E, N) un espace de Banach et ¢ : E x E — R une
forme bilinéaire. Alors ¢ est continue si et seulement si elle est séparément
continue.
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Preuve. Supposons que ¢ est séparément continue et considérons (z,,y,)
une suite de points qui converge vers (0, 0). Il s’agit de montrer que ¢(x,,, yy)
converge vers 0. Posons

On Yy € B p(z,,y) €R.

Comme ¢ est séparément continue, les ¢,, sont des formes linéaires conti-
nues sur £ (continuité en y, a x fixé). Comme (x,) tend vers zéro, la suite
(en(y))n converge vers zéro pour tout y fixé (continuité de ¢ en x, a y fixé).

Il résulte du théoreme de Banach-Steinhaus que la suite des normes
d’opérateurs (||¢n||)n est bornée, i.e. il existe C' > 0 telle que

ln(y)]
l@nll == sup <C
yeE\{0} N(y)

d’ou en particulier
v €N, |o(zn, yn)| < CN(yn),

ce qui montre la continuité en (x,y) de ¢.
L’autre implication est immédiate. Il

2.3 Le théoreme de ’application ouverte

2.3.1 Applications ouvertes

Définition 2.11 On dit qu’une application f : E — F entre deux espaces
topologiques est ouverte en un point a € E si l'image f(V') de tout voisinage
ouvert V' de a est un voisinage ouvert de f(a).

On dit que f est ouverte si elle est ouverte en tout point, i.e. si l'image
de tout ouvert est un ouvert.

Lorsque f est bijective, elle est ouverte si et seulement si I'application
réciproque f~1 est continue.

Lorsque f est linéaire, elle est ouverte si et seulement si elle est ouverte
a lorigine, si (E, Ng) et (F, Nr) sont de plus des espaces vectoriels normés,
f est ouverte si et seulement si il existe ¢ > 0 telle que

T(BE(OE, 1)) D) BF(OF,C).
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Exemple 2.12 L’application
fizeR—2*€eR

n'est pas ouverte en zéro puisque f(] —1,4+1[) = [0, 1] n'est pas un voisinage
ouvert de zéro. FElle est cependant ouverte en tout point a € R*.

Plus généralement il résulte du théoreme d’inversion locale qu’une appli-
cation f € C1(R,R) est ouverte en tout point a tel que f'(a) # 0.

Nous rappelerons au Chapitre 3 qu'une fontion holomorphe f : Q2 — C
sur un ouvert connexe ) de C est soit constante, soit ouverte (conséquence
du principe des zéros isolés).

Quant au cas d'une application linéaire en dimension finie f : ' — F', je
vous encourage (Exercice 41) a vérifier qu’elle est ouverte si et seulement si
elle est surjective.

2.3.2 Le théoréme

Théoreme 2.13 Soit E, F deux espaces de Banach et T : E — F une
application linéaire continue. Si T est surjective alors elle est ouverte, i.e. il

existe ¢ > 0 telle que
T(Bg(0,1)) D Bg(0,c).

Ce "Théoreéme de I'application ouverte” est di & Banach et Schauder 3.

Preuve. C’est la preuve la plus difficile de ce chapitre, travaillez la bien ! Nous
allons procéder en deux étapes.

Etape 1. Nous allons montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que la boule ouverte
(centrée en Op) de rayon 2c est contenue dans l'adhérence de 'image de la
boule unité,

La démonstration est tres proche de celle du théoreme de Banach-Steinhaus,
nous allons utiliser le fait que T est linéaire et surjective, et que F' est complet.

Posons, pour n € N, F,, := T(Bg(0,n)). Ce sont des fermés de F' tels que
UpenF, = F, puisque T est supposée surjective. Le lemme de Baire garantit
donc que 'un au moins de ces fermés est d’intérieur non vide, disons Fy. On
fixe donc a € F et ¢ > 0 tels que

IBF(G,€) C Fy, = T(EE(O, 8))

3. Juliusz Schauder, 1899-1943, mathématicien polonais.
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Par symétrie, a et —a sont dans Fj, donc
Br(0,6) = —a+ Bp(a,e) C 2F, = T(Bg(0,2s)).
On en déduit que Br(0,2¢) € T(Bg(0,1)) avec ¢ = £/4s.
E’tape 2. Nous allons a présent ”oter I'adhérence” et montrer que
Br(0p,c¢) C T(Br(0g,1))

en utilisant (2.1), la continuité de T' (et & nouveau son caractere linéaire),
ainsi que le caractere complet de E.

Soit y € Br(0p, ¢). Nous allons fabriquer zo, = lim z,, € Bg(0g, 1) tel que
y = T'(z) en procédant par approximation. Il résulte de (2.1) que I'on peut
trouver zp € Bg(0g, 1/2) tel que

Np(y — Txo) < ¢/2.
Notez en effet que par homogénéité, (2.1) est équivalent a
Br(0,2cr) C T(Bg(0,r)), (2.2)

quelque soit r > 0. Nous venons d’utiliser ici cette information avec r = 1/2.
Posons yo = y et 413 = yo — Tzg € Br(0,¢/2). Cettte méme information
(utilisée avec r = 1/4) assure que I'on peut fixer x; € Bg(0g, 1/4) tel que

Np(yy — Txy) < ¢/4.

On pose ys = y; — T'x1 et on continue par récurrence en construisant pour
tout n € N,

x, € Bg(0, 2_(”+1)) et y, € Br(0,c27") tels que Y11 = yp — Txp.

Observons que la série de terme général x,, est absloument convergente,
donc convergente car E est complet. On note z, = Z?:o x; sa somme partielle
et 2, sa limite. Il résulte de la continuité et de la linéarité de T que

n—+o0o n—+4o00 &

T(200) = lim T(z,) = lim ZT(xj) =y

car Ypi1 = Yp — Tz, converge vers Op. On vérifie enfin que z,, € Bg(0g, 1)

car
Np(zs) <Y Np(ay) < Y270+ =1,

>0 >0
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2.3.3 Applications

La conséquence suivante du théoreme de 'application ouverte est appelée
"théoreme d’isomorphie de Banach”.

Corollaire 2.14 Soit T : E — F wune application linéaire bijective entre
deux espaces de Banach. Si T est continue, alors T~ 'est également, donc
T est un homéomorphisme.

Un cas particulier utile de ce résultat concerne le cas ou F' = E est muni
de deux normes différentes. On considere 'application identité

T:ZL’G(E,Nl)'—)LUG(E,NQ)

qui est bien sur linéaire et bijective et on suppose que la norme N; domine la
norme Ny de sorte que T est continue. Il résulte du corollaire précédent que si
(E, Ny) et (E, Ny) sont complets, alors les normes Ny et Ny sont équivalentes.
De fagon alternative, si la norme N, ne domine pas la norme Ny, 'un au
moins des espaces (E, Ny), (E, N3) n’est pas complet.
Nous renvoyons le lecteur a I'Exercice 50 pour une utilisation de ce type
de raisonnement.

Voici une autre application typique du théoreme de I’application ouverte.

Proposition 2.15 Soit E un sous-espace vectoriel fermé de (C°([0, 1], R), Nu).
On suppose que E est constitué de fonctions continument différentiables.
Alors E est de dimension finie.

Preuve. On note N(f) = Noo)(f) + Noo)(f’) la norme naturelle sur 'espace
C'([0,1],R). Rappelons (cf Exercice 22) que (C'([0,1],R), N) est complet.

Observons que E est également fermé dans (C'([0,1],R), N). En effet, si
une suite (f;) € EN converge vers f dans (C'([0, 1],R), N), i.e. N(f;—f) — 0,
alors en particulier N(f; — f) — 0, donc f € E car E est fermé dans
(C°([0,1],R), Ny).

I1 s’ensuit que les espaces (E,N) et (E, N) sont des Banach et que
I’application identité

fe(E,N)— fe(E Ny

est continue bijective (puisque N domine N.,). Le théoréeme de I'applica-
tion ouverte garantit alors que ces deux normes sont équivalentes sur F, en
particulier il existe C' > 0 telle que

VfEE, No(f') < Nu(f)
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Il s’ensuit que la boule unité fermée B (1) est équicontinue puisque

Vf €Bp(1),Va,y € [0.1], |f(x) = f(y)l < Noo(f)lz —y| < Clz —yl.

Comme Bg(1) est également fermée et bornée, le théoreme d’Arzela-
Ascoli assure que Bg(1) est compacte. Enfin le théoréme de Riesz nous permet
de conclure que E est de dimension finie. Il

2.4 Le théoreme du graphe fermé

2.4.1 Le théoréeme

Théoreme 2.16 Soit E,F deux espaces de Banach et T : E — F une
application linéaire. On note I'r := {(z,y) € E x F'|y =T (x)} le graphe de
T dans E x F muni de la topologie produat.

Alors T est continu si et seulement si I'r est fermé dans E x F.

Preuve. Notez qu’il est simple et toujours vrai que le graphe de T est fermé
dés lors que T est continu : si (z,,y,) € ['r converge vers (a, b), alors

Yo = T(2,) — T(a) =1,

donc (a,b) € I'r.
C’est donc la réciproque qui nous intéresse ici et qui requiert la linéarité
et les hypotheses de complétude. Supposons que 'y est fermé et notons

N(z,y) == Ng(z) + Nr(y)

le norme produit. Rappelons que (E x F, N) est un Banach (nous incitons le
lecteur a le vérifier!). Considérons la projection

7 (z,y) € (I'r, N)— x € (E, Ng).

C’est une application linéaire bijective entre deux espaces de Banach, puisque
['7 est un sous-espace vectoriel fermé de E x F'. Elle est continue car

V(z,y) € Iy, Np(r) < N(z,y) = Ng(x) + Ne(y).

Le théoreme de I'application ouverte garantit alors que 7 est un homéomorphisme,

i.e. il existe C' > 0 telle que
en particulier Np(y) = Np(Tz) < CNg(x), i.e. T est continue. d
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2.4.2 Applications

Le gain obtenu grace au théoreme de graphe fermé est le suivant. Pour
montrer qu'une application linéaire est continue a l'origine, il faut montrer
que si x,, tend vers 0, il en est de méme de T'z,, (on se place dans le contexte
des espaces vectoriels normés). En principe, on ne sait rien a priori de la
suite (T'z,) (elle pourrait étre non bornée, etc). Le théoreme du graphe fermé
(lorsqu’on peut I'appliquer) permet de se ramener au cas ou la suite (T'z,,)
est convergente, disons de limite b, et il ne reste plus qu’a vérifier que cette
limite b est nulle.

Une conséquence tres utile fait appel a la notion de topologie faible que
vous verrez plus tard : une application linéaire est continue (pour la topologie
forte) si et seulement si elle est continue pour la topologie faible.

Nous illustrons ceci sur un exemple classique :

Proposition 2.17 Soit H un espace de Hilbert et T : H — H un endomor-
phisme symétrique, i.e. tel que

Ve,ye H, (Tx,y) = (z,Ty).

Alors T est continu.

Preuve. On est en mesure d’utiliser le théoreme du graphe fermé, il suffit
donc de montrer que le graphe I'y de T" dans H x H est fermé. Soit donc
(2, yn) € T} une suite qui converge vers (a,b) € H x H. On doit montrer
que b = Ta, sachant que y, = Tx,. Notez qu’on peut changer (z,,y,) en
(x,yh) = (xn —a,y, —Ta) € T'r et (a,b) en (0,V') avec b’ = b — Ta, pour se
ramener au cas ou a = 0. Il s’agit alors de montrer que ' = 0.

Comme T est symétrique, il résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

(b, Tary)| = [TV, )| < (|TV| - [z || = 0.

Or Tz!, converge vers V', donc [(b', T'z!)| converge vers ||V/||?, dott ¥ = 0. O

2.5 Exercices

Exercice 39 Soit (E,T) un espace topologique localement compact?, i.e. un
espace topologique séparé tel que tout point admet un voisinage compact.

Montrer que (E,T) est un espace de Baire. Montrer que si E est un
espace vectoriel normé, alors il est de dimension finie.

4. Les espaces localement compacts admettent un compactifié d’Alexandrov, est-ce que
cela figure dans votre cours de Topologie de Licence ?
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Exercice 40 Soit (E,N) un espace de Banach de dimension infinie et B =
{en,n € N} C E une famille (algébriquement) libre.

1) Montrer que F,, := Vect{e; /0 <j < n} est un fermé d’intérieur vide.
2) En déduire que E n’admet pas de base (algébrique) dénombrable. Qu’en
déduisez vous pour P, l’ensemble des fonctions polynomiales sur [0, 1] 2

Exercice 41
1) Montrer qu’une application linéaire f : R — R est ouverte ssi f(1) # 0.

2) Soit E, F deux espaces vectoriels normés avec E de dimension finie.
Montrer qu’une application linéaire f : EE — F' est ouverte si et seulement si
elle est surjective.

Exercice 42 Soit f : E — F une application linéaire entre deuxr espaces
vectoriels normés.
1) Montrer que si f est ouverte alors elle est surjective.

2) Donner un exemple d’application surjective non ouverte. Est-ce en
contradiction avec le théoreme de application ouverte ?

Exercice 43 Montrer que L*([0,1],R) est maigre dans E = (L'([0,1],R), Ny)
de trois manieres différentes :
1) En considérant I,, = {f € E/ fol |f|> < n} et le théoréme de Baire.

2) En utilisant le théoréme de lapplication ouverte et l'injection L? — L',

3) En considérant les formes linéaires o, : f € E fol ft)gn(t)dt € R
ol gn = nlyy,-3 et le théoréme de Banach-Steinhaus.

Exercice 44 Soit p € [1,+00]. On se donne (a,) une suite de réels telle que

Vo € P(R), Y lan||za| < +o0.

n>0

Montrer que a € t4(R) ot 1/p+1/q=1.

Exercice 45 Montrer que ’ensemble des fonctions Lipschitziennes est maigre
dans C°([0,1],R) (muni de la norme sup).

Exercice 46 Soit E un Banach et ¢ : Ex E — R une application bilinéaire.
1) Montrer que ¢ est continue ssi il existe C > 0 telle que

oz, )| < Cllzl[ |yl Vo, y € E.
2) Montrer que p est continue ssi elle est séparément continue.
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3) Donner un exemple d’une application (non linéaire) ¢ : R x R — R
séparément continue qui n’est pas continue.

4) Soit P l'ensemble des applications polynomiales sur [0,1] a valeurs
réelles, muni de la norme Ny(f) = fol |f|. Montrer que

CD:(f,g)EPXPH/lfQE]R
0

est bilinéaire, séparément continue, mais pas continue.

Exercice 47 Soit E un sous-espace vectoriel fermé de L'([0,1],R) (muni

de sa topologie "naturelle” associée a la norme Ni(f) = fol |f]). On suppose
que pour tout f € E, il existe py > 1 tel que f € LP/([0,1],R). Montrer qu’il
existe p > 1 tel que

E c LP(]0,1],R).

Vérifiez que le graphe de l’application
O fe(E,N)— fe(LP(0,1],R),N,)
est fermé et en déduire qu’il existe C' > 0 telle que
VfeE, Ny(f) <CNi(f).
Exercice 48 Soit H un espace de Hilbert et T un endomorphisme positif,
(Tx,z) > 0 pour tout x € H.

1) Montrer que si ||x,|| — 0 alors (T'x,,y) — 0 pour tout y € H.
2) Montrer que si (x,) converge vers 0 et T'z,, converge versb, alorsb = 0.

3) En déduire que T est continu.
Exercice 49 On considere
E:={fec>(0,1,R)|Vk € N, f®(0) = f®(1) = 0}
muni du produit scalaire (f, g) = fol fg. Montrer que l'application linéaire
T:feE—f ek

est antisymétrique mais n’est pas continue. Qu’en déduisez vous ¢
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Exercice 50 Soit H un sous-espace de L*([0,1],R) qui est fermé pour la
topologie induite par la norme Ny. On suppose que H C C°([0,1],R).

1) Mq H est fermé dans C°([0, 1], R) pour la topologie induite par N .
2) Montrer que les normes Ny et Ny, sont équivalentes sur H.

3) Montrer que pour tout x € [0, 1] il existe un unique g, € H tel que

£(@) = (f.00) = /0 F(t)gu ()L, Yf € H.

Vérifier que Na(g,) < A ot A > 0 est telle que Noo < ANy sur H.
4) Soit (f;) une base hilbertienne de H. Montrer que pour tout x € [0, 1],

Z\fj(fl?)|2 < A?

et en déduire que H est de dimension finie.

Exercice 51 Soit (K,d) un espace métrique compact et E := C°(K,R")
muni de la norme Noo(f) = sup,ex ||f(2)]|. Soit F C E un sous-espace
vectoriel fermé qui est constitué de fonctions holderiennes.

1) Montrer qu’il existe o« > 0 tel que toutes les fonctions de E sont a-
holderiennes et qu’il existe C' > 0 telle que

1 (2) = fw)ll
d(z,y)*

2) En déduire que E est de dimension finie.

Vfe EVr,y € K,

< CNx(f).
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Chapitre 3

Espaces de fonctions
holomorphes

L’objectif de ce court chapitre est de compléter brievement le module
d’Analyse complexe que vous avez suivi en Licence, en insistant sur les ques-
tions de topologie. Nous en profitons également pour décrire (enfin!) des
exemples d’espaces vectoriels sur C, ce qui vous permettra de vous rendre
compte des petites modifications a apporter aux exemples et énoncés vus
jusqu’ici pour les faire fonctionner sur C.

3.1 Rappels sur les fonctions holomorphes

3.1.1 Fonctions D.S.E

Définition 3.1 Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction lisse,
f € C>®(I,R). On dit que f est développable en série entiére (D.S.E.) en
xo € I si la série de Taylor

x — x0)’

) (2
5Ty () = 30 L0

>0

admet un rayon de convergence (strictement) positif et coincide avec f au

voisinage de xo. On note
C*(1,R)

l’ensemble des fonctions D.S.E. au voisinage de chaque point xg € I.

On dit également que les fonctions de C¥(I,R) sont analytiques (réelles).
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Exemple 3.2 Beaucoup de fonctions “usuelles” sont D.S.FE, c’est le cas par
exemple de l’exponentielle f : x € R — e* € R. On vérifie en effet aisément
que .
STyo(x) = Z ﬁxj
Jj=0

admet un rayon de convergence infini et satisfait I’équation différentielle y =
y avec condition initiale y(0) = 1. Elle coincide donc avec f.

Une méthode alternative et systématique pour montrer qu’une fonction est
D.S.E. est d’utiliser une formule de Taylor avec reste (par exemple intégral,
la connaissez vous ?!), et de montrer que le reste tend vers zéro lorsque l'ordre

tend vers ['infina.
Exemple 3.3 La fonction f: R — R définie par f(0) =0 et
f(z) =exp(—1/2%) siz #0

est lisse. Sa série de Taylor en zéro est identiquement nulle (le rayon de
convergence est donc strictement positif et méme infini!) mais ne coincide
pas avec f hors de zéro : cette fonction n’est donc pas D.S.E. en zéro.

Exemple 3.4 La fonction f: R — R définie par

f(x) = Z cos(2"x)

n!
n>0

est une fonction lisse, dont la série de Taylor en zéro a un rayon de conver-
gence nul, elle n’est donc pas D.S.E. en zéro.

3.1.2 Cauchy et Weierstrass

Soit @ C C un domaine (ouvert connexe non vide) et f : 2 — C une fonc-
tion de classe C' (i.e. continiment différentiable en deux variables réelles).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. le taux d’accroissement L= aqmet une limite lorsque z — zp;

zZ—20
2. 0f =0 (équation de Cauchy-Riemann!);
3. f est localement D.S.E. en 2y (point de vue de Weierstrass) ;

4. f vérifie la formule de Cauchy : pour tout disque D(a,r) CC €,

(oo L[ 0

2T Jopan C—2

1. Bernhard Riemann, 1826-1866, I'un des plus grands mathématiciens allemands.
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Observons que (1) et (2) sont clairement équivalentes et indiquent toutes
deux que la différentielle D f est C-linéaire. Le lecteur se convaincra facile-
ment que (4) = (3) = (2). Montrer que (1) (ou (2)) implique (4) constitue le
coeur de la théorie de Cauchy : profitez de 'occasion pour revoir votre cours
de L3 de fonctions holomorphes!

Weierstrass

Le point de vue de Weierstrass donne immédiatement que f est lisse et
méme analytique. Il permet d’obtenir également le principe des zéros isolés.

Proposition 3.5 Soit 2 C C un domaine. Une application holomorphe f :
Q) — C est soit constante, soit ouverte.

Preuve. Soit zy € 2, disons zy = 0 pour simplifier les notations. Soit les
dérivées de f en zy = 0 s’annulent a tout ordre et alors f est constante, soit
on peut trouver m € N* tel que

f(z) = £(0) + 2"g(2)

ou g € O(Q) est telle que g(0) # 0.

On peut définir localement (au voisinage de zéro) une branche du loga-
rithme de g, i.e. définir A holomorphe au voisinage de zéro telle que g(z) =
exp h(z). Considérons alors

®(2) := zexp(h(z)/m).

C’est une fonction holomorphe bien définie au voisinage de zéro, telle que
®’'(0) # 0. Le théoreme d’inversion locale garantit que ® est un biholo-
morphisme local en zéro, en particulier, elle est ouverte. Du coup g(z) =
g(0) + (®(2))™ est ouverte comme composée d’applications ouvertes. [

Cauchy

La formule de Cauchy donne des informations précieuses sur les propriétés
topologiques des sous-ensembles de O(2). Soit D = {¢ € C||¢| < 1} le
disque unité et f une fonction holomorphe au voisinage de D, alors

1 27 f(ezé)dg

f(2)

Y

2 J, e? —z
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pour tout z € D, donc

£2) 1 /07r (f(e’ )do

~or et — 2)2
Fixons 0 < r <1let z € D(0,r) CC D. Il vient

L[| f(e”])dd
J

1F'(2)] < A=

= o
d’ott

1
sup |f'| < ——5sup|f].
D(O,r)| | (1-7)?2p /]

Nous laissons le lecteur obtenir une formule analogue pour deux cercles
concentriques de centre et de rayons arbitraires. En recouvrant un compact
K C 2 par un nombre de tels disques, on obtient ainsi la tres utile

Proposition 3.6 Soit K, L deux compacts de €2 tels que K est contenu dans
Vintérieur de L. Il existe Ck,, > 0 telle que pour toute f € O(Q),

sup | f'| < Ck psup|f|.
K L

Il s’agit la d'un résultat tout a fait remarquable. Connaissez vous une
autre situation dans laquelle la norme de la dérivée est ainsi controlée par

celle de la fonction ?! Nous allons en déduire plusieurs conséquences sur la
topologie de O(9Q2).

3.2 Topologie sur O(Q})

On munit O(f2) de la topologie induite par C°(2), i.e. la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts de Q. Si (K); est une suite exhaus-
tive de compacts de €2 tels que K est inclus dans 'intérieur de K4, cette
topologie est induite par la famille de semi-normes

pi(f) =supf].

J

3.2.1 Théoreme de Weierstrass

On commence par observer que O(€2) est un sous-espace vectoriel fermé
de C°(2), c’est le théoreme de Weierstrass :
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Théoréme 3.7 Soit (f,) € O(Q)N une suite qui converge uniformément sur
les compacts de Q vers f € CO(Q). Alors f € O(Q) et de plus fU) converge
vers fU) uniformément sur tout compact, & tout ordre j € N.

Preuve. Vous pouvez passer a la limite dans la formule de Cauchy (ainsi que
ses dérivées) et appliquer (plusieurs fois) la Proposition 3.6. O

3.2.2 Propriété de Montel

La propriété de Montel? donne un critere efficace de compacité pour les
sous-ensembles de fonctions holomorphes :

Théoréme 3.8 Soit (f,) € O(Q)N une suite qui est bornée (i.e. uniformément
bornée sur tout compact de ). Alors on peut extraire une sous-suite qui
converge uniformément sur tout compact.

Preuve. 11 résulte de la Proposition 3.6 que la suite (f,,) forme une famille
équicontinue. Le théoreme d’Arzela-Ascoli et le théoreme de Weierstrass ga-
rantissent donc le résultat. [l

Résumons les informations obtenues sur la topologie 7 de O(1Q) :

Corollaire 3.9
1. (O(2),T) est un espace de Fréchet;
2. (0O(92),T) ala propriété de Borel-Heine ;
3. (O(Q),T) n'est donc pas normable.

3.3 Espaces de Bergman
Etant donné 2 C C un domaine, on note
B(Q) := O(Q) N L*(Q)

I'espace de Bergman 3 des fonctions holomorphes de carré intégrable par rap-
port a la mesure de Lebesgue.

2. Paul Montel, 1876-1975, mathématicien francais.
3. Stefan Bergman, 1895-1977, mathématicien polonais.
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3.3.1 Topologie

On munit B(2) de la topologie induite par L*(€2). D’une fagon analogue &
ce que nous avons observé précédemment pour la topologie induite par C°(Q),
il s’avere que B(€) est un sous-espace vectoriel fermé pour la topologie L.
C’est une conséquence du controle suivant :

Proposition 3.10 Soit K un compact et f € B(2). Alors

1
< .

Preuve. Soit z € K et 0 < r < dist(K, 09Q). La formule de Cauchy montre

que
1 2

f(2) f(z+re)do.

On multiplie par rdr et on integre pour obtenir

t2 1 2m t ) 1
f(2)= = —/ / f(z+re®)yrdrdd = —/ fav.
2 27T 0 0 27T D(th)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors

12 1
— < — 2(D(z t2,
|f(2) 5= 27T||fHL (D) VT
d’ou le résultat. O

On en déduit qu’une suite de fonctions de B(Q2) qui converge dans L*(Q),
converge également uniformément sur tout compact. Sa limite est donc dans
B(£2), ce qui prouve le :

Corollaire 3.11 L’espace (B(Q2), (,)) est un espace de Hilbert.

Exemple 3.12 Supposons que 2 = D est le disque unité. Toute fonction f
holomorphe dans D se développe en série entiere autour de zéro avec rayon
de convergence > 1 (pourquoi ?), ainsi

f(z) = Z anz",

n>0

[ Gpav) == 3 J2b

n>0 (
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0 ==L Tl o).

n+

Notons que les fonctions e, : z € D 12 € C forment une base

hilbertienne de B(D).

3.3.2 Noyau de Bergman

Soit 2 C C un domaine et z € Q. Il résulte de la Proposition 3.10 que
d,: feB)— f(z)eC

est une forme linéaire continue. Le théoreme de représentation de Riesz assure
donc 'existence d’une unique fonction K, € B(Q) telle que

D= [ F R () = 1),
pour toute fonction f € B(2).

Proposition 3.13 On note K(z,w) := K, (w).
1w K(z,w) € B(Q) et z— K(z,w) € B(Q);
2. K(z,w) = K(w, z), pour tout z,w € Q;
3. Si (fj)jen est une base Hilbertienne de B(S2), alors

w) =) fi(2)f;(w)

Jj=0
Exemple 3.14 Le noyau de Bergman du disque unité est

K(z,w):m.

3.4 Exercices

Exercice 52
1) Montrer que la fonction x € R + sin(z?) est dans C*(R,R).
2) Justifier le caractére lisse de la fonction f de I’Ezemple 3.5.
3) Mq la série de Taylor de I’Exemple 3.4 a un rayon de convergence nul.
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Exercice 53 Soit Q un ouvert conneze de C et B(Q) := L*(2) N O(R).
Montrer que

d,: fe€BQ)— f(z)eC

est une forme linéaire continue et estimer ||,

Exercice 54 Soit O(C) l’ensemble des fonctions entiéres (i.e. holomorphes
sur C), muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
1) Montrer que c’est un espace de Fréchet.

2) Montrer que les compacts de O(C) sont les fermés bornés.

3) En déduire que cet espace n’est pas normable.
Exercice 55 Soit f : C — C une fonction holomorphe. On suppose que pour
tout z € C, il existe n, € N tel que f)(2) = 0.

Montrer que f est un polynome.

Exercice 56 Démontrer les assertions de la Proposition 3.13.

Exercice 57 Calculer le noyau de Bergman du disque unité.
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