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Notations

Ensembles

— N : I’ensemble des entiers naturels, N = {0,1,2,...}.

— N*: I’ensemble des entiers naturels, privé de 0, N* = {1,2,...}.
— N : I’ensemble des entiers naturels étendu, N = NU {eo}.

— Z :T’ensemble des entiers relatifs, Z = {0,+1,+2,...}.

— R : I’ensemble des réels.

— R?: I'ensemble des vecteurs colonnes x = (x1), ..., x(4))".

R : I’ensemble des réels complétés, R = R U {—oo0, o0}
— [x] : le plus petit entier supérieur a x.
[x

| : le plus grand entier inférieur ou égal a x.

Espace métrique

— (X,d) : un espace métrique.
— SiACX, d(x,A) =inf{d(x,y) : y€ A}

— B(x,r) : la boule ouverte de rayon r > 0 centrée en x,
B(x,r)={y e X:d(x,y) <r}.

— U :lafermeture de U C X ('intersection de 1’ensemble des fermés contenant U).
— U? : I’intérieur de U (I’union des ouverts inclus dans U).

— U :lafrontiere de U C X, U =U \ U°.

Relations binaires

— aAb:le minimum de a et b.

— aVb:lemaximumdeaeth

Soient {ay, n € N} et {b,, n € N} deux suites positives.
— ay, < b, : il existe deux constantes 0 < ¢ et C < oo telles que cb, < a, < CB,,

— ay, ~ by, : il existe une suite &, — 0 telle que (1 —¢&,)b, < a, < (14 &,)b,.
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Vecteurs, matrices

Par convention, les vecteurs sont des vecteurs colonne. Pour une matrice A, AT désigne la matrice
transposée de A.

— Mat,(R) : I’ensemble des matrices d x d a coefficients réels.
— Pour x € RY,

— Mat,, ,(R) : I’ensemble des matrices n X p a coefficients réels.

x|| est la norme euclidienne de x.

— Pour M € Mat,(C) et ||-|| une norme sur R?, |||M]|| est la norme opérateur

M.
|M||=sup{"‘” xeRd,x;«éo} .

[

— I, : matrice identité de taille d x d.

Fonctions

— 1, : fonction indicatrice de I’ensemble A, 1, (x) =1 six € Aet0 autrement.
— f7 : partie positive de la fonction f, i.e. f(x) = f(x) VO,

— f :partie négative de f,i.e. f~(x) = —(f(x) AO).

— f7(A) : image réciproque de I’ensemble A par f.

— Si f est une fonction a valeurs réelles sur X, || f||.. = sup{f(x) : x € X} est la norme-sup.

Espaces de fonctions

Soit (X, .Z") un espace mesurable.
— F(X) : I’espace mesurable des fonctions de (X, .Z") sur |—oo, oo
— F_ (X) : le cone des fonctions mesurables de (X, .2") sur [0, co].
— F,(X) : le sous-ensemble de F(X) des fonctions bornées.
— Pour toute mesure & définie sur (X, 2") et toute fonction f € F,(X), E(f) = [ fd&.
— Si X est un espace topologique,
— C,(X) est I’espace de toutes les fonctions continues bornées sur X ;
— C(X) est I’espace de toutes les fonctions continues sur X ;

— ZLP(u) : Iespace des fonctions mesurables f telles que [ |f|Pdu < oo.

Mesures

Soit (X, .2") un espace mesurable.
— O, : mesure ponctuelle en x, i.e. §;(A) =1 six € A et 0 autrement.
— @@e‘é : mesure de Lebesgue sur R?; et Aep : mesure de Lebesgue sur R.

— M

(X) : ensemble des mesures signées sur (X, Z").

— M, (X) : ’ensemble des mesures positives sur (X, Z").
— M, (X) : I’ensemble des probabilités sur (X, Z").

— U <K V: U est absolument continue par rapport a v.

— U ~V:uestéquivalenta v,ie, g K vetv <.

Si X est un espace topologique (en particulier un espace métrique) alors 2~ = Z(X) est la tribu borélienne,
c’est-a-dire la tribu engendrée par la topologie de X.



Probabilité

Soit (Q,.%,P) un espace de probabilité. Une variable aléatoire X est une fonction mesurable de (Q,.%#)
sur (X, 27), ou (X, .2") est un espace mesurable.

— E(X) ou E[X] : I’espérance (quand elle est définie) du vecteur aléatoire X par rapport a la probabilité
P,

E[X] = /XdIP’.

— Cov(X,Y) : la matrice de covariance (ou matrice de variance-covariance) de taille n x m, des vecteurs
aléatoires X € R" et Y € R™,

Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y —E[¥])T].

— % (X) : distribution de la variable aléatoire X sur (X,.2") sous P, i.e. la probabilité image de P par
X.

P . . o .
— X, = X : la suite de variables aléatoires {X,, n € N} converge en loi vers X sous PP.

PP—prob . . . e
— X, "X :la suite de variables aléatoires {X,, n € N} converge vers X en probabilité sous P.

P—p.s. . . o .
— X, —2 X : la suite de variables aléatoires {X,, n € N} converge vers X P-presque-siirement.

Distributions usuelles

— Ber(p) : distribution de Bernoulli de probabilité de succes p.

— Bin(n, p) : distribution bindmiale ; distribution du nombre de succes apres n tirages indépendants de
Bernoulli de probabilité de succes p.

— N(u,0?) : distribution gaussienne (ou normale) de moyenne i et variance G2,

— Unif(a,b) : distribution uniforme sur [a, b].

— x,% : loi du chi-2 a n degrés de libertés

— Poi(A) : loi de Poisson d’intensité A.

— t(n) : loi de Student a n degrés de liberté.
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Chapitre 1-1

Modeles statistiques

L’ objectif de ce chapitre est d’introduire la notion de modele statistique. Les notions
principales sont celles d’observations, de modele statistique, de modele statistique
induit, de modele statistique dominé et de n-échantillon.

Des exemples de modeles classiques sont introduits : modeles de sondage et modeles
de régression dont la régression logistique.

I-1.1 Exemples introductifs

Avant de procéder a la construction mathématique d’un modele statistique, nous commengons par
quelques exemples de problémes concrets de statistiques.

Exemple I-1.1 (Sondage). Une élection entre deux candidats A et B a lieu : on effectue un sondage a la sortie des urnes.
On interroge n votants, le nombre n étant considéré comme petit devant le nombre total de votants, et on obtient ainsi
les nombres ny et np de voix pour les candidats A et B respectivement (14 +np = n, en ne tenant pas compte des votes
blancs ou nuls pour simplifier). Les questions naturelles auxquelles nous ticherons de répondre sont typiquement les
suivantes.

— Quelle est la proportion d’électeurs ayant voté pour le candidat A ?
— Peut-on affirmer que A ou B a gagné au vu de ny et ng seulement ?

— Sil’on décide d’annoncer A (ou B) vainqueur, comment quantifier ’erreur de décision ? &

Exemple I-1.2 (Reconstruction d’un signal). On souhaite apprendre une fonction ¢ — f(¢), et pour ce faire on dispose
d’observations affectées par une erreur de mesure de la fonction inconnue f aux instants multiples de 7, sur un
intervalle de temps [0,7] : les relevés y,k = 1,...,n dont on dispose sont donc des approximations des quantités
inconnues f(kT,),k=1,...,n,ou n:=|T/T,] - la partie entiere inférieure de T /7.

Dans ce probléme, on est typiquement intéressé par “estimer” la fonction f. Ceci signifie que nous allons chercher
a construire une fonction ¢ — f(t; {y}{_,) ne dépendant que de Iéchantillon mesuré {y;}7_,. qui soit en un certain
sens “proche” de la fonction inconnue f. La difficulté ici va dépendre de la période d’échantillonnage, du rapport entre
I’amplitude du signal a reconstruire f et celle des erreurs de mesure {y; — f(kT;)};_,, et bien str de la “complexité" de
la fonction f. Intuitivement, une fonction constante f(¢) = it ou ayant une forme prescrite, par exemple f(z) = Bo+ Bt
sera plus facile a reconstruire qu’une fonction trés irréguliere. On peut s’intéresser au méme probléme en dimension
supérieure, par exemple en dimension 2 ou f peut représenter une image. La fonction f est alors définie sur le pavé
[0,1] x [0,1]. En pratique, cette image est discrétisée en pixels et la valeur de f en ce pixel quantifie un niveau de
gris dans {0,...,M — 1}. On collecte donc n = N? données Yo pour 1 <k, ¢ <N, qui sont des mesures bruitées de la
quantité inconnue f(k/N,¢/N). On cherche a reconstruire 'image f ou bien & décider si une certaine caractéristique
est présente dans I’'image. &

Exemple I-1.3 (Controle de qualité, données censurées). On cherche — en laboratoire — a tester la fiabilité d’un dispo-

sitif. On fait fonctionner en parallele n appareils jusqu’a ce qu’ils tombent tous en panne. On note xy, ..., X, les instants
de panne observés. On cherche alors a obtenir des informations sur la fiabilité du dispositif, par exemple
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FIGURE I-1.2 — Qualité d’un greffon de rein en fonction de 1’dge du donneur (données du laboratoire de
néphrologie du Dr. B. Myers, Université de Stanford)

- garantir qu’avec une probabilité donnée, le systeme fonctionnera plus qu’un temps 7" donné.
- donner une valeur “représentative” de la durée de vie du dispositif.

Répondre a ces deux questions nécessite bien entendu de formaliser ce qu’on entend ici par probabilité ou “valeur
représentative”. Nous nous y attacherons dans la suite de 1’exposé.

Si les appareils sont fiables et que le nombre n d’appareils testés est grand, attendre que tous les dispositifs soient
tombés en panne peut s’avérer impossible. Une idée fréquemment utilisée en fiabilité est de fixer a priori un temps
terminal 7 et d’observer les temps de défaillance des systémes apparaissant avant I’horizon 7, ce qui revient a observer
xf =min{x;, 7}, pour i € {1,...,n}. Une question importante consiste 2 quantifier la perte d’information associée a
I’horizon 7 dans cette seconde expérience plus réaliste. &

Exemple I-1.4 (Influence d’une variable sur une autre). On s’intéresse a étudier le lien entre la qualité d’un greffon
de rein (caractérisée par une note agrégeant un certain nombre de caractéristiques) et I’dge du donneur. On considere
une population de n donneurs potentiels. Pour chaque donneur i € {1,...,n}, on note x; son age et y; la qualité du
greffon. Il est bien entendu irréaliste de postuler I’existence d’une fonction f : R — R telle que y = f(x). Toutefois,
il est raisonnable d’introduire un modele statistique exprimant que y; est en partie expliquée par x; ; ce qui peut €tre
fait en exprimant que chaque mesure y; est une observation dans un bruit de mesure de f(x;) ol f est une fonction
inconnue. Le probleme du statisticien sera ici de reconstruire la fonction de régression f et de caractériser I’erreur de
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modélisation.

Le probleme est proche de celui de I’exemple [[-1.2] a ceci pres que les points kT, sont remplacés par les 4ges x;.
Les variables explicatives x; ne sont pas nécessairement scalaires, on peut ainsi remplacer x; par un vecteur x; € R¥ qui
collecte un ensemble de variables explicatives possibles. Dans ce cas, f est une fonction RF — R.

On peut, si cette information est disponible, incorporer une information a priori sur la fonction f : par exemple,
postuler que la fonction f est de la forme f(x) =(87x), ot 7 : R — R est une fonction connue et 8 = (6y,...,6;)" €
R¥ sont des parametres inconnus. Dans les cas les plus élémentaires, £(z) = z, et on parle de régression linéaire. 11
est bien entendu possible de considérer des modeles de régression plus généraux incorporant explicitement des non-
linéarités et des interactions entre les différentes variables explicatives. La nature des informations exploitables pour
construire un tel modele dépend naturellement fortement des applications considérées. Nous reviendrons dans la suite
sur I’importance centrale des modeles en statistique et des méthodes pour construire de tels modeles.

11 existe aussi des situations ou y; est une variable qualitative, ¢’ est-a-dire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs
(instances). On peut penser que le risque d’étre victime d’un infarctus est influencé par un ensemble de facteurs :
consommation de tabac, d’alcool, taux de cholestérol, indice de masse corporelle, dge, terrain familial, pression arté-
rielle, ces différents facteurs étant eux-mémes souvent liés. &

I-1.2 Formulation mathématique

Construire un modele statistique consiste a identifier trois éléments distincts :

Des données z = (xi,...,x,) ot pour touti € {1,...,n}, x; € R? sont des vecteurs, mais on peut imaginer
des situations plus complexes[ﬂ Ces données sont associées a la réalisation d’une expérience, et le
point de départ du statisticien est donc le résultat de cette expérience.

Une famille de lois de probabilité associée a 1’expérience qui a engendré les observations Z = (X, - -+, X))
dont les mesures z = (xy,---,x,) sont une réalisation. Comme nous le verrons, spécifier un modele
statistique revient a postuler que la loi des observations est un élément d’une certaine famille de lois
de probabilités. Cette loi traduit la connaissance a priori disponible sur la fagcon dont les observations
sont produites. Par exemple, pour un sondage, 1’observation dont nous disposons dépend de 1’échan-
tillon de la population qui a été interrogée : on peut avoir par exemple sélectionné des individus “au
hasard” dans une population ; on peut avoir stratifié la population par sexes, classes d’ages, catégories
socio-professionnelles, puis sélectionné “au hasard” un certain nombre d’individus dans chacune des
strates. Chacune de ces procédures pour “construire” des échantillons conduit a différentes lois pour
les observations — nous en discuterons dans la suite. En statistique, 1a 1oi des observations est le plus
souvent connue de facon “partielle” — a la différence du calcul des probabilités, ot la loi est toujours
supposée comme une donnée initiale du probléeme. Les observations dont nous disposons vont nous
permettre d’“affiner” notre compréhension du mécanisme de génération des données.

Une problématique associée au couple [données, modele]. On s’intéressera principalement a estimer des
parameétres inconnus, ou a prédire la valeur d’un signal f(#,) en un point 7, non observé ; il faut alors
contrdler la qualité de cette estimation et prédiction. On cherchera aussi a vérifier une “hypothese”
sur le mécanisme de génération des observations.

I-1.2.1 Modeles statistiques

Définition I-1.5 (Modele statistique). Un modele statistique est la donnée de :
— un espace mesurable (Z, %), dit ’espace des observations,
— une famille de probabilités € sur (Z,%).
Nous notons (2, % ,%) le modéle statistique.
Le modeéle est dit paramétrique lorsque € correspond a une famille {Py, 6 € O}, oi ® est un sous-
ensemble de R, avec d > 1; i.e., il existe une fonction associant a chaque 6 € © un élément Py de €.
Le modeéle est identifiable si la fonction 0 — Py est injective, i.e. si Pg = Pgr implique 6 = 6.

1. On peut considérer des données qualitatives, que 1’on pourra coder par des entiers. On peut aussi considérer des données de
type surface ou des trajectoires d’un processus stochastique.
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Exemple I-1.6 (Modele de sondage). Reprenons 1I’exemple On dispose d’une population de N individus (N est
typiquement trés grand). Considérons que 1’expérience consiste a un tirage uniforme de n individus, avec replacement
dans la population. On appelle x; la réponse du i-eme individu sondé : x; = 1 si le i-¢me individu sondé vote A et x; =0
sinon. Le modele statistique associé est alors donné par

<{0, 1}, 2({0,13"), { Bery™ 6 € @}),

ot 2({0,1}") est I'ensemble des parties de {0, 1}" et Ber" est le produit de n lois de Bernoulli de parametre 6 (voir
Appendice[AT.5et Appendice[A3.3), i.e.
n

Bery" ({x1,...,xx}) = [[ 0" (1 — 0)' % = gLi1% (1 — o) L
i=1
Par ce choix de la famille de lois, on exprime que les tirages sont indépendants et le résultat de chaque tirage est une
variable de Bernoulli de paramétre 6 € @.

Une autre maniere de mener 1’expérience est de considérer que 1’on n’observe que le nombre de votants 4 pour le
candidat A. Dans ce cas, I’espace des observations est Z := {0,...,n} qui est muni de la tribu &?(Z) - I’ensemble des
parties de Z. La famille € est paramétrique : pour chaque 6 € ® := [0, 1], nous prendrons pour Py la loi binomiale de
parametres (1, 0)

Po ({k}) = (Z) 65 (1-0)"*  ke{o,....n}.

Le modele statistique s’écrit
({0,...,n},2({0,...,n}),{Bin(n,0), 6 € O}).
Supposons maintenant que les tirages sont sans replacement. On veut introduire un modele qui exprime que dans
la population, N0 individus votent pour le candidat A, ot 6 € ® := {k/N, k € {0,...,N}}. L’espace des observations
estencore Z := {0,...,n} et Z := Z(Z). Par contre, la loi des observations est cette fois donnée par

(DA . o i )
Py ={ (9 Stke{max(n=N(1-6),0),...,min(N6,n)},
0, sik ¢ {max(n—N(1-0),0),...,min(N8,n)}.

C’est le nombre de fagons de choisir k individus dans une population de taille N8, puis indépendamment (n — k)
individus dans une population de taille N(1 — 0) divisé par le nombre total de fagons de choisir n individus parmi N.
La loi Py définie ci-dessus est appelée hypergéométrique, notée Hyper(NO,N,n). &

Exemple I-1.7. Dans le probleme de reconstruction d’un signal (Exemple [[-1.2), les observations sont clairement a
valeurs dans Z := R" avec n := |T/T,]. 1l est naturel de munir cet ensemble de sa tribu borélienne (voir Défini-
tion 1 Z = ZA(R"). Pour construire un modele statistique, il faut se donner un ensemble € de lois possibles pour
les observations. Supposons que :
— lafonction f est modélisée par une combinaison linéaire de fonctions de base connues f(t) =Y7_| Bedy (1) € R,
— les erreurs de mesure sont modélisées comme la réalisation de variables aléatoires gaussiennes centrées et de
méme variance 6.
L’ensemble des parametres inconnus est donc ici 8 = (B, ..., Bp, c2) ot (B, ... ,Bp) ERP et o2 € R,.. Nous poserons
donc © :=R” x R’ . Par suite, pour tout 8 € ®, dans le modele Py, 1a loi du vecteur d’observations est la loi Gaussienne
sur R", d’espérance (141(0),12(0),..., 1n(0)) avec y; = Y| Brdy(iT,) et de matrice de covariance 6%1,,n. Nous
écrivons le modele statistique suivant :

(R", BR"), {pe-Ah, 0 €O :=RP xR’ }),

2
1 2
Po (X1, Xn) = (271:(;2)4:/2 exp 552 Z (xi — Z ﬁk‘l’k(l‘Te)) . &
i=1 k=1

Définition I-1.8 (Statistique). Soient (Z, %, %) un modéle statistique et (T, 7) un espace mesurable. On

appelle statistique sur le modeéle statistique (Z,%°,%€) une application mesurable T de (Z,%) a valeurs
dans (T,7).
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Remarquons, et cela est trés important, que T ne dépend pas de la loi P € € et donc ne dépend pas du
parametre si le modele est paramétrique.

Pour toute loi P € ¢, 1a statistique 7 comme application de (Z, Z") dans (T,.7) est un élément aléatoire
dont on note P’ 1a loi de probabilité (qui est la loi image de IP par T). En écrivant

¢' ={P",Pe%},

on obtient ainsi le modgle statistique (T,.7,%T) induit par la statistique 7.

Définition I-1.9 (Statistiques indépendantes). Nous dirons que les statistiques X et Y sur (Z,%,€) sont
indépendantes si pour toute loi P € €, les éléments aléatoires X et Y sont indépendants sous P :

P(X €AY eB)=P(X €A)P(Y €B).

Pour servir de support a I'intuition, il est souvent pratique d’introduire des statistiques associées aux
observations individuelles. On parlera d’observations individuelles Xi,--- ,X, ; on dit aussi que X; est la
statistique associée a la i-eme donnée collectée.

Exemple I-1.10 (Modeéle de sondage (suite)). Considérons tout d’abord le modele statistique donné par
(Z,%,¢) = ({0,1}”,,@({071}”),{Ber§"7 0O = [071]}) .

Notons X; la statistique correspondant au résultat du i-eme sondage, i € {1,...,n} : pour tout X = (xy,...,x,) € {0,1}",
X;(x) = x;. En notant Pg = Berf;”, la loi image IP’g’ est alors une loi de Bernoulli de parametre 6 € ®. On vérifie aussi
que les statistiques X1, ..., X, sont indépendantes : pour tout (xi,...,x,) € {0,1}", nous avons puisque Py est Ber?”

ou Z = (Xy,--,Xy). Pour le modele modelecanon, les statistiques (Xi,...,X,) sont indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d. ) : pour tout 6 € @ et i € {1,...,n}, 'observation X; est distribuée suivant une loi de Bernoulli de
parametre 6. &

Exemple I-1.11. Considérons le modele
(2,Z,%)= (]R”,%’(R”),{]P’g, 6cO®:=R XRi})

ol pour tout 8 € O, Pg := pg ~21i’{, ou pg est une densité gaussienne sur R” de moyenne u1, (1, désigne le vecteur
(1,---,1) de longueur n) et de covariance 2 yun

. 1 ¢
Po(x1,...xn) = (2m6%) " exp (zaz Z(Xfﬂ>2>~
i=1

Notons X; la i-eme observation, i € {1,...,n}. Cette statistique est définie, pour x = (xy,...,x,) € R" par

Xi(X) =X .
Pour tout 6 € @, la loi image de Py par la statistique X; est une loi gaussienne sur R de moyenne u et de variance 62,

dont la densité est donnée par
. 1
X; -
P ) = m0) Vrexp (<o (- 02

Sous Py, les statistiques Z = (Xi,...,X,) sont i.i.d. de densité gaussienne de moyenne it € R et variance c? e R%,
puisque nous avons :

n

II Xi
Pe(x17~~~7xn): pe ()Ci).

i=1
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Définition I-1.12 (Famille dominée et modele statistique dominé). Soient (Z, %) un espace mesurable
et [L une mesure o-finie sur (Z, %). Une famille de loi € est dominée par la mesure [ si toute loi de P € €
admet une densité de probabilité p par rapport a |, i.e. P=p- L.

Le modele statistique (Z,%,%) est dit dominé lorsque la famille de lois € est dominée.

Dans une section qui peut étre omise en premiere lecture (voir Section [[-1.3)), nous
discutons de 1’unicité de la mesure de domination ; et donnons des exemples de mo-
deles statistiques non dominés.

I-1.2.2 Modele statistique produit et n-échantillon

Soient (X, 2°,%) et (X', 2”,%") deux modeles statistiques. Nous allons construire le produit de ces
deux modeles. Un élément z de 1’espace des observations Z := X x X' est donc un couple z := (x,x") avec
x € Xetx' € X'. Nous munissons cet espace de la tribu produit 2 := 2" ® 2" qui est par définition la plus
petite tribu qui contient les pavés mesurables A x A’ ot A € 2" et A’ € 2/ (voir Appendice[A.1.5). Pour
Qe¥etQ €%, QeQ estlamesure produit (voir Appendice définie, pour tout (A,A’) € " x 2~
par :

QeQ(AxA"):=0QA)QA).
Considérons le modele statistique
(2,2, ¢2¢") ou Fo¢ :={QeQ,Qc¥%,Qec¥'}. (I-1.1)
Soient X : Z — Xet X' : Z — X' les statistiques définies pour tout z = (x,x') € Z =X x X' par
X(x,X)=x et X'(x,x)=x".
Pour tout P=QRQ € ¢ %" et (A,A") € & x Z”, nous avons

PXX' (AxA)=P(X €A, X €A
=QeQAxA)=QA)QA)=P(X cAPX cA).
Les statistiques X et X’ sont donc indépendantes. Les modeles statistiques induits par X et X’ sont respec-

tivement (X, 2°,%) et (X', Z",¢"). Considérer des produits de modeles statistiques correspond, dans la
pratique, a étudier des systemes d’observations indépendantes.

Définition I-1.13 (Produit de modéles statistiques). Soient (X, 2°,%) et (X', Z",€") deux modéles sta-
tistiques. On appelle produit de ces deux modeles ez on note (X, Z°,%)® (X', Z"',€") le modeéle statistique
XxX, ZZ', €€ on:

€% = {P=QeQ,Qec%, Qc¥}.

Nous allons maintenant définir le modele statistique associé a un n-échantillon. La construction est tout
a fait similaire a celle d’un produit. Soient (X, 2", %) un modele statistique et n € N*. Posons

Z:=X", =,

Un élément z de I’espace des observations Z est donc un n-uplet z = (xy, ..., x,) ol, pour touti € {1,...,n},
x; € X. Soit 2% := 2" ®---® 2 la tribu produit (voir Appendice|A.1.5) i.e.la plus petite tribu contenant
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les pavés mesurables Ay X --- X Ay, ot (Ay,...,A,) € 2. Pour tout Q € €, notons Q" la probabilité
produit sur 2°®" (voir Appendice|A.3.5) définie, pour tout (A1,...,A,) € 2" par

Q®H(A] Xoeee XA,,) = ﬁ@(A,) .
i=1

Considérons le modele statistique
X, 2, €)= X", 2% {Q"", Qe ¥}). (I-1.2)

Remarquons que (X, 2", %)" n’est pas (en général) égal au produit des expériences (X, 2", €). Pour n =2
par exemple,
X, 2, 9)0(X,2.,%)= (X, 2% {QeQ,Qe?,Q c?})

alors que

¢ = (X%, 2% {Q%, Qe %}).

Définition I-1.14 (n-échantillon). Soient (X, 2 ,¢) un modeéle statistique et n € N*. On appelle n-
échantillon de (X, 2", %) le modele statistique

X, Z,6)" = (X", Z%,{Q*",Qe¢}).

On appelle i-éme observation (canonique) la statistique X; définie pour z = (x1,...,x,) € X" par X;(z) = x;.

Lemme I-1.15. Soit (X, 2" ,€)" un n-échantillon du modéle (X, Z",%).
(i) Les observations Z = (X1,...,X,) sont indépendantes.

(ii) Pour touti € {1,...,n}, le modéle induit par la statistique X; est (X, Z",€).
Démonstration. En effet, pour tout P = Q%" € €%" et (Ay,...,A,) € 2™, nous avons

PZ(A; x --- x A,) =P(X; €A4,...,X, €A,)
=Q%(A; x -+ xA,) = ﬁQ(Ai) = IﬂIIP’(Xi €A . 0

i=1 i=1

Soit (X, Z,{Qg, 6 € ®}) un modele paramétrique. Supposons qu’il existe une mesure o-finie Y sur
(X, Z) telle que la famille paramétrique {Qg, 6 € @} soit dominée par rapport a (. Notons, pour tout
0 € O, go(+) la densité de la loi Qg par rapport a la mesure de domination i :

Qo=qo(-)-1.

Pour tout 6 € O, la loi produit Pg = Q%" est dominée par y®" et admet pour densité

(X1yeeeyXn) > po(X1,yee oy Xy) = Hqg(xi) . (1-1.3)
=1

Exemple I-1.16. Pour I'exemple [[-1.3] du contrdle de qualité, un modele classique de durée de vie est fourni par la
famille de lois exponentielles de paramétre 6 € RY, de densité par rapport a la mesure de Lebesgue Ay ¢, donnée par

qo(x) :=0e "1y (x). (1-1.4)
Le n-échantillon du modele statistique (R4, B(Ry),{qo-ALer, 6 € © : =R }) est

(B HR). (45" 2. 0 € ©))
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ou kﬁi’é est la mesure de Lebesgue sur R” et

q? X15- 7xn qu xl

Pour tout 6 € O, sous Py, les observations (Xi,...,X,), définies par X;(xy,...,x,) = x; pour tout i € {1,...,n} et
(x1,...,%,) € R’} sont indépendantes. Pour tout i, I’expérience statistique induite par X; est

(Ry, B(R+),{q6 Meb, 0 €O =R }) .

Supposons que les observations (X, ...,X,) soient censurées a un instant terminal 7 connu. Pour i € {1,...,n}, nous
considérons les statistiques
X :=min(X;,7), ie€{l,...,n}.

Pour 6 € ©, notons Qj la loi image Qg"‘. Le modele statistique induit par la variable X;* est donc
([0.7],2((0,7]),{Qp , 6 € ©}) .

Notons que la loi Qg n’est pas absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. En revanche, la famille
{Q}, 6 € ©} est dominée par [t = Apep + 67, ot 8; désigne la mesure de Dirac en 7. Pour tout 6 € ©, la densité de
b par rapport a y est donnée par

gp(x) := Gefex]l{KT} +c(0)1f gy, avecc():= /:m fe dr =e 07,
Le modele statistique induit par (X', ...,X,) est donc donné par
(0,7, 8((0,7]"), { (qp)"" -u“", 6 € ©}) .
C’est un n-échantillon du modele statistique
([0,7],2((0,7]). {gp - 1, 6 € ©}) . &

Exemple I-1.17 (Regression logistique). Une nouvelle molécule anti-cancéreuse est en cours de développementﬂ Pour
déterminer la dose a administrer aux futurs patients, un “bio-essai” est mené. Celui-ci consiste a injecter des doses crois-
santes x| < --- < x4 de cette molécule a des populations de ny,ny, ...,n, souris et a mesurer dans chaque population le
nombre de souris y; qui déceédent. On dispose donc de g-couples de données {(x;, yi)};[:l. Rappelons tout d’abord que
la loi binomiale Bin, z, 7 € ]0,1[ est la loi sur {0,...,n} de densité par rapport a la mesure de comptage donnée par

Bin,, 7 (k) = (Z) k(1 — o)k

L’application
T
7 — logit(m) = log ( 7 >
est appelée “application logit”. C’est une fonction croissante, limy o+ logit(m) = —eco et limgy;- logit(m) = co. Les
chercheurs postulent un lien linéaire entre la dose x et le taux de mortalité. Pour chaque population individuelle i €
{1,...,q}, nous postulons donc le modele statistique binomial
&= ({0, .ni}, 2({0,....ni}), {Biny, z(o.) - = (60,61) € ©=R2})
ou

6p+6
n(6,x):= _exp(B 61x)
1+exp(6p + 6;x)
On vérifie aisément que
logit(m(6,x)) = 6+ 0;x .

Considérons le modele statistique

q
<f11{0,...,m},9‘ (f}l{o,...,ni}> ,{®Binnhn(eﬁx‘_), 0¢e @}) :
i= i= i=1

Pouri € {1,...,n} onnote ¥; la i-2me observation qui est la statistique définie, pour tout z= (y,...,y4) € Z par ¥;(z) =
;. Pour tout 6 € O, sous Py, les observations (Y1,...,Y,) sont indépendantes et le modele induit par chaque observation
est le modele binomial &;. Par abus de langage, nous dirons que “les observations (Y1,...,Y,) sont indépendantes et
pouri € {1,...,n}, Y; est distribué suivant le modele binomial de parametre (0, x;)”. O

2. Cet exemple est emprunté a [?, Chapitre 8].
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I-1.3 Pour aller plus loin

Le théoréeme de Radon-Nykodim (Théoreme montre que le modele (Z, %, %€) est dominé si et
seulement si toute loi de P € 4 est absolument continue par rapport a f1 (voir Définition [A.46).

La mesure de domination peut étre choisie de multiples facons. Soient p et v sont deux mesures G-
finies distinctes sur (Z,%). Supposons que le modele statistique canonique paramétrique (Z,2,%) =
{(Z,%), {Pg, 0 € ®}} est dominé par rapport a it et & v. Cette hypothese implique que, pour tout 6 € @,
nous pouvons associer deux fonctions mesurables positives, pg et gg telles que

Pog=po-l=qe-V.

La fonction py est la densité de Pg par rapport a u et gg est la densité de Py par rapport a v. Il est facile
de montrer que ces deux densités different d’un facteur multiplicatif. Le raisonnement élémentaire est le
suivant. Notons tout d’abord que les mesures o-finies @ et v sont absolument continues par rapport a
A := pu+v. En effet, pour tout B € 2, A(B) = u(B)+ v(B) = 0 implique que u(B) =0 et v(B) =0.
En appliquant le théoréme |A.47] il existe donc des fonctions mesurables positives m et n, uniques a une
A-équivalence pres, telles que L =m-A et v =n-A. Nous avons donc, pour tout 6 € ©,

Pg = pg -1 =pem-A=qg-V=qen-1,

et donc pour tout 6 € O, pgm = ggn A-p.p. Posons Zg = {z € Z, m(z) > 0}. Notons que
u(Zy) = [ () =0,
0

et donc, pour tout 6 € @, Pg(Zf) = 0. Pour tout z € Zg et 6 € ®, nous avons

n(z

ro(z) =qe(z)—=, A-—pp.
m(z)

Les deux exemples qui suivent sont plus avancés et peuvent étre omis en premiere lecture.

Exemple I-1.18. Un exemple ou il n’existe pas de mesure dominante est la famille paramétrique {Pg = 89,0 € @ =R},
ol 8y est la mesure de Dirac au point 8. Cet exemple correspond a I’“‘expérience parfaite” ol une seule réalisation de la
loi permet de déterminer sans erreur la valeur du parametre. Montrons que ce modele n’est pas dominé. Nous procédons
par contradiction et supposons que ce modele est dominé par une mesure o-finie p. Alors, nous avons u({6}) > 0
pour tout 6 € @ (car Pg < 1 et Pg({0}) > 0), ce qui est impossible car une mesure o-finie a au plus un nombre
dénombrable d’atomes.

Nous allons prouver cette derniére propriété par contradiction. Comme i est o-finie, il existe une suite {F;, k € N} telle
que p(Fy) <eopourtoutk € N, et R=J;_; Fr. Onnote I = {6 € R : u({0}) > 0} et on rappelle que, par hypothese,
cet ensemble n’est pas dénombrable. Comme I = [J;2_; Fx N1, il existe n € N tel que /N F, est non dénombrable. Pour
tout p € N, notons alors I, = {0 € INF, : u({6}) > 1/p}. Comme INF, =, _, Ip, il existe g € N tel que I est non
dénombrable. En particulier, /; est donc infini. Pour tout sous-ensemble J de cardinal N de I, nous avons

u(F) = pll) = u) = ¥ pen =~ .
6eJ p

Comme p est fixé et que N peut &tre choisi arbitrairement grand, nous avons nécessairement (L (F,) = oo, ce qui conduit
a une contradiction. &

Exemple I-1.19. Un exemple plus subtil est donné par le modele statistique canonique dont la famille de loi est donnée
par
Py = Z e *8gr, ouBec®=R,\{0}estle parametre.
k=1

Dans ce cas, la loi de I’observation est non dégénérée (réduite a un point). Le modele n’est pas dominé car 1a aussi,
toute mesure de domination aurait alors nécessairement une infinité non dénombrable d’atomes. &
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Chapitre 1-2

Estimation ponctuelle

Ce chapitre est consacré a une introduction a I’estimation ponctuelle, centrée sur
quelques méthodes élémentaires classiques ; ceci afin de comprendre les enjeux.

Les notions principales sont celles d’estimation ponctuelle ; d’estimation par la mé-
thode des moments et par maximum de vraisemblance ; et de M et Z-estimateurs.

Définition I-2.1 (Estimateur ponctuel). Soit (Z, % ,{Pq, 6 € ®}) un modeéle statistique paramétrique et
g : ® — RY une fonction. Un estimateur ponctuel 7 de g(0) est une statistique a valeur dans RY.

I-2.1 Méthode des moments

Soit (Xj,...,X,) un n-échantillon d’'un modele statistique paramétrique (X, 2", {Qqg, 6 € ®}), 00 @ C
R?. Pour tout 8 € ®, nous notons Py := Q?”. Le parametre 60 = (6(1), AU 9(‘1)) est inconnu et le but est
d’utiliser les observations pour approcher cette quantité.

Pour cela, la méthode des moments consiste a choisir d fonctions 7; : X = R, j € {1,...,d} telles que,
pour tout 6 € O, Eg[|Tj(X;)|] < . On pose alors, pour tout 6 € @ et tout j = 1,...,d,

ej(8) :=Eo[T;(X1)] -

Les "moments" Eg[7;(X1)] ne sont pas connus, mais on peut les estimer par les moments empiriques
—1yn

n—' Y1 Tj(X;). En supposant que E9[|sz(X1)] < oo, I'inégalité de Bienayme-Tchebychev (rappelée au
lemme [[V-1.2) montre que, pour tout € > 0 et pour tout j,

|

En particulier, si {&,, n € N} est une suite de nombres positifs tels que lim,_,.. n€> = 4o, nous avons

1imIP>9< >£n>:O.
n—soo

Cette propriété garantit la consistance de 1’estimateur n= ' Y, T;(X;), notion sur laquelle nous reviendrons
au Section[[I-1.4.2]: elle exprime que plus le nombre d’observations n est grand et meilleure est 1”approxi-
mation de la quantité inconnue Eq[T;(X;)] par I’estimateur.

ne?

2>§v<f<x>>

0! ir,(x,-) —Eo[Tj(X1)]

! in(xi> — Eo[T;(X))]

23
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Pour estimer le parametre inconnu 6 € ®, on considere alors le systeme de d équations a d inconnues
0 € ® tel que pour tout j € {1,---,d} n! ZTJ(X') =e¢;(0).

En supposant que ce systeme admette une solution unique notée 6,,, on appelle 0, I’ estimateur des moments
de 0 associé aux fonctions 7}, j = 1...d. L’estimateur des moments est donc €gal a la valeur du parametre
0 pour laquelle les moments exacts et les moments empiriques sont égaux.

Exemple I-2.2. Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modele exponentiel
(R*,8(R"),{Expo(6), 6 € ®:=R%} }) .

Rappelons que la loi exponentielle de paramétre 6 > 0 admet une densité gg (x) par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R donnée par

qo(x) :=0e "1y (x). 1-2.1)
Considérons deux stratégies d’estimation de 6, données par la méthode des moments associée aux deux fonctions
T(x) = x et T'(x) = x2. Déterminons tout d’abord les fonctions e et & associées. Un calcul élémentaire montre que

e(0) =Eo [T (X)) = /:mxe exp(—0x)dx = %

&) =Eg [T(X1)] = /;mxzeexp(—ex)dx: é .

Les estimateurs des moments associés sont les solutions des équations

11y 2 1A,
i=

i=1

Ces équations ont des solutions uniques (nous avons la contrainte 8 > 0), qui définissent les estimateurs des moments

suivants : 12
N 1 N 2
9,1’1 = Ivn v et 9,1’2 = ﬁ . (1-22)
n L Xi n L1 X o

Exemple I-2.3. Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modele de Cauchy

(R, 8(R),{Cauchy(6), 6 € @ :=R}) .
Rappelons que la loi de Cauchy de parametre de translation 6 et d’échelle 1 admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue donnée par

1
:7n(1+(x79)2)7 xeR.

La densité gg(-) n’a pas de moment d’ordre k pour k > 1, et le choix T'(x) = x
Prenons 7 (x) = signe(x) ou la fonction signe est définie par

q6(x)

k avec k entier ne s’applique pas ici.

-1 i 0
signe(x) := { s (I-2.3)

1 six > 0.

On a
B [7(X1)] = [ signe(x)go (x)dr = 1 ~2F(~6)

ou F est la fonction de répartition de la loi de Cauchy de parametre de translation O et d’échelle 1 :

1/t dx 1 1
F(t)=;/_oo a2 =;arctan(z)+§.

Par suite, ¢(6) = 2arctan(0) /7 et on obtient I’estimateur des moments en résolvant

n

2 1
—arctan(0) = - ) V; uY; ;= signe(X;);
L an(0) n'z i, ouY;:=signe(X;)

Il
=

d’ou I’estimateur
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Exemple I-2.4. Soit g une densité sur R vérifiant
/xq(x)dx =0, my = /xzq(x)dx >0, my i= /x4q(x)dx <o,

Par exemple, on peut prendre pour ¢ la densité d’une gaussienne centrée réduite, g(x) = (27r) /2 exp(—x2/2) : dans
ce cas, my = | et my = 3; on peut aussi considérer la densité de la loi de Laplace g(x) = (1/2)exp(—|x|) auquel cas
my =2etmy =4!=24.

Considérons un n-échantillon (Xp,...,X,) du modele (X, 2",{qq -1, 6 € ®}) ol

X—m
(o3

qe(x) := lq(

= > , 0:=(moc*)c@®:=RxR}, (1-2.4)
11 est facile de vérifier que pour tout 6 € ®
Eg[Xi]=m,  Varg(X,)=0"m.
On peut donc choisir Tj (x) = x et T» (x) = x> et identifier I’estimateur des moments 2 la solution du systéme d’équations
m=1yn X, (1-2.5)

oZmy+m?=1yn x2. 1-2.6)

Pour tout 6 € ©, la matrice jacobienne de cette transformation est donnée par

et =| |

2m  myp

elle est donc inversible et son inverse est donnée par
-1 1 my 0
J c? } = — .
{ e(“’v ) my _2m 1
Cette transformation est aussi injective, car
m . m N m | | m
m*+myot | | m*+myos ot | | o} |-

Dans ce cas particulier d’ailleurs, I’inverse a une expression explicite et (I-2.3)) admet donc une unique solution 6, :=
(11, 62) donnée par

~ 1yn

m, =+<Y% X

,\; nIZl::,l U] . (1_27)
% = um Y (X — 1) &

1-2.2 Z-estimateurs

Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon d’un modele statistique paramétrique (X, Z",{Qg, 6 € ®}). Pour
tout 6 € O, nous notons Pg := @g".

L’estimateur des moments basé sur les statistiques T = (T1,...,Ty) consiste a identifier les moments
empiriques et les moments exacts. Il est donc la solution d’un systéme de d équations a d inconnues

n

1Zvr(m-) =0, (1-2.8)

ni3
ou nous avons défini la fonction

v(0,x) = [y1(0,x),...,wa(0,x)]" :=T(x) —Eg[T(X})] . (1-2.9)

Nous verrons dans la suite qu’il est intéressant de considérer des estimateurs définis comme solution du
systeme d’équations ([-2.8), mais pour des fonctions plus générales que (I-2.9). Supposons que nous dis-
posions de fonctions

v 1 (0,x) — yi(6,x), j=1,....d,
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vérifiant, pour tout 6y € @ et j € {1,...,d},

Eg, [ (60,X1)] <eo. (1-2.10)
Notons alors W(8,x) = [y(6,x),...,w;(0,x)]" et supposons que, pour tout 8y € O,

Ee, [W(60,X1)] = 0ux1 - (I1-2.11)

Cette condition est vérifiée par les estimateurs de moments ([-2.9).

Définition I-2.5 (Z-estimateur, cas multidimensionnel). On appelle Z-estimateur associé a Y tout esti-
mateur 6, satisfaisant ¥,,(6,) = 0, on

1 n
¥,(0) := ;Z"’(O’Xi)' (1-2.12)

Exemple I-2.6 (Estimation du parametre de translation). Soit F une fonction de répartition d’une loi symétrique sur
R, i.e. F(x) =1—F(—x) pour tout x € R.
Soit (Xp,...,X,) un n-échantillon du modele (R, Z(R),{Qq, 6 € ® =R}) ot, pour tout 6 € @ et x € R,

Qo (]—e0,x]) = Fg(x) :== F(x - 6) .

Ici, 8 est un parametre de translation (ou de position). Supposons tout d’abord que F' admette un moment d’ordre 1 :
J x|F (dx) < eo. Comme la loi F est symétrique, [ xF (x)dx = 0. On a donc

Ee[x]=/xF9(dx):/(x+e)F(dx):9,

ce qui suggere de construire 1’estimateur des moments 0, qui est solution de 1’équation

n

1 Z v(0,X;)=0, enayantposé y(0,x):=x—0.
=

La solution de ce probleme est ici explicite et élémentaire : il s’agit de la moyenne empirique
R n
6, = n! Z Xi.
i=1

On peut bien entendu considérer d’autres fonctions Y. Supposons par exemple que la fonction de répartition F soit
continue en 0. Comme F est symétrique, nous avons | y(x)F (dx) = 0 ol y(x) = signe(x). Un Z-estimateur du para-
metre de translation associé a cette fonction y est une solution de 1’équation

1 n
- Z signe(X; —0) =0,
i3

ol la fonction signe(-) est définie par ([22.3)). La solution est donnée par la médiane empirigue de 1’échantillon, définie
par

(1-2.13)

=

A Xn:n sin=2m—1
(1/2)(Xm:n+xm+1;n) sim=2n

ott X;.,, est la m-2me statistique d’ordre (voir Définition[TV-2.14). Ainsi, la médiane empirique est un Z-estimateur ; ce
n’est par contre pas un estimateur de moment. &
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I-2.3 Maximum de vraisemblance

L’estimateur du maximum de vraisemblance joue un rdle important en statistique inférentielle. Avant
de procéder a une construction générale, considérons tout d’abord un exemple élémentaire.

Exemple I-2.7 (Sondage). Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’'un modele de Bernoulli
({0,1}, 2({0,1}), {Ber(0), 6 € @:=[0,1]}) .
Pour tout 6 € ©, nous notons Py := Ber®"(0). Ce modele est dominé par la mesure de comptage sur {0,1}" et sa

densité est donnée, pour tout (x,...,x,) € {0,1}" par

n
o1, xn) = []67(1—-6)' 7 = oF1%(1 — g)" T
i=1

n
=]]a(6.xi) enposantq(6,x;):=6%(1— 0) .
i=1

Pour une réalisation donnée (Xi,...,X,), telle que X,, = 0 ot on a posé

le maximum de la fonction de vraisemblance
0 — oL Xi(1 — gy LinXi

est atteint en 6, = 0. Lorsque X,, = 1, le maximum de la fonction de vraisemblance est atteint en 6, = 1. Dans toute
la suite, considérons le cas o X, € ]0,1[ : pour maximiser la fonction de vraisemblance, nous allons considérer son
logarithme et se restreindre au cas ot € ]0, 1] (on pourra vérifier a posteriori que dans le cas X, ¢ {0,1}, la fonction
de vraisemblance n’est pas maximale sur les bords de ®). Soit la fonction définie sur |0, 1] par

n

60— 0,(0) :=n" Z{Xilog(9)+(l —X;)log(1 —6)} = X, log(8) + (1 —X,)log(1—6)

i=1

n
=n! Z logq(0,X;) -
i=1

Cette fonction est appelée log-vraisemblance (normalisée). Fixons 6y € ]0,1[. Nous avons Eg [X;] = 6y pour tout
i € {l,...,n} et donc, pour tout 6 € ]0,1],

Eg, (logq(6,X)] = 6log(6) + (1 — 6p)log(1 - 6) .
La dérivée seconde de la fonction 6 — Eg [logq(6,X;)] est donnée, pour tout 6 € ]0, 1], par

6 16
o 1T% g,
92 (1-0)2 "

Cette fonction est de dérivée nulle en 6 et strictement concave sur |0, 1], elle admet donc un maximum unique au point
6. En utilisant I’inégalité de Bienayme-Tchebychev (Lemme [[V-1.2)), pour tout 8 € ]0,1[ et § > 0,

Pe( >a><Vareo<logq<97X1)>‘

né?
Eq, | {log4(6.X;) ~ Eq, loga(6,X,)]}*| = Eq,[(X; - 60)* {log (%) }2

~a0-a fis(1%5))

n
n~ 'Y logq(0,X;) —Eg,[logq(6,X;)]
=1

i=

n

n~'Y logq(6,X;) — Eg,[logg(6,X;)]
i=1

=

Comme de plus

pour tout 8 € ]0, 1] il vient

lim P, (|£4(8) —Eg, [logq(6,X;)]| = ) = lim P, (

25)_0.
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n=50 H
— i i ke
-3.5 :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
FIGURE I-2.1 — On dispose de 50 mesures binaires (x, - ,xso) telles que X, := n! Y x; vaut 0.4 lorsque

n=35,0.3 lorsque n = 10 et 0.32 lorsque n = 50. Ces mesures ont été obtenues comme la réalisation de v.a.
de Bernoulli indépendantes de parametres 6y = 1/3. On trace les fonctions 6 — X, 1og(0) + (1 —x,) log(1—
0) sur |0, 1[ dans le cas n =5, n = 10 et n = 50. On trace aussi la fonction 8 — 6ylog(0) + (1 — 6p)log(1 —
6) sur |0, 1] en noir. Noter que lorsque n — oo, sous Pg,, X,, converge presque-siirement vers 6. Les traits
verticaux sont placé en 6y, 0.3, 0.32 et 0.4.

Par conséquent, la fonction 8 — £,(60) approche la fonction 6 — Eg, [£,(0)]. Nous verrons plus tard que cette ap-
proximation est en fait uniforme si 6 appartient a un sous-ensemble [a,b] avec 0 < a < b < 1. Ceci est illustré dans la
fig. [[-2.1] La fonction 6 — £,,(8) est strictement concave sur ]0, 1 et limg_, £,(6) = —eco et limg_,1 £,,(6) = —oo. Par
conséquent la fonction 6 +— £,(6) admet un maximum unique qui est caractérisé par 1’équation

LX 1-X) X, 1-X%
oze;,(e):n—lz{gl_ ’}: " "
i=1

1-6) 6
Cette équation a une unique solution dans [0, 1], donnée par

0 1-6

0,:=X, .

Ce maximum unique est appelé estimateur du maximum de vraisemblance. C’est la valeur du parametre qui maximise
la vraisemblance des observations.

Dans cet exemple, 6, est aussi un estimateur des moments associé a la statistique 7'(x) = x ; nous avons Eq [T (X} )] =
6 pour tout 6 € ©. Cette propriété sera vérifiée dans les modeles statistique de type exponentiel (voir Chapitre[[V-4)).{

Nous allons maintenant donner une définition plus formelle de la vraisemblance.

Définition I-2.8 (Vraisemblance). Soit (X, Z") un espace mesurable et p € M_ (") une mesure o-finie.
On appelle fonction de vraisemblance (ou vraisemblance) associée au n-échantillon (Xi,...,X,) du
modele statistique (X, 2 ,{qe - 1L, 6 € O}) I'application

6 ¢ @HLH(G,Xl,...,Xn) = qu(xi) .
i=1

Quand il n’y a pas de risque de confusion, nous utiliserons la notation abrégée

L.(0) = L,(8,X1,....X,) .
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Exemple I-2.9 (Loi de Poisson). Dans ce cas X = N, que nous équipons de la mesure de comptage u sur N. Pour
6 € ® :=R*, nous appelons loi de Poisson de parametre 6, la loi de densité par rapport a u,

06"
x!

go(x)=e , xéN6e€O.

Soit (X1, ..., X,) un n-échantillon du modele (X, 2",{qg - tt, 6 € ®}). La vraisemblance s’écrit, pour tout 6 > 0,

n oXi 1 _
L,(0.Xy,...,Xy) = e ? = ————exp(—nb +nlog(0)X,) .
o D =1Te 5 = g (0)%,)

La vraisemblance admet un maximum unique en

n
n_l ZX,' .
i=1

Exemple I-2.10 (Censure). Nous reprenons I’exemple[[-1.3] Les observations sont des survies censurées a droite
X :=min{Y;,7}, i=1,...,n
ol T > 0 est un instant de censure et (¥],...,¥,) est un n-échantillon du modéle exponentiel
Ry, B(Ry),{Expo(6), 6 € ©:=R} }).

Attention : les mesures dont on dispose sont modélisées par le modele statistique induit par les v.a. (Xi,...,X,) et non
pas par les v.a. (Y1, ,Y;). Posons fL := Apep + O, Olt AL e}, est la mesure de Lebesgue sur R et §; est la mesure de
Dirac au point 7. Pour 8 € R*, considérons la densité par rapport a la mesure p donnée par

oo
qo(x) =0 "1 +c(0)l gy, () ::/ Be %dr =07 .
T

Nous avons établi (voir exemple[[-1.3) que (Xi,...,X,) est un n-échantillon du modele
([07 T] ,93([07 T])7 {q97 0cO= Rj— ) .
La vraisemblance s’écrit
0 L,(0,X1,....X,) = 0N exp (—e Yy X,-> (0N
=

ou Ny :={i<n: X;<t}tet N :={i<n:X;=r}. Elle est & comparer avec la vraisemblance du modele sans
censure, out ’on observe les ¥; directement. Dans ce cas, la vraisemblance par rapport a la mesure de Lebesgue s’écrit

n
0 —L,(0,Y1,....Y,) = 0"exp (—921/,-) .
i=1

Définition I-2.11 (Maximum de vraisemblance). On appelle estimateur du maximum de vraisemblance
tout estimateur QMY satisfaisant

L,(6MV. Xy,....X,) = max Ly (8, X1, ..., X) -

Autrement dit

OMV € argmaxL,(6,X,...,X,) . (1-2.14)
IS(C]
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L’application
1
0 €0 —1,(0,Xy,...,X,) := —logL,(0,X,...,X,) , (1-2.15)
n

bien définie si ¢(0,-) > 0, est appelée fonction de log-vraisemblance. En posant log0) = —co, on pourra

parler de log-vraisemblance en toute généralité. On a aussi
é,,MV € argmax/{,(0,Xy,...,X,).
60

Si le maximum de 6 — L,(6), ou encore le maximum de 6 — £,(0), est atteint dans I’intérieur de ©,
et si I’application 8 — £,(0) est continiment différentiable, alors, ’estimateur du maximum de vraisem-
blance MV vérifie

Vo £a(6,X1,.. Xa) g_gprv = 0. (1-2.16)

Ceci fournit un systéme de d équations si ® C R?.

Définition I-2.12 (Equations de vraisemblance). L’'équation (-2.16) est appelée équation de vraisem-
blance si d =1 et systeme d’équations de vraisemblance si d > 1.

En résolvant (I-2.16), on obtient tous les points critiques de 8 — £,(0), en particulier, tous ses maxima
et minima locaux. On appelle racine de 1’équation de vraisemblance tout (estimateur) 6,77 solution de

(:2:16), c’est-a-dire tel que R
Vo £a(07. X1, X) = 0.

Dans certains cas, le probleme d’optimisation a une solution unique, mais cette solution n’a pas de
caractérisation variationnelle. C’est typiquement le cas lorsque la fonction de vraisemblance n’est pas
dérivable. On ne peut pas dans un tel cas obtenir 1’estimateur du maximum de vraisemblance comme
solution d’un systeme d’équations de vraisemblance (voir Exemple [[-2.15).

L’estimateur du maximum de vraisemblance n’est pas toujours défini (voir Exemple|[-2.16).

Enfin, il n’y a pas nécessairement unicité de I’estimateur du maximum de vraisemblance (voir Exemple[J-

2.17).
Exemple I-2.13 (modeéle gaussien standard). Soit (Xy,...,X,) un n-échantillon du modele statistique gaussien
(R, A(R), {N(1,0%), (1,06%) eRxRLY}).
La densité de la loi N(p, 62) est donnée par
qo(x) == 2m0?) " 2exp (= 5L (x—p)?), 6=(n,0%) €O =RxR} .

La log-vraisemblance associée s’écrit
n n
0 Ly (1,07), X1, X ) 1= _5103(2”62) 202 Y xi—u)?.

Les équations de vraisemblance s’écrivent

1 n
(1o)X ) = LY,
i=1
S5 ), X Xy) = 1 ly X; 2
Gor (W.09) X1 Xa) = 55ty ) (i p)

Pour n > 2, ceci nous fournit le point critique

A - 1
en: (Xn:
ni

On vérifie que la log-vraisemblance est strictement concave et que le point critique est I’'unique maximum global. Par
conséquent, nous avons MV = §,. ¢

0=
=
|
>
=
5
~

1
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-20 -15 -10 -5 0

FIGURE I-2.2 — On dispose de n = 25 mesures réelles xp,- - ,x, (obtenues comme la réalisation de n v.a.
i.i.d. de loi de Cauchy de parametre 6y = 2). On affiche une réalisation de la fonction de log-vraisemblance
normalisée : 6 — —logm — 1 Y7 log (14 (x; — 0)?) et une réalisation de sa dérivée (graphe de droite).
On observera que le maximum de vraisemblance n’est pas 6y (le trait vertical en pointillé est la droite
d’équation x = 6y).

Exemple I-2.14 (Loi de Cauchy). Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’un modele de Cauchy
(R, A(R),{Cauchy(0), 6 € ©®:=R}) ,

ol Cauchy(0) est une loi de Cauchy de paramétre de translation 6 et de parametre d’échelle 1, de densité par rapport
a la mesure de Lebesgue (voir exemple [[-2.3)

1

qe(x) == m .

La vraisemblance s’écrit alors,

n

1 1
0 La(0:X1 %) = =gy
3

La log-vraisemblance est donnée par
1 /! 2
0 — £,(0,X1,...,X,) = —logm— - Y log (1+(X;—6)?),
i=1

dont I’équation de vraisemblance associée est :
L Xi—06
Y ———=0. (1-2.17)

Cette équation n’admet pas de solution explicite et peut d’ailleurs admettre plusieurs solutions. Pour maximiser la
fonction de vraisemblance, il faut avoir recours a une procédure numérique. On peut par exemple utiliser dans cet
exemple une méthode de gradient. Notons 6® 1a valeur du parametre a la k-ieme itération de 1’algorithme de gradient.
La valeur a la k + 1-eéme itération est donnée par

o x -0k
ok+1) _ g(k) [l B
T X emy o

ou Y est un pas d’apprentissage. Nous avons représenté Figure la log-vraisemblance et sa dérivée pour n = 50
observations ; ces mesures observées ont été produites comme la réalisation de v.a. de Cauchy de parametre 6y = 2.

Exemple I-2.15 (modeéle uniforme). Soit (X1, ...,X,) un n-échantillon d’'un modele statistique uniforme

(R, Z(R), {Unif([0,0]), 6 € ©:=R" }),
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ol pour 6 € @, Unif([0, 6]) est la loi uniforme de paramétre 0 de densité par rapport a la mesure de Lebesgue donnée

par
1
qe(x) := 5L g)(¥) -

La fonction de vraisemblance s’écrit
1 £ _
06— Ln(97X17. .. 7)(n) = ﬁ I_:[]l[o’a] (Xl) =0 "]1[0’9] (Xn;n)7
=

ot X;.; = max;—1,.. ,X; (voir Définition|IV-2.14). La valeur maximale de L,(60,Xj,...,X;) est obtenue pour 8 = X,
et donc é,}vw = X,;.n. Par contre, la vraisemblance n’est pas dérivable et la fonction de log-vraisemblance n’est pas
définie pour toutes les valeurs de 6 € ©. &

Exemple I-2.16 (absence d’estimateur du maximum de vraisemblance). Soit gg la densité par rapport a la mesure de
Lebesgue définie par

_ bl

2

€
X) = ——v,
q0(x) = 7 T

Considérons le n-échantillon du modele statistique (R, Z(R),{qo(- — 0), 6 € ® := R}). La fonction de vraisemblance
s’écrit

xeR.

n
6 L(6.X1.....X,) = [ [ g0 (X — 6).
i=1

Onalimg_x, L,(0,X1,...,X,) = +oeopour touti = 1,...,n. Pour cette expérience statistique, I’estimateur du maximum
de vraisemblance n’est pas défini. &

Exemple I-2.17 (modeéle de Laplace). Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modele statistique
(R,2B(R),{qoALeb, 6 € ®:=R})

ol pour 6 € 0, la densité gg est donnée par

1
qo(x) == Eexp(f|x79\) XER.

La log-vraisemblance est donnée par

n
60— £,(0,X1,...,X,) = —nlog(2) - Y |X; - 6].
i=1

Maximiser ¢,(0,X,...,X,) revient 2 minimiser la fonction 6 — Y, ‘Xi — 9|. Cette fonction est dérivable presque
partout, de dérivée — Y, sign(X; — ). La dérivée (définie presque partout) est constante par morceaux. Si n est impair,
elle s’annule en un point unique X, 1y/2.2 (sous réserve que les X; soient deux-a-deux distincts, ce qui est vrai presque

sirement car la loi de (Xj,...,X,) est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue), ou X;., < ... < X, désigne la
statistique d’ordre associée a 1’échantillon (voir Définition [[V-2.14)). Si n est pair, il y a une infinité de solutions : tout
point de I’intervalle (Xn 120X )2 +1:n) est un estimateur du maximum de vraisemblance. &

I-2.3.1 Invariance par reparamétrisation

L’estimateur du maximum de vraisemblance est invariant par changement de paramétrisation. Cela si-
gnifie que, si GMY est I’ estimateur du maximum de vraisemblance pour 6, alors G(6MV) est I’ estimateur du
maximum de vraisemblance du parametre G(6) pour toute fonction G bijective. Pour le voir, considérons
une famille de probabilités associée a une expérience statistique {Pg, 0 c ®} et une bijection

G:0— G(0)
de O sur son image G(®). On construit une nouvelle famille de probabilités {QT, TE G(G))} en posant

Q‘; = PG*I(‘E) .



I1-2.3. MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 33

Proposition I-2.18. Si G : ® — G(O) est une bijection et si é’%\/IV désigne Uestimateur du maximum de
vraisemblance pour I’expérience statistique associée a la famille de lois {H"g, 0 e ®}, alors G(6MV) est
Pestimateur du maximum de vraisemblance de G(0), ¢’est-a-dire pour ’expérience statistique associée Q

la famille de lois {Q¢,7 € G(®)}.

Démonstration. Posons T, := G(MV). Alors MV = G~1(,). Pour tout T € G(®), la vraisemblance
L,(7,Xi,...,X,) associée a la famille {IP’G ,TE€G(O } s’écrit

E;(T,Xh...,Xn) =L,(G(1),X1,....X,) .

On a donc
La(7, X1, ., Xn) = Lu(8,X1,..., X)) <L,(OMY . X1,.... %) = Lu(T0, X1, X)) - O
Exemple 1-2.19. Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’un modele statistique exponentiel

(Ry,B(Ry),{Expo(6), 06 c® =R }) .
Rappelons que pour tout 6 € @, Expo(0) a une densité par rapport la mesure de Lebesgue sur R :

qo(x) = 0" 1 g, .

La log-vraisemblance normalisée s’écrit
_ _ n
0 (,(0)=logd—0X,, X,:=n'Y X,

donc #,,(6) = 0 si et seulement si 6 = 1/X,,. On vérifie que c’est un maximum global, donc GMV = )-(i Par invariance
par changement de paramétrisation, on en déduit sans calcul que I’estimateur du maximum de vraisemblance pour un
n-échantillon de loi exponentielle de parametre 7 =1/60, 6 € @ =R* est T, := X,,. &

1-2.3.2 Généralisation

Nous avons défini la vraisemblance pour un modele statistique de type n-échantillon. 11 est toutefois
possible d’étendre I’estimateur du maximum de vraisemblance a des modeles plus généraux. Considérons
a titre d’exemple le modele de régression Exemple [[-1.11]

Exemple 1-2.20 (Régression linéaire).

(R", B(R"), {po- 12", 6 € ©})

ol
1 1 & 2 2
=—— — — X ,
Po(V1,---,¥n) 2oy | 20 ; Yk ;ﬁm( )
et @y: R? — R sont des fonctions connues, £ =0,- - - , p. Les paramétres 2 estimer sont donnés dans ce cas par :
2 . 1
OZ(Bo,ﬁl,...,ﬁp,O')€®.=RP+ XR:_.

Pour estimer le parametre 8 = (By, ..., Bp), I'estimateur du maximum de vraisemblance coincide avec I’estimateur des
moindres carrés défini comme le minimiseur par rapport aux paramétres inconnus (f, ..., ,) de la quantité

k=1 14

2
Jn(Bos---»Bp) = Z{Ykz.ﬁ’ew Xk} :

Ce probleme d’optimisation admet une solution qui est caractérisée par le systeme d’équations

T
VJn(ﬁOw-'aﬁp) [ ﬁ (ﬁ07 7ﬁ )7 78 (B()a aB ):l :0([7+1)><1 .

By
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On obtient ainsi un systeme d’équations linéaires

n P
)y {Yk_Zﬁé(PE(Xk)}(Pj(Xk)—Oa j=0,...,p. 1-2.18)
k=1 (=0
En notant Y le vecteur de R” de composantes (¥7,---,¥,)7, et ® la matrice de régression n x (p + 1) définie par

®:=[@g,....¢,], olinousavonsposé @; = [Pi(x1),Pi(x2),. ., Pi(xn)]"

le systeme d’équations ([2.18)) peut s’écrire,
oTop =dTY.
Si 1a matrice ®7 ® est inversible, ce systéme d’équations admet une solution unique donnée par
B, =@ @) 'y,

Cet estimateur des parametres de régression B est appelé estimateur des moindres carrés. Pour estimer la variance 62,

nous pouvons par exemple considérer

2

2
ol . ) )
) {Yk— Zﬁn,m’é(xk)} =n"! HY—CDﬁn
=1 =0

I-2.4 M-estimateurs

L’estimateur du maximum de vraisemblance, introduit section [[-2.3] est défini comme la solution d’un
probléme de maximisation : c’est la valeur du parametre qui maximise la vraisemblance des observations.
C’est un cas particulier d’une tres vaste classe de méthodes, ot I’estimateur est obtenu comme la solution
d’un probléme d’optimisation.

Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon d’un modele statistique (X, Z",{Qg, 6 € ®}). Nous posons pour
tout 0 € O, Py := Qg’”.

Considérons une fonction m: @ x X — R, (6,x) — m(0,x) telle que pour tout 6, 6y € O, Eg, [|m(0,X;)[] <
oo, Considérons, pour tout 6y € ©, la fonction Mg, : ® — R, définie par

2] '—>M90(9) = Ego [m(G,Xl)] . (I1-2.19)

Supposons de plus que m est telle que, pour tout 8y € O, la fonction Mg, atteigne son maximum au point 8.
Nous ne disposons que des observations (Xi,...,X,) et la fonction Mg, n’est donc pas connue. Par contre,
nous pouvons I’estimer par une moyenne empirique.

Soit M, : ® — R la fonction définie par

n

60— M,(0):=n" Zm(B,Xi) .
i=1

En supposant que, pour tout (8, 6y) € © x ©, Eg [m*(0,X;)] < o, I'inégalité de Bienayme-Tchebychev

montre que pour tout § > 0,
Varg (mg (Xl))
Pa, (|M0(6) — Mg, (8)] > §) < = 7=~

Donc, quand 7 est grand, la fonction 6 — M, (0) approche la fonction limite 6 — Mg, (6). Nous appelons
M-estimateur toute solution du probleme d’optimisation

6, € argmax M, () . (I-2.20)
0€0

Dans de treés nombreux cas, ce probleme d’optimisation n’admet pas de solution "explicite". Le plus sou-
vent, un M-estimateur sera donc obtenu en pratique en mettant en oeuvre une procédure numérique.
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Si I’on suppose que (i) pour tout x € X la fonction 6 — m(0,x) est différentiable et (ii) si I’ensemble
des parametres ® est ouvert, en posant

om om T

W(O,x) = ng(@,x) = m(@,x),...,m(e,x) s

nous avons

1 n 1 n R
Engm(e,Xi)\ezén = ;Zw(On,Xf) =0 1-2.21)
i=1 i=1

ce qui permet — dans ce cas — d’interpréter un M-estimateur comme un Z-estimateur. On peut bien entendu
construire des Z-estimateurs qui ne soient pas naturellement associés a un probléme d’optimisation. De
méme, on peut construire des M-estimateurs associés a des fonctions m qui ne sont pas différentiables et
qui ne sont donc pas des Z-estimateurs.

Dans I’eq. (I-2.20), I’estimateur est obtenu comme la solution d’un probléeme de maximisation. Dans
certains cas, il est plus naturel de considérer des estimateurs solutions de problemes de minimisation. La
méthode de construction de tels estimateurs ainsi que leurs propriétés sont similaires.

Exemple 1-2.21 (Méthodes des moindres carrés pour le paramétre de translation). On veut estimer le parametre de trans-
lation dans I’exemple [[-2.6] (dont nous reprenons les notations). Supposons que F soit la fonction de répartition d’une
loi symétrique (F (x) = 1 — F(—x) pour tout x € R), admettant un moment d’ordre 2, 62 = [x2F(dx) < eo. Posons

m(60,x) :=—(x—0)2.
Pour tout 0, 8y € ©, nous avons
Mg, (8) = —(60—6)* — o*.

La fonction 6 — Mg, (6) admet un maximum unique au point 6y. Le M-estimateur associé a la fonction m est donc la

valeur du parametre 6, qui maximise la fonction

=

0 — M,(0)=—n""Y (X;—0)? (1-2.22)

i=1

. . . . L A _ . —lyvn : .. . L. N
Cette fonction a un maximum unique, qui est donné par 6, =n~' Y | X;. La maximisation de (I-2.22) équivaut a la
minimisation de la fonction

1

0—n 'Y (x;—0)%. (1-2.23)

M=

i=1

Dans ce cas précis, il est plus naturel de considérer le probleme de minimisation que de maximisation. L’estimateur
minimisant ([-2.23)) est appelé estimateur des moindres carrés. La fonction 6 — m(6,x) est différentiable pour tout
x € R. Le maximum de la fonction ([-2:22) est I'unique solution de I’équation

=

n
n! Zm’(G,Xi):n_l (Xi—6)=0.
i=1 '

i=1

La moyenne empirique est a la fois un Z-estimateur et un M-estimateur.

La médiane empirique est aussi un M-estimateur : elle est solution du probléme d’optimisation

n
M, (6,) = argmax M, (6), ol M,,(G):nflz\Xi—Gh
6eR i=1

voir par exemple la discussion dans I'Exemple[[-2.6] &

I-2.4.1 Divergence de Kullback-Leibler
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Définition I-2.22 (Divergence de Kullback-Leibler). Soient Py et P; deux probabilités définies sur un
espace mesurable (X, Z). Soit |L une mesure positive telle que Py < 1 et Py < U (nous pouvons prendre
par exemple L =Py +Pp). Notons pg et py les densités de Py et Py par rapport a la mesure [ (voir le
théoreme[A.47).

On appelle divergence de Kullback—Leibler (ou encore entropie relative) entre les distributions Py et
Py la quantité

KL(Po,P1) = [ polx)log 2% 1 (dx) (1-2.24)

g
{x: po(x)>0} pi(x)

avec la convention log(1/0) = oo

Nous montrerons (Théoréme|[-2.23)) que la définition de la divergence de Kullback-Leibler KL(Py,P)
ne dépend pas du choix la mesure dominante L.
Lintégrale (I-2.24) est toujours bien définie, bien qu’éventuellement infinie. En effet, I’intégrale de la

partie négative ( po(x)log ?8) ol y_ := —max(—y,0) est finie :

[ (oo 22 ) i = [ (o) iog 2200 (o) > 0. () < (1) )

ol nous avons utilisé que max(log(y),0) <y pour tout y > 1.1l s’en suit que KL(IPy,P; ) est toujours définie
et que :
KL(Py,Py) > —oo. (1-2.25)

Notons que KL(Py,[P;) n’est pas une distance, puisqu’elle n’est pas symétrique en Py, P; et qu’elle ne
vérifie pas I'inégalité triangulaire. Nous avons rassemblé dans 1’énoncé suivant les propriétés importantes
de la divergence de Kullback—Leibler. Celles-ci reposent sur I’inégalité de Jensen (Lemme [[V-T.4).

Théoreme 1-2.23. Soient (X, Z") un espace mesurable et Py et Py deux probabilités.
(i) KL(Po,P;) < +o0 implique Py < Py.
(ii) KL(Po,P;) € [0,00] et KL(IPy,P1) = O si et seulement si Py = P;.
(iii) KL(Po,P}) ne dépend pas du choix de la mesure de domination.

Démonstration. (i) Remarquons en effet que, s’il existe A € 2" tel que P1(A) =0et Py(A) > 0, c’est-
a-dire si p; (x) = 0 pour u-presque tout x € A et que {x € A : po(x) > 0} > 0 alors

/x:pw)w (Po(x) log 113(1)8 > . w(dx) > /xeA:po(xbooou(dx) = oo,

Ceci montre en fait que KL(IPy,P;) < oo seulement si Py < P;.

(ii) Remarquons tout d’abord que si po(x) = pi(x) Po—p.s., alors KL(Pg,P;) = 0. Il nous suffit donc
de montrer KL(Py,P;) > 0 et KL(Py,P;) = 0 implique po(x) = pi(x) Po-p.s. On applique I'inégalité de
Jensen (Lemme |[V-1.4) a la variable aléatoire p;/po, et on obtient, par convexité de —log,

KL(FoP1) > ~tog [ o) (220 ) (@) =0,
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De plus I’égalité a lieu si et seulement si p; = copo Po-p.s., donc si p; = pg Po-p.s. puisque ce sont deux
densités.

(iii) Supposons que Py < P;. Par le théoreme [A.47] la probabilité Py admet une densité par rapport a
Py, que nous notons fy (et qui est unique a une P; — p.s.-équivalence pres). Nous allons démontrer que,
dans ce cas,

KL(Po,P1) = / Fol) log(fo(x))P1 (dx) , 1-2.26)

avec la convention 0log(0) = 0. Comme P; = p; - u et Py = f; - Py, nous avons Py = pop; - 4. Comme la
densité est unique  une p-équivalence prés par le théoréme|A.47} nous avons py = fop| U-presque partout.
Il s’en suit

KL(Po, Py /{ . >0} Folx)p1 (x) log o (x) e (dx)
-/ ) log o)) P1 ().
{x: folx

L assertion|(D)] et montre que KL(Py,P;) ne dépend pas du choix de la mesure de domination : soit
Py < P; et alors on a ([-2.26)), dont le membre de droite ne dépend pas de p, soit KL(Pg,P;) = eo. O

I-2.4.2 Maximum de vraisemblance et M-estimation

Nous allons maintenant montrer que 1’estimateur du maximum de vraisemblance est un M-estimateur.
Soit (Xj,...,X,) un n-échantillon d’un modele statistique paramétrique dominé (X, 2", {qg - 1L, 6 € O}).
Notons pour tout 8 € @, Pg := Q?” o Qg :=¢qg-U.

Supposons que pour tout (8,x) € ® X X, gg(x) > 0 et posons

m(0,x) :=logge(x) . (I-2.27)

Supposons que pour tout 6,6y € O,
Eg, [[logge(X1)|] <
Considérons, pour tout 8y € ©, la fonction Mg, : 6 — R définie par

Mg, : 6 — Mg, (0) = Eq, [logge(X1)] -

Notons que
Mo, (8) = Eq, logqo (X1)] = [ logqs(x)qa, (x)u(d

= [tz 22 u(w) + [ g (31020, (m (@)
= —KL(Qg, Qo) +Ent(Qg,) ,

ot Ent(Q(6p)) est I’entropie de la loi Qg,, définie par

Ent(Qa,) = | g, () log e, (1) (). (1:2.28)
Par Théoréme [I-2.23| la fonction 6 — KL(Qg,,Qg) est finie et positive. Nous avons KL(Qg,,Qg) = 0 si
et seulement si Qg, = Qg ce qui équivalent a & = ). Par conséquent, pour tout 6 # 6y nous avons
Mg, (6) < Meg,(60) ,

ce qui montre que la fonction 6 — My, (0) admet un maximum strict en 6y. Nous pouvons estimer cette
quantité en calculant 1a moyenne empirique

0 — M,(0) =n""Y logqe(X;)
i=1

qui est la log-vraisemblance de I’observation (voir (I-2.13)).
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Chapitre I-3

Tests et régions de confiance

Le probléme des tests en statistique est différent de celui de I’estimation. On fait une
hypothese a priori sur le parametre inconnu et il s’agit de décider a 1’aide des obser-
vations si cette hypothese est vérifiée (dans un sens que nous préciserons) ou non.
Contrairement aux problémes d’estimation, le probleme n’est pas d’approcher la va-
leur numérique d’un parametre 6 mais de répondre a une question sur ce parametre
en étant capable d’évaluer la “fiabilité” de la réponse.

La procédure consiste a définir I’hypothese a tester (dite "hypotheése nulle") et une
alternative, définir une statistique, puis définir un ensemble de valeurs de cette statis-
tique qui conduiront a rejetter I’hypothese nulle. Cette construction doit aussi garantir
un taux d’erreur fixé a priori.

Les notions principales sont celles d’hypotheses nulle et alternative, de région d’ac-
ceptation et de rejet d’un test, de fonction puissance d’un test, de niveau et de taille
d’un test, de p-valeur et de fonction pivotale.

I-3.1 Tests d’hypothese

Exemple I-3.1. On dispose de mesures a valeur réelles, pour I’étude desquelles on considere le modele statistique
(R,%(R),{N(6,1), 6 € ®}) ot ® = RR. Sur la base de ces mesures, on souhaite répondre a la question : I’espérance
est-elle inférieure ou égale a 8y = 2? On veut aussi une procédure de test qui garantisse que 1’erreur consistant a
répondre “non” alors que 1’espérance est bien inférieure ou égale a 6y, soit inférieure a @ %.

On veut donc tester I’hypothese nulle Hy : 6 € @ ol @ := |—o0,2].

On va se donner une hypothése alternative Hj, par exemple 8 € @] ot @ := ]2, 4-oo]. Il faut que @y NO; = 0.

Une régle de décision naturelle est de se baser sur la moyenne empirique X, des observations Z, et de considérer que dés
que Z est dans la zone {X,, < cq }, on accepte I’hypothese nulle Hy. Formellement, on définit la fonction ¢ : Z+— 1 £, >ca
qui retourne O si on accepte I’hypothese Hj et qui retourne 1 si on la rejette.

Ce seuil ¢y est choisi pour garantir le niveau maximal d’erreur fixé i.e. : Pg(X, > c¢) < o et ce pour tout 6 € O
(Ia condition "pour tout 8 € ®)" est en écho a "alors que I’espérance est bien inférieure a 6" et I’événement dont on
calcule la probabilité correspond a "on répond non").

Il est attendu que ¢ soit (1égerement) supérieur a 6. &

Plus généralement, étant donnée une expérience statistique (Z,2°,{Py, 0 € ®}) et @y et O; deux
sous-ensembles disjoints de ©, le but d’un test statistique est de déterminer si 8 € ®p ou 8 € ®;. On dit
qu’on fait le test d’hypothéses

Hy: 60y, contre Hi: 060 .

Hy est dite I’hypothése nulle et H| est I’hypothése alternative. Pour effectuer un test, une premiere idée
consiste a construire une statistique prenant deux valeurs 0 ou 1. On parle alors de tests purs.

39
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Définition I-3.2 (Tests purs). Un test pur de Hy : 6 € O contre H| : 6 € O est une fonction mesurable
¢ :Z—{0,1} telle que

— Si ¢(Z) = 0 on accepte I’hypothese nulle Hy (de fagon équivalente, on rejette I’hypothése alterna-
tive).
— Si §(Z) = 1 on rejette I’hypothese nulle Hy (de facon équivalente, on accepte I’alternative H, ).
L’ensemble

RZ:={z€Z: ¢(z)=1}

est la région de rejet du test - on parle aussi de région critique du test. L’ensemble of = 7\ X est la région
d’acceptation du test.

Exemple I-3.3. Reprenons Exemple Nous avons @¢ := | —oo, 6p] et @ := |6, +oo[. Le test pur est défini par la
fonction ¢ : (xy,-+,xn) = L-1yn o, ; larégion de rejet est 7 := {n 1Y x; > cq} etlarégion d’acceptation est
of = {nflz?zlx,'gca}. O

Lorsque ®¢ (ou ®1) est réduit a un singleton, on parle d’hypothése simple. Sinon, on parle d’hypothese
composite. Dans 1’exemple[[-3.3] nous avons ainsi a faire a un test entre deux hypotheses composites.

Exemple I-3.4 (Sondage). Considérons I’exemple [[-T.1} Supposons que nous cherchions a tester 8 < 6y o1 6 est la
probabilité de voter pour le candidat A. De fagon plus formelle, soit (Xj,...,X,) un n-échantillon d’une expérience
statistique de Bernoulli, ({0,1}, 22({0,1}),{Ber(0), 6 € ® :=]0,1[}). Fixons 6 € ©.

Considérons la partition de ’espace des paramétres @y := {0 €®: 0 <6y} et O] :={6 €O : 6 > 6y}. Pour
t > 0, il est naturel de considérer un test de la forme suivante

0(X1,....X,) = ]l{nl zn:xi >t} .
i=1

On accepte 1’hypothese nulle si le nombre de votes exprimés en faveur de A est inférieur a un seuil ¢ a choisir. On
rejette I’hypothese nulle dans le cas contraire. Dans ce cas, la région de rejet est donnée par

Dans le cas ou ® C R, les tests suivants sont couramment utilisés.

— Hy: 6 =6y, contre H;: 6 = 0;. C’est un test d’'une hypotheése simple contre une alternative
simple.

— Hy: 6 =06y, contre Hj: 0 # 6y, qui est test d’une hypothése simple contre une alternative
composite.

— Hp: 6<6), contre Hj: 0> 0;,quiestuntestd une hypothése composite contre une alternative
composite.

Il est fréquent que la région de rejet Z se mette sous la forme % = {z € Z : T(z) > ¢} pour une certaine
statistique 7' : Z — R et un réel ¢ (I’inégalité peut aussi étre large). La variable aléatoire T est alors appelée
la statistique de test et c la valeur critique du test. On dira aussi de maniere équivalente qu’on fait le test
de statistique 7 et de valeur critique c. Dans ce cas, on rejette Hy si, ayant observé Z on a T(Z) > c.

Nous utiliserons la fonction puissance pour mesurer les performances ou la fiabilité d’un test statistique

$.

Définition I-3.5 (Fonction puissance). Soit (Z, % ,{Pg, 0 € ®}) un modéle statistique paramétrique. La
fonction puissance By : ©® — [0, 1] d’un test pur ¢ est définie par

Bo: 0= Po(9(2) =1) =P (%)
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Lorsqu’on effectue un test, c’est a dire qu’on choisit entre une hypothése Hy et une alternative H;, on
s’expose a deux types d’erreur.

— Erreur de 1ére espéce : rejeter Hy alors que cette hypothese est satisfaite.
— Erreur de 2éme espéce : accepter Hy alors que cette hypothese est erronée.

Ces erreurs sont quantifiées a 1’aide de la fonction puissance de la maniére suivante.

Définition I-3.6 (Taille d’un test, niveau d’un test). La faille du test ¢ est définie par

a(@):= sup By(6) .

00

Soit a €0, 1[. Un test ¢ est de de niveau o si sa taille est inférieure ou égale a o.

La taille du test est la probabilité maximale de rejeter Hy alors qu’elle était vraie. Etant donnée deux
hypotheses Hy, H, ou de fagon équivalent, ®g,®1, il n’y a pas unicité de la fonction de test ¢. Il est donc
naturel de se poser la question du choix optimal de la fonction de test. Il est clair que si ¢; et ¢, sont deux
tests et si

Bs, (0) < By,(0) pour tout 6 € O
Bs, (0) > By, (0) pour tout 6 € O

alors le test ¢ doit étre préféré au test ¢,. Cette relation définit un préordre dans I’ensemble des tests. I1
faut faire attention toutefois que deux procédures ne sont pas nécessairement comparables.

Exemple I-3.7. Reprenons I’Exemple avec ©@g = {0 < 6y} et @ = {6 > 6 }. Donnons nous deux réels ¢ > ¢,
et définissons deux tests @1 (X1, Xn) = Ly,-1yn x50y € 92(Z) = Ly1yn x5c,) s la statistique de test est ici
T(Z)= nl Y, X; et cq et cp sont deux valeurs critiques. Les régions de rejet de ces tests sont données par Z :=
{(xl,m ,xn) ER™ : n’lﬂ’:lxi > cl}, K = {(xl,u- Xn) ER™: n*Ier-‘zlxi > c2}. 11 est clair que Z| C %>, ce
qui implique que, pour tout 6 € @ :=R,

By, (8) < By, (8) -

Plus précisément, puisque sous Pg, n~! Y* X; ~N(0,1/n), nous avons

By, (6) =1—@((ci—6)vn),

ol @ désigne la fonction de répartition de la loi N(0, 1). Par suite, la taille du test ¢; est

sup By, (6) =1 inf ®((c) —0)vn) =1-2((c; — 60)V/n) .
60, =0bp

De méme, celle de ¢ est 1 —P((cy — 6y)+/n). @ a une taille strictement inférieure a celle de ¢,. Par contre, pour tout
6 € ®1, nous avons By, (8) < By, (0) : le risque de seconde espéce est donc plus faible pour le test ¢, que pour le test
1.

Sur la Figure fig. [[-3.T] nous tragons & gauche I’évolution de la fonction puissance du test ¢; lorsque 8y =2, n =50
et ¢ est choisi de sorte que

1—®((c; — 6p)y/n) = 0.05 .

Nous trouvons ¢; = 2.23. Observons qu’en 0 = 6, la fonction puissance est égale a la taille du test et vaut 0.05
(conséquence de la définition de la valeur critique c¢). Nous représentons aussi la fonction puissance du test ¢, dans le
cas ol ¢ =0.9¢ : la taille de ce test est supérieure a celle de ¢; mais (voir le comportement sur |6, +-o[) le risque de
seconde espece est inférieur.

A droite, nous tragons la taille du test en fonction de la valeur critique ¢ : plus c est grand, plus cette erreur peut étre
réduite. Néanmoins, une telle stratégie revient a augmenter la taille (au sens de I’inclusion) de la région d’acceptation
et donc augmente la valeur du risque de seconde espece. Observons enfin qu’en ¢ = 6y, la taille vaut 1/2; et que pour
atteindre une taille de test égale a 5%, la valeur critique se situe dans I'intervalle [2.2,2.4] (la valeur exacte est 2.23).{
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test Py

= = =test @y

2.6 2.8 3

FIGURE I-3.1 — Cas 6y = 2 et n = 50. Gauche : fonction puissance des tests ¢; et ¢, ; le seuil ¢ a été choisi
pour garantir une taille de test égale a 5% (le trait horizontal est la droite d’équation y = 0.05) et on a pris
¢2 =0.9c¢;. Droite : taille du test ¢; en fonction de la valeur critique c;.
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FIGURE I-3.2 — Fonction de répartition complémentaire de la loi bindmiale pour n = 30 et 6 = 0.1 (noir),
0.2 (rouge), 0.3 (bleu) et 0.4 (vert).

Exemple 1-3.8 (Sondage). Considérons le cas du sondage (voir exemple |171_TI) Nous allons considérer comme statis-

tique de test T'(Xy, ..., X,) =S, = X} X; ; nous allons tout d’abord chercher a déterminer la taille du test. La situation
est ici élémentaire car la loi de S, = ¥/ | X; est connue de facon explicite : pour tout k € {0,...,n} et 6 € ® = [0,1],
nous avons

Fo(, =4 = pa(t) = (61— 0+

e Nous allons tout d’abord montrer que, pour tout seuil ¢ fixé, la fonction 8 — Pg (S, > c) est croissante, autrement
dit, que
pourtout 0 < 0 <9 <1, Py(Sp>c) <Py(Sp>c). (I-3.1)

Ceci est illustré dans fig. Soient Uy, ...,U, une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1],
0<0<V¥<letceR Pourtoutie€ {l,...,n}, on définit A; = Liy,<e}> Bi = L{y,<p) de sorte que A; < B;. On a
alors Y | A; suit la loi binomiale de parameétre net 6, Y| B; laloi binomiale de paramétre net et Y. | A; <Y | B;.
Par conséquent,

IP’g(S,, ZC) =P (iAi ZC) SP (iBi 2 C) :IP’@(Sn ZC) .
i=1 i=1

Ainsi, pour tout ¢, nous avons

sup Py (A, > c) =Pg, (A >¢) .
6<69
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FIGURE I-3.3 — Figure de gauche : Erreur de premiere espece en fonction du seuil ; Figure de droite : Erreur
de premiere espece en fonction de I’erreur de deuxieme espece

o Pour un seuil ¢ donné, nous pouvons maintenant aisément calculer la taille du test. Elle est donnée par

sup Pg(A, > ¢) =Pg, (A > ¢) .
6e0,

Nous avons visualisé dans la fig.[[-3.3]I’évolution de la taille du test en fonction du seuil c. Puisque S, ne prend que des
valeurs entieres, on voit que pour un niveau o € |0, 1[ donné, il n’existe pas forcément de seuil ¢, garantissant que la
taille du test soit exactement égale a ce niveau . Nous poursuivrons cette remarque dans le chapitre ??, lorsque nous
parlerons des tests randomisés.

Pour obtenir un test dont la taille soit inférieure ou égale a un niveau « fixé, il suffit donc de choisir le seuil cq
comme le plus petit entier pour lequel Pg, (A, > cq) < a. On remarque que, pour tout 8 € @y, nous avons

Po(An > cq) > Pg,(An > cq) = sup Pg(An > cq) -
00, %

De maniere plus générale, chercher a2 minimiser la taille d’un test (parmi une famille de tests don-
née) nous conduit a choisir la région de rejet la plus petite possible. A 1’inverse, la maximisation de la
fonction de puissance du test sur ®; nous conduit a choisir la région de rejet la plus grande possible. La
détermination de la région de rejet nous oblige donc a réaliser un compromis entre deux objectifs qui sont
contradictoires. Pour résoudre cette difficulté, nous sommes conduits a convenir d’une regle. La plus com-
munément admise est celle de Neyman-Pearson qui se fonde sur une dissymétrie entre les hypotheses Hy
et Hy. Mathématiquement, on se donne un niveau & € ]0, 1| typiquement petit, de I’ordre de 5%, 10~ ou
107 selon les applications - et on construit le test ¢ de fagon  garantir que sa taille &(¢) soit inférieure
ou égale a . On dit alors que le test est de niveau ¢. Ayant borné la taille du test par o, il est naturel de
chercher a maximiser la fonction puissance du test 34 (8) pour tout 6 € ;.

Exemple 1-3.9. Dans I’exemple[[-3.1] on garantit un niveau o si on choisit de rejeter Hy lorsque +/n(X,; — 6p) > z1_q»
oll zj_q est le (1 — o)-quantile de la loi N(0, 1). En effet, la région de rejet du test est alors

n
i=1

et on a bien

Pg, (nl ix,‘ S %) = Py, (\/ﬁ()?n —6p) > Zlf(x) =P(N(,1)>z1_¢)=0a .
i=1

Permutons maintenant les hypotheses Hy et Hy, c’est a dire que 1’on fait le test

Hy: 6>6y, contre Hy: 0<86) .
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Un calcul élémentaire montre que la fonction puissance du test de la forme 1y . est

6 — @(v/n(c—0))
ol @ est la fonction de répartition d’une loi N(0, 1) ; et par suite, la taille du test est

®(v/n(c— 00)) -

La valeur critique ¢ peut étre choisie pour que la taille atteigne le niveau : on prend ¢ = 6y +z¢ /+/n 0l z¢ est le quantile
d’ordre & de la loi N(0, 1). En conclusion, pour tester 8 < 6 contre 6 > 6 (resp. pour tester 8 > 6, contre 6 < 6)
nous avons obtenu les régions de rejet

R ={Vn(Xy—60) >z1-a}  tesp. Z' ={/n(Xy—6) <za} ={Vn(Xy—60) < —z1-a} -
Nous observons que les zones de rejet ne sont pas complémentaires ! &

Poursuivons cette analyse de la dissymétrie entre les hypotheses Hy et H;.

Exemple I-3.10. Nous disposons d’un n-échantillon du modele gaussien (R, Z(R),{N(6,1), 8 € ®}) ou ® :=R, et
nous voulons tester

Hy:6=0 H :0=6,
pour une valeur 6y > 0 fixée. On prend la moyenne empirique X,, comme statistique de test, et on cherche une région
de rejet de la forme {n~! Y7, x; > c}. Pour garantir une taille (et un niveau) de test & € ]0, [, on prend pour région de
rejet

n
_ e
Z={n 'Y x> +s
; o
7, désigne le quantile d’ordre u de la loi N(0, 1). Maintenant, permutons les hypotheses : pour tester
Hy:0=06, H{:0=0

nous considérons le test de région de rejet

n n
_ Za 1 Il—a
Z = 'Y 5 <0+ "%} ={n xi < 6y— }s
L v L v
Pour comprendre la dissymétrie entre les hypothéses Hy et Hy, prenons 0 < 6y < 2z;_o/+/n ce qui entraine que
Z1—a/\/n > 6y — 21— /+/n. Dans ce cas, on peut découper 1’ensemble des valeurs prises par X, en trois régions.

— Ry ={Xn < 6y —z1-q/+/n} est la région dans laquelle le premier test accepte Hy et le second rejette Hy).
— 1 = {Xy > 21_q/+/n} estlarégion dans laquelle le premier test rejette Hy et le second accepte H).

— Ry =1{600—21-0/vn < Xy < 71_q/+/n} est la région dans laquelle une méme valeur de la statistique va
conduire a accepter Hy et accepter H;).

Ainsi, la troisiéme région décrit une expérience (observer X,) qui conduira a répondre que les deux valeurs sont

acceptables selon que 1’on mettra en place le premier test ou le second test. Les données ne permettent pas de trancher

entre 6 =0 et O = 6. Le point de vue de Neyman-Pearson consiste a décider I’hypothése nulle dans ce cas litigieux.<>

Cet exemple illustre le principe général selon lequel il est plus facile d’accepter I’hypothese nulle Hy
plutot que Ialternative H;. Dans la pratique, une question importante est donc de bien poser le probleme
de test, c’est-a-dire de bien choisir I’hypothese nulle Hy. Voici quelques heuristiques fréquemment utilisées
pour faire ce choix.

— Choisir comme hypothese Hy celle qui est en notre défaveur : par exemple, si on veut proposer
un nouveau médicament et qu’on dispose d’essais cliniques sur des patients, on mettra en priorité
comme hypothese Hy que ce médicament est inefficace. Si cette hypothese est rejetée, le test sera
plus probant que si la méme hypothese était acceptée en tant qu’hypothese nulle.

— Choisir comme hypothese Hy celle qui est la plus dangereuse : si on souhaite tester la sécurité d’un
lieu avant I’implantation d’une centrale nucléaire, il est absolument crucial de détecter un risque
sismique. I1 est beaucoup moins grave de rejeter un lieu sans risque !

En vertu du second principe, deux groupes avec des visées et intéréts différents auront souvent des
couples Hy et H; inversés. Ainsi, industriels et associations de consommateurs partent rarement avec la
méme hypothese nulle.
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I-3.2 p-valeur

L approche consistant a se fixer a I’avance un niveau ¢ a I’avantage de la simplicité mais conduit a une
information binaire sur 1’expérience, rejet ou non de ’hypothese nulle. La p-valeur permet de quantifier
plus précisément le niveau d’incertitude de 1’hypothese.

Définition I-3.11 (p-valeur). Soit (Z, % ,{Py, 6 € ®}) un modele statistique. Soit {¢q : a € [0,1]} une
famille de tests purs vérifiant

(a) pour tout @ € [0, 1], le test ¢ est de niveau o, i.e.

(o) == sup By, (0) < «,
CISCh

(b) pourtour 0 < a < a' <1, By C By o0t By := {2 € Z, ¢po(z) = 1} est la région de rejet du test.
La p-valeur de I’observation Z pour la famille de tests {¢q : o € [0,1]} est définie par

0(Z) :=inf{a €[0,1]: Z€ %o} .

Cette définition s’applique a une famille de tests telle que I’augmentation de la taille du test (i.e. I’aug-
mentation du risque maximal de premiere espece Supgee, Bo (0)) est équivalent a la croissance (au sens de
I’inclusion) des zones de rejet ; la p-valeur est la valeur minimale de la taille de test qui conduit a rejeter
I’hypothese nulle. Tout test de taille supérieure a la p-valeur de I’observation Z rejetera ’hypothese nulle.

Etant donnée 1’observation Z, la p-valeur du test est la valeur & = &(Z) telle que Hy est rejetée pour
tout @ > &(Z) et acceptée pour tout o < &. En particulier, plus la p-valeur du test est faible, plus I’évidence
suggere de rejeter I’hypothese nulle.

Exemple I-3.12. Nous avons déja vu que 1’on obtient un test de niveau ¢ dans 1’exemple [[-3.9]lorsqu’on choisit pour
région de rejet Zo = {n"' YL x; > 0 +21_¢/+/n}. Ainsi, ayant observé Z = (X, -, X,), on va rejeter Hy pour tout
niveau o tel que 6y +z;_o/+/1 < X, et accepter Hy pour tout & tel que X, < 0y +2z1_o/+/1-

Pour 0 < o0 < o' < 1, nous avons zj_q > 71_¢ €t donc %o C Ry . 1l est donc 1égitime de parler de p-valeur
associée a cette famille de test : la p-valeur &(Z) de cette famille de test est donnée par

Xo=6+z_am/Vn  ie VnXi—60)=z_4z ie &(Z)=1-@(Vn(X,—6)) .

ol @ est la fonction de répartition de la loi N(0, 1).

Cet exemple illustre deux propriétés que nous allons démontrer dans un cadre plus général. La premiere consiste a
remarquer que puisque nous considérons des tests @y, de niveau o et dont la zone de rejet est de la forme {T(Z) > cq}
oll o — cq est une fonction décroissante sur |0, 1[, alors la p-valeur vérifie

o(Z) =inf{o €]0,1[,T(Z) > cq } -
La seconde concerne la loi de la p-valeur sous Hy. Pour tout 6 € @, nous avons
Po(&(Z) <u)=Py(1 —P (\/ﬁ(}?,, — 90)) <u)=Py(P (\/ﬁ(X,, — 60)) >1—u).
Puisque P est une fonction de répartition d’une loi continue, il vient
Po(&(Z) < u) =Py (vn(X, — 60) > @' (1 —u)) = Pg(Vn(X, — 0) > @' (1 —u) + /(68— 0)) .
Puisque 6 € ©, nous avons 8y — 6 > 0 et donc
Py((Z) < u) < Pg(Vn(X, —6) =@~ (1-u)).
Enfin, sous Pg, \/n(X, — 6) ~ N(0, 1) et donc

Po(&(Z) <u) <1—D(@ '(1—u)=u. o
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FIGURE I-3.4 — Histogramme de N = 10° p-valeurs associées a2 N observations indépendantes pour le test
de région de rejet {X, > 0y +z1_¢/+/n} dans le cas 6y = 2 et n = 20. Les observations Z = (X1, ,X,)
sont un n-échantillon de N(6, 1). A gauche, on prend le cas 6 = 2 et a droite, le cas 6 = 2.1. On trace aussi
en trait horizontal la droite d’équation y = 1 qui correspond a I’histogramme de la loi uniforme sur [0, 1].

Nous venons de vérifier que pour tout 8 € @ et tout u € |0,1[, Po(&(Z) < u) < u.

Dans le cas ol n = 20 et 8y = 2, nous visualisons N p-valeurs associées a N expériences. Les observations
Z(l)7 .. ,Z(N ) ont été obtenues en simulant indépendamment N vecteurs de taille n de v.a. i.i.d. de loi N(6,1). A
gauche sur la fig. nous représentons 1’histogramme de ces N = 10° p-valeurs dans le cas ot 6 = 2 (donc la
condition 6 € @y est vérifiée) ; et a droite, nous représentons I’histogramme de ces N = 10° p-valeurs dans le cas oit
6 = 2.1 (donc la condition 8 € @ n’est pas vérifiée).

La proposition suivante généralise 1" exemple[[-3.12]et donne un moyen simple de calculer la p-valeur
dans le cas important ol le test est donné par une statistique 7 et une valeur critique c.

Proposition I-3.13 (Calcul pratique de la p-valeur). Soit une famille de tests purs {¢q, ¢ € [0,1]} de
niveau et de la forme ¢ (Z) = Li7(2)>cq)- Supposons que la fonction & — cq soit décroissante sur
[0,1]. Alors

0(Z)=inf{a €]0,1[: T(Z) > cq}.

Démonstration. Dans ce cas Zq = {z € Z : T(z) > cq}. La preuve découle d’une application directe des
hypotheses. O

Une propriété importante de la p-valeur est que, sous certaines conditions, elle suit sous I’hypothese
nulle, une loi uniforme. Plus précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 1-3.14. Considérons (Z,% ,{Py, 0 € ®}) un modele statistique paramétrique. Considérons
le test
Hy: 6 €0®y, contre Hy: 0 €0

ol ®yUB; =B et ON O = 0. Soit {@q : & € [0,1]} une famille de tests purs vérifiant

(a) pour tout @ € [0, 1], le test ¢y est de niveau Q. i.e.

a((]ba) = sup ﬁ%(e) S (X,
00

(b) pourtout0 < o0 < o <1, Bo, C Ry 00t Boy := {2 € Z, ¢po(z) = 1} est la zone de rejet.
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Alors la distribution de la statistique "p-valeur" &(Z) vérifie la propriété suivante : pour tout 6 € @y,
Po(&(Z) <u)<u pourtour0<u<1I. (1-3.2)

Si pour tout 6 € O,
Po(Z € #Zo) = pour tout o € 10,1, (I-3.3)

alors
Po(&(Z) <u)=u pourtoutu € ]0,1[,

i.e. la statistique 0/(Z) est uniformément distribuée sur (0, 1).

Démonstration. (i) Soit u € [0,1]. L’événement {0(Z) < u} est inclus dans 1’événement {Z € %, }
pour tout ¥ < v ce qui implique

sup Po(Z e Z,) < sup Po(Z € %,) <v.
IS 60

Le résultat en découle en prenant la limite v | u.
(ii) Comme {Z € %#,} C {&(Z) < u}, nous avons

Po(&(Z) < u) > Po(Z € RZy) .

Par conséquent, si (I-3.3)) est satisfaite, alors Py (&(Z) < u) > u. Par conséquent, puisque nous avons ([-3.2),
il vient que pour tout 6 € @q, et u € [0,1], Py (&(Z) < u) = u. O

I-3.3 Régions de confiance, Fonction pivotale

Un estimateur ponctuel ne nous fournit pas directement une information “calculable” sur la qualité
de cet estimateur (i.e. une quantification de 1’erreur commise en utilisant 7'(X,...,X,) pour estimer la
fonction du parametre g(0) € R? ).

Le concept de région de confiance que nous présentons dans ce chapitre donne un moyen de quantifier
la précision d’estimation dans un probleme statistique. Dans cette approche, 1’idée d’utiliser un estimateur
ponctuel T : Z — R? est abandonnée en faveur d’une région d’estimation, c’est-a-dire une fonction ¢,
définie sur I’espace des observations Z, a valeurs dans I’ensemble des parties de R”. Pour des raisons de
mesurabilité, nous supposerons que, pour tout 8 € O,

{zeZ:4(0)e€(x)}eZ.

Etant donnée 1’observation de Z, la partie %' (Z) doit étre interprétée comme la "région" a laquelle la fonc-
tion du parametre g(0) appartient. Pour que %'(Z) puisse étre appelée région de confiance, on doit &tre
capable de montrer une borne inférieure sur la probabilité que g(0) € ¥ (Z) (Définition . Lorsque
g(0) est scalaire, on choisit généralement comme régions de confiance des intervalles, dont les bornes sont
des fonctions mesurables de z.

Définition I-3.15 (Région de confiance). Soient (Z, % ,{Pq, 6 € ®}) un modeéle statistique, g : ® — R”
une fonction et o, € |0, 1. Une fonction € : Z — B(RP) est une région de confiance au niveau (de couver-
ture) 1 — & pour g(0) si, pourtout 0 €0, {z€Z : g(0) €€ (2)} € & et

eirelglF’g {zeZ:4(60)cb(z)})>1-a.
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Si €(Z) est une région de confiance de niveau 1 — o pour g(6), I'interprétation souvent proposée est :
“la fonction g(60) a une probabilité 1 — @ d’appartenir a ¢ (Z)”. Cette interprétation est erronée, puisque
le parametre O est déterministe et fixé, et que 1’aléa porte sur 1’observation Z : une région de confiance
de niveau 1 —  correspond & une région aléatoire (la statistique ¢ : Z — Z(R”) est a valeur ensemble)
qui sous Pg a une probabilité au moins égale a (1 — &) de contenir la fonction g(8) et ceci quelque soit la
valeur 6 € ® du parametre. On peut saisir le sens de cette assertion par une expérience de pensée : si I’on
répétait I’expérience indépendamment un nombre N de fois (pour la méme valeur de 6 € ®) pour collecter
ZW ... ZW) 1a proportion des régions de confiance obtenues ¢ (Z(1),---, % (Z™)) qui contiendraient la
quantité inconnue g(0) serait d’au moins 1 — o.

Dans le cas ot p = 1, la région de confiance % (Z) est souvent un intervalle de confiance qui prend
I’une des trois formes suivantes :

(i) €(Z) = [m(Z),e0[ : m(Z) est une borne inférieure de confiance.
(il) €(Z) =]—o,M(Z)] : M(Z) est une borne supérieure de confiance
(i) €(Z) = [m(Z),M(Z)] est un intervalle de confiance bilatéral.
Avant de procéder a une construction plus formelle, nous allons considérer un exemple.
Exemple I-3.16 (Intervalle de confiance pour le modéle de sondage). Soit (X,...,X,) un n-échantillon du modele de

Bernoulli

({0,1},22({0,1}),{Ber(0), 6 € ® :=[0,1]}) .
Pour tout 8 € ©, nous posons Py := Ber® () : sous Pg, les v.a. (X,---,X,) sont i.id. de loi Ber(8). Soit 6, :=
n! Y. | X;, estimateur qui représente le nombre moyen de succes. Nous allons considérer successivement deux mé-

thodes de construction d’un intervalle de confiance qui exploitent toutes la statistique B,
e Nous avons pour tout 6 € 0,

N A o(1—-6
Varg (6,) =Eq [(6, — 9)2} = 6(1-9) . ) ,
ce qui implique que
sup Varg (6,) = 1/(4n) . (1-3.4)
0cO

On peut construire un intervalle de confiance a partir de la borne ([-3.4)) : pour tout 6 > 0 et 6 € @, par I'inégalité de
Bienayme-Tchebychev (Lemme[[V-1.2) nous avons

R _ . 1
Po (16, — 6] >8) <8 *Varg () < TR

Soit o € (0,1). Prenons § = &, solution de I’équation 1/(4n8%) = a, i.c.

1
Ono=5"—=

2 e

On pose
A~ 1
o= 6t —+=—1|.
me { " 2\/@}
Alors, pour tout 6 € O,
PQ(GGJn,Q)Zl—a.

Ainsi, I'intervalle .7, ¢ est un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — a.

Linterprétation de .%, ¢ est claire : on garantit que avec une probabilité au moins égale a (1 — ), I'intervalle
aléatoire ., o contient la quantité d’intérét inconnnue 6. La qualité de cet intervalle se mesure a sa longueur, notée
|-Zn,al, qui est ici égale a

1
[Tl = —=-
vnao
L’ordre de grandeur de ., o comme une fonction de 7 est 1/4/n; il est le méme que celui de I’erreur quadratique de
I’estimateur 6, (I’erreur quadratique est définie comme Eg [(6,, — 9)2] et nous avons vu qu’elle dépend de n comme

O(1/n)). Pour n fixé, on a aussi |.%, | — +oo lorsque o0 — 0, cette asymptotique correspondant & un grand niveau de

1. La notation [a = b] désigne I'intervalle [a — b,a + b].
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précision de Iintervalle de confiance. I s’agit d’un compromis inévitable entre précision d’estimation (vouloir |.%, «|
petit) et risque (vouloir ¢ petit) qui sont antagonistes.
e On peut raffiner ce résultat en utilisant les inégalités de déviation exponentielle (Section [[V-T.4). Comme établi

au corollaire|[V-1.10} pour tout § > 0,

sup Py (|é,,—0} >8) < 2exp(—2n62) .
0cO

En prenant § = §(«,n) solution de I’équation 2exp(—2n82) = a, i.e.

on définit, pour tout o > 0,

*
I o=

N /1 2
6, + 2r110ga] .

Par construction .7, est un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — . On a

| Il

— =+/2alog(2/a) -0 lorsque a—0.
|-Zn.al

De plus, pour @ = 5%, on a un rapport de

|Znal
| n.al
Pour o = 1%, le rapport devient 0.33, soit une précision 3 fois meilleure ! Ainsi, utiliser I’intervalle issu de I’'inégalité
d’Hoeffding améliore significativement I'intervalle de confiance, méme si les ordres de grandeur de .9, o et %, sont
comparables en 7. %

=0.61.

Exemple I-3.17 (Echantillon gaussien variance connue, Intervalle de confiance pour I’espérance.). Soit (X1, ...,X,)un
n-échantillon d’un modele gaussien

(R%(R), {N(/,L,Gz), ue R}) ;

la variance 62 > 0 est connue. Nous cherchons i construire un intervalle de confiance bilatéral [m(Xy, ..., X, ), M(X1, ..., Xy)]

pour I’espérance U, de niveau de confiance 1 — & : on veut que pour tout it € R,
Py (u € [mX,....X,),MX;,.... X)) > 1 -« (1-3.5)
Nous allons exploiter la statistique X, := n~! Y, X;. Nous savons que pour tout it € R, sous Py,
X1, X ) 1= V(% — 1) /6 ~ N(0,1).

Nous venons d’exhiber une fonction G des observations (Xp,---,X,) et du parameétre p dont la loi sous Py, est indé-
pendante de u, et ce, pour tout 1 € R. Une telle fonction est dite fonction pivotale. L’intérét de ces fonctions pour
la construction d’intervalles de confiance est que, étant donné un risque @ € ]0, 1], il suffit de trouver une intervalle
[a,b] tel que pour tout p € R, on a Py (G(X,...,X,, i) € [a,b]) > 1 — o. Dans le cas présent, il suffit de prendre
b= —a=z|_g; le quantile d’ordre 1 — /2 d’une loi N(0,1) ; et on a I'égalité pour tout t € R :

Py (\/ﬁ(in —u)/o € [_Zl—a/zvzl—a/z]) =l-a.
Par exemple, nous avons zy_g/ = 1.96 si 0 = 0.05 et z;_q /o = 2.57 si @ = 0.01. Nous en déduisons

(e}
n

Pu (.u EXniZI—aD \[) =l-a

ce qui définit I’intervalle de confiance suivant

_ o
Ina = |Xnt2_oqpn—]| -
n,o n 1-a/2 \/ﬁ
L'intervalle de confiance bilatéral a pour diametre 20z; 4> /+/n qui tend vers 0 quand n — e, pour tout niveau
de confiance 1 — o donné, a la vitesse O(1/4/n). A n fixé, lorsque o¢ — 0 nous avons zj_, — +oo et la taille de
I’intervalle de confiance tend vers +oo. Nous retrouvons le méme compromis entre précision d’estimation (largeur
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étroite de I’intervalle de confiance) et faible risque (& petit) que dans 1’exemple
Nous avons choisi de prendre I'intervalle [a,b] de la forme [—zl_a /2:21—a /zmervalle symétrique), mais nous
aurions pu prendre n’importe quels quantiles zg < zy tels que y— B =1—a; il n’y a bien sir pas unicité de la
paire (3,7) ayant cette propriété, et le choix d’une paire est guidé par exemple par le souhait d’avoir un intervalle de
confiance de longueur minimale (c’est ici ce que réalise le choix f = o /2 ety=1—a/2). &

L’ objet fonction pivotale (dit aussi pivot) que nous venons de voir dans I’exemple|l-3.17|est maintenant
introduit de fagon générale.

Définition I-3.18 (Fonction Pivotale). Soir (Z, % ,{Pg, 0 € ®}) un modele statistique paramétrique o
® € B(R?). On dit qu’une fonction mesurable

G:(Zx0,22%B(0)) — (R?,B(R"))
(z,0) — G(z,0)

est pivotale si,
(i) pour tout 6 € @, la fonction z — G(z,0) est mesurable
(ii) pour tout 0,0 € O, la loi image de Py par G(-, ) coincide avec la loi image de Py par G(-, ), i.e.

Po(G(Z,0) € A) =Py(G(Z,9) €A), pourtout A € B(RP) .

Une fonction pivotale permet alors de construire une région de confiance ¢’ (Z) pour la valeur 6 ou la
valeur g(0), de niveau de confiance (1 — ¢t) € ]0, 1] donné. Soit Aq € #(R”) un ensemble tel que

Py (G(Z,0) €Ay) > 1—a, pourtout 6 €. (I1-3.6)

Rappelons que le membre de gauche de I’inégalité précédente ne dépend pas de 6 € ©. Il s’en suit que,
pour tout ensemble A, € B(RP) ainsi choisi, la région définie pour tout z € Z par

C(z)={0€0O: G(z,0) €Ay}

est une région de confiance, de niveau de confiance 1 — .

Considérons le cas ol la fonction pivotale est a valeur réelle (p = 1). Pour a € |0, 1], notons g le
quantile d’ordre o de la loi de la fonction pivotale G(Z,0) (g, ne dépend pas de 6). Il y a de nom-
breuses fagons de satisfaire ([-3.6). On peut par exemple prendre Ag = |—o0,q1_¢] OU Ay = ]|qa, .
Si la loi de G(Z,0) est symétrique, on a qj_¢ = —q il peut étre plus approprié de choisir un inter-
valle symétrique Ay = | —¢1_q/2,41-a/2]- Plus généralement, pour tout 0 < py(a) < pa(or) <1 tels que
1 —a = py(a) — pi(a), on peut choisir Ay = }qpl(a),qu(a)]. Le choix de Ay est souvent guidé soit par
un objectif particulier soit par la volonté de minimiser le "volume" de la région de confiance, dans un sens
a préciser.

Exemple 1-3.19 (Echantillon gaussien variance inconnue, Intervalle de confiance pour ’espérance.). A ladifférence de
ce que nous avons fait dans 1I’exemple nous allons maintenant déterminer des intervalles de confiance lorsque
la variance est inconnue. Soit (X1, ...,X,) un n-échantillon du modele gaussien

(R,%(R),{N(u,cz), (u,0%)€®:=R xRi}) .

Considérons la fonction

o1 S2 est un estimateur de la variance de I’échantillon,

§2:=(n—1)" i(xif}?n)z. 1-3.7)

i=1
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2.6

2.4

1.6 & L L L L L L L L L

FIGURE I-3.5 — En traits pleins, quantiles p = 0.95, 0.975 et 0.99 d’une loi de Student a n degrés de liberté
en fonction de n. Pour référence, on indique en traits pointillés la valeur des quantiles de méme ordre d’une
loi N(0,1).

Le théoreme [[V-3.24| montre que G(Xj,...,X,, 1) est une fonction pivotale distribuée suivant une loi de Student a
(n—1) degrés de liberté : pour tout A € Ret 6 = (u,6%) € O,

PG(G(X17"'7XYH“) EA) = tn—l(A) °
(n—1)

Soit le risque o € ]0, 1] fixé. Notons 7 le quantile d’ordre o de la loi t,,_;. La densité de Student est une fonction
paire et unimodale (de mode en 0) ce qui justifie de considérer des intervalles symétriques. Nous avons

n—1 n—1
Po (4" ) <G X ) <)) = 1

En résolvant la relation précédente par rapport a 1, nous obtenons, pour tout 6 = (L, 62) €0,
Pe (I’L € [m(X17"'7Xn)3M(Xla"'aXn)D =l-a ’
avec
(n— 1/) t(nfl/)
1—o/2 = 1—a/2
t M(Xp,....Xn) =X, +S .

\/ﬁ € ( 1 n) n+9n \/ﬁ o
Nous avons représenté dans la fig. mles quantiles d’ordre p = 0.95, p =0.975 et p = 0.99 de la loi de Student a
n degrés de liberté (traits pleins) en fonction de n. Pour comparaison, nous indiquons par un trait horizontal pointillé
la valeur des quantiles de méme ordre de la loi gaussienne centrée réduite. Nous voyons sur ce graphique que les
quantiles d’une loi de Student a grand nombre de degrés de liberté (n > 100 par exemple) sont assez bien approchés
par les quantiles d’une loi N(0, 1).

t

m(X1~,‘~7Xn) Z:Xn—Sn

Exemple 1-3.20 (Echantillon gaussien espérance inconnue, Intervalle de confiance pour la variance). Nous allons main-
tenant construire un intervalle de confiance pour la variance, lorsque la moyenne est inconnue. Soit (Xi,...,X,) un
n-échantillon du modele gaussien

(R,%(R), {N(u, 62, (1,02) € R x m}) .

La fonction
2 S
G(Xy,..., Xy, 0°) = (n— 1)?
ol S2 est un estimateur de la variance de 1’échantillon (([-3.7)) est distribuée suivant une loi de 2 a n — 1 degrés de
liberté (voir Section [[V-3.4)). Cette fonction est donc pivotale. Si nous notons xé (n—1) le quantile d’ordre ¢ de la loi

2%(n—1) et si nous prenons ¢ + 0 = a, alors, pour tout (i, 52),

Py (22, (n=1) S G(X1, 0 X002 < 2R gy (n—1)) =1 - @t
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2

En résolvant I’équation précédente par rapport a 6, nous obtenons donc que :

(1= )82/ 27 gy (1= 1), (1= 1)}/ 23, (0= 1)

est un intervalle de confiance pour 62 de niveau de confiance 1 — a.

Il n’y a pas unicité de la paire d’ordre de quantile (@, o) définissant un intervalle de confiance de niveau 1 — a.
Notons L, (S2, a1, o) 1a longueur de cet intervalle (qui est une statistique). Il est possible de montrer qu’il existe of et
03, 0<of <aj,af +a; =, tels que,

Eu,cz [Ln (ng (XT, Ol;)} < ]E;L,O'Z [Ln (Sizﬂ ap, )]

pour tout (U, 02) €RxRT et tout (0,a) tels que 0 < o) < & et @) + @ = o. On peut montrer que, lorsque n est
grand, of ~ o} ~ /2. &

Exemple 1-3.21 (Echantillon gaussien, Région de confiance pour la moyenne et la variance). Soit (Xj,...,X,) unn-échantillon
du modele gaussien

(R,&?(R),{N(u,cz), (n,0%) e RxRi}) .

Cette fois, nous cherchons a construire une région de confiance pour (L, 62) de niveau de confiance (1 — ). Notons
les intervalles de confiance précédemment utilisés par

(n—1) (1)
l-a/4 7Xn 45, l-a/4

nW \/ﬁ )

II(X17~-~7Xn) = XI‘L_S

pour I'intervalle de confiance pour la moyenne  de niveau de confiance 1 — a/2 dans le cas de variance inconnue

(voir exemple[[-3.19) et :
(n=1)S;  (n—-1)S;

1) 22— 1)

L(Xy,....X,) = {

pour I'intervalle de confiance pour la variance 62 de niveau de confiance 1 — o /2 dans le cas d’espérance inconnue

(voir exemple|I-3.20). Nous avons :

]P/J,Gz ((.U'GZ) gll(xlw'wxl‘l) XIZ(X17~'~7XH))

S ]PMA,GZ(H' Qll (le"'vxn))+P‘L’62(Gz ¢12(X1>-~-7Xn)) S aa

etdonc I(Xy,....X,) =L (X1,...,Xn) X L (X1,...,X,) est une région de confiance de niveau de confiance supérieur a
1 — o En fait, on peut montrer en utilisant le théoréme[[V-3.24]que le niveau de confiance de cette région est exactement
égal a (1 —ar/2)2. ¢

I-3.4 Construction de tests par la méthode de pivot

Les fonctions pivotales (z,6) — G(z,0) ont été introduites a la définition [I-3.18 Etant donné une
fonction pivotale G, on peut déterminer, pour tout o € [0, 1], des réels ¢, et 7} tels que

pourtout 6 € ®, Py (G(Z,0) € [ty.15]) > 1—0 .

En d’autres termes, ’ensemble Iy, := {6 € ® : G(Z,0) € [t,t5]} est une région de confiance pour 6 de
niveau 1 — . Attention, cette région de confiance est en général implicite et il n’est pas toujours facile
d’en déduire un test. Cependant, I’exemple suivant décrit des situations classiques dans lesquelles cette
résolution est en fait possible.

Exemple I-3.22 (Test sur la moyenne d’une loi N(u, 62) avec 6% connue). Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon du mo-
dele {N(u,02), u € R} ou la variance 6% connue. La fonction

an.u

G(Xy, 1) := NG
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est pivotale (voir exemple[[-3.17) : pour tout u € R, la loi de G(X,,, ut) est N(0, 1).
Considérons le test

Ho: p=uo, contre Hy: p# o

pour Uy € R fixé. Puisque G est pivotale, on a sous Hy :
X —to
c/\/n

On en déduit que pour un niveau de test & € ]0, 1{ donné,

(o) (e}
P z < <z P -z <Xp<Mo+z
llo( 1-a/2 /f 1- oc/2> m(uo 1—- a/z\f Ho+2z1- a/Z\f)

—l-a

~N(0,1) .

de sorte que la région suivante

c “ c
Ao = (X1,%0) ERY : g —21_gqpp—= <n”' Y X <Ho+Zi_gqp—m ¢
{ n a/ \/;l I:Zi i a/ \/;l
définit une région d’acceptation pour un test de niveau (et de taille) o.
Dans cet exemple, la fonction puissance p — (i) peut étre déterminée facilement, puisque la loi de (X, —
u)/(c/+/n) sous P, reste N(0, 1) pour tout p. Il vient

Y"l_
B(u)=1-Py (—Zl—a/z < G/;O <Zl—a/2)

—p M Ho
=1-P Z < +—F <z )
,Ll( 1— a/2 G/f G/f 1— a/2

~1mu (e < o < ran)
:17¢(6/\[+21 a/2)+¢(6/\[ zl,a/z) &

ol @ est la fonction de répartition de la loi de Gauss centrée réduite. La fonction ¢ — B(i) a un minimum au point
Uo (qui vaut précisément o puisque la taille du test est @). Par ailleurs on vérifie aisément que S(¢) — 1 quand
n — oo aussi bien lorsque (> Ly que lorsque (U < Uy. Sur la fig. on trace la fonction puissance sur [—1,5] pour
différentes valeurs de n. On prend ¢ = 1, gy = 2et & = 0.05. Le trait horizontal est la droite d’équation y = .

Exemple I-3.23 (Test sur la moyenne d’une loi N(u, 62) avec o2

dele gaussien

inconnue). Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du mo-

(R,,@(m {N(% 62, (1,62) €R x Ri}) .

On considere la fonction

Xn —H
GXq,...,. X)) := 1-3.8
( 1 n H“) Sn/\/ﬁ ( )
ol S% est un estimateur de la variance 2. La fonction G(Xq,...,Xy; 1) est une fonction pivotale (voir aussi l’exemple

3.19) : Le théoreme de Gosset (Théoréme montre que, pour tout (i, 62) € R xR%, sous Pu62)
(i) La moyenne empirique X, et la variance empirique S,2, sont indépendantes.
(ii) La moyenne empirique X, suit une loi normale N(u, 62 /n).
(iii) (n—1)S2/c? suit une loi du y? centrée a (n — 1) degrés de liberté.
Par conséquent, la distribution de G(Xj, ..., X,; it) suit une loi de Student t(n — 1) (voir Section[[V-3.5|pour la définition

et les propriétés). Considérons le test

Hy: uw=yy, contre Hy: [y

Sous I’hypothese nulle (i.e. sous Py, ), nous avons donc
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FIGURE I-3.6 — Fonction puissance dans le cas n = 20, n = 50 et n = 100. On a pris @ = 0.05, yp =2 et
o = 1. Le trait horizontal est la droite d’équation y = .

(n—1)

Comme, par définition des quantiles #, , nous avons

le test

¢a(X17"'7Xn) = I]-{

_ X, — -
l—a=P, » (—t(” D <2 Ho ')) :

1—a/2 Sn/\/;l 1-a/2

Xu— Mo
Sn/v/n

>f17<x/2("*1)}

est de taille a. La fonction puissance de ce test est donnée par

n—1 Xn*/vl() n—1
(u,oz) Hﬁ(u,cz) =P, 5 (_t(pa/)z < Su/ v < t(lfoc/>2> .

La loi de (X, — to)/(Sn/+/n) ne suit plus une loi de Student car, sous P, 52), to n’est plus I’espérance de X,,. Nous

écrivons _ _

Xo—to _ Vn(Xp—p)/o+n(u—po)/o

Sn / \/ﬁ Sn / (o) ’
ce qui montre que cette statistique de test suit alors une loi de Student non centrale de parametre de non centralité
Va(p—po)/o. &
Exemple I-3.24 (Test sur la variance d’une loi N(u,62) avec p inconnu). Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon du mo-

dele gaussien

Nous nous intéressons au test

(R,%(R), {N(,u, 62), (1,6%) € R x Rj}) .

Hy: 6> =03, contre Hj: 6>+ 0}

ol Gg > ( est une valeur donnée. Considérons la fonction

(n—1)s;

G(X1,...,X ;62 =
(1 n ) o2

Cette fonction est pivotale (voir aussi exemple [I-3.20). Pour tout p € R et 62 > 0, G(Xy,...,Xp;62) ~ x> (n—1).

Donc, sous Hyon a:

(n—1)s2

Pu7o.g <Xé/2(l’l—l) < Tg <x12_a/2(n— 1)) =1—-aq,

ce qui conduit a considérer le test

0o (X1, ..

dont le niveau et la taille sont .

n— 2
'7Xn)-': {( Gi)sn ¢:|xé/2(nl)7x12a/2(nl)|:}
0



I-3.5. POUR ALLER PLUS LOIN : DUALITE ENTRE REGIONS DE CONFIANCE ET TESTS D’HYPOTHESE DE BASE SIMF

I-3.5 Pour aller plus loin : Dualité entre régions de confiance et tests
d’hypothése de base simple

Il existe des liens étroits entre tests statistiques et région de confiance. Nous illustrons tout d’abord ces
liens par un exemple.

Exemple I-3.25 (Test bilatéral pour la moyenne d’une gaussienne). Soient (X1,...,X,) un n-échantillon d’un modele
gaussien

(R, 2®), {N(u,0%), (n,0) cO:=RxR’ }).
Soit Uy € R; nous cherchons a tester
Hy: p=uy, contre Hy: U #Uy. (1-3.9)

Nous avons construit dans I’exemple [[-3.19|un intervalle de confiance pour i de niveau de couverture (1 — ), o €
10,1],

M:

(n1)
1(2) = [X,,is,, 1"‘/2] L S i= (= 1) Y (X — X))

N

est le quantile d’ordre 3 de la loi de Student a n — 1 degrés de liberté. Considérons le test :

i=1
< (n—1)
ou tﬁ

9 (2) = Lpugt@) = Loz, (1-3.10)

ol nous avons noté, pour v € R,
G(Z,v) =vn(X,—V)/Su ,
La taille du test ¢y, (Z) est
Py (1o 1(2)) = .

Nous avons associé a un intervalle de confiance de probabilité de couverture 1 — «, un test de niveau o.
Nous aurions pu procéder en partant de la famille de tests ([-3.10) en définissant cette fois une région de confiance

Z):={m R : ¢,(2) =0} ,

qui donne, pour une observation donnée Z, I’ensemble des valeurs de la moyenne fi pour lesquelles le test (I-3.10) est
accepté. I est élémentaire de voir ici que 1(Z) et I(Z) coincident.

On peut donc construire des tests d’hypotheses a partir d’un intervalle de confiance ou construire des intervalles
de confiance a partir de famille de tests. Nous allons voir dans la suite comment ce procédé se généralise. &

Cet exemple est un cas particulier du principe de dualité entre intervalles de confiance et tests que nous pré-
sentons maintenant. Soit (Z, 2, {Pg, 6 € ©}) une expérience statistique. Soit g : ® — R%. Dans I’exemplel[J-

3.25| nous avons simplement ¢ = 1, 8 = (u,62) et g(8) = p.
Pour o €10, 1] et v € RY, soit ¢, une procédure de test de niveau & pour

Hy: g(6)=v, contre H;: g(B)#V.

Notons
Oy ={60€0: g(0)=vV}. (I-3.11)
Puisque le test est de niveau o, pour tout & € ®Y, nous avons
Po(¢v(2)=1)< a. (1-3.12)
On définit la région de confiance duale S(z) C RY associée a z € Z pour g(6) par
S(z)={veR?: ¢,(z) =0} . (I-3.13)

Par définition, la probabilité de couverture de la région S pour le parameétre g(6) est donnée (en utilisant

(-3.12)) par

eiggpe({zelg(G)GS(Z)}):vglﬂgqelen@{vPe(%( )=0)

=1—sup sup Pg(¢y(2)=1)>1-«
VER? 6Oy
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Réciproquement, supposons maintenant que 1’on dispose d’une région de confiance S’ de niveau de confiance
1 — a pour la fonction du parametre g(0), i.e. pour tout 6 € O,

Po({z€Z,8(0)eS(@)})>1—-0.

Pour tout v € R, considérons le test ¢}, défini pour tout z € Z par ¢, (z) = 1{v € §'(2)}.
Pour tout v € RY, ¢, est une procédure de test pour I’hypothese

Hyp: g(6)=v, contre H: g(0)#vV
de niveau c. En effet, pour tout 6 e @) = {60 €@ : g(0) = v}

Po (9)(2) =1) =Py (v £5'(2)) =1-Py (2(6) €5'(2)) < ax.

I-3.6 Pour aller plus loin : Utilisation d’inégalités de déviation

Dans les exemples vus jusqu’ici de construction d’intervalles de confiance ou de construction de tests
a partir d’une fonction pivotale, nous pouvions obtenir explicitement les quantiles de la loi du pivot G.
Toutefois, il est en pratique assez rare d’avoir de telles fonctions pivotales a disposition. Il existe alors au
moins deux stratégies classiques permettant de contourner cette difficulté. La premiere, que nous décrivons
dans cette section, est d’utiliser des inégalités de déviations pour construire des bornes sur les quantiles
inconnus. La seconde, que nous aborderons dans la section [[I-T.4] consiste a utiliser une approche asymp-
totique.

Pour fixer les idées, considérons (Z, %, {IPy, 0 € ®}) une expérience statistique. On s’intéresse main-
tenant 4 un test portant sur une fonction g(6) du paramétre a valeurs réelles. Nous considérons la procédure
de test

Hp: g(0) <go, contre Hi: g(8)>go ,

ol go € R. Ceci correspond a une partition de I’espace des parametres en deux ensembles disjoints, @y =
{0€0:g(0)<gplet® ={0€O: g(0)>go}. On suppose qu’on dispose d’un estimateur 7" : z —
T(z) de g(0) que nous allons utiliser comme statistique de test. Il est naturel a partir de ces éléments de
chercher une région de rejet de la forme suivante,

R={z€Z:T(z)>c}

et il s’agit de déterminer la valeur critique ¢ permettant de garantir un niveau o.
Une inégalité de déviation est une borne sur les probabilités Py (T (Z) — g(0) > ¢€) de la forme : pour
tout € > 0,
Py (T(Z) —8(6) > €) < 1o(€) . (1-3.14)

En supposant qu’une telle fonction Yy (€) existe, on a donc en utilisant le fait que go — g(6) > 0 pour
0c @0,

sup Py (T(Z) > ¢) = sup P (T(Z) — g(8) > ¢ — g(6) + 80— 80) (13.15)
00 60
< sup Pg (T(2) —g(6) > c—go) (I-3.16)
60

< ¥(c—go) == sup ¥p(c—go) -
IS
En supposant que y(€) p 0, on peut prendre ¢y = go + Yo, OU
£—r+oo

vo :=inf{e>0: y(e) <o}
et on obtient ainsi, en posant Z = {z € Z : T(z) > go+Ya}

sup Po (Z € #a) <Y(ya) S . (I-3.17)
CISON
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Le test de région de rejet Z := {z € Z : T(z) > go+Ya} est de niveau .

Supposons que Z := (Xj,...,X;,) est un n-échantillon d’'un modele statistique
(X, 2 ,{Pg, 6 €0}) .

Les inégalités de déviation que nous utiliserons fréquemment portent sur les estimateurs de la forme

d’un parametre g(0) = Eg [t(X;)]. C’est le cas par exemple de ’inégalité de Bienayme-Tchebychev rap-

pelée au lemme :

pour tout € > 0, Py ( < 3
ne

Y 1(X) — (0)
i=1

. 8) _ Varg(1(X))

On déduit de cette inégalité qu’on peut utiliser dans la majoration ([-3.14) la fonction

y(e) :==v*(®9)/(ne?) , V(@) == esug Varg (1(X1)) .

Donc, si v?(@y) < o, on peut prendre yq :=v(®p)//n et on en déduit que le test de région de rejet

Ry = {zéZ: T(z)>go+%}:{T(Z)>go+%} ,

est de niveau «.
Exemple I-3.26. Soit Z = (Xi,...,X;) un n-échantillon de Bernoulli
({0,1},2({0,1}),{Ber(6), 6 € ®=[0,1]}) .

On cherche a construire un test de I’hypothese

1
, contre Hy:0>—- .

Hy: 6 <
0- 7= 2

| =

On considere I’estimateur de la proportion 8 donné par X,, = n~! Y, X;. Pour appliquer la construction précédente,

il reste a évaluer i
V(@) = sup Varg(X;) = sup Varg(X;)= sup 6(1—6) =~ .
0<1/2 0<1/2 0<1/2 4

On en déduit que le test de région de rejet

u 1 1
=1 (x1,....%) {0,V :n7 'Y ;> -+ ,
{( Vl) { } [:ZII 2 zm

est de niveau «. &

Lorsque les variables sont bornées, on peut remplacer 1’inégalité de Tchebycheff par celle d’Hoeffding
(Théoréme [[V-1.9). Plus précisément, supposons que I’observation Z = (Xj,...,X,) ot X,...,X, sont des
variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans (X, 2Z"). Supposons qu’il existe une fonction 7 : X — R mesurable
telle que pour tout infuex?(x) =a > —oo et b = sup,.xt(x) < o et g(0) = Eg [¢(X;)] pour tout 6 € O.
L’inégalité de Hoeffding montre que pour tout € > 0, nous avons

Py (I’ll Zt(Xi) _g(e) > 8) < 6727182/(}17602 .
i=1
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Notons que la relation qui précede correspond a une borne de type ([-3.14) dans laquelle ¥y (x) ne dépend
pas de 0 (elle dépend par contre de a et de b). On peut donc prendre directement y(g) = 2167/ (b=0)* qang

(T-3:13)), ce qui mene au choix suivant de yq dans (I-3.17).

Yo = (b—a) iln (;)

On en déduit que le test de région de rejet

i=1
est de niveau .

Exemple 1-3.27. Reprenons I’exemple de Bernoulli, comme les variables sont a valeurs dans [0, 1], on peut appliquer
le test basé sur I’inégalité d’Hoeffding, le test de région de rejet

S B E T
%’—{26{0,1} .xn>2+ ann(a>} ,

est de niveau o. En reprenant les calculs de la section on peut comparer ce test avec celui basé sur 1’inégalité
de Tchebycheft. Celui qui a la meilleure puissance est celui dont la valeur critique est la plus petite. Il s’agit donc de
comparer les valeurs de y, obtenues par ces deux inégalités, autrement dit, il s agit de comparer 1/(2a) et In(1/c).
Or, la dérivée de la fonction u — In(u) —u/2 est égale a 1 /u— 1/2, cette fonction atteint donc son maximum pour u = 2
et ce maximum vaut In(2) — 1 < 0. On a donc toujours In(u) < u/2, en particulier In(1/a) < 1/(2¢t), et donc, dans cet
exemple, le test basé sur 1’inégalité d’Hoeffding est toujours plus puissant que celui basé sur celle de Tchebycheft. Ce
n’est pas toujours le cas en général ! &



Chapitre 1-4

Bases de la théorie de la décision

Dans les chapitres précédents, nous avons défini un estimateur comme une statistique
arbitraire. Afin d’étre utile, un estimateur doit cependant étre “proche”, en un certain
sens, de la valeur de la fonction a estimer. Il est également naturel de se demander,
étant donnés deux estimateurs 77, 75, lequel est préférable a I’autre, voire de chercher
des estimateurs “optimaux” selon différents criteres. L’ objectif de ce chapitre est de
définir des bornes quantitatives de la performance d’estimateurs.

Les notions principales sont celles de risque d’une regle de décision, de biais d’un
estimateur, de décomposition biais-variance, de modele régulier, d’information de
Fisher, de borne de Cramer-Rao et d’estimateur efficace.

I-4.1 Regles de décision, pertes et risques

I-4.1.1 Perte et risque d’une regle de décision

Les notions de perte et de risque permettent de définir des mesures quantitatives de la performance
d’estimateurs. Ces notions se formulent naturellement dans le cadre général de la théorie de la décision,
qui permet de répondre a ces questions pour des regles de décision dont les estimateurs ponctuels sont un
exemple.

Définition I-4.1 (Risque d’une régle de décision). Soir (Z, % ,{Py, 6 € ®}) un modeéle statistique para-
métrique et £ : ® x A — R une fonction de perte, out A est un ensemble d’actions. On suppose A muni
d’une tribu of telle que £(0,-) : (A, o) — R soit mesurable pour tout 6 € @.

Une regle de décision 8 est une fonction mesurable 6 : (Z,%) — (A, o) qui associe une action 6(Z)
a une observation Z ; le risque d’une régle de décision 8 est défini comme I’espérance

R(8,8) :=Eq[((8,5(2))] . (14.1)

L’estimation ponctuelle peut étre naturellement formulée comme un probleme de décision. En effet,
soit g : @ — Y une fonction du parametre a estimer, out (Y,%/) est un espace mesurable. En prenant pour
espace d’actions A =Y, un estimateur T : (Z, 2) — (Y, %) de g: 6 — g(0) n’est rien d’autre qu’une régle
de décision au sens de la déﬁnition De plus, a une fonction de distance W : Y x Y — R mesurable,
on peut naturellement associer la fonction de perte, définie pour touta € Aet 6 € ® :

(9,61) = W(g(e),a) 5

elle représente la perte réalisée lorsque I’on estime g(0) par I’action a. Ainsi, toutes les notions que nous
allons définir par la suite pour évaluer les regles de décision s’appliquent en particulier aux estimateurs.
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Exemple 1-4.2. 11 est fréquent de considérer les fonctions de perte suivantes pour 1’estimation d’une fonction g : ® —
R”, 0 — g(6),
— la perte quadratique £(0,a) = |la—g(0) H% associée au carré de la norme euclidienne
P . .
(u,v) = lu—v|3 = Z(Mm — (2. u= W, ulP)yeRrr,

i=1
— la perte absolue £(0,a) = |la—g(0)]|; associée a la norme 1

P . .
() = u—v]y = Y |uld =]
i=1 &

Le test d’hypothese peut également se formuler comme un probleme de décision : écrivons ® = Oy U B,
ou les ensembles ®g,®; - disjoints - décrivent resp. ’hypothese nulle Hy et I’hypothese aletrnative Hj.
Mettre en oeuvre un test ¢’est définir une action a valeur dans A := {0, 1}. Une fonction de perte adaptée a
la situation de "test" est de la forme

6(90)2 by si0 €0 6(9 1): 21 si B € O
’ 0 sinon. ’ 0 sinon.

pour des réels £y, ¢ strictement positifs. On exprime ainsi que si 1’on décide d’accepter Hy (on prend la
décision "0") alors que 0 € O, la perte est nulle ; si on décide de rejeter Hy (on prend la décision "1") alors
que 8 € @y, la perte est ;. Le risque d’un test ¢ associé a cette fonction de perte vaut

ZQ]P(.)(¢(Z) :0) si B €0

Rf<e7¢>=eoPe<¢<z>=o>n@1<e>+zlm<¢<z>=1)11@0(9):{&%@(2):1) oce

I-4.1.2 Admissibilité

La fonction de risque définit un ordre partiel dans 1’espace des régles de décision : la régle ; est
préférable ala regle &, si, pour tout 6 € O,

R(](9751) < Rg(@,(sz) .

Cela suggere la définition suivante :

Définition I-4.3 (Admissibilité). Une regle de décision 6 : Z — A est dite inadmissible (pour la perte {)
s’il existe une régle 6™ telle que

Ri(6,6%) < Ry(6,9) pour tout 6 € @
Ri(6,6%) <Ri(6,0) pour au moins un 6 € ©

Une regle qui n’est pas inadmissible est dite admissible. Autrement dit, une regle de décision est admissible
si elle est maximale pour [’ordre partiel induit par la fonction de risque.

La propriété d’admissibilité est un prérequis minimal. En revanche, il existe en général beaucoup de
regles incomparables ainsi que des régles admissibles indésirables, comme le montre 1’exemple suivant.

Exemple 1-4.4 (Estimateurs admissibles indésirables). Considérons un n-échantillon du modele de Bernoulli,
({0,1}", 2({0,1}"),{Bery", 6 € ®:=[0,1]}) .

On cherche a estimer le parametre 6. Soit ¥ € ®; on considere 1’estimateur constant én : Z +— 1. Déterminons son
risque pour la perte quadratique £(0,a) = (6 — a)z. Nous avons

R(6,6,)=(6—-1)%,0 0.
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Notons que ce risque est nul en @ = . Par suite, pour toute régle d’estimation 6*, nous avons
Ry(,8%) > Ry(9,6,) =0.

Supposons que 6, soit inadmissible. Alors pour toute régle de décision 8*, nous avons R(6,8*) < Ry(6,6,) pour tout
6. Donc en particulier en 8 = ¥, nous avons Ry(¥,6*) = 0. Compte-tenu de la fonction de perte, cela signifie que
0*(Z2)=0= 6,,. Par suite, 6, est admissible. Néanmoins, cet estimateur n’est pas trés intéressant, puisqu’il ne sait
estimer (parfaitement) qu’un seul parametre. &

I-4.1.3 Optimalité sous contraintes

Une derniere approche de 1’optimalité consiste a se restreindre a certaines “classes”. Ainsi, il est parfois
possible d’obtenir des estimateurs dont le risque est minimal au sein de leur classe, et ce quelle que soit la
valeur du parametre 6. Nous étudierons en particulier la classe des estimateurs sans biais dans le cas de la

perte quadratique dans la section
Une autre classe remarquable est constituée des estimateurs invariants sous I’action de certains groupes

de transformations.

Exemple 1-4.5 (Estimation équivariante du parametre de translation). Soit p une densité de probabilité par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R?. Pour 8 € © := R? et x € R?, nous notons
po(x):==p(x—6).

Soit (Xj,...,X,) un n-échantillon du modele
<Rd7’%(Rd)7 {Pe =Do- 2’Leb7 0 ¢ ®}) .

Considérons le probleme de I’estimation du parametre de translation 6, et la recherche d’un estimateur optimal au sens
du risque associé 2 la fonction de perte (u,v) — w(u —v) ot w: RY — R est une fonction mesurable positive.
Remarquons que, pour tout ¢ € RY et § € @, et toute fonction /# mesurable positive,

Eolh(X;+0)) = [+ cpa(de= [ h0poly—c)dy= [ h()posc(s)dy =Eah(X))]:

nous avons utilisé pg(u) = p(u— 0) = pg..(u+c). 1l est donc naturel de se restreindre a la classe d’estimateurs
satisfaisant la propriété d’invariance par translation, i.e. pour tout ¢ € R,

T(xi+c, ..., xp+c)=T(x1, ..., xp)+c, pourtous xi,...,x, € R4, (1-4.2)

Les estimateurs qui satisfont ([-4.2)) sont dits équivariants. Un estimateur 7' est équivariant si et seulement si, pour tous
XlyeesXn € Rd7
T(xt, ooy %) =x1+T (0,00 —x1, ..oy Xy —x1) . (1-4.3)

Si T est un estimateur équivariant, alors le risque de 7' pour une perte qui ne dépendrait que de la différence (u,v) —
w(u—v) ne dépend pas de 6 € . En effet
RW(G,T) = EQ[W(T(XI yore ,Xn) — 9)] = Ee [W(T(O,Xz 7X| yore ,Xn 7X] ) +X1 - 9)]
=Egw(T(X; —0,....X, —0))]

On en déduit que
R,(0,T)=R,(0,T) v .

11 suffit donc de prendre un estimateur équivariant T pour lequel infz R,,(0,7') est réalisé ; nous venons de voir qu’il
est optimal dans la classe des estimateurs équivariants. &

I-4.2 Risque quadratique et estimateurs sans biais

Dans toute cette section, nous considérons le probleme de 1’estimation d’une fonction vectorielle g :
© — R” pour la perte quadratique £(i,v) = ||u— v||3 sur R”. Nous notons simplement R = R; le risque
quadratique.
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I-4.2.1 Décomposition biais-variance, exemples

Définition I-4.6 (Biais). Soient (Z,%,{Pg, 6 € ®}) une expérience statistique, g : ® — R” une fonction
mesurable et T un estimateur de la fonction g : 0 — g(0) tel que Eg|[||T(Z)||] < +o0 pour tout 6 € @. Le
biais de [’estimateur T est défini par :

6 — Eq[T(2)] —£(6) - (I-4.4)

T est un estimateur sans biais de g : 0 — g(0) si pour tout 6 € ©, Eg[T(Z)] = g(6).

Exemple 1-4.7 (Moyenne empirique). Soit (Xy,...,X,) un n-échantillon de (R, Z(R),{Pg, 6 € ®}). Supposons que,
pour tout 6 € O, Eg[|X;|] < eo. Alors, la moyenne empirique

==Y X
=
est un estimateur sans biais de I’espérance g : 6 — g(0) := Eg[X]]. &

L’exemple montre que, pour un n-échantillon d’un modele paramétrique (R, Z(R), {Pg, 6 € ©}),
la variance empirique doit étre correctement normalisée pour étre sans biais.

Exemple 1-4.8 (Variance empirique). Reprenons le cadre de I’exemple précédent en supposant de plus que Eg[X ]2] < oo
pour tout 6 € O, et en cherchant cette fois-ci & estimer la variance g : 6 — g(0) := Varg (X;). Une idée naturelle est de
considérer I’ estimateur

i(xi —Xa)?. (1-4.5)

Il s’avere que cet estimateur n’est pas sans biais. En effet, pour tout a € R? nous écrivons

S

(X; _Xn)z = [(Xi —a)— (Xn - “)}2

-

S| =
T

1
nia

=

(Xi—a)* —2(X, —a) (Xi —a) + (X4 —a)?

B
T

|

S
S| =
™=

i=1

(X;—a)> —2(X, —a)® + (X, —a)?

I
S|
™=

II
-

)? = (X —a).

M=

(Xi

I
S =
T
[
Q

Appliquons cette relation avec a = Eg [X;] de sorte que, en appliquant I’espérance Eg il vient
"2 1 n _
Eol6;] = Y Varg (X;) — Varg (X,) .
i=1

Dans la derniére relation, nous avons utilisé Eq[X,] = E¢[X;] de sorte que Eg [(X, —Eg[X])?] = Varg(X,,). Par suite,
puisque Varg (X;,) = n~! Varg (X)), il vient

Ealof] = Vara(x) (1)

ce qui implique

F[67] — Varg (Xi) = — Varg (Xi) o

L’exemple montre qu’il n’existe pas toujours d’estimateurs sans biais ; ¢’est donc une propriété
qui peut étre restrictive.
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Exemple I-4.9 (Inexistence d’un estimateur sans biais). Cherchons un estimateur de g : 6 — 1/6 dans un mode¢le sta-
tistique d’une famille de lois binomiale Bin(n,0) ot 8 € ® := )0, 1]. Puisque sous Py, I’observation Z est de loi
Bin(n, 0), le biais d’un estimateur 7'(Z) de g vérifie

Eo[T(Z)] = Z (”) T(k)o*(1—0)"* . (1-4.6)

k=0 k
Vu comme une fonction de 8, ¢’est une quantité bornée. Or, g(6) n’est pas une fonction bornée (quand 6 — 0, g(6) —
~+o0). Par suite, il n’est pas possible qu’existe une fonction mesurable 7 telle que pour tout 6 € ]0, 1] on ait
Eo[T(2)] ~(0) =0.

Plus précisément, la relation ([-4.6) montre que une fonction g : ® — R admet un estimateur sans biais si et seulement
si g est un polyndme (en 6) de degré inférieur ou égal a n, et dans ce cas I’estimateur sans biais de g est unique. En effet,
d’apres I’équation ([=4.6), pour toute fonction 7 : {0,...,n} — R, I'application ®(T) : 6 — Eq [T (X)] est un polyndme
de degré inférieur ou égal a n. De plus, P est une application linéaire de ’espace des fonctions {0,...,n} — R vers
celui des polyndmes de degré inférieur ou égal a n. Ces deux espaces vectoriels étant de méme dimension finie n+ 1,
pour montrer que P est bijective, il suffit de montrer qu’elle est injective. Or, si T € ker(®), on a pour tout 6 € [0,1] :

(1—9)"20 (})rw (lfe)k —o0,

donc (en prenantt = 6 /(1 — 6) et en notant que (1 — 6)" # 0 pour 6 # 1) pour toutz > 0,
n n X
F(t):= T(k)t"=0
o= L (o
d’o, pour 0 < k <n,0=F®& (t) =n!/(n—k)! T(k), et donc T = 0. Donc P est bijective, ce qui conclut. O
Le biais joue un rdle important dans 1’étude du risque quadratique, en raison de la décomposition biais-
variance

Rappelons que par convention, les vecteurs sont des vecteurs-colonne ; et nous notons u' le vecteur
transposé de u. Si T (Z) est un estimateur de la fonction g : 6 — g(0) a valeur dans R”, la quantité

Eo [(T(2)~(6)) (T(2) - 5(0))"| (147)

est une matrice de taille p x p dont 1’élément (i, j) est

Eo |(T:(2) - 5:(0)) (1(2) ~5,(0))"| -

Dans le cas p = 1, cette matrice devient le scalaire

Eq |(7(2)-5(0))’]

et elle mesure I’erreur quadratique (on parle aussi de risque quadratique) de I’estimateur T (Z) de la fonc-
tion du parametre g(6). Lorsque ’estimateur est sans biais i.e. g(0) = Eg [T (Z)] pour tout 8 € @, ’erreur
quadratique est la variance de I’estimateur T'(Z) (et dans le cas vetoriel p > 1, la matrice ([-4.7) est la ma-
trice de variance-covariance de T (Z)). Lorsque 1’estimateur est biaisé, I’erreur quadratique et la variance
de T(Z) (et de fagon analogue, la matrice et la matrice de variance-covariance de T (Z)) sont liées
par une relation dite décomposition biais-variance.

Proposition I-4.10 (Décomposition biais-variance vectorielle). Soient (Z, % ,{Pg, 6 € ®}) un modele
statistique, g : ® — RP une fonction mesurable et T un estimateur de la fonction g : 0 — g(0) tel que
EO[HT(Z)H%] < o0 pour tout 6 € O.

Pour tout 6 € ©, nous avons

Eo[(T(Z) ~5(6)) (T(2) —(6)) '] = Varg(T(2)) + (Eo [T (2) — 4(8)]) (E¢ [T(Z) —(6)) ' ; (I-48)

Varg (T (Z)) € Mat,(R) désigne la matrice de covariance de T (Z) sous Pg.
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Démonstration. On écrit

puis

(T(2) —4(0))(T(2) —5(0))" = (T(2) ~Eo[T(Z))(T(2) ~Eo[T(2)])"

+(Eo[T(2)] - 8(6)) (Eo[T(2)] — (6))"
+(T(2) ~Eq[T(2)]) (Eo[T(2)] —5(6))"
+(Eo[T(2)] ~5(6)) (T(2) ~Eo[T(2)])" -

L’équation ([-4.8) s’en déduit en prenant I’espérance sous Pg : le premier terme de droite va donner la
matrice de variance-covariance de T (Z), notée Varg (T (Z)). L’espérance du second terme est lui-méme, et
donne les termes de biais. L’espérance des deux derniers termes est nulle. O

En prenant la trace dans 1’équation et en notant que, pour tout a € R”, la trace de aa ' est ||a|?,
nous prouvons le corollaire suivant qui établit une décomposition du risque quadratique de I’estimateur
T(Z) de la quantité g(6).

Corollaire I-4.11 (Décomposition biais-variance). Reprenons les hypothéses de la proposition
Pour tout 0 € ©, ona

Eo [I7(2) - 5(6)I3] =EolIT(Z) —Eq[T(2)]I3] + IEq [T(2)] - g(O)I -

Dans le cas scalaire (p = 1), nous obtenons

Eo [(T(2)~8(0))| =Eo [(T(2) ~ Eo[T(2)])’] + (Bo [T(2)] - 8(6))"

qui décompose le risque quadratique (terme de gauche) en un terme de variance, et un terme de biais au
carré.

En utilisant cette décomposition biais-variance, nous montrons dans 1’exemple que le meilleur
estimateur linéaire de 1’espérance, au sens de la minimisation du risque quadratique, est la moyenne empi-
rique.

Exemple I-4.12 (Meilleur estimateur linéaire sans biais de I'espérance). Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon de
(R7‘%(R)7{P97 0 € ®}) .

Supposons que, pour tout 8 € ®, Eg[X7] < co. On cherche a estimer I’espérance g(8) := Eg[X;] en se limitant 2 la
classe des estimateurs de la forme

o o; X;

= -

oo = (ay,...,0n) ER"telque Y| o; = 1. Notons ¢ ( ) := Varg (X)).
Pusque Y, o =1, flg estun estlmateur sans biais de g(0). Par suite, par la décomposition biais-variance ([-4.9),
il vient

R(8,0q) = Varg(fig) = (Za ) . (1-4.9)

Ainsi, le risque de [l est minimisé pour tout 6 € © par les poids o € R” de somme 1 qui minimisent Y, Ociz. Par
I’inégalité de Cauchy-Schwarz (ou par stricte convexité de la fonction carré), on a

Iy os Ly ?
A
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avec égalité si et seulement o) = --- = o, ; puisque la somme vaut 1, le minimum est atteinten of =--- = oy = 1/n.
Ainsi, la moyenne empirique

1 n
flor ==~ ) X;
iz

est le meilleur estimateur linéaire sans biais de 1’espérance, meilleur au sens du risque quadratique. Si de plus 62 (6)>0
pour au moins un 6 € @, Iestimateur iy, est inadmissible pour tout & € R” de somme 1 distinct de (n~!,...,n~1). &

Dans I’exemple[[-4.8] nous avons vu deux estimateurs de la variance dont un était sans biais. L’exemple
suivant compare des ceux estimateurs en terme de risque quadratique : il est montré que 1’estimateur biaisé
est meilleur que le non biaisé au sens de ce critere.

Exemple I-4.13 (Estimation de la variance dans le cas gaussien). Soit (X1,...,X,) un n-échantillon du modele

(R,,@(R), {N(u,oz), 0=(u0%)ec®:=Rx Ri}) .

Comparons le risque quadratique des estimateurs S2 et 62 (cf. I’exemple l de la variance 2
2 Iy o2 s Ly o2
Sx = Y xi—X,) 6, ==Y (Xi—X,)

Nous avons vu dans I’ exemple que S2 est un estimateur sans biais de 6. Par le Théoréme [[V-3.24] la variance
de I’estimateur S2 est donnée par

204

Varg($2) = — .
9( n) n—1

Par ailleurs, en notant que 67 = {(n— 1)/n}S2 et en utilisant la décomposition biais-variance, il vient pour tout
(1,0%) eR xR,

R n—1
2 o2

EG[O-n]_ n
. n—1)>2 2(n—1)c*
var (63) = " varg (57) = 22

(0] (7 ot ot)  2e

n i’l2

%64+ 2(n —21)04 _ (2 —21)64.
n n n

La différence des risques quadratiques R(0,52) — R(8,52) est donc égale 2 :

Eg {(S%—Gz)z} —Eg {<A3_62>2] = 5?41 B (2n;21)64 - (?::11));4

qui est toujours positif. L’estimateur 6,% est biaisé, mais son risque quadratique est plus faible car le carré du biais de
cet estimateur est compensé par une variance plus faible. Pour le risque quadratique, Sﬁ n’est donc pas un estimateur
admissible de o2. &

Dans les deux exemples ci-dessus, nous avons exhibé des estimateurs sans biais dont la variance décroit en
n~'. Nous verrons plus tard que cette vitesse de convergence est optimale sous des hypothéses de régularité.
L’exemple suivant montre qu’il est toutefois possible pour certains modeles d’obtenir une convergence plus
rapide ; nous obtenons ici une vitesse en 1/n%.

Exemple I-4.14 (Estimation du support d’une loi uniforme). Soit (X1,X3,...,X,) un n-échantillon du modele
(RJr,%’(RJr),{Unif([O, 0]),0 €@ := Ri}) .
Considérons pour estimateur du support la statistique d’ordre
Xp:n = max(Xy,...,Xp) .
o Afin d’étudier son biais, commengons par calculer sa loi. Pour tout 8 € ® et x € [0, 8], nous avons

PQ(Xn;n SX) :PQ(XI §x,...,Xn §x) = (x/Q)” .
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On en déduit que la densité de la variable X, est donnée pour x € [0, 6], par

1

pe(x) = én (g)"_] :nx;n (1-4.10)

e Déterminons son biais : pour tout 6 > 0,
-1 n+1
Bo X = /oexnx;” dr= n:l_] 96: B n—r: 1
Par conséquent, I’estimateur
(X1, X)) = %Xm 1-4.11)
est un estimateur sans biais du parametre 6.
o Cet estimateur est toutefois inadmissible pour le risque quadratique. En effet, considérons I’estimateur T,,(z) (X1y---, Xn)

anXn:n pour un scalaire a,. Calculons le risque quadratique de cet estimateur. Tout d’abord, pour tout 8 > 0, nous avons

] n—1 n+2
2 _ 2 X _ n 9 _ n 2
EB[Xnn]*/O xn 9” dxin+2 6" 7n+26

On en déduit que
Eg[(anXnn — 6)2] = “;%Ee [Xr%n} —2a,0E¢g [X:n] + 6*

_ naz 62—2ann92+62:62 naz _Zann+1 .
n+2 n+1 n+2 n+l1

Quel que soit 6 > 0, le risque quadratique atteint son unique minimum en a, = (n+2)/(n+ 1), donc Tn(l) est inadmis-

sible. Pour le choix optimal a, = (n+2)/(n+ 1), le risque quadratique de T,,(z) vaut

92
(n+1)2° %

RO, TP =Eo (TP (X1,....X,) — 0)2] =

I-4.2.2 Optimalité parmi les estimateurs sans biais

Nous nous intéressons au probleme général de la recherche d’estimateurs sans biais optimaux T de
g: 60— g(0) € R. Par la décomposition biais-variance (Corollaire[[-4.11)), le risque d’un tel estimateur vaut
R(0,T) = Varg(T(Z)). Cela conduit naturellement a la définition suivante :

Définition I-4.15. Soient (Z,% ,{Py, 0 € O}) un modéle statistique, g : ® — R, 6 — g(0) une fonction
et T,T' des estimateurs sans biais de g(0).

— On dit que T est uniformément meilleur que 7’ si Varg (T (Z)) < Varg(T"(Z)) pour tout 6 € @.

— On dit que T est un estimateur E.S.B.V.M. (Estimateur Sans Biais de Variance Minimale) s’il est
uniformément meilleur que tout estimateur sans biais de g.

Autrement dit, un estimateur E.S.B.V.M. est optimal au sein de la classe des estimateurs sans biais de
g(0). Nous allons par la suite établir une borne inférieure sur la variance de n’importe quel estimateur
sans biais. En particulier, tout estimateur sans biais atteignant cette borne inférieure est automatiquement
E.S.B.VM..

Tout d’abord, commencgons par définir les modeles que nous étudierons. Ces modeles, dits réguliers,
dépendent de maniere réguliere du parametre 6 € O, et satisfont des hypotheses techniques nécessaires aux
définitions ultérieures et a la dérivation sous le signe intégral. Soit F : @ x Z — R, (0,z) — F(6,z) une
fonction. Si pour z € Z, la fonction 8 — F (6, z) est deux fois dérivable par rapport a 6, nous notons :

d%F

Hr(6,2) = [aeu)aeu)

(972)} : (1-4.12)

1<i,j<d
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Si A = (ajj)1<i,j<a € Maty(IR), nous notons ||A|| sa norme de Frobenius, définie par :

M=

|A||* :=Tr (ATA) =

Zalgj .

i=1j=1

Un exemple de modele non régulier est donné par le modele d’estimation de support d’une loi uni-
forme ; considérons la densité pg(x) par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™ de la loi uniforme sur
[0, 6]. Elle est égale & p(x) = 1(x < 0) ; pour tout x > 0, la fonction 6 > pg(x) est discontinue en x.

Lemme I-4.17. Soit (Z, % ,{pe -1, 6 € O}) un modele statistique régulier. La matrice
1(6) =Ko |V£(6.2) (VE(6.2))" | |
est bien définie et ne dépend pas du choix de la mesure de domination.

aa’ || =Tr(aa"aa") 2y (a"aa'a) 12 _ [la||*. Ainsi,

Démonstration. Notons que, pour tout a € ]Rd,
pour tout 6y € ®, on a

Eq, [

[Veen.2) (v0(80,2) || = Ea V460, 2) ") < [ he)s(EIn(d) <o

ol g,h sont comme dans I’hypothése de régularité. Ainsi, I'intégrale ([-4.16) définissant I(0) est bien
définie.

Pour voir que I(0) ne dépend pas du choix de , soit v une autre mesure de domination, i.e. pour tout
0 €0®, Py =gp-v.Posons A = pu+ v. 1l existe (voir Théoreme une fonction mesurable positive &
telle que

po(z) =h(z)ge(z) , A —p.p.

On en déduit que V(logpg(z)) = V(logge(z)) A — p.p., ce qui conclut la démonstration en substituant
dans (-4.16). O
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Définition I-4.18 (Information de Fisher). L’information de  Fisher du  modele  régulier
(Z,%,{pg- 1L, 0 € ®}) est la fonction 1 : 6 — 1(0) définie par

1(6) :=Eq [W(e,z) (VZ(G,Z))T] , (1-4.16)

o £(8,z) :=log pg (z).

Proposition 1-4.19. Soit (Z, % ,{pe -1, O € O}) un modele statistique régulier. Les propriétés suivantes
sont vérifiées :

(i) Pour tout 6 € ©,
Eq [VL(6,Z2)]=0. 1-4.17)

(ii) L’information de Fisher admet I’expression alternative suivante :
I(6) = —Eg [He(0,2)] . (1-4.18)

(iii) Soient deux modéles statistiques réguliers (Z1,27,{P1,0 € O}) et (Z2,25,{P29,0 € O}) avec
pour ensemble de parameétres ©. En notant 1y et 1, les informations de Fisher respectives de ces
modeles, ainsi que 11, l'information de Fisher du modele produit :

(Z1x 22,210 25,{P1o®P24, 6 €0O}),

il vient pour tout 0 € © :
I12(0) =1;(8) +1,(0) . (1-4.19)

En particulier, si (Xi,...,X,) est un n-échantillon du modéle statistique régulier
&= (Xw%/?{qe'.u’a 0 E@})
alors, pour tout @ € @ et n > 1,
Ign(0) =nlg(0),

o Ig(0) et Lgn(0) sont les informations de Fisher associée aux modeles & et au modele &" induit
par le n-échantillon.

Remarque 1-4.20. Soit (Z, % ,{pg - 1L, 6 € ®}) un modee statistique régulier. Notons que, pour tout z € Z, la matrice
Vi(6,2)VL(0,z) " est symétrique et semi-définie positive. Comme

1(6) = Eq[(V(6,2)) (V£(6.2)) ] = [ (V£(6.2)) (V£(6,2)" Po(d2)

est symétrique et semi-définie positive pour tout 6 € @. Par 1’égalité [[-4.18|et Définition [[-4.16H(iv)} I(0) est de plus
inversible, donc définie positive. &

Démonstration. Commencons par noter que, pour tout 0 € @ etz € Z,

1
Vi(0,7) = ——Vp(0,2); (1-4.20)
(6,2) 20,9 p(6,2)
en différenciant a nouveau, il vient :
1 1
H/(0,7) = H,(0,2)— —=——Vp(0,2)Vp(0,2)"
(8,2) 2(6.2) p(6,2) 2(0.2) p(0,2)Vp(6,2)
1
= H,(0,2)—V6,7)VL(0,2) . 1-4.21
2(6.2) p(6,2) (6,2)VE(6,2) ( )
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Nous pouvons alors écrire, pour tout 6 € 0,
Eq[Vi(6,2)] = /ZW(&Z)I)(G,Z)M(dZ) = /ZVP(B,Z)#(dZ)
2 [ p(o.2u) = vi=o,

ce qui établit le premier point, sous réserve que I’interversion (x) soit justifiée. De méme, on a

EolHi(0.2)] = [ Hi(0.2p(6.91(d2) = [ Hy(6.n(d)~ [ VE(0.2)V¢(0.2)" p(0.2)n(d)
2V [ Vp(6.2) u(dz) - 1(6) = VO~ 1(6) = ~1(6)
z
ce qui établit le second point, sous réserve que I’interversion (*x) soit valide.

11 reste a justifier les dérivations sous le signe intégral (x) et (xx). Soit 8y € ®, ¥ un voisinage de 6
dans O et g, h des fonctions comme dans I"hypothese [(iiD)| de régularité. On a pour tout 6 € %,

IVp(8,2) = V4(8,2)[| p(6,2) < (1+]|V£(8,2)*)p(6,2) < (1 +h(2))g(2)

avec [7(1+ h(z))g(z)u(dz) < e par ([-4.14). La proposition de dérivation sous le signe intégral
(pour chaque coordonnée du gradient selon ) appliquée a la fonction (0,z) — p(6,z) garantit alors que
U'interversion () est correcte. De méme, pour tout 6 € % et tout z € Z, I’égalité implique

[H,(6.2)]| < [He(0.,2)]| p(6.2) + | V2(6.2) (VE(6.2))T | p(6.2)

< (I10(0.2)] + ) p(6.2

<2h(z)g(2)

’V€(6,z) (V£(8,2)"

qui est intégrable sous (. Comme H,(60,z) = V(Vp(0,z) "), la proposition appliquée a la fonction
(8,2) — VI(6,z) (coordonnée par coordonnée) montre que I’interversion (xx) est valide.

Enfin, le troisieme point découle directement du second et du fait que, pour le modele produit, la log-
vraisemblance se décompose en ¢12(0, (z1,22)) = £1(0,z1) +£2(0,22). O

Exemple I-4.21. Soit (Xy,...,X,) un n-échantillon de Bernoulli
({0,1},22({0,1}),{Ber(0), 6 € ®:=]0,1[}) .

Par la Proposition|[-4.19] son information de Fisher vaut I(6) = nI; (), ou I; désigne I’information de Fisher associée
aune observation X; ~ Ber(0). Calculons cette quantité. Le modele de Bernoulli est dominé par la mesure de comptage,
de densité pg(x) = 65(1—6)' ™ pour 6 €]0, 1[ et x € {0,1}. Ainsi,

£(6,x) =xlog6+ (1 —x)log(1—0)

, 7£_I—x
fO0N=5-1"¢

" __x __l-x
K (67)6)7 92 (]_9)27

d’ol, par la Proposition[[-4.19]:
1;(6) = —Eq[¢"(6,X)] = —6¢"(6,1) — (1 - 0)"(6,0)

I
6 1-6 6(1-06)°
L’information de Fisher du n-échantillon de Bernoulli est donc I(6) =n/(6(1 — 0)). &

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de cette section, qui est une borne inférieure sur
la variance d’estimateurs sans biais dans un modele régulier. Commengons par une définition technique :
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Définition I-4.22 (Estimateur régulier). Soit (Z,2,{pe -, 6 € ®}), oit ® est un ouvert de R, un mo-
dele régulier. Un estimateur T : (Z,%) — R d’une fonction g : ® — R est dit régulier si :

(i) T(Z) est de carré intégrable, i.e. pour tout 6 € ®, Eg[{T(Z)}?] < oo.
(ii) La fonction 6 — Eg[T (Z)] est différentiable sur ©, et pour tout 6 € ©

VEG[T(2)] = [ T(2) Vpo(0n(ds) (1-4.22)

Remarque 1-4.23. Notons que, par la proposition de dérivation sous le signe intégral, la seconde condition de
régularité est assurée des lors que la condition suivante est vérifiée : pour tout 8y € 0, il existe un voisinage %y de 6y
dans O et une fonction mesurable positive g telle que

T @lsn() <o

et il existe un ensemble Zy € 2 tel que p(Z§) = 0 pour tout z € Z la fonction 8 — p(0,z) est différentiable sur © et
pour tout 6 € ¥y et z € Zy,

Vpe ()|l < g(2) - %

Théoréme I-4.24 (Cramér-Rao). Soit (Z,%,{pe-1, 6 € O}) un modéle régulier oi ® est un ouvert
de RY; g : ® — R une fonction dérivable & valeurs réelles ; et T un estimateur sans biais et régulier de
g: 06— g(0).
Pour tout 6 € O,
Varg (T (Z)) > (Vg(6)) " 1(6)~" Vg(6) . (1-4.23)

Démonstration. T (Z) étant un estimateur sans biais et régulier, il vient :

Ve(6) = VE4T(2) = [ T(2) Vpo(2) n(d2)
— [1) (v0(8.2)) pol@)u(dz) = Ea[T (2) V1(6.2)).
Or E4[V¢(6,2)] = 0 (Proposition -4.19), donc Eglg(6) (V£(6,Z))] = 0 et I'égalité précédente peut
o V() = Eq[(T(2) - 4(6)) VE(6.2)] .

On a donc, pour tout u € R,

{Vg(6)"u}? =Eo[{T(2) —5(6)} V(6.2)"u]?
<Eo[{T(2) ~ 4(0)}’| Eo[{V£(0,2) u}?]

par I’inégalité de Cauchy-Schwarz. Or, pour tout a € R?,
{a"u}? =u"aa"u=u"(aa"u,
donc en prenant respectivement a = Vg(0) et a = V{(0,Z), I'inégalité précédente devient :

u'Vg(6)Vg(0) u < Eo[(T(2)—g(6))*|Eq[u' VL(0,2)VE(6,2) u]
= Varg [T(Z)]u'1(6)u



I-4.2. RISQUE QUADRATIQUE ET ESTIMATEURS SANS BIAIS 71
pour tout # € RY. En particulier, en prenant u = I(8) ™' Vg(0), I'inégalité précédente devient

(V(0)T1(0) 'V&(60)) < Varg[T(2)] (Va(6)1(0) 'V(0)) .

ce qui établit I'inégalité (F4.23) (Vg(0)1(0) !Vg(0) est positif car I(0) est positive ; si ce terme est nul
I’inégalité ([-4.23)) est triviale, sinon on simplifie ce terme strictement positif). U

Une conséquence importante du théoreme est la suivante :

Corollaire I-4.25. Soit (Z, 2 ,{po -1, 6 € ®}) un modele régulier, oii © est un ouvert de R?, et T(Z) un
estimateur sans biais régulier de 0. Alors, pour tout 6 € ©,

Varg (T (Z)) >1(6) " (1-4.24)

i.e. la matrice symétrique Varg (T (Z)) —1(8)~! est positive.

Démonstration. Pour tout A € R, considérons la fonction g(8) = A7 6. Clairement, A7 T(Z) est un es-
timateur sans biais régulier de g : @ — AT 6. Ainsi, en appliquant le théoréme [I-4.24] et en notant que
Vg(0) = A et Varg(ATT(Z)) = AT Varg(T(Z))A, il vient :

AT Varg(T(Z)A > A"1(8) A .
Cette inégalité étant valide pour tout A € R?, il vient Varg (7 (Z)) > 1(8)~! comme voulu. O

Du théoreme [I-4.24] de Cramér-Rao et de I’additivité de I’information de Fisher (Proposition [[-4.19)),
on déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire I-4.26. Soient (X,,...,X,) un n-échantillon du modeéle régulier
(Xa%‘7{q9'u7 0 < ®})

et T,(Xy,...,X,) un estimateur sans biais et régulier de la fonction g : ® — R. En notant
I(6) =Eo [VE(6,X1) (VE(0,X1))T] , £(6,x) :=Tlogqe(x),
Iinformation de Fisher associée a une seule observation, on a pour tout 6 € © :

Varg(T,(X1,..-. X)) > - V&(6) 11 (6) ' Vg(6) . (1-4.25)

Avant d’étudier quelques exemples, il peut étre utile d’interpréter la borne de Cramér-Rao. Cette borne
inférieure est d’autant plus petite que I’information de Fisher du modele en 6 est élevée. Intuitivement,
I’information de Fisher I(6y) quantifie la mesure dans laquelle les lois Pg varient autour de 6y : plus cette
information est grande, plus Py varie autour de 6y, et donc plus il est possible d’estimer précisément 6 a
partir de réalisations de Py, .

De plus, le corollaire@]montre que, pour un modele régulier, la variance d’un estimateur sans biais
(et donc son risque quadratique) est au moins d’ordre n~!.

Exemple 1-4.27. La variance des estimateurs sans biais X, de I’espérance [1(0) = Eg[Z] (exemple[[-4.7] en supposant
Z de carré intégrable) est d’ordre n~!, tout comme celle de 1’estimateur sans biais S2 de la variance 6%(6) = Varg|[Z]
(exemple|[-4.13] en supposant le modele gaussien, ou plus généralement que Z admet un moment d’ordre 4 sous Pg).
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Ces résultats, valables pour des modeles tres généraux et en particulier pour des modeles réguliers, sont compatibles
avec la borne de Cramér-Rao d’ordre n~! (et montrent que cette borne inférieure est optimale dans sa dépendance
asymptotique en n).

En revanche, dans le cas de I’estimation du support d’une loi uniforme (exemple [-4.14), I’estimateur sans biais
(n+1)/nXy:, de 6 a pour variance 62 /{n(n+2)}, qui décroit en n~2. Cela ne contredit pas le théoréme de Cramér-Rao,
puisque le modele n’est pas régulier (voir le commentaire qui suit la définition [I-4.16). &

Nous venons de discuter de la dépendance en la taille n de I’échantillon de la borne de Cramér-Rao.
Nous allons voir que la constante Vg(8) 1;(6)~'Vg(8) elle-méme est optimale, au sens ot elle ne peut
pas étre améliorée en général : il existe des estimateurs sans biais dont la variance atteint la borne inférieure
de Cramér-Rao.

Exemple 1-4.28 (Estimation du paramétre d’une loi de Bernoulli). Considérons le probleme de I’estimation du para-
metre 6 € ]0, 1] du modele du n-échantillon de Bernoulli. Nous avons vu dans l’exempleque I’information de
Fisher pour ce modele vaut I(6) = n/(0(1 — 6)). La borne de Cramér-Rao pour I’estimation sans biais de 6 est donc
de O(1 — 0)/n. Cette borne est atteinte par 1’estimateur sans biais X,, (la fréquence empirique), car

Varg(X;) _ 6(1-96)

Varg (X,) = = ; ¢
n n
cet estimateur est par conséquent E.S.B.V.M.
Exemple 1-4.29 (Estimation de la moyenne d’un échantillon gaussien). Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’'un modéle

gaussien (R@(R)? {N(G,G(%)v 0c R}) )

ou la variance oy > 0 est connue. Nous avons

X;— )2
00,X;) = —% —logy/27mc} ,
205
donc ¢"(8,X;) = —1/03 et [(6y) = n/c3. Considérons I’estimateur sans biais X, de 6 ; sa variance vaut
2
_ o7
Varg (X,) = —2 .
arg (X,) N
Par conséquent Varg (X,) = 1(6)~!, I'estimateur atteint la borne de Cramér-Rao. &

Définition I-4.30 (Efficacité). Soir (Z, % ,{Py, 6 € O}) un modele régulier, et g : ® — R une fonction
dérivable. Un estimateur sans biais T de g(0) est dit efficace si sa variance atteint la borne de Cramér-

Rao, i.e. si
Varg(T(Z)) = (Vg(0))" 1(8)~' Vg(8) pourtout 6 € © . (1-4.26)

Notons qu’un estimateur sans biais efficace est E.S.B.V.M. (au sens de la définition[[-4.15)), bien que la
réciproque soit fausse en général.



Chapitre I-5

Optimalité en théorie des tests

Dans ce chapitre, nous nous posons la question de 1’existence de tests optimaux, 1’ op-
timalité étant définie comme un test uniformément plus puissant (U.P.P.). Nous com-
mencons par introduire les fests randomisés pour montrer que 1’on peut construire un
test (non trivial) de taille donnée. Dans le cas d’un test d’hypotheses simples, nous
démontrons le théoréme de Neyman-Pearson qui construit un test U.P.P.; dans le
cas d’un test sur un parametre scalaire, nous présentons la méthode du rapport de
vraisemblance monotone pour étendre ce théoreme au cas d’un test avec hypotheses
unilatérales. Enfin, nous montrons sur un exemple simple qu’il n’existe pas nécessai-
rement de tests U.P.P. lorsque une hypothese est bilatérale.

Les notions principales sont celles de tests randomisés, de test Uniformément Plus
Puissant (U.P.P.), le théoreme de Neyman-Pearson pour la construction d’un test
UPP pour des hypotheses simples, et la méthode du rapport de vraisemblance mono-
tone.

I-5.1 Tests uniformément plus puissants

On considere un modele statistique (Z, 2°,{Pg, 6 € ®}). On note & et f§ deux réels de (0,1/2), et @
et ®; une partition de ®. On s’intéresse au test d’hypotheses

Hy: 6 €0y, contre H;: 6 €0

Dans ce chapitre nous allons nous placer dans la classe des tests de niveau o € [0, 1], ¢’est-a-dire les tests
¢ tels que

sup By (0) <o .
00

Nous cherchons & déterminer (lorsqu’il existe) le test uniformément le plus puissant de niveau o, a savoir
le test ¢ de niveau ¢ (i.e. supgeq, By (0) < @) tel que, pour tout test Y de niveau a,

By (6) > Py (0), pourtout 6 €O .

Nous allons présenter dans cette section deux cadres dans lesquels il est possible de montrer qu’un
test uniformément plus puissant existe. Dans les deux cas, une hypothese clé pour obtenir la propriété
d’optimalité voulue est de pouvoir construire un test de taille o et pas seulement de niveau ¢. Ceci n’est
pas toujours possible lorsque la variable observée est discrete et il est alors commode d’introduire la notion
de tests randomisés pour pallier ce probleme.

73
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I-5.1.1 Tests randomisés

Soit (Z,%,{Pg, 6 € ®}) un modele statistique et ¢ : Z — [0, 1] une fonction mesurable. Considérons
le test d’hypotheses
Hy: 6 €0y, contre H : 6€0;.

Nous pouvons construire 2 partir de la fonction ¢ une procédure de test de la fagon suivante. Etant donnée
une observation Z € Z, nous simulons une variable de Bernoulli de paramétre ¢(Z). Nous choisissons
I’hypothese nulle Hy si le résultat de ce tirage est égal a 0 et la rejettons dans le cas contraire. Une telle
procédure est appelée randomisée car la décision que nous prenons dépend du résultat d’une expérience
aléatoire (ici la simulation d’une variable de Bernoulli). La fonction ¢ est appelée la fonction critique du
test. Alors qu’un test pur réalise une partition de Z en une région de rejet et une région d’acceptation, un
test randomisé fait une partition en 3 ensembles :

— Lensemble 2] ={z€Z : ¢(z) = 1} est larégion dans laquelle le test rejette Ho.
— L'ensemble 2y ={z€Z : ¢(z) =0} est larégion dans laquelle le test accepte Ho.

— Lensemble 2, = {z€Z: 0 < ¢(z) < 1} estlarégion dans laquelle I’issue du test n’est pas entiere-
ment déterminée par les observations. On prend notre décision en simulant une variable de Bernoulli
de parametre ¢(Z).

De toute évidence, les tests randomisés généralisent les tests purs : si la fonction critique ¢ d’un test
randomisé est a valeur dans {0,1}, le test est pur. A Iinstar d’un test pur (voir définition , nous
pouvons spécifier la puissance d’un test randomisé.

Définition I-5.1 (Fonction puissance d’un test randomisé). La puissance d’un test randomisé de fonc-
tion critique ¢ est définie par
Bs:0€O—Eg[0(Z)] €[0,1] .

Nous pouvons de méme étendre directement les notions de taille et de niveau.

Définition I-5.2 (Taille et niveau d’un test). La taille d’un test de fonction critique ¢ est donnée

a(9) = sup By(6) .

IS0

Un test de fonction critique ¢ est dit de niveau o € [0,1] si &(9) < a. On note F#y(0®p) I’ensemble des
tests de niveau ¢ de I’hypothese nulle Hy : 0 € ©.

On peut remarquer que ces définitions généralisent de maniere naturelle celles données pour les tests
purs. Néanmoins, contrairement au cas des tests purs, il est toujours possible de construire un test randomisé
de taille « : le test randomisé ¢, défini par ¢,(z) = o pour toute valeur de z € Z est un exemple (ce test
accepte ou rejette Hy indépendamment des observations Z ; il a trés peu d’intéréts).

L’ exemple|[-5.3|explique comment modifier un test dont la taille est strictement inférieure a un niveau
a donné, pour en faire un test de taille égale au niveau.

Exemple I-5.3. Soit Z = (Xi,...,X,) un n-échantillon du modele de Poisson
(Na‘@(N%{pe U, RS ®QR1 ) ’
ou u est la mesure de comptage sur N (voir Appendice|A.3.4) et

ex
pg(x):efey, 0c®, xeN.
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Fixons 6y < 0y, réels strictement positifs. Nous considérons le test d’hypotheses simples
Hy: 6=6y, contre H : 6=0,.

Afin de choisir une statistique de test, rappelons quel serait I’estimateur du maximum de vraisemblance pour ce modele.
La log-vraisemblance des observations est donnée par

n
0+ £,(6:Z) = —n6 +10g(0)S, — Y log(X;!),  Sp:=) X;.
i=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 est donné par

én = nilS,, .
Rappelons que sous Pg, puisque les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes et distribuées suivant des lois de

Poisson de parametre 0, alors la variable S, est distribuée suivant une loi de Poisson de parametre n6.
e Nous considérons le test pur

$(Zsc) =1Lis,5c) -
Nous obtenons un test de niveau o € |0, 1] en choisissant le seuil critique cq par

co:=inf{ceN: Pg(Sy>c)<a} .

Comme la variable S, est a valeurs entiere, Pg (S, > cq) < o et Pg (S, > cq —1) > o La taille du test est strictement
inférieure a son niveau. Pour donner un exemple, prenons 6y = 0.01 et n = 100. La variable aléatoire S, est donc
distribuée suivant une loi de Poisson de paramétre 76y = 1. Nous avons Pg o (S; > 2) ~ 0.08, Py o1 (S, > 3) ~0.019,
donc, si on veut garantir un niveau inférieur a ¢, on doit prendre ¢, = 3. Le niveau de ce test est o = 0.05 mais la taille
du test est 0.019.

e Nous allons maintenant construire un test randomisé dont la taille est exactement égale a o. Pour y € [0, 1],
considérons la fonction critique (l)}f définie de la facon suivante :

1 sis>cq
63(5) =17 sis=ca
0 s<cgq-1
La taille du test de fonction critique ¢; est donnée par

a(y) =Eg,[¢y(Sn)] = Pg,(Sn > ca) +YPo, (Sn = ca)
Si nous choisissons ¥ de fagon a ce que cette taille soit égale a &, nous devons prendre
_ o —Pg,(Sy > ca)
P(—)o (S,, =cC a)
Observons que par définition de cq, nous avons o < Pg, (S, > cq — 1) et & > Py (S, > ca) ce qui entraine que

P@O(Sn >Coq— 1)*]}»90(3‘” > Ca) <1

0<y<
sY Pe, (Sn = ca) s

Pour ¢ = 0.05, cela revient a choisir y ~ 0.5.
. Revegons surle choi'x de la statistique de test. Observons que le rapport de vraisemblance p%ﬁ” (1, ,x0)/ p%f)” (g,
de la loi de I’observation sous Pg, et de celle sous Pg, est donné par

9 Z;lzlxi
(&) ew(n(or-an)
0

et que pour tout seuil ¢ > 0, puisque 6; > 6,

4 Inc+n(6; — 6p)
. &N &n — . . - 7/
{z:pg) (@) > cpg(@)y ={z: Y x> 1m0, _In6

i=1

}.

Ce rapport de vraisemblance est de la forme y(7'(z);6;)/y(T(z);6p) avec T(z) = Y| x; ; les ensembles de niveau

de ce rapport sont les ensembles de niveau de la statistique 7'(z) ; et il existe des valeurs de c telles que {z : pﬁ" (z) =

c p%?]” (z)} est de probabilité positive sous Pg,. Cet exemple illustre des notions que nous allons maintenant détailler :

la construction d’un test "uniformément plus puissant” de type test randomisé pour tester deux hypothéses simples, et
la méthode du rapport de vraisemblance monotone pour 1’obtention de tests "uniformément plus puissants" dans le cas
d’un test unilatéral. &

axn)
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I-5.1.2 Le Théoréme de Neyman-Pearson

Etant données un test Hy, H; et un niveau ¢, il n’y a pas unicité de la fonction critique ¢ garantissant
un niveau ¢ et une taille . On s’intéresse donc a une optimalité définie ici au sens de "uniformément plus
puissant”. Le théoréme de Neyman-Pearson montre I’existence et exhibe une construction explicite d’un
test optimum, dans le cas de deux hypotheses simples. Son extension a d’autres hypotheses est discutée en
Section

Définition I-5.4 (Test Uniformément Plus Puissant (U.P.P.)). Un test de fonction critique ¢ est dit uni-
formément plus puissant au niveau o (U.P.P.(&)) s’il est de niveau &, i.e. § € Hy(0Oy) et si sa fonction
puissance By vérifie :

Bo(0)= sup Py(6), VO€O .
YEHa(Op)

Théoreme I-5.5 (Neyman-Pearson). Soit v une mesure o-finie sur un espace mesurable (Z,%). Consi-
dérons le modeéle

(Z,Z,{pe-v, 0 €O®:={6,6:}})
ou 9()7591.

1. Pour tout @ € 10, 1], il existe des constantes cq > 0 et ¥y, € [0, 1], telles que la fonction critique :

1 si pg, (2) > cape,(2) ,
0*(2) == Ya si pe, (2) = CaPe, (2), (L-5.1)
0 si pg, (z) < CaPo, (2),

vérifie
Eq[0*(2)] = [0 @pa0vid) = a.
2. Le test de fonction critique ¢* est U.P.P.(@) pour le test d’hypothéses
Hy: 6 =06y, contre Hy: 6 =0,

et sa puissance est supérieure ou égale a o :
Eq [9"(2) = [ ¢"(po ()v(d2) > a.

3. De plus, si 9** est U.P.P.(a) alors, pour vV-presque tout 7 € Z,

*x 1 si p@] (Z) >CO¢P60(Z) 9
= 1-5.2
7@ {0 si pg, (z) < capey(2) - (2

Remarquons que si P, ({z : pe, (z) = cpg,(2)}) = 0 pour tout ¢ > 0, on peut choisir y = 0 dans ([-5.3)
et donc obtenir un test U.P.P.(a) non randomisé. L’exemple et exemple sont des situations ol

ce n’est pas le cas (y > 0) ; ’exemple[[-5.6] I’exemple et I’exemple sont des situations ot ¢’est
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le cas (Y= 0). En observant que

P90 (pﬂl (Z) =Py, (Z)) = IP>9() (p91 (Z) = CpeO(Z),peo(Z) > 0)

e (28 eoin=0) e (35 ).

cette propriété€ se formule aussi en disant que sous Py, le rapport de vraisemblance n’a pas d’atomes.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0 et ¥ € [0, 1], considérons le test randomisé

1 si pg, (z) > cpg,(2) ,
Ocy(z) =1y si pe, (z) = cpey(2) (I-5.3)
0 sipe(z) <cpgl2)-

Nous allons tout d’abord montrer que nous pouvons toujours choisir les constantes c et y de telle sorte que
ce test soit de taille o :

Eg,[0c.y(Z2)] = Pa, (e, (Z) > cpe,(Z)) + YPa,(Po, (Z) > cpe,(Z)) = & . (1-5.4)
e La fonction £ : R — [0, 1],
¢ F(c) := P, (pe, (2) > cpe,(Z)) = 1 =Py (pe, (Z) < cpe,(Z))
est décroissante sur R, continue a droite et admet des limites a gauche, i.e. en tout point ¢y € R :
F(co) = lim Py, (pe,(Z) > cpe,(Z)) = Pe,(po, (Z) > cope,(Z))

Fr(co—) = 5?3@90 (po,(Z) > cpe,(Z)) =Py, (po,(Z) > cope,(Z)) -

Notons que la taille du saut de discontinuité de F en ¢( est donnée par
F(co—) —F(co) =Po,(pe, (Z) = cope,(2)) -
De plus, F(0—) =0 et lim; .. F(c) = 0.

e Prouvons ([-3.4). Soit o € |0, 1[. Vues les propriétés de F, il existe co > 0 tel que

F(cq) = Poy(po, (Z2) > cape,(Z)) < o < F(ca—) = Poy(po,(Z) > capg,(Z)) - (I-5.5)

Nous posons

0 si Py, (pe, (Z) > cape,(Z)) =
Yo .= § a—Pg,(pe, (Z)>capg,(Z)) .
Pay(ro, D—carey @) 1 L0(P01(2) > capey(2)) < .

Notons que si Py, (pe, (Z) > cape,(Z)) < o nous avons par ([-3.5)

Pa,(po, (2) = capa, (2)) = Po, (9o, (2) = cap,(2)) — Po, (o, (2) > cap,(2))
> &~ P4, (po, (2) > cape,(2) > 0.

Yo est donc toujours bien défini, et il vérifie v, € [0, 1]. Sur la fig. [[-5.1} nous tragons deux exemples de
fonction de répartition F : ¢ — Pg,(pe, (Z) < ¢ pg,(Z)). En remarquant que trouver (c,y) vérifiant (I-5.4)
est équivalent a trouver (c,y) vérifiant

1 —a=(1-7)Pg(pe (Z) <c pgy(Z)) +VPe(pe,(Z) < c pgy(Z)) = (1 =Y)F(c)+YF(c),



78 CHAPITRE I-5. OPTIMALITE EN THEORIE DES TESTS

1

0.9 !
0.9
0.8 ’ 0.8

= 0.7
l-c 0.7

P, 06

0.5

0.3

0.2

0.1

FIGURE I-5.1 — Pour deux exemples de fonction de répartition F' (en trait plein, bleu), illustration de
Iexistence et unicité de la paire (c,y) vérifiant (I-3.4).

sur le schéma de gauche ol ’inverse généralisée F~! est continue en 1 — &, nous voyons qu’il suffit de
prendre cq = F~!(1 — o) et 4 = 0; sur le schéma de droite, nous prenons cq = F~'(1 — &) et ¥y est
I"unique coefficient qui écrit 1 — @ comme barycentre des quantités p_ := F(cy ) et p4 := F(cq).

e Nous allons maintenant démontrer que ¢* est U.P.P.(¢). Soit ¢ une fonction de test de niveau o i.e.
Eg,[¢(Z)] < a. Montrons que pour tout z € Z,

{0*(2) = ¢(2)} {pe, (z) — cape,(2)} > 0. (1-5.6)
Distinguons deux cas :
— Si ¢*(z) — ¢(z) > 0, alors ¢*(z) > 0 (puisque ¢*(z) > ¢(z) > 0) et donc pg, (z) > capg, (2)-

— Si¢*(2) — ¢(2) <0, alors ¢*(z) < 1 (puisque ¢*(z) < ¢(z) < 1) et donc py, () < cape, (2)-
Ce qui conclut la preuve de ([-3.6). Par conséquent, on a

19" =0} o () = cupa ()} v(d) = 0.
ce qui entraine
107 = 0@} po, (2)v(dz) = Eo, [0"(2)] ~ Eo, [0(2)
> o [{9()~ 0(2)}pa, (IV(d2) = ca (Eay[07(2)) ~ Eay[6(2)])

Comme le test ¢* est de taille @ et que le test ¢ est de niveau a, il vient

Eey[¢”(Z)] —Eq)[0(Z)] = & —Ee, [¢(2)] =2 0

ce qui prouve que ¢* est U.P.P.(a).
e. Enfin, comparons deux tests U.P.P.(a). Considérons le test randomisé de fonction de test constante
y(z) = a.. Nous avons

Eo, [W(Z)] =0, By(61)=

Comme le test de fonction critique ¢* défini ci-dessus est U.P.P.(ct), nous avons : Eg, [¢*(Z)] > a.

Soit ¢** la fonction critique d’un test U.P.P.(a). Comme ¢* et ¢** sont tous les deux U.P.P.(a) (donc
tous les deux de niveau o et de puissance dominant celle de tout autre test de niveau o et 8 = 6;), nous
avons

Eg, [¢9*(Z2)] —Eg, [¢™(2)] =0.

De plus, puisque la taille de ¢* est o et que ¢** est de niveau ., il vient

ca{Eq[¢"(Z)] —Eg[¢7(2)]} = ca{a —Eq,[97(2)]} > 0.
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FIGURE I-5.2 — Figure du haut : densité de probabilité de deux variables aléatoires gaussiennes de moyenne

et de variance 6y := (Uo,03) = (—1,1) et 6; := (11, 07) = (1,0.5). Figure du bas : logarithme du rapport
de vraisemblance z — pg, (2)/pe, (2).-

Ces deux relations entrainent

J107 @ =97 @po V() < ca [{97(2) 6" (2)pa, V()

et donc

[19"@) =67 @}Hpo, ()~ cap(2)}v(d2) <0
Comme par ailleurs est valide pour ¢ = ¢**, on obtient que

{z€Z: {9"(z) = 0™ (2)} {Pe, () — cara,(2)} > O}
est v-négligeable, ce qui conclut la preuve. O
Exemple I-5.6 (Deux variables gaussiennes scalaires). Considérons un modele statistique gaussien

(R.2(®). {N,0%), 0= (n.0%) € ©:={60.0:}}) .
ou Oy # 0 ; et le test d’hypotheses simples

Hy: 6=6y, contre H;: 6=0,.

Notons pg, la densité de la loi gaussienne de parametre 6; = (u;, Giz),

Pe,(2) = exp(—(z—H;)*/207) -

2no?

La région critique du test U.P.P. défini par le Théoréme [[-5.3]est donnée par :

! 2 2, 2
- z— >log(ca)+(1/2)log(o7 /0)).
g I e o) > loglew) + (1/2) (07 )
Nous avons represente dans la fig. -les deux densités pg, ainsi que le logarithme du rapport r(z) = pg, (z)/pe, (2)
dans le cas ou (Ug,078) = (—1,1) et (/.11,0'1) (1,0.5). Les deux traits verticaux délimitent la zone {z : pg, (z) >
cpeg,(z)} dans le cas ¢ = 1. Dans la fig. [I-5.3] nous avons visualisé les régions d’acceptation et de rejet du test lorsque
(Ho,08) = (—1,1) et (u1,0%) = (1,1) et le niveau est tel que le seuil co vaut 1. La variance est identique sous les
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FIGURE I-5.3 — Panneau du haut : densité de probabilité de deux v.a. gaussiennes de moyenne et de variance
(1o, 02) = (=1,1) et (u1,07) = (1,1). Panneau du bas : logarithme du rapport de vraisemblance z

Pe,(2)/ e, (2)-

deux hypotheses. On remarque que, dans ce cas particulier, le rapport de vraisemblance est une fonction monotone
croissante de z et que la région critique du test est donnée par

22(p1 — Ho) > 2log(ca) — (5 — 17) -
%

Exemple I-5.7 (Test de la moyenne de variables aléatoires gaussiennes : variance connue). Soit (X1, ...,Xy) un n-échantillon
d’un modele gaussien

(R, 2(R), {N(1,6%), p € {0,m} }
oit la variance 62 > 0 est supposée connue et 7 # 0. Considérons le test
Hy: u=0, contre Hy: u=m

ol m est une constante connue. Nous cherchons a déterminer un test U.P.P.(a). Nous formons le rapport de vraisem-
blance,

ou %, :=n"! YL x; et donc
nm  nm?
r(x1,...,x0) =F(%,), F(t)=exp (?l — Tﬂ)

dépend uniquement de la statistique X,. On remarque que la fonction # — 7(¢) est une fonction strictement monotone de
t, croissante si m > 0 et décroissante dans le cas contraire. Si m > 0, la condition 7(%,) > cq est équivalente a X, > d.
Pour déterminer le seuil dy, nous devons résoudre 1’équation suivante, qui correspond a la condition sur la taille du
test :

Py(X, >dg) =0 . I-5.7)
Sous Py, /nX, /0 ~ N(0,1) ; I'équation (I-5.7) admet comme seule solution dy = z]_¢,0/+/n 0l 71 _¢ est le quantile
1 — a delaloi N(0,1). Il est intéressant de remarquer que le seuil dy, ne dépend pas de m, la valeur de la moyenne sous
I’hypothese alternative. La puissance du test est alors donnée par :

IP)m()?n > ZI,aG/\/ﬁ) =1 _cb(zlf(x - \/;lm/G) .
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FIGURE I-5.4 — Puissance du test U.P.P.(a) de Hy = {u = 0} contre H; = {yt = 1} de niveau oc = 0,05
en fonction de la taille de I’échantillon.

Nous avons visualisé dans la figure la fonction puissance dans le cas particulier oum =1, 6 =1 et @ = 0.05
(21— = 1.6449), pour des tailles d’échantillon variant de 10 a 1000. Ce test se généralise aisément au cas ou la
moyenne sous la contre-alternative n’est pas constante, i.e. les variables aléatoires X, ..., X, sont indépendantes de loi
gaussienne de moyenne my,...,m, et de variance unité. Dans ce cas particulier, le rapport de vraisemblance vaut

1 n ] n 2
r(X1,. .., %) = €xp Zmixi—Zm»> .
(‘72 i=1 202 5

Le rapport de vraisemblance est cette fois fonction de la statistique Y | m;X;, et le test de rapport de vraisemblance
est alors de la forme

En remarquant que sous Py,
YL miX;

n 2
o/ Lizm;

on obtient un test de niveau o en rejetant I’hypothese de base si

n n
ZmiXi 2 21-a04 Zm,z .
i=1 i=1

Ce test est a la base de nombreuses applications en traitement du signal. &

~N(0,1),

Exemple I-5.8 (Variance d’une gaussienne : moyenne connue). Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon de v.a. gaussiennes
N(0, 6). Nous souhaitons tester I’hypothese 8 = 6 contre 6 = 61, o 0 < 6y < 0. Le rapport de vraisemblance est de

la forme : y
80\ "/? 1 1\ &,
r(xl,...,xn)f (a) eEXp| — E—E izzlxi .

La condition r(x1,...,x,) > cq est équivalente a }'7_; xl-2 > dg pour un dy convenablement choisi. Pour déterminer le
seuil dg, nous devons donc résoudre 1’équation

n
Pg, (ZX,? > da) =a.
i=1

Comme sous Pg, Y1, Xi2 /8o est distribuée suivant une loi du y? centrée a n degrés de liberté, on peut déterminer dy,
a partir des quantiles de cette loi. &
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Exemple I-5.9 (Sondage). Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de Bernoulli
({0,1},22({0,1}),{Ber(0), 6 € ® :={6y,0,}}) -

Considérons le test
Hy: 6=6y, contre H;: 6=0
o1 0 < 6y < 6; < 1. En posant §(Z) =Y, X; le nombre total de succes, le rapport de vraisemblance s’écrit
5(2) n—S(Z)
0 1-6
r(Z) = g (z)( 1)
90 (1 _ 90)”75(2)

Par conséquent, le rapport de vraisemblance est une fonction de la statistique S(Z), r(Z) = 7#(S(Z)) avec
. 91 N 1 _ 61 n—s
o-(3) (=) -

le théoréme de Neyman-Pearson (Théoreme [[-5.5) implique qu’il existe des constantes cq et ¥ telles que le test de
fonction critique

=

1 siFAS(Z) > ca
9"(2):={v siFS(Z))=ca
0 siFS(2)) <cq

7
7

soit U.P.P.(). La fonction s — 7(s) est monotone croissante en s (croissante car on a supposé que 0; > 6p) ; ce qui
implique que le test précédent peut s’écrire

1 siS(Z) > mqy
0*(2):=<y siS(Z)=mgy -
0 si S(Z) < Mmgy

Pour que le test soit de niveau ¢, les constantes mqy € N et y doivent vérifier I’équation
o = Eg [0*(2)] = Py, (S(Z) > ma) +VPa, (S(Z) = mq) -

Comme, sous g, S(Z) est distribuée suivant une loi bindmiale de paramétres (n, 6p), nous pouvons déterminer mg et
¥ en résolvant

L n\ i s n _

o= Z (,)9({(1—90)" J—i—y( )96”“(1—90)" Mo,
Jj=mg+1 J Mo

A T’exception des valeurs de o vérifiant

n

a=Y (;’) 0(1—60)" ,

J=mg+1

pour un entier my, (auquel cas nous pouvons poser ¥ = 0), le test U. P.P. est un test randomisé. &

I-5.2 Rapport de vraisemblance monotone

Nous avons construit des tests U.P.P. dans le cas de deux hypotheéses simples. La situation la plus
simple, quand on cherche a généraliser les tests au dela des hypotheéses simples est de supposer que le
parametre inconnu est scalaire et que 1’on considere un test d’hypotheses unilatérales.

Plus précisément, considérons un modele statistique (Z, Z°,{Pg , 8 € ®}) o ® C R. Une hypothése est
dite unilatérale lorsqu’elle est de la forme 8 < 8y ou 6 > 6. Dans cette section, nous considérons des tests
avec hypotheses unilatérales. Le test le plus puissant pour une hypothese unilatérale contre une alternative
simple 6 = 0; peut dépendre de la valeur de 0}, et dans ce cas, on ne sait pas construire de test uniformément
plus puissant pour une hypothese alternative unilatérale. Nous allons voir toutefois qu’il existe des tests
U.P.P. pour un test d’hypotheses unilatérales lorsque 1’on impose une hypothese supplémentaire sur la
structure statistique du modele.
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H [-5.10 (Famille a rapport de vraisemblance monotone). Soient | une mesure oO-finie sur (Z,%) et
(Z,%,{Pg = pg- 11,0 € ®}) un modele statistique ot ® C R. La famille est a rapport de vraisemblance mo-
notone si

1. ilexiste W : RZ - R,, T :Z— Reth:Z— Rt mesurables telles que
po(z) =h(z) ¥(T(2):0). (I-5.8)
2. pour tout 8,0’ € @ tels que 6 > 0’, la fonction

y(1;0)
v(r;0")

est une fonction strictement croissante de ¢. &

Le fait de supposer que pour 6 > 6’ la fonction ¢ — y/(t;8)/y(z; 8') est croissante ne fait pas perdre
de généralité. En effet, si le rapport est monotone décroissant, nous posons T(z) := —T(z) et Y(t;0) :=
y(—t;0) et écrivons

Po(2) = h(2)W(T(2):6) .
La fonction ¢ — W(1;60) /y(¢;0") est monotone croissante, et I’on se retrouve dans le cadre de la définition.
Exemple I-5.11 (Loi gaussienne N(6,1)). Soit Z = (X,...,X,) un n-échantillon gaussien
(R, ZB(R),{N(0,1), 0 € R}) .
La vraisemblance est donnée, en notant z = (x1,...,X,),

Po(d)i= - exp (; 212> exp (6n7(2) - (n/2)6?)

(27)
olt nous avons posé T'(z) :=n~' ¥, x;. La densité pg(z) satisfait la condition H avec
1

h(z) = W

exp <_; iﬁ) . Y(1:6) := exp(nbr — (n/2)6%) .

Pour tout 8 > 6’, 1a fonction

— exp ((e — 0"\t — (n)2)(62 — 9'2))
est strictement croissante. &

Exemple I-5.12 (Loi gaussienne N(0,072)). Soit (X1, ...,X,) un n-échantillon de gaussien
(R7@(R)7 {N(o, 072),0c0:= Ri}) .

Le parametre 62 est I’ inverse de la variance ; cette quantité est souvent appelée la précision. Cette famille est dominée
par la mesure de Lebesgue sur R” et en posant z = (x,...,%,) € R", nous avons

1 92 n )
Po(2) = Wexp <Zl§xi +nlog(6)> .

-y xet

On peut donc prendre ici T'(z) := — Y} x;

1 62
h(z) = PEynwl y(1;0):= exp{71+nlog(9)} .

(27)

Pour tout 8 > 6’, 1a fonction

te W(l.; o) = exp{%(@2 - 9'2)t+n{log(9) - log(@’)}}

est strictement croissante. &
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Exemple I-5.13 (Loi bindmiale). Soient (X|,...,X,) un n-échantillon de Bernoulli
({0,1},22({0,1}),{Ber(0), 6 € ® :=[0,1]}).

Le modele est dominé par rapport & la mesure de comptage sur {0,1}" et la vraisemblance est donnée, en z =

(x1,...,xn) € {0,1}", par
; 0 Y xi
po@ ==y (125)

La fonction pg(z) satisfait H avec T'(z) ==Y | x; et

h(z):=1, w(t;e):=(1f9)"<7)t

Pour tout 8 > ', 1a fonction

L v(s0) _ (10 (6(1-6))'
v(t;0))  (1-6)" \ 6'(1-9)
est strictement croissante : en effet, la fonction 6 — 6 /(1 — 0) est strictement croissante, par conséquent pour 8’ < 6,

0(1—9)
oi-0) o
De facon plus générale, supposons que 1’observation Z = (Xj,...,X,) est un n-échantillon d’une famille

exponentielle (Chapitre associée a la paire (h,T), ou T est une statistique scalaire, ¢’est-a-dire que
Py = pg - U s’écrit
Po(x) = h(x)exp(¢(6)T (x) — y(6)) .
Nous avons
P%n(xlf" 1)
PE (X1, Xn)

-

=6Xp<(¢(9)—¢(9’)) T(Xi)—nll/(e)Jran(G’)) :

i=1

Un tel modele est a rapports de vraisemblance monotones en Y7 | T(X;) si et seulement si la fonction
0 — ¢(6) est monotone. Par exemple, si la fonction 0 — ¢ () est strictement croissante, alors le modele est
a rapports de vraisemblance croissants en Y7 ; 7(X;). Si la fonction 6 — ¢ (8) est strictement décroissante,
le modele est & rapports de vraisemblance croissants en — Y " | T'(X;)

Remarquons que H implique que, pour tout 6 > 6’ et tout ¢, la condition py"(z)/pj/ (z) > ¢
s’écrit de maniere équivalente Y7, x; > d(0,0’,¢).

Le lemme suivant est utile pour étudier la propriété U.P.P. des tests sur les familles a rapports de
vraisemblance monotones.

Lemme I-5.14. Supposons H Soit @ : R — R une fonction monotone croissante (au sens large)
telle que, pour tout 0 € ©, Eg[|@ o T(Z)|] < e=. Alors la fonction

60— Eo[poT(2)]

est une fonction croissante (au sens large)

Démonstration. Soit 8’ < 6. Nous écrivons
Eg[poT(Z)] —Eg[@oT(2)] = /(P oT(z){po(z) — per(2) } (dz)

= /A ¢oT(@){po(z) —per(2)} p(dz) + /A @oT(2){pe(z) — per(2)} pt(dz)
ou I’on pose

A:={z€Z: py(z) > pe(2)} .

Sous H[[-5.10] nous avons
pe(z)  W(T(2);8)
po(z)  y(T(2);6")’
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ot y(t;0)/y(r;0') est une fonction monotone croissante. Par suite,

A={z€Z:T(z) <d}

85

ol d :=sup{r eR: y(;0)/y(t;0’) < 1}. Par hypothese, la fonction ¢ est monotone croissante ; par

conséquent,
b:=inf @oT(z) >a:=suppoT(z).

ZEAC 7€A

Nous avons donc

EolpoT(2)] ~ExlpoT(Z >a/{Pe ~po @A) +b [ {po(2)

(b-a) [ {po(2)~ po @)} () = 0:

dans la derniere égalité, nous avons utilisé que

[ {pe@ =po @@+ [ {poe)—pola)}ue) =

Théoréme I-5.15. Supposons H Soient 6y € © et o € (0,1). Alors :
(i) II existe un test U.P.P.(a) de

Hy: 6 <6y, contre Hy: 6 >0.

La fonction critique de ce test est donnée par :

ol les constantes c et 'y sont solutions de I’ équation :
Pay(T(2) > c) + 7P, (T(Z) =) = a.

(ii) La puissance du test

6 — By(6) :=Eg[¢(Z)]

est une fonction strictement croissante sur l’ensemble {0 €O : By(0) < 1}

Si nous souhaitons tester
Hy: 6>6y, contre H;: 6 <6

—por(2)} u(dz)

(1-5.9)

le théoréme reste vrai en changeant le sens des inégalités dans la définition de la fonction critique

du test
1 siT(z) <c,

9(x):=qr siT(d)=c
0 siT(z) > c,

ol les constantes c et ¥ sont solutions de 1’équation :

Po, (T(Z) < )+ yPg, (T(Z) = ¢) = .

(1-5.10)
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Démonstration. Considérons tout d’abord pour 6; > 6y le test d’hypotheses simple
Hy: 6 =6y, contre H;: 6 =0, (I-5.11)

Soit & € |0, 1[. Le théoreme de Neyman-Pearson (théoréme [I-5.5) montre qu’il existe des constantes dg, g,
et ¥g,,6, telles que

]PQO (p91 (Z) > d90791p90 (Z)) + ,)/9().,91 PQ() (p9| (Z) = dGO,GIPOO (Z)) =0, (1'512)

et que le test de fonction critique ¢g, o,

1 si Po, (Z) >d90,61P90(Z)a
Poy.6,(2) = Yop.0, i pe,(Z) = dgy.6,P8,(Z),
0 si Pe, (2) < d9o~,91p90 (2)

est U.P.P.(a) pour le test d’hypotheses simple (I-5.11).

e Nous allons maintenant exploiter la monotonie du rapport de vraisemblance pour montrer que le test
gy, est indépendant de 6;. Comme la fonction # — y/(z;0;)/y(t; 6p) est strictement croissante en ¢, pour
tout d > 0, il existe ¢ > 0 tel que

{z:po,(2) > dpey(2)} ={z:T(2) >c},  {z:pe(z) =dpg(2)} ={z:T(z) =c}.

Par suite, le test @g, 9, €st le test

1 si T(Z) > €6y, »
Poo.6,(2) =S Yoo,  SiT(Z) =coy0,
0 si T(Z) < cgy.0,
ol cg, .6, > Yay,6, SONt solutions de
Po,(T(Z) > ¢) +yPg,(T(Z)=c)=0x. (I1-5.13)

Cette équation ne dépend pas de 6 et par conséquent, les constantes cg, g, ,Yg,,0, €t le test ¢g, 9, sont

indépendants de 6. Dans la suite, nous posons ¢g, 6, := @g,, Cay,6, := Co, €t Y6,,6, := Yo

| siT(z) > cqy,
0o, (z) = Yoo si T(z) = cgy, (I-5.14)
0 siT(z) < cgy-

e Nous montrons maintenant que le test ¢g, est U.P.P. () pour le test
Hy:0=06,, H:6>6. (1-5.15)

Par construction (voir (I-5.13)), By, (60) = Eg, [¢g,(Z)] = a donc ¢, est de taille et de niveau o pour le test
(I-5.15). De plus, pour tout 6; > 6y, le test de fonction critique ¢g, est U.P.P.(a) pour le test d’hypotheses
simple

Hy: 6=6y, contre H;: 6=0.
Par conséquent, ceci étant vrai pour tout 8; > 6y, le test de fonction critique ¢g, est aussi U.P.P.(co) pour

le test d’hypothese ([-5.19).
e Enfin, nous montrons que le test ¢g, reste U.P.P.(ax) pour le test qui nous intéresse :

H}:6<6, Hf:6>6). (I1-5.16)

La fonction critique ¢g, définie par (I-5.14) peut s’écrire @g,(z) = @(T'(z)) avec @(u) = 0 si u < cq,,
@(u) = Yo, siu=cq, et @(u) =1siu > cq,. La fonction ¢ est croissante. Le lemme [I-5.14| montre que la
puissance du test de fonction critique ¢g, donnée par

0 — B‘Peo (0)
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est une fonction croissante du parametre 6. En particulier, pour tout 68 < 6y,

Baog, (6) < Byg, (60) -

Par conséquent, le test randomisé de fonction critique ¢g, est un test de niveau a de I’hypotheése (I-3.16) ;
ce que I’on écrit ¢q, € H#5({0 < 6p}). Comme

Ha({0 < 6p}) C Ha({0=60})

et comme ¢g, est U.P.P.(a) dans la classe #5 ({6 = 6p}) contre les alternatives de la forme H; = {6 >
60}, 9o, est U.P.P.() dans 7 ({6 < 6p}) contre Hf = {6 > 6y }. Ceci démontre le point (i) du théoreme.
Le point (ii) a été établi lorsque nous avons invoqué le lemme[[-5.14] O

Exemple I-5.16 (Modéle binomial). Soit Z = (X,...,X,) un n-échantillon de Bernoulli
({0,1},22({0,1}),{Ber(0), 6 € ®:=[0,1]}) .

Le modele est dominé par rapport & la mesure de comptage sur {0,1}" et la vraisemblance est donnée, en z =

(x1,...,xn) € {0,1}", par
0 Yiixi
o _p\
po@=-0r (1 25)

Ce modele satisfait H[I-5.10|(voir exemple[[-5.13) avec T(z) = ¥, x;. Pour 8y € (0, 1), nous effectuons tout d’abord
le test

Hy: 6 <6, contre H;:0>80.

Pour tout o € |0, 1] considérons la fonction

1 Si T(Z) > C(X.907
(pa,eo (Z) = YOC,O() Si T(Z) = C(X,Go? (1'517)
0 si T(Z) < Ca,bps

ol les constantes cq g, €t Yy,g, Sont solutions de 1’équation :

Eg, [0a,8,(Z)] = Poy(T(Z) > ca.6,) + Y P (T(Z) = ca,p,) = ¢ .

Le théoréme|I-5.15|montre que le test de fonction critique ¢ g, est U.P.P.(a). Sous Py, la loi de la statistique de test
est binomiale de parametre n et 6. Il faut donc déterminer tout d’abord la constante ¢ g,

cag, =inf{c€{0,...,n} : Pg(T(Z)>c) < at} .

puis calculer
o —]PQU(T(Z) > Ca)
Po(T(Z)=ca) ¢

A titre d’exemple, si 6y = 1/2, n = 1000, et oc = 0.05, nous avons €0.05,1/2 = 526 et ¥y 05,1/2 = 0.4832.

7@,90 =

Exemple I-5.17 (Variance d’une loi gaussienne (suite)). Soit (Xi,-,X,) un n-échantillon gaussien
(R@(RL{N(0,0), 0 c®:=R} ) .

Considérons I’hypothese de base Hy = {6 > 6y} et I’hypothese alternative H; = {0 < 6y }. Le rapport de vraisemblance
est strictement croissant par rapport 2 la statistique 7'(X,...,X,;) = Y*; X?. Le test U.P.P.(a) rejette Hy lorsque
T(X1,...,Xn) <dg, ot dy est solution de 1’équation :

IPQO (T < da) = 0.

Sous Pg,, T(Xi,...,X,)/600 = X1, Xiz/Go est un 2 centré a n degrés de liberté, la constante critique du test est
B2 (n) ot x2(n) est le quantile d’ordre o d’un 2 a n degrés de liberté. &
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Exemple 1-5.18 (Loi de Poisson). Soit Z = (Xi,...,X,) un n-échantillon de la loi de Poisson
(N, 2(N),{Poi(6), 6 € R, }).

La vraisemblance de 1’observation (par rapport a la mesure de comptage) est donnée, en posant z = (x1,...,x,) € N,

[agE

1 e 10T (2) T(z) =

po(z) =
H?:]xi! i=1

Xi .

C’est une famille a rapports de vraisemblance monotones. Nous effectuons le test avec hypotheéses unilatérales
Hy: 6 <6y, contre H;:0>86. (I1-5.18)

Notons que sous Pg, T'(Z) := Y7 | X; suit une loi de Poisson de paramétre n6. Soit & € ]0, 1]. Considérons la fonction

1 T(Z) > Ca.6,
0a,60(2) = Yoo T(2) =cap, (1-5.19)
0 T(Z) < Ca,0,

oll ¢ g, €t Ya,q, Sont solutions de I’équation

o e—nGO %) j 671160 0n)¢
(n6o) +y (n60)°

J! c!

a="Py (T(Z) >c)+yPg(T(Z)=c)=
Jj=c+1

Le test de fonction critique ([=5.19) est U.P.P.(&) pour le test unilatéral ([=5.18). &
Exemple I-5.19 (Loi Uniforme). Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’une loi uniforme

(Ry, B(RT),{Unif(0,6), 6 e ®@:=R"}) .
Pour 6y € R*, considérons le test

Hy: 6 <6y, contre Hi:0>86.

La densité de probabilité de (Xi,...,X,) est donnée par pg(xy,...,x,) = 9*”11[079] (Xnzn) OU Xy := max(x1,...,X,).
Pour 6; < 6,,

Po,(x1,--,3)  6f Lpo6,) (Xnn)

Po, (X1, Xn) 03 10,6, (Xnn)
qui est croissante en X, pour tout (xp,...,x,) tels que pg, (x1,...,x,) > 0 ou pg, (x1,...,x,) > 0, i.e. x:, < 65. Donc
cette famille vérifie H[[-5.10l

Sous IPg,, la distribution de X,,., admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R donnée par gg, (x) :=

ny "x" ! Lio,00] (x) (on obtient ce résultat en écrivant que P, (Xp:n < u) = (Pg, (X1 < u))"). En utilisant cette loi sous
[P, nous en déduisons que le test (pur) donné par ([-3.9) est U.P.P. de niveau o en choisissant c¢ de telle sorte que

n

n 6o C
a=— [ X ldx=1--2%.
96'/Ca 8

Dans ce probleme, le test U. P.P. n’est pas unique. On peut montrer que le test (randomisé) de fonction critique

1 siXp, > 6
O(X1,... . Xn) = o
o siXpn <6,

est aussi U.P.P. de niveau . &

Pour aller plus loin : Cas d’hypotheses bilatérales

La construction ci-dessus ne s’étend pas directement au cas d’hypotheses bilatérales. On parle d’hypo-
these bilatérale lorsqu’elle est de la forme 6 # 6y ou 6 & |6y, 6; |
[lustrons cela sur le test d’hypotheses

Hy: 6=6), contre H;: 6 # 6. (I1-5.20)
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Considérons Z = (Xj,...,X,) un n-échantillon d’une famille exponentielle de densité (par rapport a une
mesure de domination (1)
Po(x) = h(x) exp(¢(0)T (x) — y(0)), (I-5.21)
ol les fonctions &, ¢, T, y sont a valeur scalaire et 8 — ¢(6) est une fonction croissante de 6. Supposons
aussi que Py (Y, T(X;) = ¢) = 0 pour tout 6 € @ et pour tout c.
En vertu du théoréme de Neyman-Pearson, le test U.P.P. pour I’hypothése de base H) = {6 = 6y}
contre I’hypothese H{ = {6 = 6, } est de la forme (cas 6; > 6p)

0 siY! \T(Xi)<c,
ou (cas 0; < 6y)
Zs 1 s% YL T(X)<c
0 iyl ,T(X;)>c.
Notons que ce sont des tests non randomisés puisque 1’on a supposé que {Z : Y | T(X;) = c} est de
probabilité nulle sous Py, pour tout 6 et tout c.
On voit que la structure des tests U. P.P. est différente suivant que 1’on considere des alternatives 6; >
6 et 6; < 6. Or, un test U.P.P.(a) pour le test (I-3.20) est un test U.P.P.(a) pour le test d’hypotheéses

H|,Hj et ce, quelle que soit la valeur de 6; # 6. C’est pourquoi il n’existe pas de test U.P.P. dans ce
cadre.

Le cas d’un modele gaussien
(R,#(R),{N(6,1), 6 €R}) ,

pour lequel on veut tester la moyenne lorsque la variance est connue, illustre le contexte précédent. La
mesure de domination est la mesure de Lebesgue sur R ; nous avons

pe(z) = V%CXP (;(Z 9)2> _

de sorte que pg est de la forme ([-53.21)) en ayant posé

1
—0%/2—72/2+20) ,
mexp( /2—27/2+20)

h(z) == exp(—=22/2), T(z):=z, ¢(0):=6, w(6):=6%/2.

1
V2r
La fonction ¢ est croissante. Enfin, {z: Y] ;x; = c} est un ensemble de mesure nulle pour la mesure de
Lebesgue sur R” donc pour tout 6 € R et pour tout ¢ € R, nous avons Py (Y7 | X; =¢) =0.

Etant donné 6; # 6y, le test de Neyman-Pearson pour le test d’hypothéses

H) : 0 =06 H :0=0 (1-5.22)
est donné par ¢ (resp. ¢_) dans le cas 6; > 6y (resp. 6; < 6p)

0+(Z2) :=Liyn xonopivim ol 9-(Z) =Liyr X<ty viza) = Ly Xi<nby— iz o}

oll z,, désigne le quantile d’ordre u d’une loi N(0, 1) ; voir I’exemple[[-5.7

Supposons qu’il existe un test * U.P.P.(a) pour le test bilatéral (I-3.20). Alors Eg,[¢*(Z)] < a (il est
de niveau ) et pour tout autre test ¢ de niveau o du test d’hypotheses ([-5.20), By+(6) > By(6) pour
tout 6 # 6. On en déduit que ¢* est aussi U.P.P.(x) pour le test d’hypotheses ([-3.22), et ce, quelle que
soit la valeur de 8; # 6. D’apres le théoréme [I-5.5] item {3 appliqué dans le cas 6; > 6, nous avons donc
0*(z) = ¢, (z) ; et appliqué dans le cas 8; < 6, nous avons ¢*(z) = ¢_(z). Cela est impossible car sur
les ensembles {z: Y7 | x; <nby—/nzi—q} et {z: YL | x; > nby++/nz1_q}, les deux fonctions ¢, et ¢_
différent.

Il ressort de cette discussion que la notion de tests U. P. P. doit étre affaiblie si on veut traiter le probleme
de comparaison de tests de facon un peu plus générique. Une solution est d’introduire les vitesses de
séparation (voir par exemple le livre "Testing Statistical Hypotheses" de E.H. Lehmann et J.P. Romano,
Chapitre 12).
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Deuxieme partie

Statistiques asymptotiques
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Chapitre 11-1

Introduction aux statistiques
asymptotiques

Pour comparer deux estimateurs, construire un intervalle de confiance ou un test
d’hypotheses, il est indispensable de connaitre la distribution des statistiques sous-
jacentes. Pour comparer deux estimateurs, nous devons par exemple calculer le risque
des estimateurs, qui est égal a I’espérance de la perte sous la distribution des deux
estimateurs. Pour construire un test d’hypotheses, nous devons connaitre la distribu-
tion de la statistique de test pour pouvoir calculer les valeurs critiques. Dans certains
cas, ces distributions sont connues de fagon explicite (ce sont les exemples que nous
avons traités dans les chapitres précédents). Mais dans de nombreuses situations, ces
distributions sont impossibles a calculer explicitement. Nous ne disposons que d’ap-
proximations de ces lois, qui sont valables lorsque la taille de 1’échantillon est grande.

Les notions principales sont celles de suite d’expériences statistiques, de suite d’esti-
mateurs consistants, de normalité asymptotique, de variance asymptotique d’une suite
d’estimateurs, de fonctions pivotales asymptotiques, de suite de tests consistante, et
la construction de régions de confiance asymptotiques et de tests asymptotiques.

Commengons par un exemple de construction de tests d’hypothéses. Soit Z = (X, ..., X,) un n-échantillon
d’une famille paramétrique

(R, Z(R),{Pq, 6 = (u,0%) eRxR}}) .

Supposons que pour tout & € R x R* , les composantes (i, 52) collectent I’espérance et la variance de la
loi Py i.e.

/)Cl ]P’g(dx]):/.t et /X%Pg(dxl):[.l2+62

Nous effectuons un test sur I’espérance :

Ho: p =y, contre Hi: W+ U,

ol Uy € R est une valeur donnée.
Nous avons déja étudié ce test dans I"Exemple [[-3.23] dans le cas particulier du modele gaussien Pg =
N(u,0?) ; nous avons proposé a cette occasion la statistique de test donnée par

Xn — Ho
Sn/v/n

ou X, :=n'Y" XietS2:=(n—1)"'Y",(X; —X,)? sont la moyenne empirique et un estimateur de la
variance. Nous avons aussi établi dans cet exemple que sous P, 2, la statistique de test 7,(Z) suit une loi

1,(2) =

93
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n | Normal | Exponentielle
5 0.122 0.19

10 | 0.082 0.14

15 0.070 0.11

20 | 0.065 0.10

25 0.062 0.09

50 | 0.056 0.07

100 | 0.053 0.06

TABLE II-1.1 — Taille du test de région de rejet {z : |T,,(z)| > 1.96} pour des observations Z indépendantes
de distribution gaussienne ou exponentielle.

de Student & (n— 1) degrés de liberté (voir Section pour la définition et les propriétés de cette loi) —
cette propriété utilise le fait que sous Py, les v.a. X; sont gaussiennes (en plus d’étre indépendantes).
Considérer un modele gaussien est tres restrictif ; 1’avantage est que 1’on est capable de déterminer la loi
exacte de T,,(Z) sous Pg. Sans cette hypothése de gaussianité (mais en gardant celle d’un n-échantillon d’un
modele statistique), lorsque le nombre d’observations n est "suffisamment” grand, nous pouvons montrer
que pour tout 8 € R x R, 1a loi de la statistique 7, sous [Py est "approximativement" distribuée suivant une
loi normale centrée et réduite. Il est bien entendu nécessaire de préciser le terme "approximativement" :
nous utiliserons a cet effet les différentes notions de convergences qui sont rappelées dans le Chapitre[[V-3]
Plus précisément, nous pouvons établir que, pour tout 8 € R x R* , T;, converge en loi vers une loi normale
centrée réduite (voir Définition [[V-5.24] et Exemple [[I-T.21)), i.e. pour toute fonction /& continue et bornée
et 6 € R x R* , nous avons

1
V2w

Nous pouvons exploiter la connaissance de la loi asymptotique de T, (Z) pour construire une fonction de
test, et ce, sans spécifier la loi exacte des X; sous Pg.

Comme la loi limite admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, la convergence en loi
implique aussi que, pour touta > 0 et 8 € R x R%,

exp(—0.5z%)dz .

/u-/h(Tn(xl,...,xn))IP’?" (dx, -+ ,dxy) —>Hw/h(1>

lgn Pno (Th(Z) € [—a,a]) = ®(a) —P(—a)

Nn—yo0

ol ® désigne ici la fonction de répartition d’une loi N(0,1). Pour o € |0, 1], nous pouvons choisir aq de
telle sorte que ®(aq) — P(—aq) = 1 — o ce qui conduit & ag = z)_q/» — le quantile d’ordre 1 — ot/2 d’une
loi N(0,1). Ainsi, pour tout o2 € R*, nous avons

lim P,o (I7,(2)] = aa) = @
Nous sommes ainsi capables de construire un test de niveau asymptotiquement égal a o, sous des hypo-
theses treés générales, en utilisant la notion de convergence en loi pour justifier la définition du seuil critique
du test a partir de la loi asymptotique de 7,,(Z) a défaut de savoir calculer sa loi exacte sous [P, g.

La table|II-1|donne la taille du test ¢,(Z) = 1{|T,(Z)| > z1_¢/2 } pour a = 0.05 (dans ce cas zj_q > ~
1.96) lorsque la loi {IPy, 6 € R x R} est soit gaussienne, soit exponentielle. Nous voyons que pour n >
20, I’approximation est déja tres satisfaisante dans le cas gaussien ; lorsque la distribution des observations
est exponentielle, 1’approximation n’est satisfaisante que pour n > 50.

Notations : suite d’expériences statistiques

Dans cette partie[[l nous allons déterminer des propriétés des estimateurs et des tests lorsque le nombre
d’observations n tend vers ’infini. Pour ce faire, nous introduisons le formalisme suivant : nous définissons
une suite d’expériences statistiques indexée par le nombre d’échantillons n € N : (Z,,, Z;,,{P, 6,0 € ©}).



II-1.1. CONSISTANCE D’UNE SUITE D’ESTIMATEURS 95

Dans la plupart des cas traités dans ce cours, nous étudions des suites d’expériences statistiques pro-
duits : pour toutn € N,
Zn = Xl’l 9’ % = ‘Am/f@n i ]P)n,@ = Q%n bl

ou {Qg, 6 € O} est une famille de lois paramétrique sur (X,.2"). On définit sur chaque espace les statis-
tiques canoniques X; : X" — X par X;(x1,--- ,x,) = x; — pour tout i > 1; dans ces expériences "produits",
ces statistiques sont indépendantes et de loi Qg sous IP, g (c’est le sens de la loi produit P, g = an)~

II-1.1 Consistance d’une suite d’estimateurs

Etant donné un estimateur 7,,(Z,) de la quantité inconnue g(0), construit a partir de ’expérience Z,,
la propriété de consistance exprime que I’estimateur est d’autant meilleur que n est grand. La qualité de
I’approximation est ici définie par la convergence en loi vers zero de I'erreur || 7,(Z,) — g(0)|| sous P, ¢ ;
pour un vecteur x € R’, ||x|| est la norme euclidienne.

Définition II-1.1 (Suite d’estimateurs consistant). Considérons une suite d’expériences statistiques pa-
ramétriques,
(Zu, %3, {Pup : 6€0O}), o ®CR

Soit g : @ — R’ une fonction.
Une suite d’estimateurs {T,, n € N*} o pour tout n € N*

T : (Zn, 20) — (R, B(RY))
est dite consistante pour g si pour tout 6 € @ et € > 0,

1im B (17:(21) — (0)] > £) =0.

La consistance n’est pas une propriété trés forte, car elle ne permet pas de quantifier la vitesse a laquelle
la suite d’estimateurs converge vers sa limite.

C’est une propriété satisfaite par de trés nombreux estimateurs. Des lors que 7, est une moyenne em-
pirique 7,,(Z,) = n~' Y7, T(X;), la loi des grands nombres joue directement ou indirectement, un role
important pour établir la propriété de consistance. En effet, elle montre que (voir Théoréme [[V-5.18) si
pour tout 8 € O, E, o[|T(X1)|] := [ |x1|Pg(dx;) < oo et que sous P, g, les v.a. Z, = (Xi,--- ,X,) sont i.i.d.

de loi Py, alors
n
Tu(Zy) :=n""Y T(X)), (I1-1.1)
i=1

est une une suite consistance d’estimateurs de g : 0 — g(0) :=Eg[T(X1)] = [ T (x1)Pg(dxy).

L exemple[[I-1.2]établit la consistance d’un estimateur en utilisant la loi des grands nombres. L’ exemple|lI-
considere un exemple ou 1’estimateur 6, n’a pas de forme additive ; la consistance est établie par un
calcul exact de la probabilité de 1’événement {|6, — g(8)| > €}.

Exemple 11-1.2 (Parametre d’une loi exponentielle). Soit la suite de modeles statistiques
(R, B(R"),{Expo(6)“", 0 € ®:=R% }) .

Rappellons que pour 6 € R*, la loi exponentielle Expo(6) admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
donnée par

-6
po(x) =0e "1 (x).
Pour tout n € N*, I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 est donné par
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Notons que E, o[X;] = 6! et Var, g(X;) = 2. Le corollaire [[V-5.17| montre que

— P, g—prob _
X, — 6 L

Considérons la fonction g : @ — 6~ 1. Cette fonction est continue sur R* . Le théoréme [[V-5.6| montre que g(X,) =

| Pug—pro
- 1

b > . .
X 6. Par conséquence, {X, !, n € N*} est une suite consistante pour 8. &

Exemple II-1.3. Soit une suite d’expériences statistiques produits du modele uniforme
(R”,%(R”), {Unif®”([07 0]), 0 €@ =R} ) .
Pour tout n € N*, nous considérons I’estimateur défini par
0 :=Xpn = max(Xy,...,Xy) .
Par définition, sous P, g, X.n < 0 : ]P),,’g(én < 6) = 1. Par suite, pour tout 0 < € < 6, nous avons

Pn,9(|én_6| > 8) :Pn.e(él’l < 9_8)
n
=PoXi<0—¢, ..., X, <0—¢&)=][[ProXi<O0—£)=(1—¢/6)".

i=1
Par conséquent, pour tout 0 >0and 0 < € < 6,

limP, ¢(|6, — 6| >€) =0
n

ce qui établit que la suite {6,, n € N} est une suite consistante d’estimateurs de 6. &

II-1.2 Normalité Asymptotique

La consistance d’une suite d’estimateurs ne permet pas de quantifier la vitesse a laquelle une suite d’es-
timateurs converge vers sa limite. En pratique, il est important de savoir quantifier I’erreur que I’on commet
en approchant g(0) par T,(Z,). Idéalement, nous voudrions disposer de la distribution de T;,(Z,) — g(6)
sous [P, g, pour pouvoir calculer la probabilité P, ¢ (||7,,(Z,) —g(0)|| > ) par exemple. Cet objectif est en
général trop ambitieux. En revanche, dans de nombreuses situations, la suite de variables n!/ Z{Tn (Z,) —
g(0)} converge vers une distribution non dégénérée, le plus souvent gaussienne, c’est pourquoi nous in-
troduisons la définition suivante. Dans I’exemple nous verrons un cas ou la loi limite n’est pas
gaussienne.

Définition II-1.4 (Normalité asymptotique). Considérons une suite d’expériences statistiques paramé-
triques,
(Zy, 2, {Pug : 6€0O}), ou®CR"

Soit g : @ — R’ une fonction. La suite d’estimateurs {T,,(Z,),n >} est asymptotiquement normale pour
g: 6 — g(0) si, pourtout 6 € O,

VT (Zy) — g(6)} =2 N(0,T(6)) ,

ou pour tout 6 € ©, I'(0) est une matrice symétrique et positive dite matrice de variance-covariance asymp-
totique de [’estimateur T, (Z,) (ou simplement variance asymptotique dans le cas scalaire).

Puisque 1/4/n — 0, le lemme de Slutsky (Lemme [[V-5.33) entraine que pour tout § € ® et pour tout
£>0,
i, o (|7:(Z:) —5(6)]| > £) =0.

Par conséquent, une suite d’estimateurs asymptotiquement normale est nécessairement consistante.
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II-1.2.1 Exemples

Exemple II-1.5. Considérons une suite d’expériences statistiques produit
(R", B(R"),{P,g=P;": 6€0}), ou®CR

Supposons que pour tout 6 € O, _
Eoll%11%] = [ lhn[*Po(dxy) <

et que la matrice de covariance existe :

£(6) == Covg(X1) = [ {11 —u(6)} {1 —u(6)} Po(dr)) ou w(6) = [xPo(dn).
Pour tout n € N*, posons

n
To(Xp,... X)) =0 Y X;.
i=1

La normalité asymptotique de la suite {7;,(Z,),n > 0} découle du Théoréme de la Limite Centrale ou T.L.C. (voir
Théoréme[[V-5.39). Nous avons en effet, pour tout 6 € O,

Vi {% —1(8)} =2 N(0,2()) .

Par conséquent, la suite d’estimateurs {7,,(Z,),n > 0} est asymptotiquement normale, avec pour moyenne { : 0 —
1(0) :=Eg[X;]. La convergence vers la loi normale est illustrée dans les figures pour une distribution
exponentielle et dans les figures[[I-T.3][I-T.4] pour une distribution de Student & 3 degrés de liberté (voir Section[[V-3.3).
Chacune de ces figures montrent quatre analyses : en haut a gauche, on représente un histogramme de n observations
X; — cet histogramme est donc une approximation de la loi exponentielle ou de la loi de Student ; en bas a gauche, on
représente |"histogramme de N réalisations indépendantes de /n(X,, — i1)/0 avec 4 = o = 1 dans le cas exponentiel
et 4 = 0,0 = /3 dans le cas Student — cet histogramme est une approximation de la densité d’une loi N(0, 1) d’apres
le TLC; en haut a droite, on représente la fonction de répartition des N réalisations indépendantes ; en bas a droite,
on présenter une derniére visualisation de la proximité a la loi N(0, 1) en tragant une analyse quantile-quantile. Ces
analyses montrent que la proximité a la loi gaussienne centrée réduite est d’autant meilleure que N est grand. &

La plupart des estimateurs que nous rencontrerons dans la suite de cet exposé seront asymptotiquement
normaux : bien entendu, dans tous les cas, le T.L.C. joue un role essentiel, parfois de fagon indirecte comme
nous le verrons dans le Chapitre [[I-2}

Exemple 1I-1.6 (Paramétre d’une loi exponentielle (suite de Exemple[[I-1.2)). Pour tout n € N*, I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est donné par

n
T,(X1,....X,) =X, ' ou X,:= X; .
=1

1
n;

En utilisant (IV-323) avec p = 0 et r = 1,2, on montre que
EolXi]= 3 Varo(Xi) =
=— Var =—.
oli]= 5 o(X1) =53
Le théoréme de la limite centrale (Théoréme [[V-5.39) montre que, pour tout 6 € ©,

=12 Zn:(X,- —1/0)=n'2(X,—1/0) g N(0,1/67).
i=1

Nous avons vu qu’une suite d’estimateurs consistante de 6 était donnée par {i(X,),n >0} ot h(u) = 1/u. Un résultat,
connu sous le nom de §-méthode, (voir Théorémeet Exemple donne des conditions pour passer d’un
T.L.C. pour des estimateurs T;,(Z,) a un T.L.C. pour des fonctions de cette suite (7,(Z,)). Applicable dans le contexte
de cet exemple, il permet d’affirmer que pour tout 6 € @,

n2 (%)~ (1/0)} 4 N(O, [ (1/6)? Varg (X1)) .

soit : N
n'2(6,—60) =2 N(0,6%) . o
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FIGURE II-1.1 — Loi exponentielle de parametre 1 et n = 20. Figure en haut a gauche : histogramme
de n échantillons X;. Figure en bas a gauche : histogramme de N = le3 réalisations indépendantes de
v/n(X, — 1). Figure en haut a droite : fonction de répartition empirique de /n(X, — 1), obtenue avec N
réalisations indépendantes. Figue en bas a droite : diagramme quantile-quantile de v/n(X,, — 1) obtenu avec
N réalisations indépendantes. En rouge, on superpose la densité de la loi N(0,1) en bas a gauche et sa
fonction de répartition (en haut a gauche) ; en bas a droite, la droite d’équation y = x est en rouge.
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FIGURE II-1.2 — Loi exponentielle de parametre 1, cas n = 100. Mémes analyses que dans la fig. [I-T.1]
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FIGURE II-1.3 — Loi de Student a 3 degrés de liberté, n = 20. Figure en haut a gauche : histogramme
de n échantillons X;. Figure en bas a gauche : histogramme de N = 1e3 réalisations indépendantes de
V/n(X,)/+/3. Figure en haut a droite : fonction de répartition empirique de v/z(X,)/+/3, obtenue avec N
réalisations indépendantes. Figue en bas a droite : diagramme quantile-quantile de /7(X,)/v/3 obtenu
avec N réalisations indépendantes. En rouge, on superpose la densité de la loi N(0, 1) en bas a gauche et sa
fonction de répartition (en haut a gauche) ; en bas a droite, la droite d’équation y = x est en rouge.
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FIGURE II-1.4 — Loi de Student a 3 degrés de liberté, n = 100. Mémes analyses qu’en fig. [[I-1.3]
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Exemple 11-1.7 (Distribution limite pour le coefficient de régression). Dans ce chapitre introductif, nous nous intéres-
sons exclusivement aux suites d’expériences statistiques produits (ce qui entraine que sous P, g, les observations
(X1,--+,Xp) sont indépendantes et identiquement distribuées). Toutefois, les différentes notions que nous avons intro-
duites (consistance, normalité asymptotique) se généralisent de fagon naturelle a des expériences statistiques plus gé-
nérales. Nous allons étudier le modele de régression linéaire a un facteur (il s’agit du modele présenté dans I’exemple|[{
lorsque ¢ (x) = x et p = 1; nous considérons ici un cas un peu plus général dans lequel les résidus ne sont pas
nécessairement gaussiens mais distribués selon une 10i /- dAy ¢p,). Soit & une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur (R, Z(R)). Supposons que

[P =1 [ xh(x)Ae(dn) =0.
Considérons pour tout n € N, le modele statistique

(R B®"), {pro-1%. 6= (Bo.Br.0%) ERXR xR} }),

ol, pour tout 8 € O, la densité p, g sur R" est donnée par

P = o [Tn (07 fsi— o~ Broi))
i=1

Notons (Y7,...,Y;) les observations. L’expression de la densité jointe p, ¢ montre que les observations sont in-
dépendantes (forme produit de la densité) mais ne sont pas identiquement distribuées : la loi de ¥; sous P, g est
y > h(o~ (y— Bo— Bix;)) et elle dépend de I'indice i via la covariable x;. Plus précisément, sous PP, g, les v.a.

&(0):=0""(Y;i—Bo—Bix)

sont i.i.d. de loi h(u) - Aep (du).
L’estimateur des moindres carrés des parametres (f, 1) pour les n observations (Y1,...,Y,) est obtenu en mini-
misant la somme des carrés des erreurs

(BuosBn1) := argmin i(ﬁ*ﬁo*&&‘)z

(Bo.B1)ERXR j=1
Ce probleéme d’optimisation admet une solution explicite. Ainsi, |’estimateur [?,,_,1 est donné par

A i (Yi*Yn)(xi*xn) Iy v Iy
Bn1 = i=1 — Xpi=n" xi, Yp,:i=n" Y;.
A PR L L

Nous allons montrer que pour que la suite {f3, 1,7 € N} est consistante et asympotiquement normale. Pour ce faire,
nous écrivons que sous P, g,

n
Y;=Po+Bixi+0(0), Yy=Po+PiX,+on 'Y £(0)
Jj=1
ce qui entraine que

Y, —-Y, —Bi(xi—%,) = (78,‘(9) —on”! i 8.,'(9) R
=

ar suite, sous [P, g, nous pouvons écrire
n,0

RPN o'y (Y =Yu—Bi(xi—%n))cni X7 €(0)cn,
o {Bu1—Bi}= n 2 =T Nyn 2
i=1%n,i i=1Cn,i
ol nous avons posé ¢, ; 1= (x; —X,) et utilisé que Y ; c,; = 0. Les hypotheses faites sur la fonction % et la forme
produit de la loi P, g entrainent que sous PP, g, les v.a. {g;(0),i = 1,---,n} sont indépendantes, centrées et de variance

1. Par conséquent, en utilisant la condition de Hajek-Sidak (Exemple[[V=3.43), nous obtenons

/ Byl — " €(0)cni B,
(xi_fn)zﬁmlo Bl _ 21,1 l( )Cm .0 N(071)7
i=1 s
i=1%ni

D=
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a condition que

= \2
lim max (Xi = %n)

—— =0.
n—eo | <j<p Z?:] (Xj —)76,1)2

Cette condition est satisfaite par de trés nombreux plans d’échantillonnage, par exemple lorsque x; = i/n pour tout

ie{l,...,n}. &

Nous allons maintenant donner un exemple d’estimateur consistant dont la loi limite (aprés normalisa-
tion), n’est pas asymptotiquement normale.

Exemple II-1.8 (estimation du support d’une loi uniforme). Soit une suite d’expériences statistiques produit
(R, B(R"), {Unif*"([0,6]), 6 € ®:=R" }) .

Pour tout n € N*, considérons I’estimateur 6, := X;,.,, = max(Xj,...,Xy). Nous avons montré que la suite {é,,, neN*}
est une suite consistante d’estimateurs de 6 (voir exemple [[I-1.3). Démontrons une convergence en loi de I’estimateur
correctement normalisée ; la convergence en loi est ici établie en utilisant la convergence des fonctions de répartition
(voir théoréme [[V-5.26). Pour tout x > 0 et 6 € ©, nous avons

IP)n.,G(n(e - én) Zx) :Pn,e(én < 9—x/n) :]P)n,(-) (Xl < Q_X/nvn-aXn _x/n)
n

= [1Puo(Xi <0 —x/n) = (1-x/(n6))"

i=1

ce qui montre que
lim P, o(n(6 —6,) <x) =1 —e Vo

n—roo

On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre 6. Nous avons donc établi que, pour tout
0 € O, la suite de variables aléatoires n(0 — én) converge en loi vers une loi exponentielle de parametre 6. 11 faut faire
attention toutefois qu’il est assez rare d’étre en mesure d’identifier explicitement la limite de la fonction de répartition.
En ce sens, cet exemple est assez atypique. &

I1-1.2.2 Etude asymptotique des estimateurs de moments

Nous avons introduit les estimateurs des moments dans la section[[=2.1] Nous allons dans cette section
établir leur normalité asymptotique. Rappelons tout d’abord brievement les éléments principaux de cette
construction.

Soit une suite d’expériences statistiques produit

(xa%",{m,e =P5" 0 @ng}) .

La méthode des moments consiste a choisir d statistiques {7}, j = 1,--- ,d} a valeur réelle et telles que
Eg[|T;(X1)|] < oo; et a estimer le parametre 6 en résolvant le systeme d’équations de d équations a d
inconnues :

1n
0c® telque ;ZTJ-(X,-):IE(,[Y}(X])], ji=1,...,4d,
i=1

Supposons que ce systeme d’équations admette pour tout n € N* une solution unique notée 6,., appelée esti-
mateur des moments. Sauf dans des cas particuliers, les estimateurs des moments ne sont pas les "meilleurs”
estimateurs, mais par contre, sous des hypotheses assez générales, ils sont consistants et sont asymptoti-
quement normaux. Ces propriétés découlent de la loi des grands nombres (Théoreme [[V-5.21), du T.L.C.
(Théoreme [[V-5.39) et de la méthode-delta (Théoreme [[V-5.47).

Pour simplifier la présentation des résultats, notons T := (71, ..., Ty) : X" — Riete:®— R? 1a
fonction a valeurs vectorielles

Eq (T (X1)]

e(0) :=Ey[T(X;)] =
Eo(74(X1)]
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Avec ces notations, I’estimateur des moments 6, est la solution du systéme d’équations
1 n
T.(Z,) := - Y T(Xi)=e(6):
i=1

Z,= (X1, ,X,) est’observation. Une condition nécessaire pour que I’estimateur des moments soit défini
est que I’estimateur empirique des moments T, (Z,) soit un élément de 1’image de ® par e, notée e(®). Si
e: ® — e(0) est une bijection de O sur e(0), alors I’estimateur des moments est défini de fagon unique
par

0, =e 1 (T,(2Z,)) . (II-1.2)

Par suite, pour tout 6y € 0,
Vn(6, - 60) = Vn{e™" (Tu(Z,)) - 60} -

Si I’estimateur des moments empiriques est asymptotiquement normal, alors

VA{To(Z,) — e(60)} —2 N(0,T(6y))

on en déduit alors I’estimateur des moments est asymptotiquement normal par application de la méthode-
delta (Théoreme , des que la fonction e~! est différentiable au point (). En utilisant ce résultat
nous pouvons maintenant donner un énoncé général pour I’existence, la consistance et la normalité asymp-
totique d’un estimateur des moments.

Théoreme II-1.9. Soit une suite d’expériences statistiques produit
(X",%”,{IP”A,(; =Py", 0 € @}) ,
o © est un ouvert de R?. Etant données d statistiques T;: X =R, pour j=1,---,d, posons T :=
(Th, ..., Ty)" : X" — RY. Supposons que
(i) pour tout 8 € ©, Eo[[|T(X;)|*] < .
(ii) e:@® — R? définie par e(0) := Eg[T(X)] est un difféomorphisme.
Pour tout 6y € G,

n
. i
lim PP, g, (n ;T(Xi) € e(@)) =1.
De plus, Uestimateur des moments 8, solution de n=' Y_ T(X;) = e(8) est asymptotiquement normal :

Vi (B — B0) =2 N(0, 1e(60)] ™ Cove, (T(X:) Ie(80)] ) (r-13)

Comme démontré en section la normalité asymptotique de la suite d’estimateurs entraine sa
consistance.

Démonstration. Soit 6y € ©. Par la loi des grands nombres,
.6 —Prob

n! Zn: T(X;) Fr D Eg, [T(X1)] (11-1.4)
i=1

ce qui implique que
n
. —1
lim P, g, ( LT € e(@)) 1.

Sin~'Y" | T(X;) € e(®) alors , est défini de facon unique et est donné par 8, = e~ (n~' YL T(X;)).
On peut prolonger de fagon arbitraire la fonction e ! 4 I’extérieur de e(®) (en préservant bien entendu
la mesurabilité !) Le résultat découle de I’application du théoreme [[V-5.6|et de la §-méthode (théoreme [[V-]

.47). O
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Exemple 1I-1.10 (Loi exponentielle). Nous reprenons 1’exemple [[-2.2] Nous cherchons & comparer les estimateurs de
moments associés aux statistiques T'(x) = x et T (x) = x%. Ces estimateurs sont les solutions des équations

™=

11 N 2 L
(0)=g=, LX o 0= 5= Y x,
i i=1

1

ou les fonctions e et € sont définies par :

e(8) = Eo[T(X))] = /0+°°x9 exp(—6x)dx = %

2

é0)=Eg [T(X1)] = ./0+mx296xp(—9x)dx =5

Dans les deux cas considérés, ces équations ont des solutions uniques, qui définissent donc les deux estimateurs de
moments suivants :

L -1 Lo -1/2
0,1:= ( Zx,-) , et B0=V2 ( Zx,-2> ) (II-1.5)
n: n!
i=1 i=1
Pour comparer ces estimateurs, nous appliquons le théorémem Des calculs élémentaires montrent que

20

Varg (Xl):L Varg (X12> = ot

02

J(0)=—— z(e):f%

Par conséquent, les estimateurs {énwi,n € N}, i = 1,2 sont consistants et asymptotiquement normaux. Les variances
asymptotiques (Définition[[[-3.8) sont données par :

v(0) =¢'(8) % Varg (X;) = 62

et
5
7(6) =& (6) "2 Varg <X12> — 26
respectivement. La variance asymptotique de 1’estimateur 8,  est inférieure 2 celle de énﬁz et de ce point de vue, 6, |
semble “ préférable” a é,,ﬁz (voir la regle a la définition [I1-3.8). &

Exemple 1I-1.11 (Loi de Cauchy). Reprenons I’exemple[[-23] Soit une suite d’expériences statistiques produit
(R", B(R"),{Cauchy®"(6), 6 e ®=R}) .
On note ¥; = signe(X;). On a
Eg [signe(X;)] = / signe(x)pg(x)dx=1—-2F(-0),

ol gg est la densité d’une loi de Cauchy de parametre de position (ou translation) 6 et d’échelle 1, et F' la fonction de
répartition de méme loi de Cauchy de parametre de position 0 et d’échelle 1 :

F(z)—l/t dr —lalrctan(t)Jr1
T m)wl+2 m 2°

L’estimateur des moments associé a signe est donné par la valeur 6 solution de

%arctan(e) _1 zn:Y-
T - n 1

i=1

n 7[ n
6, :=tan ﬂi;Yi .

Par la loi des grands nombres, nous avons, pour tout 6y € @,

soit

1 & _ P,g,—prob
n

i=1

2
1-2F(—6p) = P arctan(6p) .
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Variance Asymptotique

T T T T T
-10 -5 0 5 10

position

FIGURE II-1.5 — Variance asymptotique de I’estimateur des moments du parametre de position d’une loi
de Cauchy d’échelle 1

~ [Pyg,—prob
Le théoreme implique que 6, 07 6p pour tout 6y € ®. Comme

Varg, (Y1) = Eq,[Y7] — (Eq,[11])* = 1 = {1 —2F (~69)}?
=4F(—60){1—F(—6p)} = {1+ (2/m)arctan(6y) }{1 — (2/m) arctan(6y)} ,

le T.L.C. (Théoréme[[V-5.39) montre que
ﬁ i)l{Yi —Eq, 1]} 2% N(O, {1 + (2/m) arctan(69) } {1 — (2/7) arctan(6p)} )

Comme nous avons

le théoreme [[I-T.9|montre que, pour tout 6 € R,
N P,
(8, — 0)) =2 N (o, (2/m)(1+ 602> {1+ (2/m) arctan(8o) } {1 — (2/) arctan(Go)}) . o
Nous avons représenté la variance asymptotique de I’estimateur 8, dans la fig.
Exemple II-1.12 (Modéle de translation et d’échelle). Soit h une densité sur (R, Z(R), AL ¢p) vérifiant

/xh(x)dx =0, my i= /xzh(x)dx >0, my = /.x4h(x)dx < oo,

Considérons la densité de probabilité

1 —
go(x) = —h (X G“) , 0:=(K,0") €@ :=RxR" . (11-1.6)

Soit une suite d’expériences statistiques produit
(Rn,%(Rn) {qe ~dALep, 0 € @}) .

Nous considérons I’estimateur donné pour tout n € N* par 8, := (fl,, 62) o

0 1
{”” =i Xi (-1.7)

62 = i X (X~ ).

nmy ~i=
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Nous allons utiliser le théoréme [[I-1.9| pour établir la normalité asymptotique de cette suite d’estimateurs. Notons tout
d’abord qu’en appliquant le T.L.C. (Théoréme [[V-5.39) nous avons, pour tout 6y = (Lo, Gg) €0,

! L Xi Ho P,.q
\/ﬁ({ n Y X7 }_{ ug +myo D = N(02:1,%q,)

s .:{ (60) — of (6) 063(90)—061(90)062(90)}
& o3(60) — a1 (60) 02(60) 04 (60) — 03 (60)

o -
ol nous avons posé, pour r = 1,...,4,

r r - .
o (6p) :=Eg, [X{] = Z <k>p,(1)<66 K,y mj = /xjh(x)dx.
k=0

Une application directe du théoreme|lI-1.9|montre que, pour tout 6y € ®, nous avons

V(B — 80) 2 N(0.c1. [Te(80)] ' S, e (80)] 7).

I1-1.3 Régions de confiance asymptotiques

Définition II-1.13 (Régions de confiance asymptotiques). Soit une suite d’expériences statistiques pro-
duit
(X", 2", {Ppo :=P5", 6 €0}) ,

une fonction mesurable g : ©® — R? et o € |0, 1[. Une suite d’ensembles aléatoires
{6, (X1,...,X),n € N} € B(RP)
définit une suite de régions de confiance au niveau asymptotique 1 — & pour la fonction g si

inf liminfP, ¢ (¢(0) € €u(X1,....X,)) > 1—0a .

60c® n—eo

On prendra garde a ’ordre dans lequel on évalue la limite et I’infimum dans la définition précédente.
Tout d’abord, pour 6 € O, on passe a la limite dans le nombre d’échantillons puis on calcule I’infimum sur
I’ensemble des parametres.

Les fonctions asymptotiquement pivotales sont utiles notamment la construction d’intervalles de confiance
asymptotiques.

Définition II-1.14 (Fonctions asymptotiquement pivotales ou pivots asymptotiques). Soit une suite de
Sonctions mesurables {G,, n € N} oit pour tout n € N, G,, : X" x @ — RP. Cette suite est asymptotiquement
pivotale si et seulement si, pour tout 0,0 € ® et A € B(RP), ona

lim Pn’g(Gn(Xl R, €5 9) € A) = lim ]Pn’ﬂ(Gn(Xl,. . 6% 19) S A) 5
n—yo0 n—yo0

Etant donnée une telle suite de fonctions, construisons des intervalles de confiance asymptotiques.
Pour simplifier, nous travaillons dans le cas p = 1, et nous définissons la probabilité sur (R?, Z(R”)) :
W(A) == lim,_ye Py 0 (G (X1, . .., Xn, 0) € A) — qui ne dépend pas de 6. On choisit py et g de telle sorte
que U([pa,ga]) =1 — . Les ensembles

jn((X,XI,...,Xn) = {9 €0 : Pa < Gn(Xl,...,X,,;B) < qa}



106 CHAPITRE II-1. INTRODUCTION AUX STATISTIQUES ASYMPTOTIQUES

vérifient, pour tout 6 € G,
1irrlIan79 (9 S /n((LXl, ... ,Xn)) = 1ir1l11]fnn79 (pa < Gn(Xl, . O 6) < qa) =1-«.

C’est une suite de régions de confiance de niveau asymptotique 1 — Q..

I1-1.3.1 Exemples

Exemple 11-1.15 (Intervalle de confiance pour le parameétre d’une loi de Bernoulli). Soit une suite d’expériences sta-
tistiques produit d’un modele de Bernoulli

(R", Z(R"), {Ber®"(6), 6 € ©:=]0,1[}) ,

La suite d’estimateurs définie pour tout n > 1 par 6, := X, ou X, :=n"! Y| X; est asymptotiquement normale : pour
tout 6 €0, 1],
A Py,
Vin(0,—6) =2 N(0,6(1—9)) .
Par suite, la suite de fonctions définies par :

(X, —6)
/o(1-6)

est une suite de fonctions asymptotiquement pivotales puisque pour tout borélien A, la convergence en loi entraine

Gu(X1,..., Xn;8) := NG

V0 €®,  P,p(Gu(X1,....Xn;0) €EA) = exp(—0.5x%) dx .

v

On vérifie facilement que la suite de régions de confiance :

X,—06
{9 €0 : —Z—a2 < \/ﬁﬁ §Z]—a/2}

construite a partir de ce pivot asymptotique G, est une suite d’intervalles dont les limites sont données par :

2
U—a/2

c 2
Xnt =2, 0 _gp

X,(-%) Gap
n 4n?

(II-1.8)

2
I+z]_gp/n

Ce dernier intervalle de confiance est appelé intervalle de Wilson.
En utilisant le lemme de Slutsky (Lemme[[V-5.33), il est facile de voir que la suite de fonctions définie par

N )

Gu(Xi,.... X;0) 1= = —
n(l n ) X,,(len)

est aussi une suite de fonctions asymptotiquement pivotales. Les ensembles de confiance de probabilité de couverture
asymptotiques 1 — o associés a cette fonction pivotale sont des intervalles dont les bornes sont cette fois-ci données
par :
M. (II-1.9)
Ve o
Cet intervalle de confiance a été proposé par Wald. L’intervalle donné par est a priori plus satisfaisant que celui
donné par (I-1.9) . Sur la fig. [[I-1.6)a la fig. [[I-T8), nous représentons 50 intervalles de confiance de niveau asymp-
totique 1 — o = 0.95 et obtenus selon les formules précédentes, a partir de 50 vecteurs d’observations (X, ,Xy)
indépendants obtenus comme la réalisation de v.a. de Bernoulli de paramétre 6y. On a pris (n,8y) = (100,0.025) ;
(n,6p) = (100,0.25) ; et (n, 6y) = (1000,0.25).

La validité des intervalles de confiance dans les exemples précédents est déduite des lois limites de \/n(X, — 0) et
dépend donc de la qualité d’approximation de ces lois. Dans 1’exemple des variables aléatoires de Bernoulli, nX,, suit
une loi binomiale et la qualité d’approximation dépend du taux de succes 0, qui est inconnu. Lorsque 6 est proche de
0 ou de 1, I’erreur d’approximation peut étre grande et les procédures développées ci-dessus -et tout particulierement
Iintervalle de confiance donné par ([I-T.9)- peuvent conduire a des résultats erronés, bien que I'intervalle donné par
(I=T-8) soit en général satisfaisant.

Xut2i_q/
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Wald Wilson
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FIGURE II-1.6 — 50 intervalles de confiances de Wald et de Wilson de niveau de couverture de 1 — o = 0.95
pour une proportion 8 = 0.025 et n = 100
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FIGURE II-1.7 — 50 intervalles de confiances de Wald et de Wilson de niveau de couverture de 1 — o = 0.95
pour une proportion 8 = 0.25 et n = 100
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FIGURE II-1.8 — 50 intervalles de confiances de Wald de niveau de couverture de 1 — & = 0.95 pour une
proportion 8 = 0.25 et n = 100 (gauche) ou n = 1000 (droite). Observer I’échelle sur I’axe des x.
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1I-1.3.2 Transformations de stabilisation de la variance

Une des utilisations principales de la §-méthode est la construction de transformations de stabilisa-
tion de la variance, une méthode que 1’on utilise par exemple pour construire des intervalles de confiance
asymptotiques. L’idée générale est la suivante.

Supposons que nous cherchions a construire un intervalle de confiance asymptotique pour le parametre
0 € R a I’aide de I’observation Z, = (X;,---,X,) ; soit T,(Z,) un estimateur de 6. Supposons que, pour

tout 0 € O, \/n(T,(Z,) —0) iy N(0,6%(0)) et que 8 — o(0) est continue et strictement positive.

e Une premiere approche consiste a combiner la propriété de normalité asymptotique de la suite d’es-
timateurs {7;,(Z,),n > 1} et le lemme de Slutsky.
Pour o €0, 1] et 6 € @, nous avons donc

c(0)

c(6
(6) <6< Tn(Zn)—kzlg) e 1 —Q,

vn vn

ouz_gp:i= &~ !(1 - /2) désigne le quantile d’ordre 1 — ¢/2 d’une gaussienne centrée réduite. Comme

]Pn,G <Tn (Zn) - Zlf%

PP, g —prob . . . .
T.(Z,) 570 (rappelons en effet que la normalité asymptotique entraine la consistance) et que la fonc-

P, g —prob
tion 6 — ¢ (0) est continue, le théoréme de continuité (Théoreme [[V-5.30) montre que c(7,,(Z,)) g
6(60) pour tout 8 € O; le lemme de Slutsky (Lemme [[V-5.33)) montre que
Tn(Zn) - 9) Pne
n (o) — 7)) 222N, 1)
A atatmy) 2o
Par conséquent,
, o(Tu(Z)) o(Tu(Zy))
hyrln]P’mg (Tn(Zn)—zl_g\”/ﬁ" <0 ng(Z,,)—i—zl_% :’/ﬁ" =1-q,
ce qui montre que
0(Tu(Zn)) 0(Tu(Z))
[T,,(Zn)—zlg:’/ﬁ",ﬁ,(z,,)-yzl%:’/ﬁ" ; (II-1.10)

est un intervalle de confiance pour 0 de niveau de couverture asymptotique 1 — «.

e La J-méthode fournit une autre méthode de construction, qui évite d’estimer la variance asympto-
tique.
Si la fonction g est différentiable au point 6 € ® et g’(6) # 0, alors,

Pnﬂ
Vn{g(Tu(Z,)) —2(8)} == N(0, [¢'(6)]°c*(6)) -
Par conséquent, si nous choisissons la fonction g de telle sorte que, pour tout 8 € G,

§'(0)]>0%(0) =K (I-1.11)

Py . .
ol k > 0 est une constante, alors \/n(g(7,,(Z,)) — g(0)) =& N(0, k?). Ceci nous permet alors de construire
I'intervalle de confiance suivant pour g(0), de niveau asymptotique 1 — o,

l:g(T"(Zn)) _Zlf% %ag(Tn(Zn)) +Z1,% \I/{ﬁ] .

En supposant que la fonction g est un difféomorphisme et que son inverse est monotone, nous en déduisons
un intervalle de confiance pour 0 :

o (em@nza ) (sm@nza g2 )]
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Cet intervalle de confiance est souvent préféré a (II-I.10) car il n’est pas nécessaire d’utiliser un estimateur

de substitution de la variance asymptotique (Définition [[I-3.8). Il découle de (II-T.1T) que
0 1
0)=k ——deo. 1I-1.12
8(0) o 0 (0) ( )

Bien que la §-méthode soit applicable dans R? pour d > 1, il est délicat de généraliser le concept de
stabilisation de la variance en dimension d > 1. Sauf dans des cas tres particuliers, il est impossible de
construire une fonction g qui "stabilise" la covariance asymptotique en dimension d > 1.

Exemple II-1.16 (Loi Bernoulli). Soit une suite d’expériences statistiques produit
(R", Z(R"), {Ber™"(6), 6 € ©:=]0,1[}) .
Pour tout 6 € O, le théoréme de la limite centrale montre que

n,Q

VX, —0) =2 N(0, 6(1-6)), X,:=n" ix,- .
i=1

Posons ¢(8) := /60(1 — 6), qui définit une fonction ¢ continue sur @ ; et prenons k = 1/2. En utilisant (II-T.12)), une
transformation de stabilisation de la variance est donnée par

_ 1/2 _ .
g(0) = /\/ﬁde = arcsin(V/0) .

Nous avons, pour tout 6 € O,

Vn (arcsin (\/)?/n> —arcsin(\/§)> L} N(0, 1/4) .

Donc, pour tout ¢ € ]0,1[, si X, € {0,1},

I = |:Sin2(arcsin(\/)?n/n)—zl_a/z/Z\/ﬁ),sinz(arcsin(\/)_(n/n)+zl_a/2/2\/7z)} )

définit un intervalle de confiance de probabilité de couverture asymptotique 1 — a. O

Exemple 11-1.17 (Transformation de Fisher). Soit une suite d’expériences statistiques produit d’un modele gaussien
sur R?

2
R, (R ,{N®" ({“X} , { X p"X"YD . 0:= (luy, iy, 02,02,p) €@ :=Rx R x R, xR% x]—1,1 }) :
(R g ([Be] | ox P (k03 . p) L RLx]- L]
p est le coefficient de corrélation (voir Exemple[[V-5.50). Notons (X;,Y;) I’application canonique #i. Un estimateur de

p est donné par le coefficient de corrélation empirique

TR (G = X) (Y~ T)

n n 1/2
P i= . Syui= (nIZ(U,-—anUj)2> .

S11,XSn,Y

On peut montrer (voir Exemple [[V-5.50) que
Vi(pa—p)

8 N(0, (1-p%)).

Posons

. 1 _1 I+p
glp):= /7(1 7p)2dp =3 log T=p arctanh(p) .

g est une transformation de stabilisation de la variance pour le coefficient de corrélation. Cette transformation particu-
liere est souvent appelée Fisher z. Nous avons

V/n(arctanh(p,) — arctanh(p)) Iug N(0,1) .

L’intervalle de confiance de probabilité de couverture asymptotique 1 — & pour le coefficient de corrélation p associé
a la transformation Fisher-z est

A—a/2

{tanh (arctanh(pn) 7 ) ,tanh (arctanh(pn) + ZII/O%/Z ﬂ .
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Exemple 1I-1.18. L’idée d’appliquer une transformation g a une suite d’estimateurs pour obtenir une limite ne dépen-
dant pas du parametre (et ainsi construire des intervalles de confiance asymptotiques) peut se généraliser au cas ou la
loi limite est non-gaussienne. Il n’est pas possible ici de donner une théorie générale, mais nous allons illustrer ce type
de construction a travers un exemple. Soit une suite d’expériences statistiques produit

(R", Z(R"), {Unif**([0,6]), 6 € ©:=R" }) .
Considérons la suite d’estimateurs définie pour tout n € N par
0, := max(X1,X2,...,Xn) .
Nous avons montré dans l’exemplquue, pour tout 6 € ®, n(6 — é,l) converge en loi vers une loi exponentielle

de parametre 6,

n(0—6,) Eng Exp(0) .

Or, pour tout 6 € @, la loi exponentielle de paramétre 6 a pour variance 62(8) = 1/62. Considérons donc la transfor-
mation

2(6) :/%d@ — log(6) .

Notons que, pour tout 6 € @, si Y est distribuée suivant la loi Exp(0), alors Y /0 est distribuée suivant une loi ex-
ponentielle de parametre 1. En utilisant le théoréme [[V-5.47| avec r, = n et g(6) = log(0), nous obtenons, pour tout
0 €0,

A\ P,
n(log(6) —log(6,)) =% Exp(1) .
Soit & € ]0, 1[. Puisque [%}o5(;_ ) exp(—u)du = 1 — @, la relation précédente implique que, pour tout 6 € ©,

i —log(6,)) < — —a))=1-aqa.
lim P, g (n(log(6) —log(6,)) < —log(1—a)) =1 -«
La suite d’intervalles définis, pour tout n € N* par
[én, O exp (fn_l log(1— a))]

est une suite d’intervalles de confiance de probabilité de couverture asymptotique 1 — ¢ du parametre 6. &

II-1.4 Tests asymptotiques

Nous avons construit dans la section des tests en utilisant des fonctions pivotales. Comme pour
les intervalles de confiance, il est possible aussi d’utiliser des fonctions pivotales asymptotiques.
Soit une suite d’expériences statistiques produit

R", B(R"),{P, ¢ :=PS", 8 c® CR)) .
5 [}

Supposons que pour tout 6 € O,

/xz]P’g(dx)<oo, et 9)/xIP’9(dx).

Posons
c2() := /(x1 —0)2 Py (dx) .

Le théoreme de la limite centrale (théoréme |[V-5.39) assure alors que, pour tout 0 € O,

Yn_6 ]PnS
= N(0,1) .
(7(9) = ( ) )

Si de plus I’application 8 — o(0) est continue, le lemme de Slutsky (lemme [[V-5.33)) garantit que

N

Yn —0 Pug

Gn(X1,...,Xn,0) :=v/n o) =2 N(0,1) .
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Considérons le test des hypotheses
Hy: 6<0, contre H;: 6 >0,

et la statistique de test
OX1see Xn) = Lg%y o/ v} -

Cette statistique de test vérifie, pour tout 8 < 0,

P (0(Xi,.... X)) =1) =P, (X > G(Xn)zﬁ)

S ]P)n,@ (Gn(Xl,...,Xn,e) > Z[,a) 7_):0—) o .

Le test est de niveau asymptotique .

Définition II-1.19 (Taille et niveau asymptotique). Soit une suite d’expériences statistiques produit
(X", ", {Pn:g =P, 0 ¢ ®}) .

Soit {9y, n € N*} une suite de tests (possiblement randomisés) : (pour chaque n € N, ¢, : X" — [0, 1] est
une fonction de test randomisé.
Considérons le test d’hypotheses

Hy: 6€0®y, contre H : 00 .

La taille asymptotique de la suite de tests {¢,, n € N} est définie par

sup limsup fy, (6) .

0c@y n—ee
La suite de tests {¢,, n € N*} est de niveau asymptotique « si sa taille asymptotique est inférieure & o,

c’est a dire si
pour tout 6 € B, limsup By, (0) < a .

n—yo

La propriété de consistance d’une suite de tests permet de contrdler la fonction puissance : elle converge
vers 1 lorsque n — oo pour tout 0 vérifiant I’hypothese alternative.

Définition II-1.20 (Consistance). Soir une suite d’expériences statistiques produit
(X", 2" {P,g:=P5", 0 €O}) .
Soit {¢,, n € N} une suite de test des hypothéses
Hy: 6€0®y, contre H : 00 .
La suite {¢,, n € N} est consistante ou convergente si

pour tout 6 € Oy, liminf By, (6) =1 .
n—oo
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II-1.4.1 Exemples

L’exemple étudie un test sur la moyenne lorsque la variance est inconnue et que I’on dispose
d’un n-échantillon d’un modgle statistique. A la différence de ce que nous avons vu dans I’Exemple([[-3.19]
le modele n’est pas supposé gaussien ici.

Exemple 11-1.21 (Distribution asymptotique de la statistique de Student). Soit une suite d’expériences statistiques pro-
duit
(R”,%’(R”), {}P’,,_ye =P%" 9 ¢ ®}) .

On suppose que pour tout 6 € O, les quantités suivantes existent
u(0):=Eqg[X],  o°(8):=Eq[x7).
Soit 1y € R. Pour tester les hypotheses
Hp: pu(6) =uo, contre Hy: u(0)+#uo,

nous considérons la statistique de test

T = Xn — Ho
T Su//n
ot X, :=n~ 'Y | X; est la moyenne empirique et 52 := (n—1)"1 ¥ | (X; — X,)? est un estimateur de la variance.
Nous avons pour tout 0 € @,
Py,
T, =2 N(0,1) .

Considérons le test de fonction
¢(X17 s 7Xn) = ]l{‘T”‘>Z|,a/2} ’
ol z, est le quantile d’ordre u de la loi N(0, 1). On déduit de la normalité asymptotique que pour tout 6 € @, lorsque
n— oo,
Puo (Th € Z) =Pyp (\Tn\ > Zl—oc/2) —=P(U|>2z1-a/2)
ol U ~ N(0,1). Le terme de droite vaut & par définition du seuil zj_g /. Ainsi, le test est de taille (et de niveau)
asymptotique o. Regardons sa puissance. Nous écrivons

Vg, Vi
= Y2 %, - (@) + L

de sorte que la région d’acceptation s’écrit

{Zn = (X1, Xn) :|Thl Szl—a/z}

T ((6) = ko)

N

L 0(6) ) < 5" (5~ H(O) <212 5 (6) o)

= {Zn = X1, Xn) =2 qp— S
n

Soit 6 € @y tel que () — o > 0. Nous avons pour tout M > 0
)

lirrlnPn.G (\/ﬁ(‘u(e) —Ho /Sn ZM) =1

P, .6 —prob .
qui résulte du fait que S, L 62(0) et que /n(1() — o) — +oo. Par suite

. . n b -
limP, g (|Tn| §Z1—a/2> <limP, g (Sl (Xn—1(0)) <zi_qgp —M) :P<U SZl—a/z—M>
n
ou nous avons utilisé que pour 0 € Oy,
n - ]Pn.
Y (8, - 1(0)) ZE N, 1)

Su

Cette relation étant vraie pour tout M, lorsque M — oo il vient
timPyp (17 < 21g2) =0.

De méme, on montre que pour 6 € @ tel que u(6) — py <0, lim, P, ¢ (|Tn| < Zl—a/2> = 0. Cela entraine que pour
tout 6 € O,
limPyp (17 > 21ap2) = 1.

Donc, ¢ (Xq,...,X,) = 1{|E,\>zl,a/z} est un test consistant de Hy contre Hj. &
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Exemple 1I-1.22 (Test dans un modéle de Bernoulli). Reprenons I’exemple de Bernoulli, voir exemple[[-1.1] exemple[[}

et exemple[[-3.27]; il s’agit de tester Hy : 6 < 1/2 contre H; : 6 > 1/2.
Lestimateur X, :=n~' YL, X; est asymptotiquement normal par le T.L.C. (Théoréme [[V-5.39) et X, (1 —X,) est

un estimateur consistant de 6(1 — 0) par les théoremes|[V-5.6|et[[V-5.18

Par conséquent, le test de région de rejet

n

1 Xn(1—X
%n_{z_(xlv"'vxn)e{()?l}n:xn>2+zl—a 'x”(xn)} ’

est de taille asymptotique égale a a. On peut vérifier avec des arguments similaires qu’ il est consistant.

On peut aussi comparer sa puissance pour 7 fixé a celle du test obtenu par I’inégalité d’Hoeffding. Pour cela, on
remarque d’abord qu’on a toujours X, (1 —%,) < 1/4, donc il suffit de comparer In(1/a) et z2_, /2. Or, si N ~N(0, 1),
on a pour tout x > 0,

1 _»
P(N>x) < Eefx "2
Donc z%f 2 <2In (ﬁ) <2In(1/) etle test asymptotique est donc toujours plus puissant que le test basé sur 1’inégalité
d’Hoeffding.

Cette situation se produit trés généralement et on est donc tenté de préférer les tests asymptotiques de maniere
systématique. Il convient toutefois de rester prudent car le niveau de ces tests n’est garanti qu’asymptotiquement. <>

1I-1.4.2 Tests de Wald

Soit une suite d’expériences statistiques produit
(X",%”,{]P’mg =Py", 0 € G)}) .

Soit T : X = R une fonction mesurable. Supposons que pour tout 6 € O,

JAT()Po(en) <.

Soit i : ® — R la fonction définie par

w6 u(8):= [ T(x)Po(dy
On s’intéresse aux test des hypotheses
Hy: u(0)=fy, contre Hj: u(0)+#fo ,
Hy: u(0)<fo, contre H;: u(0)>fo .
Le test de Wald se base sur la suite de fonctions pivotales définies par
n 'YL T(X:) — p(6)
VT 200 - (0 L T(X)

Par le T.L.C. (Théoréme [IV-5.39), la loi faible des grands nombres (Théoréme [IV-3.18), le théoréme
de I’application continue pour la convergence en probabilité (Théoreme [[V-5.6) et le lemme de Slutsky

(Lemme[[V533),

Ga(X1,- X, 1(6)) = V/n (I-1.13)

Ga(Xi, . X 11(6)) =2 N(0,1) . (1I-1.14)

Pour le premier test, comme 1 Y7 | T'(X;) est un estimateur de £1(6), une idée naturelle est de chercher la
région de rejet sous la forme
> tcrit} )

n

n71 Z T(x,') —fo

i=1

%n: {(xl,...,x,,)eX”:
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ou, de maniere équivalente, sous la forme
%n = {(X],...JC,,) exX": |Gn(x17 cee :xn1f0)| > tcrit} ;

pour une certaine valeur #.j. On choisit alors . de fagon a assurer au test un niveau asymptotiquement
inférieur a or. Pour cela, d’apres ([I-1.14)), on choisit #.j solution de

P(N(O,1)| >tui) =1—a ,

c’est a dire feit = 2y g2 le (1 — &/2)-quantile de la loi N(0, 1). On a montré le résultat suivant.

Proposition I1-1.23. Le test de Wald de

Hy: u(6)=fo, contre Hy: u(6)#fo ,

de région de rejet
Pon = {x1,..., 30 €X" 1 |Gp(x1,.. ., %n, fo0)| > Zl_a/z} ,

ou le pivot G, est défini en (II-1.13) est de taille asymptotique c.

Pour le second test, on choisit la région de rejet
Ry ={x1,-- ;%0 EX" 2 Gulx1,- -5 Xn, f0) > Z1—a} (II-1.15)
oll z]_¢ est le (1 — a)-quantile de 1a loi N(0,1). Soit 8 tel que p(6) < fy, on a alors, d’apres (II-1.14),
Puo (Gu(Xis-- s Xy £0) > 21—a) < Pug (Gu(Xiy. ., Xy 11(0)) > 21-r)

—P(N(0,1)>z1—q)=1—-0a .

n—yoo

On en déduit le résultat suivant :

Proposition I1-1.24. Le test de Wald, de
Hy: p(6) < fo, contre Hj: j(6)> fo ,

de région de rejet %, définie en (I-1.13)) est de niveau asymptotique Q.



Chapitre I1-2

Théorie asymptotique des
(M,Z)-estimateurs

Nous avons introduit les M-estimateurs et les Z-estimateurs resp. en section et
section [[-2.2] L’ objet de ce chapitre est d’établir les propriétés asymptotiques des M
et Z-estimateurs : nous donnerons des conditions suffisantes pour la consistance et la
normalité asymptotique de ces estimateurs.

Nous présentons ces conditions dans le cas ou la définition des M et Z-estimateurs est
plus générale que celle introduite au chapitre [[-2]

Il est important de comprendre ces conditions suffisantes : pour les section [[I-2.1.1]|et
section au moins dans le cas de la définition des M et Z-estimateurs donnée
au chapitre (les processus aléatoires M,, et ¥, sont des moyennes empiriques ;
les estimateurs 6, sont définis resp. comme le maximum et le zero de ces processus
empiriques) ; pour la section [[I-2.2.1] au moins dans le cas scalaire.

Les démonstrations des théoréemes peuvent étre omises dans une premiere lecture,
notamment celles de la section [[22.1.3

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposerons disposer d’une suite d’expériences statistiques
produit

(x'z . {Pme =P 9 e0C Rd}) .

Nous noterons X;,i > 1, les observations canoniques.

Nous prenons ici une définition des M-estimateurs un peu plus générale que celle donnée en section[[{
notion qui permet de couvrir aussi les situations oti I’estimateur 6, est une solution approchée du
probléme d’optimisation. Cette définition est donnée en H En pratique, le probleme d’optimisa-
tion est souvent résolu a I’aide d’une méthode numérique : la solution obtenue numériquement approche
le maximum avec une certaine précision, qu’il est possible de contrdler (on est capable de donner une
borne supérieure de I’erreur d’approximation). Il est beaucoup plus rare que nous disposions d’une solu-
tion exacte.

Comme pour les M-estimateurs, nous prendrons ici une définition des Z-estimateurs plus générale.
Cette définition est donnée en H[I-2.31

II-2.1 Consistance des Z- et des M-estimateurs

Dans cette section, nous donnons des criteres simples sur la famille paramétrique {IP’97 0 c @)} et la
fonction m (resp. y) pour les M-estimateurs (resp. les Z-estimateurs) qui garantissent la consistance de

115
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I’estimateur correspondant. Les conditions que nous présentons sont classiques mais sous-optimales. La
recherche de conditions minimales est un probleme délicat qui dépasse le cadre de ce cours.

Pour des raisons techniques, nous commencons par traiter la consistance des M-estimateurs, dont nous
déduirons celle des Z-estimateurs.

II-2.1.1 Consistance des M-estimateurs

Soit m : @ x X — R une application mesurable telle que (i) pour tout 6,6y € @, Eg, [[m(0,X;)|] < o et
(ii) pour tout 8y € O,
60— Mg, (8) :=Eg,[m(6,X1)] 11-2.1)

atteint son maximum en 6y. On pose

n

M,(6):= i;m(Q,X,') .

La consistance des M-estimateurs est li€ée au comportement asymptotique de la suite de processus
aléatoires {0 — M,(0),n > 1}. La loi des grands nombres (Théoréme [IV-5.18)) montre, que pour tout

0 €0,
PP, g, —prob

MH(G) MGO(O) .

Il semble raisonnable de penser que la suite {én,n € N} converge vers la valeur du parameétre qui maximise

la fonction 8 — Mg, (0). Or, la fonction m est choisie de telle sorte que 6 — My (0) atteigne son maximum
. ~ P, g,—prob . N .
en ). Par suite, nous pouvons donc espérer que 6, —— 6, i.e. que {6,,n € N} est un estimateur

consistant pour 6.

Toutefois, sans grande surprise, la “convergence simple" en probabilité (on fixe la valeur de 6 € © et
on prend la limite quand n — ) de la suite de fonctions 6 — M, (0) vers sa limite 6 — Mg, () est une
propriété trop faible pour espérer conclure a la convergence du maximum de 1’une vers le maximum de
I’autre. Nous devons donc établir la “convergence uniforme" de cette suite de fonctions.

Nous devons aussi supposer que le maximum de la fonction limite 6 — Mg, () est isolé, i.e. que seules
des valeurs dans un voisinage de 6, donnent des valeurs proches de Mg, (6p).

Nous allons maintenant donner une formulation mathématique de ces intuitions. Nous le faisons dans un

cadre assez général ol le processus 6 — M, (0) n’est pas nécessairement celui donné parn= ' ¥, m(0,X;).

H [I-2.1 (Hypotheéses pour la consistance des M-estimateurs généraux). Soit M, : ® — R, 6 — M, (0) une suite de
processus aléatoires, et pour tout 6y € O, soit 6 — Mg, (0) une fonction mesurable.

(i) Pour tout 8y € @ et € > 0,
lim PP, g, (sup |M,,(6) — Mqg,(0)] > s) =0.
= 6cO

(i) Pour tout 6y € © et tout € > 0,
sup Mg, (6) < Mg, (60) -
6—60||=¢
(iii) Il existe une suite de variables aléatoires positives {p,, n € N} et une suite de variables aléatoires {6,,n € N} C
O telles que

lim P, 6, (pn > €) =0, pour tout & >0 (I1-2.2)
N
liminfP,, g, (Ma(81) > My(680) —pu) = 1. (I1-2.3)

&
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Théoreme II-2.2 (Convergence des M-estimateurs généraux). Supposons H Alors le M-
estimateur {6,,n € N} est consistant : pour tout 6y € © et € > 0,

lim P, g (||6, — 60 >€) =0.

n—oo

Démonstration. Soit 8y € ®. Comme 6 est le maximum de la fonction 6 — MQO(O), nous avons

0< MGO(GO) *Meo(én) - MGO(GO) fM,,(G()) +M,,(90) *Mn(én) +Mn(én) *MGO(én)’
< zzug |M,(6) _M90(9)| + P+ {M;,(60) _Mn(én) _p”}]l{Mn(Go)—Pn>Mn(én)} .
€

Les hypotheses [(1)| et entrainent que pour tout 17 > 0, nous avons

]P)n,eo (MOO(OO) _Meo(én) Z n) = 0 :

Soit € > 0. D’apres la condition il existe n > 0 tel que Mg, (6) < Mg, (6p) —n pour tout 6 € O tels que
|6 — 6] > €, ce qui implique

{1162 — 60| = €}  {Mq,(6,) < Mg, (6)—n} . (11-2.4)
Par conséquent, nous avons

P,.6, (|65 — 60| > €) <P, g, (May(6,) < Me,(60) —1)
=P,.6, (Mg, (60) — Mg, (6,) >1) — 0.

n—yo

Ce qui établit 1a convergence en probabilité et donc la consistance. O

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes pour vérifier I’hypothese H

Lemme I1-2.3. Supposons que © soit un compact de R¢. Supposons de plus que
(i) pour tout 8y € O, la fonction 6 — Mg (0) est continue,
(ii) pour tout 6 # 6y € ®, Mg, (0) < Mg, (6p).

Alors H est vérifiée.

Démonstration. Toute fonction continue atteint son maximum sur un ensemble compact. Donc la fonction
6 — My, (0) atteint son maximum sur ® \ B(6y, &) qui est un sous-ensemble compact. Notons 6 un point
oll le maximum est atteint. Nous avons Mg, (8¢ ) < Mg,(6p) ce qui montre le résultat désiré. O

Exemple 11-2.4 (Estimateur des moindres carrés, modéle de translation). Soit g une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R qui satisfait

o= /xzq(x)dx<<><:7 /xq(x)dx:O.
Soit ® un sous ensemble compact de R (pa'r exemple un segment). Pour tout 6 € O, définissons
qo(x) :==q(x—0).
Soit une suite d’expériences statistiques produits
(R", BR"), {pno:=0Q5",0€0}),  Qp:=qg-dAe-
Considérons un M-estimateur de 6 basé sur la fonction

m(6,x) = —(x—6)%.
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e Calculons la fonction Mg, pour 8y € © : pour tout 8 € R,

Mo, (8) = ~Eq, (X1~ 6)°) = — [ (v— 6)%qlr— 80)dv =~ [ -+ 60— 6)g(x)dx
=-0"—(6-6);

dans la derniere égalité, nous avons utilisé le fait que I’espérance sous la loi g - A ¢, est nulle.
Le maximum de la fonction 8 — Mg, (0) est atteint en ) et la condition HII-2.1 est satisfaite en appliquant
le Lemme [[1-2.3

e Déterminons le M-estimateur associé a ce constraste. La fonction

n n
0—M(0)=n"'Y m(6.X)=-n"Y (X;—0)",
i=1 i=1

admet un maximum unique, donné ici par én =X, =n"1 Zl’»’:l X;.

e Prouvons sa consistance en vérifiant le jeu de conditions suffisantes H [[I-2.1} Par définition de 6, M, ( én) >
supgc@ M, (0) et la condition HIII-2.1 est automatiquement satisfaite.

Il reste a vérifier H[[I-2TH(D)] qui est en général la condition la plus délicate. Dans ce cas précis, la situation est
simple car

n

1 1
My (8) ~ Mg,(6) =~ Zx,-2+29; Y Xi— 6% +0%+(6—6))>
i=1 i=1

n l n
—{ZX,-262902}29{ZXi60}
i3 i3

Par conséquent, nous avons

sup [M,,(6) — Mg, (6)] <
00

+2diam(@)

)

n
72Xi2_62_902
nia

1 n
=Y Xi—6
=

ol diam(®) est le diametre de @. Par la loi des grands nombres, pour tout 8y € ®, nous avons

1 ¢4y Pugy—prob
52)(,2 L3 6467,
i=1

1 & _ Pug,—prob
=YX L2 6, )
i
ce qui montre que, pour tout € > 0,
lim P, g, (sup |M,,(0) — Mg, (0)| > 8> =0.
n—reo 0cO

Il est important de remarquer ici qu’il est essentiel, pour obtenir le résultat de convergence uniforme, de supposer que
I’espace des parametres est un intervalle compact.

o Utiliser ici le résultat général de consistance des M-estimateurs est ici assez maladroit, car I’estimateur 6, a une
forme explicite et la consistance de la suite d’estimateurs {6,,n € N} est élémentaire.

Le théoreme @prend tout son sens lorsque les M-estimateurs n’admettent pas d’expressions explicites, ce qui
se produit dans la grande majorité des cas.

e Sur la fig. gauche), on considere le cas d’un modele gaussien (¢ = N(0,1)). On trace la fonction 6
My, (0) dans le cas 6y =2 ; ainsi qu’une réalisation du processus aléatoire 6 — M, (6). Trois processus sont considérés,
correspondant a n = 2, n = 10 et n = 20. Au centre et a droite, on représente 10 réalisations du processus M, dans le
cas n = 2 puis dans le cas n = 50.

Sur la fig. on trace les fonctions Wg, = VMj, et une réalisation du processus empirique ¥, = VoM,,. Cette
approche revient a chercher le Z-estimateur associé a la fonction y(0,x) = Vgm(0,x). &
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FIGURE II-2.1 — Cas d’un modgle de translation gaussien. [gauche] On trace la fonction Mg, dans le cas
6p = 2 ; et une réalisation du processus aléatoire M,,. Trois processus aléatoires sont considérés, pour diffé-
rentes valeurs de n. [centre, droite] On trace la fonction My, en trait pointill€ rouge, ainsi que 10 réalisations
du processus M,, dans le cas n = 2 au centre, et n = 50 a droite.

FIGURE II-2.2 — Cas d’un mod¢le de translation gaussien. On trace la fonction Wg, dans le cas 6y = 2
(cela correspond a n = oo dans la 1égende) ; et une réalisation du processus aléatoire W¥,,. Quatre processus
aléatoires sont considérés, pour différentes valeurs de n.
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II-2.1.2 Consistance des Z-estimateurs

Soient y;: @ x X =R, pour j =1,--- ,d, des fonctions mesurables. On pose ¥ := (Y1, - - ,l;/d)T eR4,
Supposons que (i) pour tout 8, 6y € O, Eq [||w(6,X))||] < oo, et (ii) pour tout 6y € ®, Eg,[W(6o,X1)] = 0.
On pose

W,(0) = =Y w(0.).
i

D’apres la loi des grands nombres (Théoréme [[V-5.18)), pour tout 6, 6) € ©,

ango —prob

¥, (6) We, (0) :=Eq, [W(6.X1)] .

Sous des hypotheéses appropriées, il est raisonnable d’espérer que les solutions du systeme ¥,(6) = 0
convergent vers les solutions de Wq,(0) = 0. Ici encore, la convergence ponctuelle ne suffit pas et il faudra
supposer que la convergence est uniforme. Si 6y est une solution de Wg,(6) = 0 et que cette solution est
isolée, alors les solutions approchées de ¥,,(6) = O convergent vers 6.

Nous donnons ci-dessous un jeu de conditions suffisantes pour la consistance des Z-estimateurs ; noter
qu’il n’est pas supposé que le processus stochastique 6 +— ¥,,(0) est de la forme 6 — n~ 'Y, w(6,X;).

H [I-2.5 (Hypotheses pour la consistance d’un Z-estimateur).
(i) Pour tout 6y € @ et e >0,

lim P, g, (sup W (6) — W, (6)| > s) =0.
n—re 6O
(ii) Pour tout 8y € O, Wg,(6) = 0, et pour tout € > 0,

jo e ¥ (O[> 0.

(iii) La suite d’estimateurs {6,,n € N} vérifie : pour tout 6 € @ et tout € > 0,

Pooy ([¥a(60)]| 2 €) =0 o

Théoréme II-2.6 (Convergence des Z-estimateurs). Supposons H Alors la suite de Z-estimateurs
{6,,n € N} est consistante : pour tout 6y € © et € > 0,

tim B, g, (6, ~ ]| > €) =0

Démonstration. Le résultat découle du théoremel[lI-2.2]avec M, (6) < — ||, (6)|| et Mo, (6) +— — || Wq, (0) | .C

I1-2.1.3 Loi faible des grands nombres uniforme

Dans cette partie, nous considérons le cas ou M,, ou ¥, sont de la forme
] n
n- Z (P (ele)
i=1

et nous donnons quelques éléments permettant de comprendre le type de résultats nécessaires pour obtenir
la convergence uniforme de 6 +— M, (6) ou 6 — ¥,(0) sous PP, g, vers resp. Mg, (0) et Wg,(0). Il existe
bien entendu des techniques beaucoup plus sophistiquées.
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Lemme II-2.7. Considérons le modeéle statistique (X, Z",{Qq, 6 € ® C K}) ont K est un ensemble com-
pact de R?. Soit ¢ : K x X = R, (0,x) — ¢(0,x) une fonction. On définit le module de continuité de
0 — ¢(0,x), défini par : pour tout § >0, x € X,

wg(x) == sup 1¢(6,x) —¢(d,x)| . I1-2.5)
{6,9€K: ||6—| <5}

Supposons que
(i) pour tout x € X, la fonction 0 — §(0,x) est continue sur K,
(ii) pour tout 6y € O,

[ sup16(6.%)1Q, (@) < ..
6cK
Alors, pour tout 8y € ©, la fonction

0 We,(0) := /qb(é),x) Qg (dx)

est continue sur K et
lim [ wg(x) Qg,(dx) =0.

501t JX

Démonstration. Soit 6y € ©. Etablissons le premier résultat : soit 0 € K et {6,, n € N} une suite d’éléments
de K convergeant vers 0. Nous allons vérifier les conditions du théoreme de convergence dominée. On pose,
pour tout x € X, @(x) := supgycx |¢(0,x)| (rappelons que toute fonction continue sur un ensemble compact
atteint son maximum sur ce compact). Par I’hypothese (i), pour tout x € X nous avons

lim §(6,,x) = 9(6,)

D’autre part, pour tout n € N, [¢(6,,x)| < @(x) et [ @(x) Qg,(dx) < oo par I'hypothése (ii). Le théoreme
de convergence dominée montre que Wg, (6,) — Wy, (0).

Prouvons le second résultat, 1a encore par application du théoréme de convergence dominée. Toute
fonction continue sur un compact est uniformément continue ; nous avons donc, pour tout x € X,

lim =0.
5—0t K <x>

D’autre part, nous avons, pour tout 6 > 0, wg(x) <2¢@(x). Pour tout suite {J,, n € N} telle que lim,—. 8, =
0, le théoreme de convergence dominée montre que

lim [ ws, (x)Qg,(dx) =0.

n—oo

Théoreme I1-2.8. Considérons une suite de d’expériences statistiques produit
(X", 2" {Ppo=Pg", 0 €®CK})

oit K est un ensemble compact de RY. Soit ¢ : K x X — R, (8,x) — ¢(8,x) une fonction. Supposons que
(i) pour tout x € X, la fonction 6 — ¢(0,x) est continue sur K.
(ii) pour tout Oy € K, [supgcx [¢(6,x)|Pg,(dx) < co.

Posons pour tout 0,60 € ® C K etn > 1,

1 n
Wa(6) := -~ Z‘P(e,Xi) et We,(0) :=Eg,[¢(6,X1)] .
Alors, pour tout 8y € K et € > 0,

lim PP, g, <sup [W,.(0) — We,(0)| > 8) =0.
n—ree 0ekK
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Démonstration. Soient € > 0 et 6y € K. Le lemme [[I-2.7| montre que
3550, tel que / W (x) P, (dx) < £,

ol wg(x) est défini en ([I-2.5). L’ensemble K étant compact, on peut extraire du recouvrement | Jgcx B(6,0)
un sous-recouvrement fini : il existe m € N et {8()}7  tels que K C Uj~; B(8"),8). Notons que, pour
tout 8,0 € O tels que || — ¥| < J, nous avons

Wey (6) Wy (9)] < [ 16(8,3) ~ 9(9.,9)[Pay (1) < [ wi(x)Q, ().

ce qui implique
sup |We, (0) —We, (0)| < €. (I1-2.6)
{0,9€K:[|6—0 <8}

Nous écrivons
sup [W,(0) —Wq,(0)| = max sup  [W,(0) —We,(0)] .
0K ée{lv'”:m}9€3<6(0’5)

Soit £ € {1,---,m}. Pour tout 8 € B(8(,§), nous avons
[W(8) — Wy (0)] < [Wa(6) = Wa(61)) + Wiy (0“)) — W, (61))] + (W, (61)) — We, (6)]

ce qui implique

sup  [Wi(6) = We,(6) < sup  {|Wa(6) —Wa(6)]}
0cB(6Y),9) 0eB(00),5)

+ Wi (09) —We, (0N +  sup [ Wey (89)) — Wa, (6)] .
0cB(6(0.5)

L’inégalité montre que uniformément en ¢,

sup |W90(9<6))_W90(9)| <e.

0cB(01),5)
De plus
1 n
sup {IWa(0)-Wu(0@)I} < Y sup [9(8,X) —9(8",X)]
0B (6().8) "iz16eB(000),5)
1 u Pnﬂ 7pr0b
< Yows(x) T [l Pay () <.

i=1
Enfin,la loi des grands nombres implique

~ . P, g, —prob
0y _ )y ™%
max [W,(01) ~We,(0¢) "=, -

On applique maintenant ces résultats généraux pour établir la consistance des M-estimateurs dans le cas ou
® est compact.

Théoreme II-2.9 (Consistance d’un M-estimateur (cas compact)). Considérons une suite de d’expé-

riences statistiques produit
(X”,%", {]P’,,’g = IF’?”, 0 c ®})

ot O est un ensemble compact de R?. Supposons que
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(i) Pour tout x € X, la fonction 6 — m(0,x) est continue.
(ii) Pour tout 6y € G,

/Sup Im(6,x)|Pg, (dx) < oo
60O

(iii) Pour tout 6 # 6y € ©, Mg, (0) < Mg,(60) o1t Mg,(0) := [m(6,x)Pgq, (dx).

Supposons de plus qu’il existe une suite de variables aléatoires positives {p,, n € N} et une suite de
variables aléatoires {6,,n € N} C O telles que pour tout 6y € ®

lgn Py, (Pn =€) =0, pourtoute >0 I1-2.7)
liminfP,, g, (Myy(6,) > M, (60) —pn) =1, (I1-2.8)
n—roo

ou

Alors { Bp,n € N} est une suite consistante d’estimateurs.

Démonstration. Nous appliquons le théoreéme [[1-2.2] 2 M, (8) = n~' Y7, m(6,X;). Nous allons vérifier
H[II-2.1] Sous les conditions [(D]et[(iD] le théoreme [[I-2.8] montre que, pour tout 6 € O,

]Pn,eo —prob
sup [M,(6) —Mg,(6)] — 0,
0€®
et donc que H|II-2.1H(i)| est vérifiée. Le lemme |IlI-2.7montre que la fonction 6 — Mg (0) est continue. Le
lemme [[I-2.3| montre que H[[I-2.1 est vérifiée. O

L’hypotheése de compacité est souvent contraignante. Il est dans certains cas possible de relacher cette
hypothese en utilisant le résultat suivant :

Théoreme II-2.10 (Consistance d’un M-estimateur (cas non-compact)). Considérons une suite de
d’expériences statistiques produit

(X",%”,{Pme —P", 0 ¢ Rd}>

(i) Pour tout 6y € RY, la fonction 6 — m(8,x) est continue.
(ii) Pour tout compact K C RY et pour tout 6y € R,

/sup |m(6,x)|Pg, (dx) < eo.
6ek

(iii) Pour tout 6 # 6y € RY,
M@O(O) <M90(90) .

(iv) Pour tout 6y € R, il existe a > 0 tel que

/ sup |m(6,x)| Pg, (dx) < oo

[6][=>a

(v) Pour tout 6y € O et tout x € X
lim sup m(60,x) = —co.
b= l0>b
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Supposons de plus qu’il existe une suite de variables aléatoires positives {p,, n € N} et une suite de
variables aléatoires {6,,n € N} C O telles que

lgn P, (on > €) =0, pourtoute>0 (I1-2.9)

n—yoo

liminfP, o) (M, (6,) > M, (60) —pn) =1, (11-2.10)
n—oo

ou
Alors {6,,n € N} est une suite consistante d’estimateurs.

Démonstration. Notons que, pour tout b > a, nous avons

0< sup m(6,x)— sup m(0,x) .
lo]>a lel>»

Sous|(v)] le théoreme de convergence monotone montre que

b= 6]|>b

lim { sup m(B,x)}IP’go (dx) = —oo.
X

Soient 8y € R? et b tel que

/{ sup m(&x)}[?’go(dx) < Mg, (60) - -2.11)

16>k
Remarquons que, par construction b > ||6y||. La loi forte des grands nombres montre que
n

1
sup M, (0) —M,(6o) < — Z sup m(6,X;) —m(6o,X;)
l6]>b i) 6)>b

]Pn_gofprob
0 / sup m(6,x) b P, (dx) — Mg, (60) <0,

l6]>b
et donc

lim P, g, | sup M;,(0) —M,(680) +pn >0 | =0.
e lel>&

On pose K := B(0,b). Par construction, I’ensemble K est compact. On a

{én ¢K} C {Mn(én) SMn(GO) *pn}u{én gKaMn(én) ZMn(QO) *pn}
C {Mn(én) < My(60) — pu} U{ sup My(6) = M,(60) — P} -

6]=6
Donc
limsupP, ¢,(6, ZK)=0.
n—y
Nous concluons en appliquant le théoreme a I'estimateur 6,1 K- U

Exemple I1-2.11. Soit F une fonction de répartition vérifiant [ |x|F(dx) < oo, F(x) =1 — F(—x) pour tout x € R et
F(n) > 1/2 pour tout 1 > 0. Pour 8 € ® =R etx € X, notons

FQ(X):F(X_9)7
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et notons par Qg la loi sur (R, Z(R)) de fonction de répartition Fy. Soit une suite d’expériences statistiques produits
(R", B(R"),{P, 0 :=Q5", 6 €O}) .

Nous considérons le M-estimateur associé a la fonction m(6,x) = —|x— 6/, i.e., pour tout 8, 6) € ©,
1 n
My(0) =~ Y X~ 6] et My (6) =~ [ lx—1F ().
i=1 ~

Notons que, pour tout x € R, 8 — m(8,x) est continue et donc la condition théoréme [[I-2.10H(1)| est satisfaite. Nous
avons d’autre part |m(6,x)| <|0|+ |x| et, pour tout 6y € R et tout sous-ensemble compact K C R,

/ {;lelg|m(9,x)|}F90 (dx) < 2diam(K) +/|x|F(dx) < oo,

ce qui établit la condition théoréme |[1-2.10 Pour touta >0etx € Xona

m(a,x) < sup m(0,x) <0
[16]1=a

et donc

sup m(6,x)
16112

Comme, pour tout 8y € R, [ |m(a,x)|Fg,(dx) < oo, la condition théoreme |[I-2.10| est satisfaite. Comme |0] — |x| <
|6 — x|, nous avons —|0 — x| < |x| —|6| ce qui implique

< |m(a,x)|.

sup m(0,x) < |x|—b.
lel<b

Par conséquent, pour tout x € R, limj_, SUp|g||<p m(0,x) = —oo et la condition théoreme |[II-2.10) est satisfaite.
Considérons maintenant H[II-2.19 Ici, pour tout 8, 6) € O,

M, (8) = f/|x76|F9(dx) - f/|x+(9076)\F(dx)
= [ 80— 0+ bk~ (B0~ B) ) F(a)

Un calcul élémentaire montre que, pour tout 6,60y € R,

oo o0 |6—6|
[ v 0 —60)|+ k= (0 a0 }(d) = [ JlP@@o+2 [ (10— 60l —x)F(d).

Comme, pour tout 1 > 0, F (1) >0, fo!(n —x)F(dx) > 0, on a donc, pour tout 6 # 6y, Mg, (0) < Mg, (60). &

I1-2.2 Normalité asymptotique des Z- et M-estimateurs

Nous précisons les résultats de la section précédente, en cherchant une vitesse de convergence ¢, — oo
de sorte que I’erreur normalisée
0,(6,—0)

converge en loi vers une loi limite non-dégénérée. Nous donnons des hypotheses suffisantes sur les fonc-
tions Y — pour les Z-estimateurs — et m — pour les M-estimateurs — de sorte qu’on ait une convergence en
loi vers une gaussienne avec la normalisation @, = /n. A Uinverse de la section précédente, nous partons
d’un résultat sur les Z-estimateurs pour en déduire un résultat sur les M-estimateurs.

I1-2.2.1 Cas des Z-estimateurs

Nous démontrons les résultats dans le cas ® C R pour simplifier (de sorte que d = 1 et y = y. Etant
données, d’une part une fonction ¥ : ® x R — R définissant un Z-estimateur, et d’autre part un modele
statistique, on considere le jeu d’hypotheses suivant :
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H [I-2.12 (Hypothése pour la normalité asymptotique des Z-estimateurs : cas scalaire). Pour tout point 6y dans 1’in-
térieur @° de O,

(i) il existe un voisinage ¥ (6p) tel que pour tout x € X, la fonction 6 — y/(6,x) est continfiment différentiable sur
¥ (6p). Posons

y(0,x) = %(G,x) .

(i1) Tl existe une fonction mesurable g, telle que, pour tout x € X,

sup |y(6,x)] <g(x), et Eg [g(X)] < oo

967/(90)
De plus, [ (80, x)Pg,(dx) # 0.
(iii) Ona
[ 600Pa @) <+, [ y(o0x)Po(dx) =0. o

Remarque I1-2.13. Le jeu d’hypotheses [II-2.12] est local : comme le suggere H [I[I-2.12}(1)l on doit pouvoir contrdler
le comportement de la fonction y(6,x) dans un voisinage de 6y, pour tout 8y € @°. Ceci exclut les paramétres de la

frontiere de ® dans le cas ou ® n’est pas un ouvert. &

Remarque 11-2.14. La condition[[T-2.T2}{(D]est vérifiée dans de nombreux exemples, mais n’est pas vérifiée par exemple
si y(0,x) = signe(x — 6). La normalité asymptotique de la médiane peut étre établie, mais en utilisant d’autres mé-

thodes (voir (IV-2.24)). &

Sous ce jeu d’hypotheses, on a le comportement asymptotique suivant pour les Z-estimateurs

Théoreme II-2.15 (Loi limite des Z-estimateurs : cas scalaire). Soit une suite d’expériences statistiques
produit
(X", 2" {P,:=P5" € OCR}) .

Supposons H|II-2.12| Soit {én,n € N} une suite d’estimateurs consistante telle que, pour tout 6y € @°,

a2 (|w,(8)] 0. (11-2.12)

Pour tout 6y € O°, nous avons
V(6 — 60) 22 N (0, (60))
ou pour tout 0 € ©,
Eo[y2(0,X)] _ [y?(6,0)Pp(d)
(Bolwo.x)])"  (/W(E-0Po(@)”

vy(0) =

Démonstration. Soit 6y € ©°. Soit x € X un point tel que 6 — y(6,x) soit continliment dérivable sur
¥ (6p). Pour tout 7 tel que 6y +7 € ¥ (6y), nous avons

y(6g+1,x) = y(60,x)+ ¥ (00,x)t +r(t,x)t (1-2.13)

1
r(t,x) := /0 {y (6 +wt,x) — yr(6p,x) tdw . (1-2.14)

Pour § > 0, définissons
Rs(x) = sup |r(t,)

|r|<d
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Nous avons Rg(x) < 2g(x) et limg_gRgs(x) = 0. Le théoreme de convergence dominée implique que

lims_,o [ Rs(x)Pg,(dx) = 0. En utilisant (II-2.13)), nous avons, Pg,-presque stirement
1 n
(60 +1) = = ) y(60, ) +t/li/(60,x)]P’90(dx)+tRn(t) : (I1-2.15)

i=1

ol nous avons posé R, (1) = RY +RY (t) avec
n

R . % y {u/(eo,xi) - / lj/(Go,x)IP’gO(dx)}

i=1

R (1) == %ir(t,Xi) .

Sous H (1] 1a loi faible des grands nombres (Théoréme [[V-5.18) montre que

P, . —prob
RN T (11-2.16)

Pour toute suite {J,, n € N} telle que lim,,_. 6, = 0, nous avons
2 I
sup R 0] <~ ) Ry, (X0) ):En [R5, (X1)] = Egy[Rs, (X1)] =0 0.
(<8, i=1
Par I'inégalité de Markov (lemme [IV-1.T)), nous avons donc

ngo —prob
—

sup [RP (1)) (I1-2.17)

[¢]<6n

Posons A, = 6, — 6. Par hypothese, A, = op(1), donc il existe une suite {5,, n € N} telle que lim,, 0. P, g, (|An| >
5,) = 0. Comme, pour tout € > 0,

P, 6, (IR (80)] > €) < Pyg,(sup [RY (1)) > €) + Py (1Au] > ) ,

<8,
@) IP’,,.gO—prob . .
onaR,’(A,) = 0.Encombinant ce résultat avec (II-2.17), nous obtenons
P,.g, —prob
Ru(Ay) "0, (11-2.18)
et donc, en utilisant m),
VW, (6,) = \f Z ¥(60,X;) + /(6 — 60) {Eg [¥(60,X1)] + Ru(An) } - (I1-2.19)

Le T.L.C. (Théoréme [[V-5.39) montre que, sous H [II-2.12H(111)}
1 1 IF’71,00 2
—= Y w(60,X;) = N(0,Eq, [y (60,X)]) -
=

On conclut en appliquant le lemme [[V-5.33] O

Remarque 11-2.16. Le théoreme montre que le “ bon” ordre de grandeur de I’erreur 6, — 0 estn~ 1/2 En effet, la
convergence vers une loi non-dégénérée'|avec la normalisation /7 implique que si I’on choisit une autre normalisation
o, — oo, alors 1’erreur normalisée

0:(6, — 6)
tend vers O en probabilité si o, /y/n — 0 et exploseﬂ” si 0, /\/n — oo &

1. C’est-a-dire une loi gaussienne de matrice de variance-covariance V (6) non singuliere.
2. Dans le sens suivant : pour tout M > 0, liminf, . P, o [\a,,(@,, —-0)|> M} > 0.
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La preuve précédente peut étre étendue sans difficulté au cas ou le parametre est vectoriel. Lorsque le
paramétre est d-dimensionnel, nous utilisons d équations d’estimation, ¥ est une fonction R x X — R,
Considérons les hypotheses suivantes.

H [1-2.17 (Hypothéses pour la normalité asymptotique des Z-estimateurs : cas vectoriel). Pour tout point 6y € ®°

(i) Pour tout x € X, la fonction 6 — y(0,x) est continiment différentiable sur un voisinage ¥'(6). Posons

d
Ty (8) = { / { » (Gg,x)} Pg, (dx)} (11-2.20)
J 98t 1<r<d,1<s<d
(i) Il existe une fonction mesurable g telle que, pour tout x € X,
d aw .
sup Y || S (0.0)] <g() et [ g(0)Pa,(ar) <.
oc7 (6)i=11190

De plus, la matrice Jy, (6p) est inversible.
(iii)) Ona
[ 1w, 0P Pa @) <o, [ w(60,0Pg,(d0) =0 o

Théoreme II-2.18 (Loi limite des Z-estimateurs : cas vectoriel). Soit une suite d’expériences statis-
tiques produit

(%", 27 {Po:=P5", 06 cOCR}) .
Supposons H Soit {émn € N} une suite d’estimateurs consistante telle que, pour tout 6y € ©

~ Pnﬂo —prob

Vn¥,(6,) — 0. (I1-2.21)
Alors, pour tout 6y € ©°, nous avons
A Py —1 -T
V(0 — 06) =2 N (0, 1 (80)] ™" Guy(80) Dy (8] T) , (112.22)
ot Jy(6p) est définie en (I1-2.20) et
Gy (60) = / w(60,x) (W(60,x))" Pg, (dx) . (11-2.23)
Démonstration. La preuve est similaire au cas scalaire, et est omise. O

11-2.2.2 Cas des M-estimateurs

L’adaptation au cas des M-estimateurs est élémentaire (du moins, sous les hypotheéses tres restrictives
que nous utilisons). Rappelons que, si la la fonction 6 — m(6,x) est différentiable sur @ pour tout x € X et
si la fonction 0 +— M, (0) =n"'Y" , m(6,X;) atteint son maximum en un point 6, € @, alors le gradient de

la fonction 6 — M, (0) s’annule en ce point, VM, (6,) = 0, . Par conséquent, 6, est aussi un Z-estimateur,
solution (approchée) des équations d’estimation

n
VM, (8)=n""Y Vm(0,X;) =0,
i=1
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oll nous avons posé

dm om T
Vm(e,x) = m(@,x),...,m(e,x) ERd. (11-224)

Par conséquent, en posant y(0,x) := Vm(6,x), nous pouvons déduire la loi limite des M-estimateurs de la
loi limite des Z-estimateurs.

H II-2.19 (Hypothése pour la normalité asymptotique des M-estimateurs). Pour tout 6y € @,

(i) Pour tout x € X, la fonction 6 — m(6,x) est deux fois continfiment différentiable sur un voisinage ¥'(6p).

Posons
%m

Hy(6,x) == {m

(0.9

1<i<d,1<j<d

(ii) Il existe une fonction mesurable g telle que, pour tout x € X,

sup (6,9 <) et [ g(x)Pa,(dx) <o
96“//(9())

De plus, la matrice [ H,,(6p,x)Pg,(dx) est inversible.
(i) Ona
[ 1980, Pa, (@) <e=, [ Vm(60,1)Pg,(d) 0. o

Théoreme II-2.20 (Loi limite des M-estimateurs : cas vectoriel). Soit une suite d’expériences statis-
tiques produit

(%", 27 {Po:=P5", 0 cOCR}) .
Supposons H Soit {émn € N} une suite consistante d’estimateurs telle que, pour tout 6y € @°,

]ng —prob
250

Vn VM, (6,) (I1-2.25)
Alors, pour tout 8y € ®°, nous avons
(B, — 6) 2% N (O,Um(eo) Go(60) U (eo)) (11-2.26)
o
G(60) := / [Vim(80,2) (Vi (80, )| Pay () (11-2.27)
Un(6) = ( / Hm(Go,x)IPgo(dx)> o (11-2.28)

Démonstration. Comme indiqué plus haut, on applique le théoréme [[I-2.18|a w(0,x) := Vm(0,x). O
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Chapitre II-3

Maximum de vraisemblance,
information statistique et optimalité

Ce dernier chapitre est essentiellement consacré a 1’étude des propriétés asympto-
tiques de I’estimateur du Maximum de Vraisemblance (MV). On introduit aussi [’ef-
ficacité asymptotique, méthode de comparaison d’estimateurs asymptotiquement nor-
maux et basée sur la comparaison de leur variance asymptotique. Un résultat fonda-
mental est que I’estimateur MV est optimal parmi la classes des Z-estimateurs ré-
guliers. Nous terminons ce chapitre en montrant qu’il est possible de modifier un
estimateur asymptotiquement normal pour qu’il atteigne la méme optimalité que 1’es-
timateur MV.

Les résultats importants sont la consistance de 1’estimateur du Maximum de Vrai-
semblance (MV), sa normalité asymptotique ainsi que I’expression de sa matrice de
variance-covariance asymptotique, et son efficacité asymptotique dans la classe des
Z-estimateurs pour des modeles statistiques réguliers.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposerons disposer d’une suite d’expériences statistiques
produit

(x. 27 {Pro =P§" 0 €@ CRI})

Nous noterons X;,i > 1, les observations canoniques.

I1-3.1 Consistance de ’estimateur du Maximum de Vraisemblance

La méthode d’estimation au sens du Maximum de Vraisemblance (MV) est un cas particulier de M-
estimation (Equation (I-2.20)). Soit u € M| (X) une mesure o-finie sur I’espace mesurable (X, .2Z").
Considérons disposer d’une suite d’expériences statistiques produit

(x, 2" {Prg:=P5", 0€OCR}) | Pypi=po-du.

L estimateur du maximum de vraisemblance §MV

associé a la fonction

, §’il existe, peut s’interpréter comme le M-estimateur

£(0,x) :=logpg(x) .

Le théoreme [[-2.23| montre que, pour tout 6) € ©, la valeur 6 = 6, maximise la fonction

6 Mg, (6) := / log po (x)Pg, (dx) = — KL (P, Pe) + / log p(60,x)Pg, (dx) . (11-3.1)

131
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Si, pour p-presque tout x € X, la fonction 6 — log pg(x) est différentiable, alors le maximum de vraisem-
blance peut €tre aussi vu comme un Z-estimateur associé a la fonction

al
ﬁ(eax)

y(0,x) = Vlogpg(x) = 0@, xeR.

a1
St (0:%)

Par suite, nous pouvons appliquer les résultats du chapitre [[I-2] et en déduire une étude asymptotique
de I’estimateur MV. Le théoreme [I[I-2.9| permet de donner des conditions sous lesquelles 1’estimateur du
maximum de vraisemblance est consistant.

Théoreme II-3.1 (Consistance de I’estimateur du M.V. (cas compact)). Soit une suite d’expériences

statistiques produit
(X”,,%",{]P’mg = P?n7 (?] E@}) 5 ]P’n’g 1:p9-d[,L 5

Supposons que © est un compact de R et que,
(i) pour tout x € X, la fonction 0 — log pg(x) est continue.
(ii) pour tout 6y € O,

[ sup llog po ()] Pay () < ==.
0cO

(iii) pour tout 6 # 6y € ©, Py # Py,.
Alors, pour tout 6y € O, la fonction
6 [ logpo(x)Pa, ()

a un maximum unique au point 0 = 6y. De plus, si pour tout 0y € ®, [’estimateur {énMV,n € N} vérifie
n
lim Py, g, (a(OY) > £a(60)) =1, oit  £,(0):=n""Y logpe(X:),
i=1

alors {6MV n € N} est consistant.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme [[I-2.9]avec

m(0,x) :=logpe(x) .

11 faut donc vérifier les conditions théoréme découlent des conditions [()] et [(iD)} Par le Théo-
reme [[-2.23]et (II=-3:1), sous la condition (i)} Mg, (60) > Mg, (6). O

On peut étendre la consistance de I’estimateur du maximum de vraisemblance au cas non compact en
utilisant le théoreme [[[-2.10)

Théoreme II-3.2 (Consistance de I’estimateur du M.V. (cas non compact)). Soit une suite d’expé-
riences statistiques produit

(x",%ﬂ{ng = Pg", ee®ng}) . Puoi=pe-du.

Supposons que

(i) pour u-presque tout x, la fonction 8 s log pg (x) est continue sur R?.
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(ii) pour tout 6y € R? et tout compact K de R,
[ supllog po ()] Pay (@) < .
6cK

(iii) pour tout 6 # 6y € R4, Py # Pg,.
(iv) pour tout 6y € RY, il existe a > 0 tel que

/

sup logpe(x)
l6]|>a

]P)go (dx) < oo,

(v) Pour u-presque tout Xx,

lim sup logpg(x) = —oco.
il [

Si pour tout 8y € RY, Uestimateur {OMV ,n € N} vérifie

n—yeo

im P, g, (6a(8Y) > £,(60)) =1, ot £,(8):=n""Y logpe(Xi),
i=1

alors {MV .n € N} est consistante.

Démonstration. C’est une application immédiate du théoreme [[I-2.10} O

I1-3.2 Loi limite de I’estimateur du Maximum de Vraisemblance

aux modeles (X, 2",{go -1, 08 € ®}) réguliers, au sens de la définition [[-4.16

Rappelons que, pour un modele régulier (X, 2",{gq - i, 0 € ®}), le gradient de la log-vraisemblance,
V£(0,x) est bien défini. Il est appelé fonction score ou simplement score de Fisher

Définition II-3.3 (Fonction score (ou score de Fisher)). Pour tout 6 € ® et x € X, on pose

£(6,x) i=log po )
Le gradient de la fonction 0 — £(0,x), lorsqu’il existe,

dlogp
26(1)
veo,x):=| - |,
dlogp
26l

s appelle fonction score ou simplement score de Fisher.

Le résultat fondamental de cette section est que pour des modeles réguliers, I’estimateur MV est asymp-
totiquement normal et sa matrice de variance-covariance asymptotique est I’information de Fisher 1(0)

(définition [[-4.T8).



134 CHAPITRE II-3. M.V.,INFORMATION STATISTIQUE ET OPTIMALITE

Théoreme II-3.4 (Normalité asymptotique de ’estimateur du M.V.). Soit une suite d’expériences sta-
tistiques produit, du modele (X, Z, { pPo-U,0,0c0C Rd}) supposé régulier (voir définition .
Soit {6MV . n € N} un estimateur consistant vérifiant, pour tout 6y € ©,
IP’,L’@O —prob n

VaVELOMY) 20, o £,(0):=n""Y £(6,X;).

Alors, pour tout 6y € GO,
A Py,
Va(OMY — 8y) = N(0,17'(6)) -

Démonstration. 11 s’agit d’une application directe du théoréme[[I-2.20] en notant que, par la Proposition |l
4.191:
1(6) = [ V(6(6.%)) (VE(0.x))" Fo(d) =~ [ Hi(6,1)P(), (113.2)

cette matrice d X d étant en outre inversible. O
Exemple II-3.5. Considérons le cas ou

(61 +6,) e ™0 x>0
po(x) =

(61 +6,)7 e/ x<0,

ol @ = (0;,6,) € ®:=R% xR*.Onnote

n n
Tini=n""Y Xilyg (X)) et Topi=—n"'Y XLy (%)
i=i i=1

La log-vraisemblance normalisée des observations est donnée par

T T
0 £,(0) := —log(0) + 6,) — =2 — 21
6, 0,
Le gradient de la log-vraisemblance et sa Hessienne sont données par
S N Tin 1 _ 27"# 1 .
6i+6, T o7 6+6,)> 6 61+6,
Vgn(e) = _ ! 1 + TLI,, H["(O) = ( : >1 ! 1( : _>2T2_n
0,+6, 922 (91+92)2 (9]+62)2 9;

Nous vérifions aisément que les équations de vraisemblance admettent une unique solution, qui correspond a 1’estima-
teur du maximum de vraisemblance, donné par

oMY _ |:\/Tl‘nT2,n+Tl,n:| _
" vV Tl,nT2,n +T2,n

On vérifie ici directement que I’estimateur du maximum de vraisemblance est consistant : en effet, par application de
la loi faible des grands nombres, pour tout 6 € O,
P, ¢ —prob 912 P,.¢—prob 922

T T
Ln 0, + 6, 2 6, + 6,

P, —prob
V n

et donc @nM (61,62). Une application directe du théoréme |[I-3.4| montre que

V(B — 6) =L N(0,17(6))

ou la matrice d’information de Fisher est donnée par

26,
vor [(1+E -1
(8):= -1 1—0—29ﬁ ' o
2
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I1-3.2.1 Trois pivots asymptotiques

Supposons que les hypotheses du théoremel|ll-3.4|soient satisfaites. Pour tout 8 € ®?, nous avons donc,
en appliquant le théoreme |[1-3.4]

Va(OMY — 0) 24 N(0,171(8)),

ol énMV est ’estimateur du maximum de vraisemblance de 0 basé sur les n observations Xi,...,X,. Par
conséquent, nous avons
N P,
Val'2(0)(6MY — 0) =2 N(0, 1), (11-3.3)

ot I'/2(9) est une racine carrée de la matrice I(6) (c’est a dire une matrice vérifiant I'/2(0)1'/2(9)7 =
1(6)). Par conséquent, la fonction

Gn(Xla' .. 7Xn76) = ﬁﬂ71/2<9)(énMV - 6) :

est un pivot asymptotique (voir la définition [lI-1.14). Nous avons aussi, pour tout 6 € O,

n(OMY — 0)T1(0)(OMY — 0) =2 12(d) (I1-3.4)

ol x*(d) estla loi du x2 centré a d degrés de liberté. Si x7 ,(d) est le quantile d’ordre 1 — & de la loi
xz(d), alors pour tout 6 € ©,
lim P, o(n(6MY — 0)"1(8) (M —0) < xf_o(d) =1—«.

n—oo

Considérons 1’ensemble (aléatoire)
Sna:={0€0: (O —0)"1(0)(OM —0) < x{_,(d)} . (I1-3.5)

Nous avons, pour tout 8 € O,
li_r)n P,o(0 €Spa)=1—0.
Prareed

La suite d’ensembles aléatoires {S, o,n € N} définit une suite de régions de confiance de 6 de niveau de
couverture asymptotique 1 — . Bien qu’elle soit parfaitement légitime, cette facon de construire des ré-
gions (asymptotiques) de confiance n’est pas tres fréquemment utilisée. L’ information de Fisher est souvent
difficile a calculer de fagon analytique et, quand I’information de Fisher a une expression explicite, celle-ci
est le plus souvent une fonction compliquée du parametre rendant la détermination de S, o délicate.
Comme nous allons le voir ci-dessous, on peut simplifier considérablement la détermination des ré-
gions de confiance en remplagant 1’information de Fisher au point 6 par une approximation. Nous allons
considérer deux types d’approximations. Supposons tout d’abord que nous disposions d’une expression
explicite de la matrice d’information de Fisher et que la fonction 6 +— I(0) est continue. Comme la suite

AM . AM ]Pnﬁo —prob .
{6MV n € N} est consistante, alors I(§MY) "=—  1(0). Par conséquent, en appliquant le théoreme [I1
3.4]et le lemme|[IV-5.33] nous obtenons, pour tout 6 € O,

A A Pn
\/ﬁﬂl/z(enMV)(enMv - 6) :9> N(Oald) )

ce qui implique lim, P, 6(0 € Sy ) = 1 — & ot S est I'ellipsoide
Sna=1{0€0: n(6M —0)"1(M)(OMY —0) < x7_o(d)} . (I1-3.6)

Le calcul des régions de confiance et requiert le calcul de la matrice d’information de
Fisher. Nous ne disposons pas toujours d’expressions explicites pour cette quantité, mais la proposition
suivante montre que 1’on peut en calculer une approximation. Pour tout 8 € ®? posons

L,(0):=—n"" ng(G,Xi) : (11-3.7)
i=1
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Proposition I1-3.6. Supposons définition
(i) Pour toute suite {5,, n € N} positive telle que lim,_,.. 6, = 0 et tout 6y € @°,

lim Eq, | sup [|I,(60+1)—1,(6)|| =0. (1-3.8)

e llell <8

(ii) Si {én,n € N} est une suite consistante d’estimateurs, alors, pour tout 6y € @°,

P,,.g, —Prob
-

L.(6,) I(6p) .

Démonstration. (i) Pour tout 0 > 0 tel que B(6p,8) C ¥ (6p),

sup |[Hy (60 +1,x) —Hy(60,x)| < 2g(x) .
t€B(6p,0)

D’autre part, comme 0 — £(6,x) est deux fois continiment différentiable au point 6y pour -presque tout
x € X, nous avons limg_,g Rg(x) = 0 ol

Rs(x) := ‘S‘UPS”HZ(GO +1,x) —Hy(60,x)]| .
E

Le théoréme de convergence dominée montre que lims_, o Eq, [Rs(X)] = 0. Par conséquent, pour toute suite

{6y, n € N} telle que lim, ;. 5, =0, 0on a

Ee, | sup [[L(60+1) —L(60) |
el <8,

= EQO [Rgn (X])] — e 0.

n
< Eg, [’11 Y Rs, (X))
i=1

(i1) On écrit H,,(é,,) =1(6o) +1,(6p) —1(6p) + ]In(én) —T,,(6p). La loi des grands nombres montre que

P, g, —prob
I,(60) —1(6p) "~

Comme {én ,n € N} est consistante, il existe une suite {J,, n € N} telle que lim,, 0. 6, = 0 et lim,, . I, g, ( ‘ ] 6, — GOH >
0,) = 0. Par conséquent, nous avons pour tout € > 0, en utilisant (i),

Pye, (|[Tn(8n) —Li(60)|| > )

< Pn,ﬂo (Hé” — 90” > 5n) JrIP’mgO ( sup ||]In(60+t) 7]1,!(90)“ > 8> — o0 0.

lI£ll<6n
. A ]Pn,BO —prob
On en déduit que 1,,(6,) —1(6)) — O
On appelle Information de Fisher observée la quantité
A 1 & ~
L(6MY) := —= Y H, (MY X)) . (I1-3.9)
iz
En combinant ([I-3.3)) et la proposition [II-3.6} nous obtenons donc que, pour tout 8y € ©°,
]/2 AMV AMV ]P)ILGO
VL7 (6,"V)(6,"" —6p) = N(0,1,) . (I1-3.10)

v

En raisonnant comme précédemment, nous avons donc pour tout 6 € O, lim, ]P’n,g(e €S0)=1—a,
ol gn,a est I’ellipsoide défini par

Spa={0€0: n(OM —0)"L,(OM)(OM - 0) < 21 o(d)} . (I1-3.11)
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La suite {S‘,,?a,n € N} définit une suite de régions de confiance de couverture asymptotique 1 — o. Cette
région de confiance dépend uniquement de la log-vraisemblance et de sa Hessienne au point énMV. On
peut construire des intervalles de confiance qui dépendent de fagon plus subtile du comportement de la
log-vraisemblance en son maximum. En développant la log-vraisemblance en son maximum énMV, nous
obtenons

0,(0) = L (OMY) — (B —0)7L,(67) (Y — ) W13.12)

ol 6 est un élément du segment [, §MV] (a condition que V£, MY = 0 ce qui est vérifié si GMV est le

maximum de 8 — £,(0) et BMY € @°). La relation ([I-3.10) implique que, pour tout 6y € @,

IED714,00

n(6," — 60)L,(6;") (6, — 60) =2 x*(d) ,

N P, g, —prob
ce qui implique, en utilisant que I,,(8;) —TI,(§MY) o 04,

Pn,eo

2n6,(OMV) —2n4,(60) = x*(d) .
Par conséquent, nous avons, pour tout 6y € @,
Tim Py g, (211 £ (6,"") = 2.0 (80) < 47 (d)) =1 - cx.
Si nous définissons la région

Sna={0€0: 2nl,(OM) —2n0,(0) < xi_o(d)} (I1-3.13)

alors, pour tout 6 € ©, nous avons lim, . P, (6 €S, 4) =1— 0.

Si g est une fonction de RY — R, on peut aussi étre amené i construire des intervalles de confiance pour
g(0). Soit 6y € ©°. Si g est différentiable au point 6y, alors implique, en utilisant la méthode-0

(théoreme [[V-5.47), que

n,6p

Vo, (") {g(eo)—g(énMV)}LN(OJ) ol 0,(6)*:=[Vg(6)]"T"'(6)Vg() .
Par conséquent,

[g(énMV) =17 22120 (OMY), O 41122y g p 0, (BMY) (II-3.14)
est un intervalle de confiance de niveau de couverture asymptotique 1 — & pour g(6p). Lorsque I’informa-
tion de Fisher n’est pas calculable, nous remplacons cette quantité par 1’information de Fisher observée.

En utilisant ([I-3.10), nous avons

n_ N A ]P)n.B N ~ _
V6,4 (6,") {(60) —g(6;")} =P N(0,1) o 6&;,(6):=[Vg(6)]"L,"(6)Vs(6).
ce qui conduit a un intervalle de confiance asymptotique
[g(énMV) —n 2210 26ug(OM),0MY +n7 12, /zeyn_’g(énMV)} (I1-3.15)

I1-3.3 Efficacité asymptotique

Nous avons étudié au chapitre précédent la construction d’estimateurs basés sur la maximisation d’un
critére ,

n
6, € ! 0.X;), m:®@xX—-R
argmax n ;m( ), m
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ou sur la résolution d’un systeme d’équations

n
n'Y w(6.X)=0, y:0xX—R!.
i=1

Nous avons montré que, sous des hypotheses de régularité, la suite d’estimateurs {é,,,n € N} était
consistante et asymptotiquement normale

A

(6, 8) 24N (0,v(8)) (11-3.16)

avec V(0) une matrice symétrique. Par exemple, sous des hypotheses de régularité sur le modele statistique,
I’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement normal de variance I’inverse de I’infor-
mation de Fisher. Nous allons montrer que cette variance est minimale parmi la classe des Z-estimateurs
(ou M-estimateurs réguliers) et ce résultat nous fournira une notion d’optimalité associée aux modeles
réguliers.

Dans cette section

— nous nous plagons dans le cas de la dimension 1, avec ® C R pour simplifier. Les extensions au cas
multidimensionnel se font de la méme maniere que pour la section [lI-3.

— nous nous restreignons a la classe des estimateurs asymptotiquement normaux, c’est-a-dire les esti-
mateurs 6, pour lesquels, pour tout 8 € 0, il existe une variance asymptotique v(6) > 0 telle que

A

(6, —8) ZL N (0,1(6)) .

On suppose de plus :

H II-3.7. Lapplication 6 — v(6) est continue sur ©. &

Sous des hypotheses de régularité, on a vu que les M-estimateurs sont asymptotiquement normaux et véri-
fient H|II-3.7] En particulier, pour I’estimateur du maximum de vraisemblance,

v(8) = Wl)

On a la regle de comparaison suivante.

Définition I1-3.8. Si { 3,,71 ,n €N} et {/6\,,,2,11 € N} sont deux suites d’estimateurs asymptotiquement nor-

~

maux de variances asymptotiques respectives v1(0) et v»(0) et vérifiant H on dit que 6,1 est plus

efficace que 0, si pour tout 6 € ©,
vi(6) <v2(0)

et si de plus, il existe un point 6 €O rel que

v1(9) < VQ(Q).

Une suite d’estimateurs {é,,,n € N} est asymptotiquement efficace s’il n’existe pas d’autre estimateurs
(dans la classe considérée) plus efficace que 6.

Remarque II-3.9. L’hypothese de normalité asymptotique en tout point 8 € ® permet en particulier d’exclure les esti-
mateurs artificiels de 1a forme 6, = 6 pour un point 6y € ® arbitraire, qui sont catastrophiques pour le risque quadra-
tique en dehors d’un “petit ”’ voisinage de 6y mais qui ont un risque nul en 6. &
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I1-3.3.1 Efficacité asymptotique du maximum de vraisemblance

Dans cette section, on considere une expérience statistique réguliére (au sens de la Définition [[-4.16),
et on se restreint a la classe des Z-estimateurs, qui contient en particulier les M-estimateurs.

Théoreme II-3.10 (Efficacité asymptotique du M.V. dans la classe des Z-estimateurs). Soit une suite
d’expériences statistiques produit, du modele (X, 2 ,{pe -1, 0 € ® CR}) supposé régulier (voir défi-
H—Z.] 2

nition . Soit 6, un Z-estimateur associé & une fonction y vérifiant H
H

La variance asymptotique de 6,, donnée par le théoreme vérifie

fl[/z(e,x)Pe(dx) > 1
(S w'(0,x)Pq(dx))* ~ 1(6) -

vy(8) =

Corollaire II-3.11. Dans un modéle régulier, ’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptoti-
quement efficace parmi les Z-estimateurs réguliers.

Démonstration. Notons W'(8,x) la dérivée de 0 — y(0,x) ; et £(0,x) la dérivée de 8 — £(8,x).
Puisque Eg [y(0,X;)] = 0 pour tout 8 € O, la dérivée est nulle, ce qui donne

0= [ W00 polon(@) + [ w00 2 (a)

= [ WO pe(n(d+ [ y(8.x)i(0.1ps(x)u(dr),

c’est-a-dire
[ (. xPa(an) = - [ y(6.x){(6.0Pa(d)

En appliquant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

([v@rian) = ([wiorwae) (fuo.oreaan).

ce qui implique

I1-3.3.2 La conjecture de Fisher

En 1922, Fisher conjectura que, pour un modele régulier, dans un sens comparable avec celui donné a
la définition[[4.16]

(i) D’estimateur du maximum de vraisemblance converge et a pour variance asymptotique ﬁ.

5 A B, .
(ii) si, pour une suite d’estimateurs {6,,n € N}, on a \/n(6, — 8) =% N (0,1(8)), alors nécessairement

v(8) > 17

Le programme de Fisher aurait permis, parmi une classe d’estimateurs raisonnables, de clore le débat sur
I’optimalité asymptotique. On a vu que le point (i) de la conjecture de Fisher est vérifié. On a montré que
le point (ii) est vrai parmi la classe restreinte des Z-estimateurs réguliers.

Mais la conjecture de Fisher est fausse en général : pour tout estimateur asymptotiquement normal,
on peut construire un estimateur modifié plus efficace. Une construction classique, le contre-exemple de
Hodges-Lehmann montre que 1’on peut trouver un estimateur qui est asymptotiquement "meilleur”" que
I’estimateur du maximum de vraisemblance.
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6'”/
N
0+z/\/n+
1/nt/4 4
a/n'/* 1
z/vn ot
0+% n;/l/i B
< f t B> X
prsv S v B v
1 —a/nt/*
1 —1/nt/*
+0+z/\/n
v

FIGURE II-3.1 — Estimateur de Hodges-Lehmann

Soit une suite d’expériences statistiques produit, du modele gaussien
(R,B(R),{po-ALeb, 6 € ®:=R})

ol py est la densité d’une loi N(6,1).
Posons X, :=n~! Y | X;. Définissons I’estimateur &,

b A ARV
e ayn? |Yn‘ < 1/”1/47
ol a est une constante de |0, 1[.

e Pour tout 6 # 0, déterminons la distribution de /n(8, — 8) sous P, g. Supposons tout d’abord que
6 < 0. Fixons x et considérons

HDn,e(\/ﬁ(an - 9) < x) = Pn,@((sn <0 +x/\/;l) .
Comme 6 +x//n— 6 <0et —1/n'/* = 0, pour n suffisamment grand, 6 +x/+/n < —1/n'/*, et donc
lim Pn,@(\/ﬁ(én —0)<x)= h_I)n HJJn.B()?n <0 +x/\/ﬁ) =®(x),
2,

n—oo

Pn
ot @ désigne la fonction de répartition d’une loi N(0,1). Par conséquent, \/n(8, — 6) =2 N(0,1). Un

Py
calcul similaire montre que /n(8, — 0) =L N(0,1) pour 6 > 0.
e Supposons maintenant que 6 = 0. Fixons x et considérons

]Pn,O(\/ﬁ8n SX) = IP)}1,0(6}1 S)C/\/ﬁ) .

Vné, = \/’ZXn(l _a)]l{\\/ﬁ)?n\an/“} +aynX, .

— IP)n. - b .
Or, sous P, o, v/nX, ~ N(0,1) ; cela entraine que 1 (I >n1/4} L 0, puis, par le lemme de Slutsky,

(voir lemme [[V-5.33) on a

V8, 2L N(0,?) .
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e Par conséquent, nous avons, pour tout 6 € R,

Vn(8,—8) IED:”*%N(o, c%(0)), (I1-3.17)
ol
a1 0#£0 ]
c2(6) = {aZ, e (I1-3.18)

Cet estimateur est “super efficace” car sa variance asymptotique pour 8 = 0 est inférieure a 1/I(6) = 1.

e Comme /n(X, —0) ~N(0, 1), semble suggérer que 8, pourrait étre asymptotiquement
un meilleur estimateur que X,,, au moins lorsque n est grand. Pour comprendre ce phénomene, nous allons
évaluer le risque de ces deux estimateurs pour la perte quadratique. Comme R, (8, X,,) =E, ¢[(X,, — 0)*] =
1/n,nR,(0, X,,) = 1. Un calcul élémentaire montre que

I, 640

nRu(8, &) = {az, 0=0

)

comme le suggere d’ailleurs ([[-3.18). La comparaison de 8, et X,, par leur variance asymptotique ou
par leur risque quadratique (normalisé par n) ne donne pas une vision complete, car la convergence n’est
pas uniforme en 6. Notons en effet (voir fig. [[I-3.1]) que I’estimateur &, ne prend jamais de valeurs dans

I’intervalle
a 1
nl/4 pl/a |-

_l+a
n --— 2n1/4
le milieu de cet intervalle, alors |5, — 6,| est toujours plus grand que la moitié de la longueur de cet
intervalle, et donc

Si nous définissons

1—a

(1-a)?
2n1/4 !

NG

(Snfen)z > ( )2:

Nous en déduisons s )
(1—a) (1—a)
nR, (6, 6,) >n = 1 —>p—s00 .
}’l( ns n) sl 4 \/ﬁ 4 \/> ns

Ceci montre que, lorsque n > 1, le risque de I’estimateur §, au point 6, est considérablement plus grand
que le risque de X,, au point 8, (voir fig. [[I-3.2). L’amélioration du risque quadratique au point 8 = 0 se
paye donc par un accroissement considérable du risque dans un voisinage de 0.

En conclusion, le développement d’une théorie satisfaisante de la comparaison des estimateurs passe
par la comparaison des risques non pas en un point, mais sur des voisinages de ces points, pour éviter les
comportements pathologiques.

I1-3.4 Pour aller plus loin : Méthode du score de Fisher

Dans un modele régulier, 1’estimateur du maximum de vraisemblance est “ meilleur ” que n’importe
quel autre Z-estimateur au sens de I’efficacité asymptotique. Pourtant, il est parfois plus facile de mettre
en oeuvre un Z-estimateur donné (ou d’ailleurs un M-estimateur) plutdt que 1’estimateur du maximum de
vraisemblance, voir I’exemple [[-2.3]du modéle de Cauchy.

On peut modifier un estimateur 8, consistant et asymptotiquement normal de sorte qu’il ait asymptoti-
quement le méme comportement que I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Lemme I1-3.12. Supposons le modéle (X, 2", {pe -du, 6 € ®}) régulier. Soit {6,,n € N} une suite d’es-
timateurs asymptotiquement normale. Alors pour tout 6y € ® et € > 0,

lim P g, (1/2|V £,(6,) ~ {V £(60) ~1(60)(8, — 80)}| > £) =0,

o Vi, (0):=n"'Y" VI(O,X).



142 CHAPITRE II-3. M.V.,INFORMATION STATISTIQUE ET OPTIMALITE

nR(6,0r)

-0.5 0.5
v

FIGURE I1-3.2 - 6 — n[E, ¢[(5, — 6)?] pour n =100 et n = 500, a = 1/2

Démonstration. Nous avons

Vin(6y)=n""Y V(0. X))
i=1

n n
=n"! Z V£(69,X;) —i—i’l71 Z Hy(6o,X;)(6, — 6p)
i=1 i=1

=

+n!

n
=

[/Ol{Hg(Goer(én —60),X;) — Hy(60,X;) Ydw| (6, — 60)
1

:n71

V(60,X;) —1(60){6x — 60} + Au(6, — 60)

=

l ~
A, ;:—/ (T(80 + (B, — 6)) — T (60) Y .
0

Par conséquent, en utilisant la proposition [[I-3.6] nous avons, pour tout £ > 0,

IP)n,SO(”An” > 8) < Pn,@g(Hén - 60” > 5n)+IPn,60 ( sup ||]In(90+t) *]In(GO)H > 8) e 0

llell<8n

. Pnﬂ —prob A . .
ce qui montre que A, — 0. Comme {6,,n € N} est asymptotiquement normal, nous avons, en utili-

sant le lemme|IV-5.33| que
A PP, 6, —prob
\/;lAn (911 - 90) — 0 )

ou de facon plus concise A, (6, — 0) = op(n~1/?).
P, g, —prob
Par la loi des grands nombres, nous avons, pour tout 6 € @, I,(6p) 90—) I(6y) et donc, en utilisant

le lemme [TV-53.33]

IP,,)SO —prob

vn{l,(60) —1(60)}(6, —6) "= 0. O
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Théoreme I1-3.13 (Score de Fisher). Supposons le modéle (X, 2 ,{po - du,0 € O}) régulier. Soit
{6,,n € N} un estimateur asymptotiquement normal. Considérons I’estimateur

6, =6, +1,(6,)"'V1,(6,),

oit 1,(6,) est Uinformation de Fisher observée au point 6, et V£,(0) :=n"' Y V{(0,X;).
Alors, pour tout 6y € ©,

(8, — &) @N(o,rl(eo)). (I1-3.19)

Le choix initial pourra donc étre un M- ou Z-estimateur consistant et asymptotiquement normal, sans que
I’on ait besoin de se soucier de sa variance asymptotique (Définition [[I-3.8).

Démonstration. Soit 6y € O. Le lemme |lI-3.12| montre que,

Pn 6

n'/2 (V0,(8,) — {V €a(80) —1(60)(8 — 60)}) = 0. (11-3.20)

Py,
Comme +/nV £,(6p) =% N(0,I(6p)) (noter que par la proposition|I-4.19} g, [V£(6o,X )] = 0), nous avons,
en appliquant lemme [TV-5.58]

lim limsupP, g,(v/n||V £4(60)|| > M) =0.
M=o e '

Nous avons de méme, comme {én,n € N} est asymptotiquement normal, limy/_se. limsup,,_,.. P, g, (v/7]| 6, —
6o|| > M) = 0. Nous en déduisons que

lim P, g, (n"/?||V £,(8,)] > M) =0. (I1-3.21)
M—oo

Comme la fonction A — A~ est continue en toute matrice A inversible, le théoreme [[V-5.6|et la proposi-
tion [[I-3.6| montrent que
1 (6) -1, (6) 22
En combinant ([I-3.21) et (LI-3.22) nous obtenons donc
B, = 0, +1"(80)V € (6,) + {17 (8,) — I~
= 0, +17"(60)V £ (60) — (6, — 60) + {1

0. (I1-3.22)

(}()

)
'(0,) =17 (60)}V €u(6y) -

Nous en déduisons ’
(B, — 60) — T (80)n' 2V £,(89) =2 0, (I1-3.23)
ce qui montre ([[-3.19). O

Exemple I1-3.14. Une source émet des particules de type A avec probabilité 8 et de type B avec probabilité 1 — 6, ou
6 € ® = (0,1). On mesure 1’énergie des particules, qui est distribuée selon une densité f; pour les particules de type
A et f> pour les particules de type B. Les densités fi, f, sont connues. Si I’on détecte n particules avec des énergies
Xi,...,Xp, quelle est la valeur de 6 ?

Nous allons tout d’abord formaliser de facon plus précise les hypotheses. Soient f] et f> deux densités par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R telles que [ |f](x) — f2(x)|dx > 0.

Soit une suite d’expériences statistiques produit du modele {pg(x)-Arep : 0 € ® :=[0,1]}, olt

po(x) :=6fi(x) +(1-0)/2(x) .

La fonction de vraisemblance de

n

La(6,X1,...,X,) =[] (641(X:) + (1—6)£2(X))),

i=1
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de sorte que pour tout 8 € ]0, 1]
£(0,X;) (I1-3.24)

S =
.M=

Z’n(97xl7' . 7Xn) =

i=1

ot £(8,x) est le score

fi(x) = fo(x) B fi(x) = fo(x) _
0/1(0)+(1—0)(x) 6{AK) —LOT+AK) (11-3.25)

Le score 8 — £(6,x) est une fonction décroissante sur [0, 1]. Nous allons montrer que pour tout 8y € [0, 1] nous avons

£(8,x) =

/ £(0,x)Pg, (dx) >0,

(cette quantité étant éventuellement infinie). Pour que cette quantité soit bien définie, nous devons tout d’abord montrer
que [{£(0,x)} Pg,(dx) < co. Pour tout 6 € ]0,1],

AR g @ — [P g0 41 ) o)) o
<%/Ui ~RWY de (1-60) [{Ai) - A0} dr.
Comme [{f;(x) — f>(x)}dx = 0, nous avons
J1h® - Ay a= [(ie) - aE) .

ce qui implique que [{f}(x) — f2(x)} ~dx = (1/2) [|f1(x) — f2(x)|dx. Nous obtenons donc

/{fl ,2/\f1

Un calcul élémentaire montre que
Jt0.x0)Pa @) = [ AL 007y 0) (1 ) o
_ w
a 90/ fa(x) &

ol nous avons utilisé que [{f(x) — f2(x)}dx=0.
De fagon tout 2 fait similaire, nous pouvons montrer que [{/(1,x)}"Pg, (dx) < o et que

/é(l,x)Peo(dx) —(1-8) / Wm <0.
En appliquant la loi des grands nombres (Théoréme , nous avons donc, pour tout 6y € ]0, 1] que
! Z 0(0,x,) " / 0(0,x)Pg, (dx) > 0
k=1
Y i1 / 0(1,x)Pg, (dx) < 0
k=1

Notons que [ £(0,x)Pg, (dx) peut étre égal & +oo et [£(1,x)Pg, (dx) peut étre égal & —co. Par conséquent, pour tout
6 € O, I’équation de vraisemblance (I[-3.24) admet une solution unique, qui correspond 2 un maximum, notée MV .
On vérifie aisément que les conditions de régularité (Définition [[-4.T6)) sont satisfaites. La quantité d’information de

Fisher est donnée, pour tout 6 € ®, par

=3 { / 0fi(x fl ))fz()

On remarque que I’information de Fisher est maximale quand f (x) f>(x) = pour tout x € R, i.e. que les supports des lois
du mélange sont disjointes. Dans ce cas, chaque observation X; nous donne une information exacte sur la composante
du mélange qui a été choisie. La quantité d’information correspond dans ce cas a celle d’une loi de Bernoulli de
parametre de succes 6.
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La résolution de I’équation de vraisemblance associée est d’autant plus difficile que n est grand. Supposons que
e (Fi(x)—F (x))zdx < oo, 00 Fi(x) := [*_, fi(t)dt, i = 1,2 est la fonction de répartition associée  la densité f;. Soit

6, I’estimateur qui minimise
= 2
0 /R (Fu(x) — Fo (x)) b,
ou

Fo(x):=0F (x)+(1-0)F(x),  Fx):=— .Z Iy <, -

En dérivant par rapport a la variable 6, on obtient

[, (B9 = Fo() (71 () = ) dx = 0,

Jr (Fa(x) = B(x)) (F (x) —Fz(X))dx.
J (Fi(x) — Fa(x))dx

En utilisant le T.L.C. (Théoreme |[V-5.39), on peut montrer que 0, est asymptotiquement normal. Alors 1’estimateur
modifié

>

n

gn _ én* lifz(?nvxlw-wxn)
Kn(ethl?"'?Xn)

1 & (Xi) — (X ))
E 0,X1,....X -
(0. ng 9f1( ) (1-0)/(x))

est asymptotiquement efficace, et sa variance asymptotique est I’information de Fisher du modele

(- )
©= [ om0 pw o
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Chapitre 111-1

Classification supervisée

III-1.1 La classification binaire

La reconnaissance des formes (ou classification) consiste a prédire la classe inconnue Y associée a une
observation X. Nous considérons dans ce chapitre le probleme de classification le plus simple, ou le nombre
de classes est égal a deux (chaque observation a deux étiquettes possibles). Il s’agit en fait d’un probleme
tres classique. Par exemple, les courriels peuvent étre classés comme étant des courriels légitimes ou des
pourriels. Un patient dans un hopital est en bonne santé ou malade, etc. Dans tous ces scénarios, I’ensemble
des étiquettes possibles est donc Y = {0,1} ouY = {—1,+1} (ce qui simplifie parfois certaines écritures).
Pour classer une observation, nous devons utiliser des attributs de 1’observation (en anglais, les "features").
L’espace des attributs X dépend évidemment du probleme spécifique considéré :

— Pour la classification des courriels, il peut s’agir d’un ensemble de mots (ou bag of words). Dans
la version la plus simple, un document est représenté par un vecteur de la taille du dictionnaire, la
composante i indique le nombre d’occurrences du i-eme mot du dictionnaire dans le document.

— Pour le diagnostic du patient, il peut s’agir d’'un ensemble de mesures recueillies par les médecins
pour ce patient, par exemple, la fréquence cardiaque, la tension artérielle, la présence de symptomes
spécifiques.

Par souci de simplicité, nous supposerons que 1’espace des attributs est un sous-ensemble X C R (bien
que cela ne soit pas si important dans 1’exposé qui suit ; on peut étre amené a travailler par exemple avec
des “attributs" plus structurés). L’extraction des attributs est une tiche difficile qui dépend fortement de la
tache de classification considérée. Dans ce court exposé, nous considérons que ces attributs sont connus.

Pour modéliser le probléme d’apprentissage, nous considérons un cadre probabiliste. Nous supposons
que I’observation (X,Y) (ol X est le vecteur de attributs et Y est 1’étiquette) est un vecteur aléatoire défini
sur un espace de probabilité (Q,.7,P) a valeurs dans RY x {0,1}. Nous notons par u la loi du vecteur
aléatoire X des attributs : pour tout ensemble mesurable A € Z(R?),

1(A) = P(X € A).

Notons p = P(Y = 1) la probabilité a priori de la classe 1 (nous avons donc P(Y = 0) = 1 — p). Nous
appellerons L et i les lois conditionnelles du vecteur des attributs sachant la classe : pour tout A € Z(R¢)
(en supposant pour éviter les trivialités que p € |0, 1|),

wWA)=PX €AY =0i)/PY =), vie {0,1}.
Nous avons donc, pour tout A € PR
1(A) = plo(A) + (1 —p)wi(A) .

Remarquons que t(A) = 0 implique uo(A) = 0 et i;(A) = 0; par conséquent [y < U et 4 < f. Nous
notons par p; = dy;/du, i € {0,1}, 1a densité de y; par rapport a i. Nous avons, pour tout A € Z(R?),

uild) = [ L @pi@u(an, e {01}

149
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La loi jointe du couple (X,Y) admet donc une densité /1 : R x {0,1} — R, par rapport a la mesure produit
U ®c, ol ¢ est la mesure de comptage sur {0,1} :

hyx y (x,y) = (1 =p)po(x) L0y (v) + pp1(x) L1} () -

En utilisant la régle de Bayes, nous pouvons définir la densité conditionnelle donnée, pour tout x € {x eRY: ppo(x)+ (1 —p)p1(x):
par

hy y (x,y)
—p)po(x) +ppi(x)

hY|X(y|x): (1 ’ yG{O,l}

Nous notons, pour tout x € R4 s

pp1(x)
(1=p)po(x)+pp1(x)

n(x) = hyjx(1]x) = (II-1.1)

Cette fonction est appelée probabilité a posteriori.

De facon générale, soit A une mesure o-finie sur (R?, (R%)). Supposons que la loi du couple (X,Y)
admet une densité hy y par rapport a L ®c, ol ¢ est la mesure de comptage sur {0, 1}. Pour toute fonction
f:R?x{0,1} — R, nous avons par définition

P = [[ Fxi )2 (@0 e(d) = [ £ 0 (x.0A(0) + [ £ Dy DA
La loi marginale des attributs X admet une densité par rapport 2 mesure A donnée par
x) = / Iy (6,y) e(dy) = hx.y (x,0) + Ay (x, 1) .

La loi marginale du label Y est donnée, pour y € {0,1} par

y)= [ e)a(@)

Ainsi, P(Y = 1) = hy(1) = [hx y(x,1)A(dx) et P(Y = 0) = hy(0) = [ hx y(x,0)A(dx). Pour tout x € RY

tel que sy (x) # 0, nous notons

/’lxty(x, 1)
hx(x)

Par convention, si /iy (x) = 0, nous posons 1 (x) = 0. Nous avons, pour tout f : R? x {0,1} — R,

n(x) = (I1-1.2)

1] = [[ £y (x)2 (@) e(dy)

_[{xekd:hxm #)}hx(X) / F(xy) () (dy)A (dx)

:/ . hx (x) {f (x, 1)1 (x) + f(x,0) (1 =1 (x))} A (dx) .
{xeRd: hy (x)£0}

Définition ITI-1.1 (Classifieur, probabilité d’erreur). Une fonction g : R* — Y (o Y = {—1,+1} ou
Y = {0,1}) définit un classifieur ou une régle de classification. Le résultat du classifieur est erroné si
g(X) #7Y, et la probabilité d’erreur ou risque de classification (que I’on abrégera en risque lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité) pour un classifieur g est donnée par

R(g) =P (g(X)#Y). (III-1.3)
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FIGURE III-1.1 — F. Rosenblatt avec le capteur d’image du Mark I Perceptron (source : Arvin Carlspan,
Advanced technology center).

Exemple I11-1.2 (Discrimination linéaire). Un discriminateur linéaire divise 1’espace des attributs par un hyperplan et
assigne une classe différente a chaque demi-espace. De telles regles oftrent d’énormes avantages - elles sont faciles a
interpréter. Le discriminateur linéaire est le classifieur donné par

d
g)=0(ap+ Y anl) | =o(a’x),

i=1

ol x = (l,x(])7 ... 7x(‘l>) est le vecteur des attributs, a = (ao,...,ay) est le vecteur de poids synaptiques et o est la
fonction d’activation que nous prenons ici égale a la fonction de Heaviside

<
01 x,g. (I11-1.4)
+1 x> o

heaviside(x) = {
Le coefficient ag est souvent appelé le biais. On trouve souvent une variante de ce modele dans lequel la sortie prend les
valeurs —1 et +1 : il suffit d’utiliser la fonction ¢ (x) = 2heaviside(x) — 1. Le vecteur des poids synaptiques détermine
I’'importance relative des coordonnées du vecteur de attributs. La décision est également facile a mettre en ceuvre - dans
une solution logicielle standard, le temps de décision est proportionnel a d.

Rosenblatt ([?, ?]) a réalisé I’énorme potentiel de telles regles linéaires et les a appelées perceptrons. 11 a proposé
des regles permettant de modifier le vecteur de poids au fur et 8 mesure que de nouvelles données arrivent, permettant
ainsi a ces algorithmes d’apprendre de facon séquentielle et donnant naissance au premier algorithme d’intelligence
artificielle.

Exemple I1I-1.3 (Réseau de neurones). Le discriminateur linéaire (perceptron monocouche) prend une décision g(x) =
o(y(x)) ot o est la fonction d’activation et

d
w(x)=co+ Y el (I1I-1.5)
i=1

Le perceptron monocouche est un cas particulier d'un réseau de neurones sans couche cachée (appelé aussi perceptron
multicouche ou réseau connexionniste ; voir [?, ?]).

L’unité de traitement élémentaire dans un réseau de neurones n’est capable de réaliser que certaines opérations
simples. Ces unités sont souvent appelées neurones formels pour leur similitude grossiére avec les neurones du cerveau.
Les modeles de réseaux connexionnistes qui nous intéressent particulicrement, les réseaux multicouches, classent les
unités selon qu’elles sont des neurones d’entrée, cachés, ou de sortie.

— Un neurone d’entrée ou, simplement, une entrée, est une unité chargée de transmettre une composante du vecteur
x des attributs .
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— Un neurone de sortie est une unité qui fournit une hypothese d’apprentissage, par exemple dans un probleme de
classification binaire, une valeur O ou 1.
— Enfin, un neurone caché est un neurone qui n’est ni un neurone d’entrée, ni un neurone de sortie. Sa fonction
est de faire des traitements intermédiaires.
Dans un perceptron monocouche (ou discriminateur linéaire), il n’y pas de neurone caché et les neurones d’entrée
et de sortie sont confondus. Considérons maintenant un réseau connexionniste avec une couche cachée. Dans ce cas,
nous aurons deux types de neurones, des neurones d’entrée et des neurones de sortie, mais pas de neurones cachés.
Supposons que nous avons k neurones d’entrée. Chaque neurone d’entrée i € {1,...,k} calcule une valeur

u; = o(Yi(x)) , (I1I-1.6)
ol chaque fonction y; est de la forme donnée dans ([II-1.5) :
d .
wi(x) =bi+ Y a ),
j=1
pour des poids a;,j ; 0 est la fonction d’activation. Cette fonction d’activation est suppos€e €tre croissante et vérifier

lim;,_o 0 (z) =0, lim;—,+ e 6(z) = +1. Des exemples de fonctions d’activation incluent le signe, o(x) = signe(x), la
fonction logistique (ou sigmoide)

1
ox)=—— I-1.7
@)= 1o (m-1.7)
I’arc tangente
2
o(x)=(1/2) {E arctan(x) + 1} .
Le neurone de sortie effectue une combinaison linéaire des sorties calculées par chaque neurone d’entrée
k
I[/(U)ZCO+ZCiui7 u:(u17...7uk),
i=1
ol ¢ est le biais et (cy,...,cx) sont des poids synaptiques ; puis il prend la décision en appliquant a ce résultat la
fonction heaviside. La régle de décision pour un réseau de neurones a une couche cachée peut s’écrire
k
g(x) = heaviside [ co+ Y cio(yi(x)) | - (II-1.8)

i=1

Nous pouvons maintenant itérer ce procédé et introduire des couches de neurones cachés entre les neurones d’entrée

et de sortie. On peut créer de cette fagon des réseaux connexionnistes multicouches. Considérons un réseau a deux
couches cachées avec k neurones d’entrée et ¢ neurones cachés. Nous calculons tout d’abord les sorties des k neurones
d’entrée, pour i € {1,...,k},

d
ui=o | b+ Z a,-ﬂjx(])
Jj=1
ol o est une fonction d’activation. Les valeurs (up,...,u;) sont les entrées des neurones cachés qui calculent pour
ie{l,.... 0},

k
=0 |dio+ Y dijuj],
j=1
oll d;p est le biais et (d;,...,d; ) sont les poids synaptiques du i-¢me neurone caché. Les sorties de ces neurones
cachés sont les entrées des neurones de sortie ; le neurone de sortie calcule

l
g(x) = heaviside [ ¢ + Z CiZi
i=1
L’ analyse théorique des réseaux neuronaux est basée sur un théor¢me classique de Kolmogorov (1957) et Lorentz
(1976) qui montre que chaque fonction continue f sur [0, l]d peut s’écrire de la fagon suivante :

2d+1 d ,
=Y B Y G,
i=1 j=1
ou F; et G; ; sont des fonctions continues qui dépendent de f. Dans la pratique, les réseaux de neurones multi-couches
permettent d’approcher toutes les fonctions mesurables avec une précision arbitraire, méme si leurs fonctions d’activa-
tion sont fixées. ¢
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FIGURE III-1.2 — Un réseau neuronal avec une couche cachée.
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FIGURE III-1.3 — Un réseau neuronal avec deux couches cachées.
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III-1.2 Classification bayésienne

La théorie bayésienne de la décision est une approche statistique fondamentale pour définir des regles
de décision. Elle est basée sur I’hypothese que le probleme de décision est posé dans un cadre probabiliste,
et que la loi des observations est connue.

Définition III-1.4 (Risque bayésien, regle bayésienne). Le risque bayésien de classification est I'infi-
mum du risque de classification (ou de la probabilité d’erreur) pour tous les classifieurs.

R* = inf R(g). (I1-1.9)

gE€measurable

Une regle de classification qui atteint le risque bayésien est appelée classifieur bayésien.

Nous allons montrer que toute regle de classification qui satisfait

) = {1 sio n(x)>1/2

0 autrement,

ol N(X) =P(Y =1]|X) est la loi a posteriori définie par est bayésienne. Avant de démontrer
rigoureusement ce résultat, nous allons tout d’abord nous convaincre qu’une telle reégle est en fait tres
intuitive. Si, pour un X = x donné, nous savons que la probabilité que ¥ = 1 est plus grande que celle de
Y =0, nous prédisons que 1’étiquette est 1, et vice-versa. Ainsi, le classifieur bayésien choisit I’étiquette
Y=1sinX)=P(Y=1|X)>P(Y =0|X), et I’étiquette zéro sinon.

Exemple I1I-1.5. Considérons le probleme élémentaire suivant : nous supposons que ’attribut X est scalaire, distribué
suivant une loi uniforme sur [—1,+1]. Nous supposons d’autre part que la loi conditionnelle du label Y est donnée par

0.9 six>0
n(x) = . :
0.1 sinon

La loi jointe du couple (X,Y) a donc une densité par rapport a la mesure Ap o, ® ¢ donnée par

0.9 0.1
hyy (1) = =1 g 1 (0) + =Ty () Ty g (x)

0.1 0.9
hX’Y(X70) = 71[01](X)+ 71[_111()()]].[_]”[()6) .

Le classifieur bayésien est donc donné par
g*(x) = l[ovl](x) .
Le risque du classifieur bayésien est donné par
P(g"(X)) #Y) =P(g"(X) =1,Y =0) +P(¢"(X) =0,Y = 1)
=P(X>0,Y =0)+P(X <0,y =1)

1 0 0.1 0.1
= [ e (. 0Ren(@)+ [y (v DAl = S+ 5 =01 o

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre premier résultat.

Théoréme IT1-1.6. Pour tout classifieur g : RY — {0, 1},

P(g"(X) #Y) <P(g(X) #7Y).
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FIGURE III-1.4 — 40 échantillons engendrés par le modele de I’Exemple [[II-1.5] En rouge, les points mal
classés par le classifieur bayésien.

Démonstration. La probabilité d’erreur conditionnelle de toute regle de classification g peut étre exprimée
comme suit

P(g(X)#¥|X) = 1-B(¥ = g(X)|X)
= 1 {P(Y = 1,g(X) = 1|X) +B(¥ =0, g(X) = 0| X)}

= 1= {1 =N X) + L=y (1 —1(X)) }
ou 1, est I'indicatrice de I’ensemble A et n(X) =P (Y = 1|X) (voir (III-T.T))). Nous avons donc
P(g(X) #Y|X) =P (g"(X) #Y[X)

8
NX) (g p0)=13 = Lggpo=13) + (1 =1(X)) (L g x)=0} = L{g(x)=0})
2n(X) = D) (L 0)=11 — Ligr)=13) = 0, (II1-1.10)

en utilisant que 1y,_gy =1 — 1,y dans la derniere égalité, et la définition de la régle de classification
bayésienne g* pour I’inégalité. Le résultat en découle en intégrant les deux parties par rapport a la loi u des
attributs X. O

La preuve ci-dessus montre que

R(g) =1 —E [Ligpr—1yn(X) + Ligxy—op (1 = n(X)] (I-1.11)

et en particulier

R =1-E[Iinx)>1/23M1X) + Lino<1/23 (1= 1(X))] = E[min(n(X),1-n(X))].

Notez que g* dépend de la distribution de (X,Y). Si cette distribution est connue, g* peut étre calculé. Le
plus souvent, la distribution de (X,Y) et donc le classifieur bayésien g* sont inconnus.

Remarque 111-1.7. Observons que la probabilité a posteriori

Nx)=P(Y=1|X=x)=E[Y|X =]
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minimise I’erreur quadratique de prédiction de I’étiquette ¥ par g(X) ol g : R — [0,1] est une fonction mesurable

E[(n(X) —Y)* <E[(g(X) - Y)].

En effet,
E[(¢00) - 12| x] =E[(¢00) = n(x) +n () - 1)?|X]
= (8(X) = n(X))? +2(g(X) = (X)) E[n(X) =¥ |X] +E [ (n(x) - 1)? |X]

= (&(0) = n @)’ +E[(n(x) =7 [X] 2E [ () ~7)? | x]. o

III-1.3 Risque moyen, exces de risque

Nous allons maintenant chercher a utiliser les données pour construire une “bonne" regle de prédiction.
Notre objectif est de construire un classifieur dont le risque (probabilité d’erreur en classification binaire)
est aussi petit que possible. Comme nous ne connaissons pas la distribution sous-jacente, il faut recourir a
I’utilisation des données d’apprentissage pour estimer les probabilités d’erreur pour les classifieurs de %'

Supposons que nous disposions d’un ensemble d’apprentissage {(X;,Y;)}”_,, ol n est le nombre d’exemples
et que {(X;,Y;)}", est une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que (X,Y). Comme nous ne
connaissons pas la distribution jointe des attributs et des labels, il n’est pas possible de calculer le risque
(probabilité d’erreur) d’une regle de classification. Il est par contre possible d’évaluer le nombre d’erreurs

commises sur I’ensemble d’apprentissage.

N

Définition I1I-1.8 (Risque empirique). Le risque empirique associé a I'ensemble d’apprentissage
{(X;,Y;)}!_, est donné par

PN 12
Ri(g) =~ ; L{gx) 7}

La loi des grands nombres montre que, pour toute regle de prédiction g, le risque empirique R, (g)
converge en probabilité vers le risque L(g).

Exemple I11-1.9 (Classifieurs linéaires). Nous suposons ici Y = {—1,1} et considérons I’ensemble des classifieurs
linéaires sur R? s

€ = {x — g(x) = signe(w’x) : we Rd} ,

ol par convention signe(x) = 2heaviside(x) — 1. Dans ce cas, le classifieur qui minimise le risque empirique est obtenu
en déterminant un vecteur de poids qui minimise le risque empirique

n

w;, € argmin1 1 {signe(w' X,)2Y;} -
weRd T i)

Ce probleme n’admet pas de fagon générale une unique solution. Le classifieur minimisant le risque empirique est alors

donné par g, (x) = heaviside(w! x).

Lalgorithme du perceptron travaille directement sur le vecteur des poids synaptiques a qui caractérise 1’hyper-
plan de discrimination. L’algorithme du perceptron utilise un protocole d’apprentissage itératif : il prend les données
d’apprentissage les unes apres les autres, chacune étant choisie soit par un passage systématique dans 1’ensemble
d’apprentissage (version “non stochastique"), soit par un tirage au hasard dans celui-ci (version ‘stochastique").

Supposons qu’il existe un hyperplan qui sépare parfaitement les classes : il existe un vecteur de poids w, € R? tel
que

n
A lﬂ{signe(WZX#Yi} =0.
i=

On peut déterminer w,. en utilisant I’algorithme du perceptron.
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La version stochatique de 1’algorithme du perceptron procéde de la facon suivante. Nous normalisons tout d’abord
tous les vecteurs d’attributs de sorte de || X;|| = 1, pour i € {1,...,n} et nous initialisons le vecteur de poids wg = 0.
Nous appelons wy le vecteur de poids a la k-eme itération de 1’algorithme. A chaque itération k, nous sélectionnons
un élément de 1’ensemble d’apprentissage I; € {1,...,n} au hasard (uniformément dans 1’ensemble d’apprentissage).
Nous mettons a jour le vecteur de poids wy, en utilisant la regle suivante

Wi 1 = Wi+ ysigne(¥y ) X, ]l{signe(wkTXIk)yéY]k} )

oll 7 € ]0, 1] est un pas. Nous pouvons interpréter la récursion précédente de la fagon suivante :
— Si’observation (Xj,,Y;, ) est bien classée, alors on ne modifie pas les poids synaptiques.
— Si I'observation (X,,Y;,) est incorrectement classé, alors nous modifions les poids en prenant compte le signe
du label. Si le label est +1, on ajoute au vecteur des poids synaptiques le vecteur d’attributs X;, multiplié par
un pas d’apprentissage ¥. Si le label est —1, alors on soustrait au vecteur courant yX,.

Si les données d’apprentissage ne peuvent pas étre séparées par un hyperplan, on peut montrer que la complexité
de la minimisation du risque empirique croit de maniere exponentielle avec le nombre d’observations. &

III-1.4 Sur-apprentissage

Plus la classe ¢ est grande, plus petite est la quantité inf,c R(g). Toutefois, choisir une classe ¢ trop
grande ne permet pas nécessairement de réduire le risque d’un minimiseur du risque empirique.

Prenons un exemple extréme : supposons que % est I’ensemble de toutes les fonctions mesurables.
Alors, le classifieur bayésien (qui minimise le risque de classification) est donné par g*(x) = Ly x)>1/2}
ou n(x) =P (Y =1|X =x). Considérons la regle de décision gp,q définie par

Y; six=X;pouri€{l,...,n
gbad (X) — 1 ) 1 p { Y ) } )
0 sinon .

Le risque empirique de cette regle de décision est 0, elle minimise donc le risque empirique. Cependant,
8bad prédit I’étiquette zéro pour les valeurs des attributs qui n’ont pas été observées pendant I’ apprentissage,
ce qui a toutes les chances d’étre trés mauvais.

Exemple 111-1.10 (Sur-apprentissage). Considérons les données et le classifieur représentés dans la Figure La
dimension de 1’espace des attributs est d = 2. Les données ont été générées par un mélange de deux distributions
gaussiennes centrées dans les quadrants supérieur gauche et inférieur droit de 1’espace objet, et chacune de ces deux
composantes correspond a une étiquette différente :
xXly=1i)= ¥ex (—1/2(X— T (x— ))
pX|y 271\F|1/2 p Hi Hi)) -

La matrice de covariance “intra-classe” I" est supposée étre la méme pour les deux classes. Sinous avions connaissance
de la distribution des observations, alors la regle de décision optimale (le classifieur bayésien) serait le classifieur
linéaire, voir la Section[[II-1.1] Cependant, nous pouvons construire une infinité de classifieurs qui classent sans erreur
les données d’apprentissage. La théorie nous enseigne que ces regles de classification sont sous-optimales par rapport
au classifieur linéaire (voir le Théoréme [II-1.6).

La performance de g, est mesurée par la probabilité d’erreur conditionnelle (ou risque de classification
conditionnel), qui est le risque de classification (voir Définition [llI-1.1)) du classifieur g, :

R, :R(gn) :P(gn(XJ)n) i Yan) , Dnp= {(Xiin)}?zl .

La probabilité d’erreur conditionnelle R, (ou risque de classification) du classifieur g, est une variable
aléatoire qui dépend des données d’apprentissage D,,. Le conditionnement dans la probabilité d’erreur par
D,, permet de distinguer I’aléa qui provient de 1’échantillon d’apprentissage de celui d’un couple générique
(X,Y), indépendant de 1’ensemble d’apprentissage. Cette quantité est d’un intérét théorique, car la loi du
couple (X,Y) est inconnue. L’espérance de cette quantité, appelée risque moyen, est donnée par

E[R(gVL)] = P(gn(X;Dn) #Y).
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FIGURE III-1.5 — Exemple de sur-apprentissage. La frontiere de décision du classifieur s’adapte afin d’éti-
queter correctement toutes les données d’apprentissage, alors que le classifieur Bayésien optimal est un

hyperplan.

Pour mesurer la performance de la régle de classification g, il est intéressant de considérer la différence
entre le risque moyen E[R(g,)] et le risque bayésien R*. Cette différence est appelée I’ exces de risque :

E[R(gn)] —R" . (I1-1.12)

L’exces de risque peut se décomposer en deux termes :

— le risque d’estimation

E[R(gn)] — inf R(g) (I1-1.13)
geC
— le risque d’approximation
inf R(g) —R". (I1-1.14)
ge?

Le risque d’approximation quantifie la perte associée au choix de la classe €. Il ne dépend pas des don-
nées d’apprentissage, mais seulement du choix de la famille de classifieurs € et de la distribution des
observations (X,Y).

Le risque d’estimation reflete comment le classifieur g, (construit a partir des données d’apprentissage)
approche le classifieur optimal dans la classe €. Il dépend de la classe € (plus cette classe est “grande",
plus Perreur sera importante) et de la “méthode" de construction du classifieur g, (I’““algorithme" utilisé
pour construire le classifieur a partir des données d’apprentissage).

Il est intéressant de comprendre ce qui se passe dans des cas extrémes. Si la classe € est petite (le cas
extréme étant que ¢ contient uniquement une régle de classification), alors 1’erreur d’estimation est faible
(dans le cas extréme ol % est un singleton, cette erreur est nulle), mais I’erreur d’approximation sera trés
importante. Si la classe € est grande (le cas extréme étant que ¢ contient 1’ensemble de toutes les regles
de classification), alors I’erreur d’approximation est nulle mais 1’erreur d’estimation sera importante.

Exemple I1I-1.11. Considérons le probleéme élémentaire suivant : nous supposons que I’attribut X est scalaire, distribué
suivant une loi uniforme sur [—1,+1]. Nous supposons d’autre part que la loi conditionnelle du label Y est donnée par

n(x>—{0'9 sixe [-1L1\]=-1/2,1/2]

0.1 sinon

Le classifieur bayésien est donné par

&) =110 -
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exces de risque

risque d'approximation

risque d'estimation

complexite

FIGURE III-1.6 — INlustration du compromis entre le risque d’approximation et le risque d’estimation
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FIGURE III-1.7 — 50 échantillons engendrés par le modele de I’Exemple [[TI-1.5] En rouge les points mal
classés par le classifieur bayésien

Le risque du classifieur bayésien est donné par

P(g" (X)) #Y) =P(X &[—1/2,1/2],Y =0)+P(X € [~1/2,1/2],¥ =1)

0.1 0.1
=4 — =0.1.
2 7

Nous considérons tout d’abord la classe d’estimateurs
Cr = {g(x) = heaviside(b +ax) : (a,b) € Rz} .

Nous déterminons les poids a,b en minimisant le risque empirique

m®:%ihw#m~
i=
Nous considérons maintenant la classe d’estimateurs quadratiques
Co = {g(x) = heaviside(b+a1x+a2x2) . (ay,az,b) € R3} . o
Nous pouvons de la méme facon déterminer les poids en minimisant le risque empirique.

11 faut donc définir une stratégie permettant d’éviter :

— le surapprentissage : le classifieur apprend par coeur les observations, ce qui I’empéche de généraliser
correctement.

— le sousapprentissage : la classe € est trop petite pour contenir une bonne approximation du classifieur
de Bayes.

Deux approches sont utilisées pour réaliser ce compromis :

— Restreindre la classe € pour contrdler ’erreur d’estimation. Nous pouvons par exemple nous limiter
a des discriminateurs linéaires, ou considérer des architectures de réseau neuronaux “simples”, de
fagon a contrdler I’erreur d’estimation.
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FIGURE III-1.8 — Panneau de gauche : classifieur linéaire ; Panneau de droite : classifieur quadratique

— Ajouter au risque empirique une “pénalité" - dépendant éventuellement des données d’apprentissage
- mesurant la “complexité" du modele (dans un sens que nous définirons dans un chapitre ultérieur)
permettant d’éviter les classifieurs trop complexes.

Il existe de nombreuses facon de restreindre les classes de régles de classification ou de pénaliser le risque
empirique. Nous en étudierons quelques unes dans le Chapitre[[TI-3] Nous allons maintenant les introduire
de fagon informelle.

La méthode du crible (ou method of sieves) : L approche la plus simple consiste a ajuster la complexité
de la classe de modeles au nombre d’exemples d’apprentissage. Plus le nombre d’exemples d’apprentissage
est grand, plus nous pouvons considérer des modeles “complexes”. Dans la méthode du crible, nous consi-
dérons une collection de modeles {‘Kk},’f:], dont la “complexité" croit avec I’indice & : par exemple % peut
étre I’ensemble des classifieurs de la forme g(x) = 14(x)>0y ol a(x) est un polyndme multivarié de degré
maximum k (%] est la classe des discriminateurs linéaires, %> la classe des discriminateurs quadratiques,
etc..). La méthode du crible proceéde en deux étapes.

Le premicre €tape consiste a calculer pour chaque classe ¢ une regle de classification g (par exemple,
la régle minimisant le risque empirique sur cette classe §; = argmingc¢, R, (g))- Nous disposons ainsi pour
chaque classe % d’une régle de classification gy.

La deuxieme étape consiste a déterminer, dans cet ensemble de regles de classification, une regle de
classification £,* = g, k,, ou K, est un index aléatoire, dépendant de I’ensemble d’apprentissage. Idéa-
lement, I’indice K, devrait étre choisi de facon a ce que 1’exces de risque soit minimal, i.e. on voudrait
K, € argmingc- {E[R(8;)] — R*}. Comme les quantités E[R(g;)] — R* ne sont pas calculables, on va cher-
cher K, de fagon a garantir que I’exces de risque E[R(g}*)] — R* soit proche de mingen+ {E[R(gr)] —R*}.

Méthode de validation simple (''hold-out' method) L’idée de base de la méthode de validation simple
est de diviser les données disponibles D, = {(X;,Y;) }'_, en un ensemble d’apprentissage Dr = {(X;,Y;)}!" ,
et un ensemble de validation Dy = {(X;,¥;)}’_, . |. Supposons que nous disposions d’une collection de
modeles {% : k € N}. Pour chaque classe, nous calculons un classifieur g; en utilisant uniquement les
données d’apprentissage {(X;,Y;)}", (on peut par exemple considéré g; minimisant I’erreur empirique
sur I’ensemble d’apprentissage §; = argmingcq; ﬁm(g), ol ﬁm(g) =m'y", Lg(x;)y;)- Notons que ces
classifieurs ont été obtenus en utilisant uniquement les données d’apprentissage. Nous pouvons maintenant
déterminer la performance de ces regles de classification sur les données de validation. Nous définissons
I’erreur “hold-out"

. 1y
Rle) = = L Tisworn)
i=m+

Nous sélectionnons enfin un classifieur minimisisant 1’erreur “hold-out"

gre argminl?v(g,’;) )
k
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Nous utilisons 1’ensemble d’apprentissage pour entrainer une famille de reégles de classification et I’en-
semble de validation pour choisir un classifieur dans cette famille.

III-1.5 Consistance

Comme en statistique paramétrique, il est possible de définir une notion de consistance d’une suite de
regles de classification. Intuitivement, une suite de classifieurs est “bonne" quand Ison risque de classifica-
tion converge, quelle que soit la loi du couple (X,Y), vers le risque bayésien, lorsque le nombre d’exemples
d’apprentissage tend vers 1’ infini.

Définition III-1.12 (Consistance d’une suite de classifieurs). Soit {(X,Y;), k € N*} une suite de va-
riables aléatoires i.i.d. de méme loi lix y. Soit {g,, n € N} une suite de classifieurs, o pour tout n € N*
et x €RY, 8,(x) = 84(x;Dn) 0it Dy = {(Xi, Yi) Yi_,. Nous dirons que la suite {g,, n € N} est faiblement
consistante Si

R(g.) "R . (I1I-1.15)

ot R* est le risque bayésien (voir Définition [[II-1.4-Eq.(III-1.9)).

Remarquons que la condition (II-1.13)) équivaut a

lim E[R(2,)] = R* (II-1.16)

n—ro0

En effet, pour tout § > 0, en appliquant I’inégalité de Markov,
P(R(x) —R* > 8) <8 {E[R(8,)] —R'} =n - 0.
D’autre part, puisque R* <R(g,) <1,

E[R(&x)] —R* =E[{R(&1) — R"}1(r(s,)r >8] T E[{R(&n) — R"}L(rg,)-r*<5}]
<P(R(g)—R*>6)+6

et donc la condition (III-1.15)) implique (II-1.16).



Chapitre I11-2

Apprentissage PAC

Développer des algorithmes qui permettent d’apprendre a partir d’exemples souleve des questions fon-
damentales. Qu’est-il possible d’apprendre ? Peut-on quantifier la difficulté d’apprentissage ? De combien
d’exemples devons nous disposer pour apprendre de fagon fiable ? Existe-t-il une fagcon universelle d’ap-
prendre ? Dans ce chapitre introductif a la théorie de 1’apprentissage, nous allons chercher (trés modeste-
ment nous le verrons) a apporter des réponses a ces questions difficiles. Nous allons montrer dans des cas
simples comment I’erreur d’approximation est liée a la complexité de la classe de classifieurs. Nous nous
concentrerons sur I’exemple simple des classes € finies : la complexité est ici donnée par le “nombre"
d’éléments de cette classe. Nous étendrons dans le chapitre suivant ces résultats a des classes infinies.

Nous utiliserons dans ce chapitre le cadre théorique introduit par [?]. Nous disposons d’un ensemble

d’apprentissage D, = {(X;,Y;)}/_,, qui sont des variables aléatoires i.i.d. de loi inconnue.

Définition III-2.1 (bornes PAC ; [?]). Soit € >0, 6 € ]0,1[ et € une famille de reégles de classification.
Nous dirons qu’une regle g, € € est Probablement Approximativement Correcte avec une précision € et
une confiance 1 — 0 (oi plus simplement, g, est (€,8)-PAC) si

P (R(gn) —gig;R(g) > 8> <9, (II1-2.1)

ou, pour g € €, R(g) =P(g(X) #Y) est le risque de classification.

De fagon équivalente, la régle de classification g, est (g,0)-PAC si

R(gn) — ing\R(g) <& avec une probabilité 1 — 6. (11-2.2)
o

Ici € > 0 est la précision : nous cherchons a construire une régle dont I’erreur d’approximation soit infé-
rieure €. Nous demandons que cette précision soit atteinte non pas uniformément sur les exemples d’ap-
prentissage, mais avec une probabilité 1 — §. L’introduction de la confiance 1 — d peut sembler surpre-
nante. Il semblerait judicieux d’exiger que la regle de classification atteigne la précision cible € quelque
soit I’ensemble d’apprentissage, i.e.pouvoir prendre & = 0. Nous verrons dans la suite que cette exigence
est excessive : il faut accepter que la regle de classification est une précision € pour tous les exemples
d’apprentissage a 1’exception d’un ensemble d’exemples, dont la probabilité est contrdlée par 6 > 0. Il est
aussi important de remarquer que la garantie PAC (([II-2.1)) ou ([II-2.2)) doit étre satisfaite pour toutes les
lois de probabilité.

163
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III-2.1 Minimiseur du risque empirique

Nous allons maintenant obtenir des bornes PAC pour le classifieur minimisant le risque empirique. Nous
allons dans un premier temps établir une inégalité générale, reliant le risque d’approximation et la déviation
uniforme du risque. Soit %" une classe de regles de classification. Notons par g une régle de classification
de ¢’ qui minimise le risque empirique dans ¢". Le résultat suivant montre que I’erreur conditionnelle de
gn est contr6lée par la déviation uniforme sup,co

R, (g) — R(g)| sur la classe &

Théoreme III-2.2. Soit & € € un minimiseur du risque empirique sur € :
Ru(8)) <Ralg) pourtour g€ %.

Alors, 'exces de risque ainsi que la différence entre le risque empirique et le risque de g, satisfont

R(8}) — inf R(g) < 2sup|R,(g) —R(g)|, (I1-2.3)
gEC g€
IRu(8;) —R(g))| < sup| R.(g) —R(g)| - (I11-2.4)
8€

Démonstration. Pour tout € > 0, il existe g € ¢ tel que R(ge) — € < infyc R(g). Par conséquent,

R(g;) — inf R(g) = R(g}) —Ra(g}) +R,(&}) — inf R(g)
gEe? gEe®

<R(g,) —Ru(&,) +Ru(ge) —R(ge) + €,
ol on a également utilisé que, par définition R, (27) < R,(ge). On en déduit finalement

R(g,) — inf R(g) < 2sup|R,(g) —R(g)|+¢.
gE? g€t
L’inégalité ([II-2.3)) en découle immédiatement car € > 0 est arbitraire. L’ inégalité (III-2.4)) est trivialement
satisfaite. O

~

Nous voyons que sup,.4 |R,(g) — R(g)| fournit des bornes supérieures pour deux quantités d’intérét

simultanément :

1. Une borne supérieure pour 1’exces de risque de g, :
R(8,) — inf R(g) .
geC

2. Une borne supérieure pour ’erreur |R,,(8*) — R(¢*)| commise en estimant le risque R(g?) de g* par
son risque empirique R, (£).
Ainsi, I’estimateur du minimum du risque empirique ﬁ”(g:‘,) est biaisé de fagon optimiste, mais son biais

~

R, (g) —R(g)|- I est donc utile de disposer de bornes pour cette quantité.

est borné par sup,cq

Pour chaque g € €, la variable aléatoire nR,(g) est distribuée suivant une loi binomiale de parametres
n et R(g). Ainsi, pour obtenir des bornes pour le risque conditionnel de la régle de classification correspon-
dant a la reégle de décision minimisant le risque empirique, nous devons étudier les déviations uniformes de
variables aléatoires binomiales par rapport a leurs moyennes.

II1-2.2 Une borne PAC élémentaire

Nous établissons d’abord une borne PAC élémentaire dans un cadre tres particulier. Cette borne est
obtenue sous des hypotheses restrictives, que nous relacherons dans la suite.



III-2.2. UNE BORNE PAC ELEMENTAIRE 165

On suppose que la classe ¢ est de cardinal fini et que mingey R(g) = 0. Ceci implique en particulier
que I’estimateur bayésien est un élément de la classe €.

Théoréme II1-2.3. Supposons que le cardinal de la classe €, | €|, est fini et que mingey R(g) = 0. Notons
8, € argmingc R, (g) un minimiseur du risque empirique. Alors pour tout n € N et € > 0,

P(R(g;) >€) <|€le ™. (I1-2.5)

Démonstration. Soit g* € argmin, ., R(g) le classifieur bayésien. Par hypothese, R(g*) = 0. Comme E[ﬁn (g")] =
0etR,(g*) > 0, nous avons P(R,(g*) =0) = 1. Comme ﬁ,,(g;) <R,(g*), nous avons donc aussi P(ﬁ,,(g;) =
0) = 1. Ainsi, R(g};) > € seulement s’il existe g € ¢ tel que R(g) > € et R,(g) = 0. Autrement dit

P(R(g,) =€) <P U {Ru(e)=0}
g€ R(g)>¢

P(R(g)>e)< Y P(Ru(g)=0). (I11-2.6)
8€C R(g)>¢

La variable aléatoire nR,(g) est une variable binomiale de probabilité de succes R(g). Nous avons donc
P(R,(g) =0) = (1 —R(g))" et (II[-2.6) implique donc que

P(REg)>e)< Y (1—g)<[g](1—¢)".
gEC R(g)>¢

En remarquant que (1 — €)" < e™", on en déduit ([II-2.5). O

Corollaire III-2.4. Supposons que le cardinal de la classe €, |€|, est fini et que mingc4 R(g) = 0.
Alors, pour tout € > 0 et § € |0,1], le minimiseur du risque empirique &' est (€,8)-PAC pour tout
n>n(e, o) ou

e, 5) el T1oe(1/8)

€

Nous pouvons utiliser la borne ([II-2.5)) pour obtenir une borne du risque moyen. Pour cela, on utilise le
lemme élémentaire suivant.

Lemme III-2.5. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans R et C,a > O des constantes telles que

Ve >0, P(Z>¢€) <Ce *. (11-2.7)
Alors,
1+log(C
E[z] < —|—+g() _

Démonstration. Comme Z est a valeurs dans R,
E[Z] = / P(Z >rt)dr .
0

Pour tout u > 0, en utilisant P(Z > ¢) < 1, on a alors

—ou

*° C
E[Z]Su-i-C/ e ¥dr <u+ ea :

En appliquant cette borne avec u = (logC)/a, nous obtenons le résultat désiré. O
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Corollaire I1I-2.6. Supposons que le cardinal de la classe €, |€|, est fini et que minge4 R(g) = 0.
Alors I +log(| )
Ak + Og
BIR(g)) < — 2t

III-2.3 Une borne PAC agnostique

La borne PAC obtenue dans la section précédente n’est valide que si le classificateur bayésien (qui
dépend de la loi de (X,Y)) est un élément de la classe €. Nous allons maintenant chercher des bornes PAC
dites agnostiques : qui n’utilisent pas d’hypotheses sur la loi de I’observation. Le point de vue “agnostique”
différe ainsi du point de vue de la modélisation statistique classique, qui part elle de la connaissance a priori
d’une classe de modeles (on ne connait pas la loi de I’observation mais on formule 1’hypothese qu’elle
appartient a une famille de lois de probabilités, qui traduit notre connaissance a priori du domaine).

Rappelons que, pour tout g € ¥, nﬁn(g) suit la loi binomiale de parametre de succes R(g) : on doit
donc montrer une inégalité de déviation uniforme sur une classe de variables aléatoires binomiales. Le
résultat clef est ’inégalité suivante, qui est une conséquence directe du théoreme de Hoeffding (voir le
Théoreme [TV-1.9]et le Corollaire pour la preuve de ce résultat).

SiZi,...,Z, sont des variables aléatoires de Bernoulli de paramétre p € [0, 1] et si Zyn=n""1 "1 Z,
alors, pour toutn € Nett > 0,

P (Z, —-p> t) < exp(—Zntz) .

P(Z,—p < —t) < exp(—2nt?).

Il est important de remarquer que le membre de droite ne dépend pas de la probabilité de succes
p € [0,1]. La méme inégalité de déviation reste valable quelque soit la probabilité de succes p.

Théoreme III-2.7. Supposons que le cardinal de la classe €, || soit fini. Alors nous avons pour tout
ncNete>0,

P (sup R.(g) —R(g) > 8) < |‘€|&372"82 ) (M1-2.8)
geC

P (sup IR,(g) —R(g)| > 8) <2 |‘5|e72"82 . (I11-2.9)
ge¥

Démonstration. Notons € = {g,}lﬂ La borne de I’'union montre que

. €
P <SupRn(g) —R(g)| > 8) < Y P(JRu(gi) —R(g)| > €) .
i=1

gEC

Les inégalités ([I1-2.8) et (II[-2.9) découlent du Corollaire [TV-1.10|et du fait les variables {1;,(x,)y,} }1
O

sont distribuées suivant une loi de Bernoulli.
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La différence entre (II-2.9) et I'inégalité de Hoeffding (Théoréme réside dans le terme |%| du
membre de droite. Ce terme garantit que la borne soit valable simultanément pour toutes les regles de
classification de €.

Les bornes de déviation uniforme obtenues dans le Théoreme|lII-2.7|ont de nombreuses conséquences.
Elles montrent en particulier que, pour tout & € ]0,1[,

P (Vg €%, R(g)<Ru(g) +C(<5,n,5)) >1-6, (I11-2.10)

.5 = \/1og|%| +log(1/8)
2n
Ainsi, le risque de chaque classifieur est contr6lé uniformément sur la classe € par le risque empirique
du classificateur a un terme additif preés, dépendant uniquement de la complexité de la classe (définie ici
comme le logarithme de son cardinal). Comme est vérifiée uniformément, elle est en particulier
vérifiée par g et donc, avec une probabilité 1 — &,

R(g,) < Ru(8;)+C(%,n,8).

La borne inférieure du risque empirique permet de contrdler le risque conditionnel de I’estimateur a un
terme additif pres. Par le Théoréme [l1I-2.2} pour tout € > 0 et n € N, nous avons aussi

P (R(g;;) — inf R(g) > g) <P <sup

geC g€t

R,(g) —R(g)( > 8/2> <2|%|e (I-2.11)

On peut déduire de cette inégalité une borne PAC agnostique.

Corollaire ITII-2.8. Supposons que le cardinal de la classe €, |€| soit fini. Alors, pour tout € > 0 et
0 €[0,1], I’estimateur g}, est (€,8)-PAC pour tout n > n(g, 8) ou

_ 2{log(1/8) +1og(2|%])}
- >

n(e, 8)

Notons que log(|€’|) est aussi le nombre d’éléments binaires nécessaires pour spécifier une fonction g
particuliere dans %’. On retrouve la un lien intéressant, et non fortuit, avec la théorie de I’'information et du
codage.

Notons aussi que, pour tout € >0et d €0, 1],

P (R(éi;) ~ inf R(g) < \/ 10g(2\‘€|)2: log(1/5>>

11 est aussi intéressant de déterminer une borne de

>1-5. (I11-2.12)

E

sup | R, (g) —R(g)] :
gE?

Le Théoreme peut étre utilisé pour déduire une borne de cette quantité en utilisant le lemme él¢é-
mentaire suivant.

Lemme III-2.9. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans R, C, o > 0 des constantes telles que
Ve>0, P(Z>e)<Ce %,

Alors
1+ 1log(C)

E[Z] < p.
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Démonstration. On a par hypothese,
Ve >0, P(Z*> > ) < Ce % .

Donc, d’apres ([II-2.7) 1og(C)
1 4+log(C

E[Z?] <
o

On conclut par I’inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Théoreme III-2.10. Supposons que le cardinal de I’ensemble des classifieurs € soit fini. Alors,

= 1 +log(2|¥
E |sup|Ru(g) —R(g)|| < % : (I11-2.13)
gE? n
E[R(g,)] < inf R(g) +2 M . (111-2.14)
gE? 2n

I est possible d’améliorer les constantes numériques dans ce résultat en combinant le Lemme et
I’inégalité de Pisier (voir le Théoréme

II1-2.4 Une application : classification par histogramme

Soit m € N et {Q1,...,0Q} une partition finie de I’ensemble des attributs X C R?. Par exemple, si
X =10, l]d, nous pouvons diviser chaque axe en ¢ intervalles de longueur égales et considérer la famille
des hypercubes

d
Qiy iy = Hl](i/— D/a,ijfa) (ir,....ia) € {1,....q}""

On a alors m = ¢%. Les histogrammes sur la partition {01,...,0m} sont les classifieurs de la forme

€ = {g X—{0,1} : g(x Zd]lQ ,(dy, .. ,m)e{OJ}’"}.

Pour tout i € {1,...,m}, la décision de classification que nous prenons est la méme pour tous les points
x € Q;. Le nombre d’éléments de cette classe est 2". Le risque empirique de g(x) = ¥, ;1 (x) est donné

par

Ru(8) = — ¥ Ligonyiry = Z )IRTHIn Xic0;)

i= niz 1j=1

Zn: 1y, (Xi) {1 - l{dj}(Yi)} :

=

~.
Il
-

Ainsi, tout classifieur g, =Y | d, ;1 , ou
) J

*_{1 ST il (%) > (1/2) Ky 1o, (%)

n,j — .
o/ 0 sinon,

minimise le risque empirique. Dans chaque élément de la partition, g prend la “décision majoritaire".
En utilisant les résultats ci-dessus, nous pouvons calculer le risque d’approximation (voir (III-2.12))) et le
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risque moyen (voir (II=2.14)) :

P (R(gi;) ~inf k() </t losC) loell/ ‘”) >1-5,

mlog(2) +1In(2e))
2n '

BiR(En)] - K <2

Ainsi, I'erreur d’approximation et le risque moyen sont contrdlé par m/n : pour que ’erreur de généralisa-
tion soit faible il faut que le nombre d’éléments de la partition soit petit par rapport au nombre de données
d’apprentissage (ce qui est intuitif, il faut disposer dans chaque élément de la partition d’un nombre suffi-
sant d’exemples pour que le “vote majoritaire” ait réellement un sens).

III-2.5 Conclusion partielle

En particulier, montre que, lorsque la classe ¢ est de cardinal fini, la régle de classification
minimisant le risque empirique est consistante (voir Définition : le risque moyen converge vers 0
a la vitesse 1/+/n.

On retiendra des résultats précédents trois idées importantes.

(i) D’abord, le cardinal de ¥ (sa complexité en un certain sens), a un effet direct sur le contrdle de
I’exces de risque. Cela confirme que le choix d’un ensemble de classifieurs & trop riche peut conduire
a de mauvaises inductions.

(ii) Le contrdle de 1’exces de risque se fait par une borne de la fluctuation du risque empirique autour
de sa moyenne uniforme sur la classe 4. Nous verrons dans le chapitre suivant que la généralisation
de ce raisonnement a des classes infinies de classifieurs fait aussi appel a un argument de conver-
gence uniforme. Le contrdle du risque empirique est une analyse du “pire cas", pour lequel I’erreur
d’approximation du risque par le risque empirique est maximale.

(iii) Ces bornes peuvent étre améliorées si on abandonne le point de vue "agnostique" qui consiste a
chercher a obtenir des bornes qui restent valables indépendamment de la loi des observations.
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Chapitre I11-3

Théorie de Vapnik-Chervonenkis

L’inégalité générale (II-2.3)) montre I’intérét d’un contrdle du suprémum de la différence entre le risque
empirique et le risque sur la famille ¥, valable indépendamment de la distribution des exemples (en sup-
posant simplement que les exemples d’apprentissage sont indépendants). L’analyse PAC (“Probablement
Approximativement Correct") a été menée au chapitre précédent dans le cas d’espaces de regles de classi-
fication de cardinal fini. Nous allons dans ce chapitre montrer qu’il est possible de généraliser cette étude
a des familles de classificateurs de cardinal infini. Nous présentons de facon succincte 1’approche due
a Vladimir Vapnik, un des fondateurs de la théorie moderne de 1’apprentissage ; voir [?]. Ces idées ont
débouché non seulement sur une méthode d’évaluation de I’erreur L(g,) — inf,c R(g) (la dimension de
Vapnik-Chervonenkis) mais aussi sur de nouveaux algorithmes généraux et performants (les séparateurs a
vastes marges et leurs dérivés (SVM)).

II1-3.1 Inégalité de McDiarmid

Dans ce paragraphe, nous donnons une extension de I’'inégalité d’Hoeffding utilisée au chapitre précé-
dent. Il s’agit une inégalité de concentration pour des fonctions de variables aléatoires indépendantes plus
générales que la somme.

Soit X un ensemble borélien et g : X — R une fonction mesurable (de n variables). Nous allons
maintenant obtenir des bornes de déviation de g(Xj,...,X,) par rapport & sa moyenne lorsque les variables
aléatoires X1, ...,X, sont des variables aléatoires indépendantes prenant leurs valeurs dans I’ensemble A et
g est a différences bornées, voir la Définition Par souci de concision, nous écrirons dans la suite,
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, pour tout 1 < m < n, Xy = X, - -, Xn)-

Définition III-3.1 (Différences bornées). La fonction mesurable g : X" — R est a différences bornées, si
pour touti € {1,...,n},

sup |g(x17 °oo a-xn) _g(-x17 OO 7-xi—17x;7-xi+la OO 7xn)| < Ci,
X{ e X EXTH

Pour de telles fonctions, il est possible de prouver 1’inégalité exponentielle suivante, qui étend 1’inéga-
lité de Hoeffding pour les sommes.

Théoréme ITI-3.2 (Inégalité de McDiarmid). Soit (X,...,X,) n variables aléatoires indépendantes a
valeurs dans un ensemble X € B(R?). Soit g : X" — R une fonction mesurable & différences bornées

171
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(voir Définition[ITI-3.1). Alors pour tout t > 0,

P{g(X1,) — Elg(X1a)] > 1} < exp (—2t2/ fc%) (II1-3.1)

et

P{g(X1s) — E[g(X1n)] < —t} < exp (—2t2/ fc%) : (I11-3.2)

McDiarmid (1989) a prouvé cette inégalité a 1’aide de techniques de martingales, que nous reproduisons

ici. La preuve de Théoréme utilise I’extension suivante de Lemme [[V-1.§]

Lemme II1-3.3. SoitV et Z des variables aléatoires telles que B [V | Z] = 0 presque-siirement. Supposons
de plus qu’il existe une fonction mesurable h et une constante ¢ > 0 telle que.

h(Z) <V < h(Z)+ec.

Alors, pour tout s > 0,
E [esv |Z] < /8

Démonstration. (du Théoreme [III-3.2)) Posons G, = g(X1,), V = G, — E[G,] et définissons
Vi:E[Gn|Xli]_E[GH|X1i*l]7 l:157nv

avec la convention E [ G, | X19] = E[Gp]. Par construction, V = Y%, V;. Introduisons

Vie {1,...,11}, H,'(XU) :E[G”XU] :/-~~/g(X1,~,x,-+1n) fI ‘Ll,j(dx/)

j=i+1
En notant y; la distribution de X; et en utilisant I’indépendance de X|,, nous obtenons
Vie{l,...,n}, Vi = Hi(X1;) _/Hi(xliflaxi)ui(dxi) :

Définissons les variables aléatoires

W; = sup (Hi(Xli—uu) - /Hi(Xli—hxi)IJi(dxi)) ,

ueX
Z; = iIL}f (Hi(Xliia u) — /Hi(Xlilaxi)ﬂi(dxi)) .
Clairement, Z; < V; < W, presque-siirement et, comme g est a différences bornées

W; — Z; = supsup (H;(X1j—1,u) — Hi(X1i-1,v))

ueXveX
n
= SUPSUP/'"/{8(X1i—1>uaxi+1n)—g(Xli—l,\@xiHn)} H #j(dxj) <¢.
ueXveX Jj=i+1

D’aprés le Lemme [[II-3.3] pour tout i € {1,...,n} et s > 0, nous avons
E [V X)) < SN

On utilise alors la propriété élémentaire de I’espérance conditionnelle : pour toutes variables aléatoires

bornées, nous avons :
EXY]=E[E[XY|Y]]=E[YE[X|Y]].
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On en déduit, pour tout s > 0,
E {exz;;l v,} —E [esz,-”;ﬂ VE [ Xln—l]} — AR [eszy;g v,} .
Par une induction élémentaire, nous obtenons donc, pour tout n € N et s > 0.

Finalement, en utilisant la borne de Chernoff (Corollaire [TV-1.7), pour tout s > 0, nous avons

2

P(G,—E[G,] >t) <E [e“ﬂLlVf} e < e e  Liie /8

En prenant s = 4¢/Y} , ci2 nous obtenons ([II-3.1). Nous obtenons (III-3.2) en appliquant (III-3.1) a la

fonction —g. O

L’inégalité de McDiarmid a une conséquence immédiate mais essentielle.

Corollaire I11-3.4. Soit € une classe quelconque de régles de classification g : R? — {0,1}. Alors

V8>0, P sup|ﬁn(8)—R(8)|_E
g€t

~ 502
supIRn(g)—R(g)I] >8> <e e
J4S74

Ve>0, P/ |sup|Ru(g)—R(g)|—E |sup|Ru(g) —R(g)||| > | <2e 2%
g€? gET

Démonstration. Considérons les fonctions

1 n
g((xhyl)?” .,(xn,yn)) = sup — IL{g()c,-);éy,-} _R(g) )
ges i

1 n
=Y Lern —R(9)] -

h((x17y1)7'”a(xnayn)) = sup n
i=1

gEC

g et h sont des fonctions a différences bornées sur (X x {0,1})" avec ¢; = 1/n, pour tout i € {1,...,n}.
Nous concluons en appliquant le Théoreme |I11-3. O

La variable aléatoire sup,cq | R,(g) — R(g)| est concentrée autour de sa valeur moyenne, indépendamment
de la distribution des données d’apprentissage. En particulier, pour tout 6 € |0, 1[, avec une probabilité
supérieure 1 — &, nous avons

log(1/6
sup|L() ~ R(g)] <E |sup|Ly(g) - R(g)]| +1/ E L2 a33)
ge‘ﬁ ge(ﬁ n
Pour obtenir une borne de risque, il reste a borner I’espérance E[sup,cq [Ln(g) — R(g)[]-

I1I-3.2 Inégalité de Vapnik-Chervonenkis

Rappelons que les Théoreémes [[1I-2.7|and [I[II-2. 10| montrent que si le cardinal de la classe € des regles
de classification est borné par N, alors pour tout € > 0, nous avons

P (sup |ﬁn(g) —R(g)| > 8) < INe €’ ,

g€C
< /In(2N) '
- 2n

E [Sup IR,(g) —R(g)]
ge®
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e e e [ s

FIGURE III-3.1 — Pulvérisation une famille d’hyperplans en dimension 2 : panneau de gauche 2 points.
Panneau de droite : 3 points

¥

FIGURE III-3.2 — Pulvérisation d’un ensemble de quatre points par une famille d’hyperplans en dimension
2

Ces bornes élémentaires sont inutiles si N est infini (comme dans la classe des classifieurs linéaires par
exemple). Soient X|,...,X, n vecteurs aléatoires i.i.d. a valeurs dans R de distribution u. La distribution
empirique de 1’échantillon (X, ...,X,) est définie pour tout A € B(R?)

S| =

h(4) = i1A<Xi> .

Considérons une famille <7 d’ensembles de (R?). L objectif de ce paragraphe est I’étude de sup,, |4n(A) —
1(A)]. L’inégalité de McDiarmid implique que pour tout n € N etz > 0,

“

Pour toute classe <7, I’écart maximal est concentré autour de sa moyenne. Nous allons maintenant montrer
des inégalités pour

sup [, (A) —p(A)|—E Lsup |t (A) _u(A)q ‘ > ,) < e 2
Acd cof

B | sup 1(4) - 4)|

4N

en fonction de certaines quantités décrivant la “complexité" combinatoire de la classe d’ensembles o7, ne
dépendant pas de la distribution des observations. Etant donné n points x1, ..., x, de R?, définissons

Ney(x1,. .oy %0) = |{{x1,---,xnJNA: A € T}

Ny (x1,...,x,) est le nombre de sous-ensembles de {xi,...,x,} que 1’on peut obtenir par intersection de
ces n points avec les ensembles A € .o7. On a toujours Ny (x1,...,x,) < 2", et lorsque Ny (x1,...,x,) = 2"
, on dit que la classe o7 pulvérise I’ensemble {x,...,x,}.
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Définition III-3.5 (Coefficient de pulvérisation de n points de la classe 7). Soit </ une classe d’en-
sembles boréliens. Le coefficient de pulvérisation de n points de la classe </ est donné par

So(n)= max  Ny(xXi,...,%) .
(x17~'~7xn)€Rd

Le théoreme principal est la version suivante d’un résultat classique de Vapnik et Chervonenkis.

Théoreme ITI-3.6 (Inégalité de Vapnik-Chervonenkis). Soient Xi,...,X, n variables aléatoires indé-
pendantes, de méme loi 1L sur RY et soit [, la mesure empirique correspondante. Alors, pour toute famille
o d’ensembles boréliens de RY et pour tout € >0, on a

E Lsup |un<A>—u<A>|} < o/ 20828 (21)
cd

n

Démonstration. Soit (X{,...,X,) une copie indépendante de (Xj,...,X,) ((X{,...,X,) est indépendant de
(X1,...,X,) et de méme loi que (Xj,...,X,)). Définissons n variables indépendantes de Rademacher :
01,...,0; telles que P(07 = —1) = P(6; = 1) = 1/2 et indépendantes de (Xi,,,X1,). Alors, en notant
A€ B(RY),
1 n
BA) = Y 1,(X),
i=1

nous avons
E [525 i (A) —u(A)@ _E [;gg/m [n(A) — 11 (4) | X1] @

< [ sup & () ~ ()] [X0]| <2 sup () i )

1
=-E

sup
n

Aed/

)

iom(x» —m&'»‘

ot nous avons utilisé que, pour tout A € <7, les variables aléatoires {1, (X;) — 1,(X/)}7_, et {o;[1,(X;) —
1,(X/)]}", ont méme loi. Nous en déduisons donc que

!
Xll’l?Xln

io‘,‘(ILA(Xi) —1,4(x))

i=1

sup

E [Asup 1 (4) u(A)] <lg [E
cof n Acdt

Comme les variables aléatoires o7, sont indépendantes de X, et X{n, nous pouvons fixer X1, = x1,, X{n =
x}, et considérer

E | sup

Aed

ioi{wxl-)—m(x;)}H |

i=1

Pour tout (x1,,x},), nous notons par o (X1n,x},) C < la collection d’ensembles de < vérifiant les condi-
tions suivantes

— Pour tout B,C € @/A(xln,x’ln), B # C, nous avons

BN {xlmxlln} 7& cn {xlmx/ln} .

Deux ensembles distincts de &7 (xln,x’ln) ont des intersections différentes avec (xln,x’ln)
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— Pour tout A € 7, il existe B € ;zf(xln,x’ln) tel que
AN {x1,X1,} = BN {x10,%),} -

Par construction, chaque intersection possible de {x;,,x,} avec un ensemble A € o7 est présente dans
o (X1n,x},) une fois et une seule. Par définition du coefficient de pulvérisation de 2n points, nous avons
|W(x1n7x/1n)| < SQ{(ZI’Z), et

n

E
[::}; )

n

Y 0i(L,(x) — llA(XZ))H :

i=1

oiuA(xi)—ﬂA(x;»H =E[ max

AE“Z{A(xln 7xl ln)

En observant que o;(1,(x;) —1,(x})) est 2 moyenne nulle et a valeurs dans [—1, 1], nous obtenons en
utilisant le Lemme [[V-T.8|que s > 0,

et T 0Ly () -1, )] — ﬁE[esoan(x,-)an(x;)q <2
i=1

Comme la distribution de la variable aléatoire o;(1 ,(x;) — 1, (x})) est symétrique, le Théoreme|[V-1.13[(ou
le Théoreéme [[I[-2.7]et le Lemme implique immédiatement que

i 0i(L,4(x;) — ]lA(xé))H < +/2nlog2S,,(2n).

E | max
Aced |i=] O
Remarque I11-3.7. La forme originale de ’inégalité Vapnik-Chervonenkis est la suivante
P(sup 40 (A) — ()] > r) <48, (2n)e S8
Aed
En combinant le Théoréme |l1I-3.6|avec 1’inégalité (I1I-3.3), on obtient une inégalité similaire. &

L’inégalité de Vapnik-Chervonenkis permet de convertir le contrdle uniforme des déviations des moyennes
empiriques en un probléme combinatoire, qui ne dépend pas de la loi des observations. L’étude du coeffi-
cient de pulvérisation S (2n) est la clé de la compréhension du comportement de sup,¢ ., |tn(A) — 1L(A)].
Les classes pour lesquelles S./(2n) croit a un taux sous-géométrique avec le nombre d’observations n
permettent de “généraliser” dans le sens ot E[sup,c ./ |Un(A) — (A) — 1 (A)|] converge vers zéro.

I11-3.2.1 Propriétés du coefficient de pulvérisation

Nous allons établir dans la Section [[II-3.2.1| quelques propriétés importantes du coefficient de pulvéri-
sation. Soit .27 une classe d’ensembles boréliens de RY, et soit x1, € R? des points arbitraires. Commengons
par établir des propriétés élémentaires du coefficient de pulvérisation de n points.

Théoreme II1-3.8. Soient < et B des classes d’ensembles boréliens de RY, et n,m > 1 des entiers. Alors
(i) S (n+m) <Sy(n)Sy(m);
(ii) Si € = o UPB, alors Sg(n) < Sy (n)+Sxu(n);
(iii) Si 6 ={C=A°: A€ o}, alors S¢(n) =Sy (n);
(iv) Si€={C=ANB: A€ o etBE R}, alors Sy(n) < Sy
(v) Si¥={C=AUB: A€ o etBe R}, alors Sy(n) <S
(vi) Si€ ={C=AXB: Ac o etBe€ R}, alors S¢(n) <Sy(n)Sx(n) .



III-3.2. INEGALITE DE VAPNIK-CHERVONENKIS 177

Démonstration. Les assertions et[(vD)]découlent de fagon immédiate de la définition.

Pour montrer prenons x1, = {x1,...,x,} et posons N = | (x1,)| < Sy (n). Notons Aj,A,,...,Ay
les N ensembles (deux a deux différents) de la forme {xi,...,x,} NA, A € &/. Pour tout i € {1,...,N},
nous avons Sz (|A;]) < Sz(n) et,

€ (1) < ) Sp(|Ail) < S (n)Sz(n) -

=

i=1

découle de[(iv)|et O

Définition III-3.9 (Dimension de Vapnik-Chervonenkis (dim-VC) d’une classe d’ensembles). La
dimension de Vapnik-Chervonenkis dim-VC(«/) de la classe </ d’ensembles boréliens est le plus grand
entier n tel que

S (n) =2"

Si Soz(n) = 2" pour tout n, nous posons dim-VC(of) = co.

Clairement, si S,/ (n) < 2" pour certains n, alors pour tout m > n, S,/ (m) < 2™ (voir Théoréme [III-3.8H(1)),
et donc la dimension dim-VC est toujours bien définie.

Exemple I11-3.10 (Dim-VC de la classe des hyperplans linéaires). Considérons la classe .£; des sous-ensembles de
R? de la forme {xe RY: x> 0} pour tout a € R¢. Nous allons montrer que V < d. Considérons tout d’abord
I’ensemble S = {ey,...,e;} des vecteurs canoniques de R : pouri € {1,...,d}, ejij=1lete;;=0,si1<j#i<d.
Nous allons montrer que cet ensemble est pulvérisé par .Z;. En effet, pour tout (yy,...,ys) € {—1,+1}¢, considérons

I’ensemble
d
Ay oy = {x eR?: Zyiel-Tx > O} .

i=1

Un point ¢; appartient a I’intersection Ay, .y, NS si et seulement si y; = +1. Par conséquent,

Supposons maintenant qu’il existe un ensemble {xi,...,x;.1} de d + 1 pulvérisé par .Z;. Ceci implique que pour les

. d+1 . . d+1
29+1 5ous ensembles possibles {Sk}]%:] de {xy,...,x441}, il est possible de trouver un vecteur {wk}%:l tels que

Sk:{xl,...,xdﬂ}ﬁ{xERd : w,{xZO} .

Considérons la matrice obtenue en concaténant les sorties réelles de tous ces classifieurs

T T T
WXL WyX2 e WX
H-= : : —XW, (I1-3.4)
T T
Wi Xd+1 e Woat1Xd+1
ol nous avons introduit X = [x1,...,x441]7 et W = [w1,...,woe1]. Considérons la matrice G = signe(H) ol G,=

signe(H, ;)i € {1,...,d+1}, j € {1,...,29%1}. Les colonnes de la matrices G contiennent les 2¢*! combinaisons de
signes possibles dans un ensemble de d + 1 éléments.

Soit a € R?*! un vecteur. La k-2me coordonnée du vecteur a’ H est égale 2 a” Xwy. Il existe k tel que signe(Xwy) =
signe(a). Par conséquent, a’ Xwy > 0 (somme de termes tous positifs, dont un au moins est strictement positif). Ceci
montre que a’ H # 0,541 et donc que les lignes de matrice H sont linéairement indépendantes. Ceci implique que
Rang(H) = d + 1. Mais comme H = XW, nous avons

Rang(H) < min (Rang(X),Rang(W)) <d

car X est une matrice (d 4 1) x d. Nous aboutissons & une contradiction. Il n’y a pas d’ensemble de d + 1 points qui

puissent étre pulvérisés : ceci implique que dim-VC(.%;) < d et comme nous avions déja établi que dim-VC(.Zy) > d,
nous en déduisons dim-VC(%) =d. &
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Exemple III-3.11 (Dimension VC de la classe des hyperplans affines). Considérons maintenant la classe £ des sous-
ensembles {x eR?: alx+b> O} ol a € R? et b € R. Par rapport 2 la classe des hyperplans, nous avons rajouté
un parametre qui est le décalage de I’hyperplan par rapport a I’origine de 1’espace. Notons que .£; C £ et donc
d = dim-VC(.Z;) < dim-VC(.Z7). En fait, comme nous allons le montrer ci-dessous, dim-VC(.Z{) =d + 1.

Nous établissons tout d’abord que dim-VC(.Z{) > d + 1. Il suffit pour cela de construire un ensemble de d + 1

éléments de R qui soit pulvérisé par Zj. Considérons a cet effet I’ensemble S = {ey,...,e4} des vecteurs de la base
canonique de R? auquel nous adjoignons 1’origine 0 de 1’espace affine. (yi,...,y4+1) € {—1,+1}¢"!, considérons
I’ensemble
d
By, yan = {x eRY: fi(x) ==Y (i —yar1)e] x+Yar1 > 0} .
i=1

Notons que fy, ... y,., (¢j) =y;jpour j € {1,...,d} etque fy, .y, (0) =yg+1, nous avons donc

NSU{O}(EJ) > ‘{(SU{O})mByI,.“,y(H] : (yl7"'7yd+1) € {_17+1}d+1} > 2d+1 .

La borne supérieure de la dimension VC est une conséquence directe du fait qu'un hyperplan affine est un hyperplan
linéaire d’un espace R4H!, %

Exemple I11-3.12 (Dimension VC de la classe des hyper-rectangles). Nous nous intéressons maintenant a la classe %,
de tous les hyper-rectangles de R? dont les cotés sont parallzles aux axes de coordonnées.

Rg={[a1,b1] X+ X[ag,bg] : —e0 < a; <b;j<oojic{l,...,d}}. (II1-3.5)
Nous allons tout d’abord montrer que Sz, (2d) > 224 Nous notons comme précédemment I’ensemble S = {e|, —e|,e2,—e€2,...,¢4,—€4}

ol ¢; est le i-me vecteur canonique de R?. Le cardinal de ’ensemble S est égal 4 2d vecteurs ; les composantes d’un
vecteur quelconque de S sont nulles & I’exception d’une qui est égale a +1 ou —1. Nous considérons I’ensemble des
rectangles %, Le cardinal de cet ensemble est égal 2 224 et il est élémentaire d’établir que cet ensemble pulvérise S.
Par consequent, Sy, (2d) > 2%4.

Considérons maintenant un ensemble quelconque de 2d + 1 éléments de RY, § = {x1,.., %0441 }. Pourie {1,...,d+
1} et je{l,...,d}, nous notons x; j la j-éme coordonnée du vecteur x;. Nous notons

ky = argmin(x; ;,i € {1,...,d+1}) et { =argmax(x;1,i€ {1,...,d+1}\{k})

et par récurrence, pour j € {2,...,d}

kj =argmin(x,-,j,i€ {17...7d+1}\{k1,€1,...,kj_lfj_]})
Ej =argmax(x,-_j,i€ {1,...,d+1}\{kl,él.....,k./'_l,e/‘_],kj})

Finalement, nous appelons {ks11} = {1,...,d + 1} \ {k1,¢1,...,kg,44}. Nous notons y; = x;, et z; = x;, pour i €
{1,...,d}. Par construction, pour i € {1,...,d},

Vii < Xy S Zii -

ou, de fagon équivalente, xi, ., € [yi1,2i,1] X+ X [ya,4:24,4] 1 n’est donc pas possible de construire un hyper-rectangle
contenant les 2d points {yi,z1,...,Y4,24} €t qui ne contienne pas xi, ., On en déduit que : S, (2d +1) < 22d+1 pyr
conséquent, dim-VC(%,) = 2d. %

Comme le montre le résultat de base suivant, la dimension dim-VC fournit une borne utile pour le
coefficient d’éclatement d’une classe.

Théoreme II1-3.13 (Lemme de Sauer). Soit &/ une classe d’ensembles boréliens de dimension dim-VC
V =dim-VC (&) < 0. Alors, pour tout n,

s, <Y (7).

i=0
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Démonstration. On dit que B C {0, 1}" pulvérise S = {s1,...,5m} C{1,...,n} si

{ (b, bs,,) : (b1, by) €B}={0, 1}".

De fagon équivalente, B pulvérise S si la restriction de B aux coordonnées données par S est {0, 1}™ tout
entier. On fixe maintenant (xy,...,x,) tels que |27 (x1,)| = S (n), et on pose By = o7 (x1,).

Pour montrer le résultat, on constate tout d’abord que By ne peut par définition de la dimension de
Vapnik-Chervonenkis V pulvériser aucun ensemble de taille m > V. En effet, dans le cas contraire, on
aurait S (m) = 2™.

On va maintenant effectuer une transformation de I’ensemble By qui préserve son cardinal. Pour b =
(by,...,by) € By, on appelle b’ I’élément suivant :

— Sib; =1, 0npose b = (0, by, by) si ce vecteur n’est pas déja dans By et b’ = b sinon.

— Sib; =0, 0n pose b’ =b.
On définit ainsi un ensemble B; constitué des éléments b qui est alors clairement de méme cardinal que
By. On remarque alors que si B pulvérise S = {s1,...,5»} C {1, n} alors il en est de méme de By. Cette
assertion est triviale si 1 ¢ S. Vérifions maintenant qu’elle est satisfaite dans le cas ou 1 € S. Sans perte de
généralité, on suppose que s; = 1. Alors, quel que soit v € {0, 1}~1, il existe b € By tel que by = 1 et
(bsy, by,,) = v. Par construction de By, ona b € By et (0, by, b,) € By. Donc By pulvérise aussi S.

On recommence cette transformation en agissant maintenant sur les deuxiemes coordonnées des élé-
ments de By. On obtient ainsi By, puis on réitere le procédé pour arriver a B,,. Clairement, si B, pulvérise
un ensemble de taille m > V, alors By aussi. Comme on I’a vu pour By, cela revient a dire que si b € B,
alors les vecteurs de la forme ¢ = (cy,...,c,) , ot ¢; = b; ou 0 sont aussi dans By, ce qui implique que tout
élément de B, a au plus V coordonnées valant 1 (sinon B,, pulvérise un ensemble dont le cardinal est trop

grand). Par conséquent :
14
n
IBo| = |Ba| <Y (k> :
k=0

Une conséquence importante du Lemme de Sauer, que nous utiliserons de fagon fréquente dans la suite, est
donnée dans le corollaire suivant.

O

Corollaire II1-3.14. Soit &/ une classe d’ensembles boréliens de dimension dim-VC V < o, Alors
pour tout n € N,

Sw(n) < (n+1)",

et pour toutn >V,

Démonstration. Nous avons en utilisant la formule de bin6me

(n+1)Y Zn(>:)5 ”V' in,>

i=0!

M=

(0
0
SiV/n<1,alors

() EC=ECI O£ 0)-(3) =

L’inégalité de Vapnik-Chervonenkis (Théoréme [III-3.6) montre que si .o# est une classe d’ensembles boré-
liens de dimension V = dim-VC(.«), alors

¢ LSSE”"(A) _“(A)] < 2\/V‘°g(”+ 1)+ log2

n
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et donc, si la classe d’ensembles boréliens &7 a une dimension dim-VC finie, E [supy ¢/ |1 (4) — 1(A)]]
converge vers 0 2 un taux O(+/logn/n).

Lemme III-3.15. Soit ¥ un sous-espace vectoriel de dimension m de [’espace vectoriel des fonctions
mesurables de R? a valeurs réelles. La dimension VC de I’ensemble

%:{{xERd : g(x)ZO} : ge%}
est inférieure a m : dim-VC(&/) < m.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’un ensemble de cardinal m + 1 ne peut étre pulvérisé par les en-
sembles de .27. Soit X1, = (X1,...,Xp+1) € RY. On définit ¢ : 4 — R™*! par:

9(g) = (g(x1),--,&(xms1))

L’image de ¢ est un sous-espace vectoriel de R”*! contenu dans un hyperplan, donc il existe un vecteur
non nul a = (ay,...,am+1) tel que, pour tout g € 4

aig(x))+--+amp18(xmy1) =0

Si tous les coefficients ay,...,a,1 sont positifs, alors il est clair que les ensembles de ./ ne peuvent
pulvériser {x1, Xu1}, sinon on choisit g € ¢ telle que g(x;) < 0 pour tout i € {1,---,m+ 1}, et on aurait
alors ajg(x1)+- -+ amr18(xmy1) < 0.

Supposons maintenant que les coefficients {a,-};.”:ﬁl ne sont pas tous de méme signe. Nous avons alors :

Z aig(xi) = Z —aig(x;)

i,ai>0 i,a;<0

Supposons qu’il existe g € 4 qui soit telle que {x eR?: g(x) > 0} contienne exactement les coordonnées
x; telles que a; > 0. Dans ce cas, tous les termes du membre de gauche sont positifs alors que les termes du
membre de droite sont négatifs. On aboutit ainsi a une contradiction. 0

Corollaire III-3.16. (i) Soit </ la classe de toutes les boules de R?, i.e. les ensembles de la forme
{x eR?: |x—al* < b} aveca € RY etb € RY,

Alors dim-VC(«/) < d+2.

(ii) Soit </ la classe de tous les ellipsoides de R4, i.e. les ensembles de la forme
{x eRY: Xy lx< 1} , ou X est une matrice définie positive.

Alors dim-VC (/) <d(d+1)/2+1.

II1-3.2.2 Applications a la minimisation du risque empirique

Dans cette section, nous appliquons les principaux résultats des sections précédentes pour obtenir les
limites supérieures de la performance des regles de classification minimisant le risque empirique.
Rappelons brievement le contexte : % est une classe de classifieurs contenant des fonctions de déci-
sion de la forme g : RY — {0,1}. Nous utilisons les données d’apprentissage (X1,Y1), ..., (X,,Y,) pour
calculer I’erreur empirique R, (g) pour tout g € €. Un minimiseur du risque empirique g, est une régle de
classification vérifiant R R
Ry (8;) <Ru(g) forallge?.
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Nous notons par Ly le minimum du risque sur la classe &, ¢’est-a-dire

Ly = inf R(g) .

gev
(Ici, nous supposons implicitement que I’infimum est atteint. Cette hypothese est essentiellement motivée
par la commodité de la notation, mais elle n’est pas essentielle). L’inégalité de base du Théoreme [[11-2.2
montre que

L(8,) —L¢ < 2sup|Ry(g) —R(g)!.

ge€
Ainsi, la quantité d’intérét est le supremum sur la classe de classifieurs de la différence entre les probabilités
empiriques d’erreur et leur espérance sur la classe. Ces quantités sont estimées par I'inégalité de Vapnik-
Chervonenkis (Théoréme [1I-3.6). En effet, la variable aléatoire sup,c¢ |R,(g) — R(g)] est de la f(zrme
SUP4c, |Hn(A) — 1(A)], ol le r6le de la classe des ensembles .7 est maintenant joué par la classe o7 des
ensembles d’erreurs, définis par

{{(x,y)eRdx{O,l} : g(x);éy} : ge‘@”} )

~

L’inégalité de Vapnik-Chervonenkis borne sup,. | R (g) — R(g)| en fonction des coefficients d’éclatement

(ou de la dimension dim-VC) de la classe &7 des ensembles d’erreurs.
Au lieu des ensembles d’erreurs, il est plus pratique de travailler avec des classes d’ensembles de la

forme
{{xeRd : g(x)zl} : ge‘@”} .

Nous désignons la classe d’ensembles ci-dessus par 7. Le fait simple suivant montre que les classes .o/ et
o7 sont équivalentes d’un point de vue combinatoire.

Lemme III-3.17. Pour chaque n € N nous avons S j;(n) =S,/ (n), et donc les dimensions correspondantes
dim-VC sont aussi égales : V ; = V.

Démonstration. Soit N un entier positif. Nous allons montrer que pour tout ensemble de n points { (x1,y1), ..
de RY x {0,1}, si N ensembles de o sélectionnent N sous-ensembles de n paires, alors il existe N en-
sembles de <7 qui sélectionnent N sous-ensembles de {xi,...,x,}, et vice versa.

Plus précisément, considérons n paires (x1,0), ..., (xu,0), (Xm+t1,1),...,(xn, 1). Puisque 1’ordre des
paires ne joue aucun rdle, nous pouvons représenter n’importe quel ensemble de n paires cette maniere.
Supposons que pour un certain ensemble A € 7, I’ensemble correspondant

A=Ax{0}UA x {1} €&/

choisit les paires (x1,0),...,(xx,0) , (Xpmt1,1) , ..., (Xmss, 1), C’est-a-dire que ’ensemble de ces paires
est I’intersection de <7 et des paires n. Encore une fois, nous pouvons supposer sans perte de généralité
que les paires sont ordonnées de cette facon. Cela signifie que 1’ensemble A sélectionne dans I’ensemble
{x1,...,x,} le sous-ensemble {x,...,X¢, X ii11,---,% €t les deux sous-ensembles sont associés de fagon
biunivoque. Ceci prouve que S_7(n) < S,/ (n) . Pour prouver la réciproque, remarquez que si A choisit un
sous-ensemble de k points {xi,...,x;} C {x,...,x,}, alors I’ensemble correspondant A € &/ choisit les
paires avec les mémes indices {(x1,0),..., (x,0)}.

L’égalité des dimensions dim-VC découle de 1’égalité des coefficients d’éclatement pour tout n. O

Nous noterons dans la suite de I’exposé la valeur commune de S 7(n) et S,/ (n) par S (n), que nous ap-
pellerons le coefficient de pulvérisation de n-points de la famille de regles de classification €. 11 s’agit
simplement du nombre maximum de fagons différentes dont les points n peuvent étre classés par les clas-
sifieurs dans la famille €. De méme, nous appellerons V_; =V, la dimension dim-VC de la famille de
classifieurs 4, que nous noterons V.

Nous disposons de tous les éléments nécessaires pour présenter les principales performances du mini-
miseur du risque empirique.

~7(xnayn)}
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Corollaire II1-3.18.

s log(2S¢(2n
EIL(g)) — L] < /222202
Nous pouvons aisément déduire de ce résultat une borne pour P(L(g}) — Ly > €) en utilisant le Théo-

reme [[11-3.2
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Chapitre IV-1

Inégalités de déviations

IV-1.1 Inégalités de Markov et de Bienayme-Tchebychev

Lemme IV-1.1 Markov). Soit Z une v.a. positive et p > 0 telle que TE(ZP) < oo. Alors, pour tout 6 > 0,
nous avons :

P(Z>6) <o PE(Z).
Démonstration. On écrit
E[Z7] = E[ZP1 5 o((2)] + E[Z" 1 5(2)] 2 E[ZP1 5 . (Z)] = 6"P(Z = 5) ,
ou 1, désigne la fonction indicatrice de I’ensemble A. O

Cette inégalité conduit, lorsque p = 2, a I’'inégalité bien connue de Bienayme-Tchebychev (nous noterons
dans la littérature les nombreuses retranscriptions possibles de ce nom!).

Lemme IV-1.2 (Inégalité de Bienayme-Tchebychev). Soit Z une variable aléatoire réelle vérifiant E[Z%] <
oo, Notons |t = E[Z]. Alors, pour tout 6 >0 :

P(|Z—u| > 8) < Var(2)/8%. (IV-1.1)

Notons au passage que 1’inégalité de Bienayme-Tchebychev n’est pas précise. En particulier, la borne
apparaissant dans le membre de droite peut éventuellement étre plus grande que 1 (en fait dés que 6 <
\/Var(Z)). 1l est possible, a moindres frais, de proposer un énoncé de cette inégalité ne souffrant pas de ce
probléme :

Lemme IV-1.3 (Inégalité de Tchebychev-Cantelli). Soit Z une variable aléatoire réelle vérifiant E[Z%] <
oo, Alors, pour tout § > 0,

Var(Z)
P(Z-E(Z)>6) < Var(Z) 1 52

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que E[Z] = 0. Par suite, pour tout 8 > 0, nous
avons :

6 =E[(6 -2Z)] <E[(6-2)1;_ 5(2)] .
L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que :
5 <E[(8 -2 |P(Z < ) = (8% + Var(2))P(Z < ),
ce qui donne le résultat désiré. O

185



186 CHAPITRE IV-1. INEGALITES DE DEVIATIONS

IV-1.2 Inégalité de Jensen

Lemme IV-1.4 (Inégalité de Jensen). Soit | un intervalle ouvert de R, f une fonction convexe surl, Y une
variable aléatoire réelle telle que P(Y € 1) =1 et E[|Y|] < oo. Alors

FEY]) <E[f(Y)]. Iv-1.2)

Si la fonction f est strictement convexe, alors l’'inégalité est stricte dés que la variable aléatoire Y n’est
pas presque siirement constante (i.e. P(Y #E[Y]) > 0).

Démonstration. Si f est une fonction convexe sur un intervalle ouvert | alors pour tout 7 € |, il existe une
constante ¢; telle que

SO +c(y—1t) < f(y), pourtoutyel. (IV-1.3)

L’inégalité est stricte si f est strictement convexe et y # ¢. En appliquant cette inégalité avec r = E[Y], nous
avons donc

FEN]) +c(y—E[Y]) < f(y), pourtoutyel
et par conséquent découle de
FEY]) +e(Y —E[Y]) <f(¥) P —ps..

Si f est strictement convexe, et Y n’est pas presque-siirement constante, alors (TV-1.3)) est stricte sur I’éve-
nement {Y # E[Y]} qui est de probabilité strictement positive. O

IV-1.3 Inégalités de Chernoff

L’inégalité la plus simple pour borner la probabilité de la différence entre une variable aléatoire et son
espérance est 1’inégalité de Bienayme-Tchebychev (voir Lemme [[V-1.2). Supposons que Xj,...,X, sont
des variables aléatoires réelles indépendantes. Nous cherchons 4 borner la probabilité de queue P(|X, —
E[X,]| > €) avec X, = n~! ¥ | X;. L’inégalité de Bienayme-Tchebychev et I'indépendance des variables
aléatoires {X;}}_, impliquent immédiatement

o > Var (X, " Var(X;
P(|1X, —E[X,]| > €) < 8(2 n _ Zl_lnzgz( i)

La précision de cette inégalité est peut-étre plus facile a appréhender si nous supposons que les variables
aléatoires {X;}7_, sonti.i.d. et distribuées suivant une loi de Bernoulli de parametre p - (i.e., P(X; = 1) =
1-P(X; =0)=p).

ne?

1 n
Pl=YXi—p
niz

Zg) L r-p) (IV-1.4)

.. L . . . . _42
Cette borne est trés imprécise, comme nous allons maintenant le voir. Soit ®(y) = [*_e™"/2/\/2xdr la
fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Le théoréme de la limite centrale montrer que

i V2 (X p) = N(O,Var(Xy)) - AV-15)
i=1

Comme les variables aléatoires {X;, i € N} sont bindmiales, nous avons Var(X;) = p(1 — p). Nous avons

par conséquent,

p(1—-p

L) <1iX,'—p> L. N(0, 1),
niz
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ce qui implique que, pour tout y > 0,

n 1 & Sl |
IP’( o0=p) (n;X,-—p> 2y> —>/} mexp(—tz/Z)dI

Cette propriété suggere une inégalité de la forme, pour € > 0,

P (1 Y Xi—p> g) ~n1/2ene?/2p(1=p)), (IV-1.6)
=

Méme s’il I’argument précédent est heuristique (le théoreme de limite centrale ne permet pas de contrdler
des "queues" de distribution, il donne clairement a penser que I’inégalité de Chebyshev (Equation (IV-1.4))
est trés pessimiste.

Une amélioration significative de cette borne peut étre obtenue en utilisant une technique due a Cher-
noff. On va encore utiliser 1’inégalité de Markov, mais de facon plus astucieuse.

Une application directe de 1’inégalité de Markov montre que, si A est un nombre positif arbitraire, alors
pour toute variable aléatoire X, et tout # > 0,

E[ekx }

A
P(X > 1) =P(eM > M) < = —

L’idée de la méthode de Chernoff, est de choisir le nombre A > 0 qui minimise le membre de droite de
I’inégalité précédente.

Théoréme IV-1.5 (Chernoff). Soir X une variable aléatoire réelle vérifiant, pour tout A € R :

dx (L) =E[e**] < oo. (IV-1.7)
On a, pour tout a > (),
P(X >a) <e ™ @ pour tout a >0 (IV-1.8)
et
P(X < —a)< g~Mx(=a) pour tout a > 0 IV-1.9)

out la fonction hy est la transformée de Cramer de X, donnée par :

e :{suplzo{al—log(i)x(?t)} sia>0 A

sup; <o{—aA —logox(A)} sia<O0.

A(X—a)

Démonstration. Pour A > 0 et a > 0, la majoration e > 1ix>,) implique

P(X >a)<E [ex(xfa)} < E[eMX et = e~(eA-vx ()
ol yx (A1) =logdx (A). UEq ([V-1.8) découle de I’optimisation de cette inégalité en A > 0.
P(X >a) < e~ suP2>0(ad—yx (1)) — o—hx(a)
La preuve de ([V-1.9) est analogue. Pour @ > 0 et A < 0, nous avons
P(X < —a) =E[lix< 4] < E[e?X+9)] = @A +¥x () — o~ (-aA-yx(A)) |

et on conclut de la méme maniére. O
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Si X1,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes vérifiant IE[e“i] < oo pour tout A € R, alors il
est facile de relier les transformées de Cramér des variables X, ...,X, a la transformée de Cramér de la
moyenne empirique X,,.

Théoréme IV-1.6. SoitX,X\,...,X, nvariables aléatoires réelles i.i.d. . On suppose que, pour tout A € R,

0x (1) = E[e*] < oo et on note hx (a) pour a € R, la transformée de Cramér de X. On note X, =n~' Y| X;

la moyenne empirique de I’échantillon. Alors pour tout A € R, E[e“"] < oo et la transformée de Cramér

de X,,, notée th (@), vérifie, pour toura € R :

hg (a) = nhx(a)

Démonstration. On note ¢g (A) la fonction génératrice de X,,, alors en utilisant I’hypothése d’indépen-
dance

5,(1) = E [ T ] = [T = (ox(A/m)}" (IV-1.11)
i=1
et donc Yy (A) = nyx(4/n) ot yg (A) =logdg (A) et wx(A) =log¢x (). Poura >0

hx,(a) = ili%(al —nyx(A/n)) = nili%(a/l/n —yx(A/n)) =nhx(a) .

La preuve pour a < 0 est identique. O

Corollaire IV-1.7. Sous les conditions du théoréme nous avons pour tout a > 0.

P(X, > a) <e "x(@)
P(X, < —a) < e hx(-a)

IV-1.4 Inégalité de Hoeffding

L’obtention d’une inégalité plus précise que Bienayme-Tchebychev revient a trouver une "bonne" borne
de la fonction génératrice des moments s — E[e‘f(xi*E[Xi])] (la transformée de Laplace de la distribution de
la variable aléatoire X; — E[X;]). Cet objectif peut étre atteint de différentes fagons, qui dépendent des
hypotheses dont on dispose sur la distribution de la variable aléatoire X;.

Si la variable aléatoire X; est presque-stirement bornée, Hoeffding a établi une borne de la fonction
génératrice des moments qui ne dépend que du support de la loi de X. [?, ?] :

Lemme IV-1.8. SoitY est une variable aléatoire réelle de loi Q, oi Q([a,b]) =1 et [yQ(dy) = 0. Posons

wr(2) =log [exp(y)Qd)  2>0.

Nous avons

yr(A) <A%(b—a)*/8.
Démonstration. La convexité de la fonction exponentielle implique que pour tout a < x < b,

X —

IS}
~
S

S

|
=
~
S

ekx <

S
Q
S
|
Q
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En utilisant E[Y] = 0, et en introduisant la notation p = —a/(b — a), nous obtenons
b a
EleM] < Aa Ab
] = b—a® b—a®
= (1—p+ petlb-a))e PAlb-a) ._ oplw)
obu=A(b—a)etp(u)=—pu+log(l —p+ pe"). Un calcul élémentaire montre que la dérivée de p est
donnée par
") = — + L
p'(u)=—p (=)

et donc que p(0) = p’(0) = 0. En notant que, pour tous réels a et b, 4ab < (a+b)?* (remarquons en effet
que 2ab < a®> + b?),
" p(l — p)eﬂt 1
U= ——"""——= < —.
P = e =
En utilisant le théoréme de Taylor-Lagrange, nous obtenons qu’il existe 6 € [0, u] tel que
2 2 2 2
u u=  A<(b—a)
p(u) =p(0)+up'(0)+ 5p"(0) < & = ———

Nous donnons maintenant une autre preuve plus probabiliste. La fonction A — yy(A) est deux fois déri-
vable et,

. 2
W) =e ) [ exp(ay) Q(dy) —e 20D ( / yexp(aw@(dw) . (IV-1.12)

Posons,
Q, = e~ W(d)ehy, Q.

Par construction, Q3 est une mesure de probabilité sur Z(R). A I'aide de cette probabilité QQ,, on peut
interpréter ([V-I1.12) de la maniére suivante :

W)= [ (- [@) B =@,

ol Z est une variable aléatoire a valeurs dans [a,b] de loi Q). Maintenant, pour toute variable aléatoire Z
sur I'intervalle [a, b], on a toujours

b+a b—a
Z— <
‘ 2 |7 27
et donc
2 (b—a)?
Vary (Z) = Vary (Z — (b+a)/2) <E; {(Z—(b+a)/2)}§ =,
ce qui implique

W (A) < (b—a)*/4. (IV-1.13)
En intégrant (TV-T.13) et en utilisant yy (0) = y5,(0) = 0, on déduit

(b—a)’

wn) <220

(IV-1.14)
O

Nous pouvons maintenant utiliser directement ce résultat dans la borne obtenue par la méthode de Chernoff
(voir Théoréme deés que les variables aléatoires X; sont presque-sire bornées. On obtient ainsi
Iinégalité de Hoeffding : elle joue un role important dans les développements théoriques de I’ apprentissage
statistique.
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Théoreme IV-1.9 (Inégalité de Hoeffding). Soient Xi,...,X, des variables aléatoires réelles indépen-
dantes telles que, pour tout i € {1,...,n}, E[X;] =0 et a; < X; < b;. Pour tout t > 0, nous avons

t) < e_znztz/):,r'l:1(bi_ai)2 ,

—1) < o2/ X (bi—ai)*

P(X,
P(X,

IV

IN

Démonstration. En utilisant le théoreme [V-1.6 nous avons pour tout ¢ > 0,

P(X, >1) <e ™ ot hg (r) = sup{rA — Y yx,(A/n)} .
A>0 i=1

Le Lemme implique que
AN 1Y
hg (t) = A—(=) Y bi—a)
%, (1) ili%{t (n> 2 (b az)}

i=1

n
= —2n2t2/2(b,-—a,-)2 O
i=1

Corollaire IV-1.10. Si X1, ...,X, sont des variables aléatoires de Bernoulli de paramétre p et si X, =

n~'Y" | X;, alors, pour toutt > 0,

P([X, —p| >1) <2exp(—2nt?).

Démonstration. Appliquons I’inégalité de Hoeffding a ¥; = X; — p. Les conditions du théoreme[TV-1.9|sont
vérifiées avec b; —a; = 1. On conclut en écrivant

P(|X,—p|>1)=PX,—p>t)+P(X, —p < —1) .

IV-1.5 Inégalité de Pisier

Dans la preuve de Théoreme I’élément important n’est pas tant que les variables aléatoires
soient bornées presque-siirement, mais plutot que le logarithme de la fonction génératrice des moments
soit borné par une fonction quadratique.

Nous allons maintenant formaliser cette propriété en introduisant la notion de loi sous-gaussienne. I1 y
a plusieurs fagons de le faire et nous vous proposons la définition suivante, basée sur la fonction génératrice
des moments de X.

Définition I'V-1.11 (Loi sous-gaussienne, variable sous-gaussienne). Soit Q une probabilité sur
(R, B(R)) vérifiant [~ xQ(dx) = 0. La probabilité Q est dite sous-gaussienne de facteur de variance >
si pour tout A € R,

w(1) = log / MQ(dx) < 12622 .

Nous notons /Y (0'2) ces lois. Nous dirons qu’une variable aléatoire Y est sous-gaussienne de facteur de
variance 67 si la loi de Y —E[Y] est un élément de /Y (c?).
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Cette définition est naturelle parce que nous savons que la fonction génératrice des moments d’une

. . P . , N 292 , I
variable gaussienne centrée de variance o2 est égale 4 e® *°/2, Cette définition est naturelle car elle est
stable par convolution. Si Xj, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes de loi sous-gaussienne de

facteurs de variance 62,...,02, alors la loi de Y7, X; est elle aussi sous-gaussienne de facteur de variance
1> »Yn i=1

n 2
i=10j -

Remarque 1V-1.12. Notons que la variance d’une variable aléatoire de loi sous-gaussienne de facteur de variance 62

n’est pas nécessairement égale & 62. On peut toutefois montrer que [ x> (dx) < 62. &

Théoreme IV-1.13. Soito >0,n>2, et {Y,-};’:1 n variables aléatoires réelles sous-gaussiennes de facteur
de variance 6. Alors,

E [max Y,] < 6V2Inn. (IV-1.15)

1<i<n

Si, de plus, E[es(_Yi)] < 0’ /2 pourtout s >0eti € {1,...,n}, alors pour toutn > 1,

E [ma<x |Y,|] < 0+/2In(2n). (IV-1.16)

1<i

Démonstration. En utilisant 1’inégalité de Jensen, pour tout s > 0, nous avons
esE[maxlg,-S,, Y] <E [esmax]gg,)’,} -F |:max esY,-:| < ZE [esYi] < nes202/2.
Par conséquent, en utilisant de nouveau 1’inégalité de Jensen,

E {main

Inn so
1<i<n

<4
N

et nous obtenons ([V-1.13) en posant s = /2Inn/c.

Notons que
I¥1<3;1X|Y,'| =max(Y;,-Y,...,Y,,—Y,).

En appliquant (IV=1.13) nous obtenons ([V-1.16). O
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Chapitre IV-2

Fonction de répartition, quantiles et
statistiques d’ordre

IV-2.1 Fonction de répartition

Définition IV-2.1 (Fonction de répartition). Soit 1 une mesure de probabilité sur (R, Z(R)). La fonc-
tion de répartition de la mesure de probabilité L est la fonction F : x — [(]—oo,x]).

Soit (Q, F,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire a valeurs réelles. La fonction de
répartition F' de la variable X est la fonction de répartition de la mesure image de P par X, i.e. la fonction
F:x—PX <x).

Proposition IV-2.2. Soit F : R — [0,1] la fonction de répartition d’une mesure de probabilité | sur
R. Alors :

(i) 0 < F(x) <1 pourtout x € R.

(ii) F est croissante.

(iii) F est continue a droite, pour tout a € R, limy |, F (x) = F(a).

(iv) En tout point a € R, F admet une limite a gauche réelle, égale [1(]—oo,al.
(v) limy, o F(x) =0 e limy_o F(x) = 1.

Démonstration. (i) Par définition d’une probabilité, 0 < u(A) < 1 pour tout A € #A(R).
(i) Soient a et b deux réels tels que a < b. Nous avons
]_°°7b] = ]_W’a] U}a,b}

Par conséquent, F(b) = F(a) + i(Ja,b]) > F(a).
(iii) Soit a € R. Pour toute suite {%,, n € N} décroissante et positive, on a | —eo,a] =, ]—o0,a+ hy) ;
les ensembles |—eo,a + hy,] étant décroissants, il vient

u <ﬂ}_°°>a+hn]> =lim | u (J—oo,a+hy)

n

dont on déduit que F(a) =lim | F(a+ h,). Par suite, F est continue a droite en a.

193
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(iv) Soita € R. Pour toute suite {4, n € N} décroissante de réels positifs, on écrit | —oo,a[ =, ] —o0,a — hy).
On en déduit que lim < F(x) existe et vaut ji(]—eo, af).

(v) Soit {x,, n € N} une suite décroissante de réels telle que limy,_,o X, = —o0 et posons A, := | —oo, x;,].
La suite {A,, n € N} est une suite décroissante et (,,_yA, = 0. La Proposition (v)| montre que

Mim F(x) = lim F(x,) = lim | gt (] —o0,x,]) = p1(0) = 0.

On prouve de méme que lim,_, . F(x) = 1. O

Définition IV-2.3 (Fonction de répartition empirique). La fonction de répartition empirique de I’échan-
tillon (X, ...,Xy), notée Fy, est définie par

1 n
X = ; Z ]l]foc,x] (Xk) °
k=1

La fonction de répartition empirique I?n est la fonction de répartition de la mesure empirique

l’l_l i 6X,— 5
i=1

La proposition suivante montre que fn est un estimateur (fortement consistant) de la fonction de répartition
de la loi de X ; et elle établit quelques propriétés de cet estimateur.

Théoreme IV-2.4. Soit {X;, k € N*} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. définies sur (Q,.7,P)
et de fonction de répartition F. Soit F, la fonction de répartition empirique associée a I’échantillon
(Xl P aXn)

Pour tout xo E R etn € N* on a

~

E[Fu(x0)] = F(x0), (IV-2.1)
Var (fn(xo)) =n~! F(x)(1-F(x0)) , (IV-2.2)

P

De plus, nous avons pour tout xo € R,

Fy(x0) —F(xo)‘ > 8) <2e 2" pour tout € > 0. (Iv-2.3)

Fo(x0) =2 F(xo) (V-2.4)

et
Vi(Fy(x0) — F(x0)) = N(O,F (x0) (1 — F(x0))- (1v-2.5)

Démonstration. Les variables aléatoires {]1]_.”“{0] (Xr),k > 1} sont indépendantes, de loi de Bernoulli de

parametre F'(xo). Nous avons donc

[ (x0)] =" Y F(x0) = F(x0)
k=1

n

Var(Fatoa)) =™ YL F(10)(1 = Fx0) =7 F(10)(1 = F(o)
=1

La preuve de (TV=2.3)) découle de I’inégalité d’Hoeffding (Théoreme [[V-1.9). O
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Un raffinement de la preuve montre que la convergence ([V-2.4) de la fonction de répartition empirique est
en fait uniforme en x € R.

Théoréme 1V-2.5 (Glivenko-Cantelli). Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d.
définies sur (Q, % ,P), de fonction de répartition F. Soit F, la fonction de répartition empirique associée
a 'échantillon (X1, -+ ,Xy). Alors,

sup|Fy(x) — F(x)] =250 (IV-2.6)
xeR

_ 2
lim E [{sup |F3 (x) —F(x)} ] =0. (Iv-2.7)
= xR

Démonstration. Nous allons nous ramener a la loi forte des grands nombres, en discrétisant le probleme.

Pour m € N* construisons ag,ay, .. .,an,an+ de telle sorte que
i i+1 .
[ai, air1] = {xeR :—<Fx)< } , pouri=1,2,.... m—1,
m m
et ag = —o0,ay, 11 = +oo. Pouri € {0,...,m} etx € [a;,a;41[, nous avons

Fo(x) = F(x) < Fy(ais1—) — F(a;) < Fy(ais1—) *F(ai+1*)+% ;

F() ~ Fa(2) < Fan) — Fyla) +

Par conséquent, comme R = |ag, a1 [U (UL (@i, aiy1]) etlim,_,4, E, (x) =limy 4y F(x) = 0etlim, ,q, | E, (x)=
lim, ., F(x) = 1, nous avons

sup|F, (x) — F (x)| = max {|F<a,»>—F;,<a,»>|+|F<a,~—>—ﬁz<a,~—>|+ 1 } , (IV-2.8)

xeR 1<i<m m

Pour tout m, lorsque n — oo, (IV-2.4) entraine

RS

limsupsup |, (x) — F(x)| <

n—eo  xeR o

Comme m peut étre choisi arbitrairement grand, ceci montre (IV-2.6). La preuve de (IV-2.7) découle du
théoréme de convergence dominé (Théoréme D en remarquant que sup,g |F(x) — F,(x)] < 2. O

Il est possible d’obtenir un résultat beaucoup plus précis que celui donné par 1’équation (IV-2.3) sur la
déviation de la fonction de répartition empirique.

Théoreme IV-2.6. [Inégalité de Dvoretzky-Kiefer-WolfowL‘tz (DKW).] Soit X1,...,X, des variables i.i.d.
définies sur (Q, F,P) et de fonction de répartition F. Soit F, la fonction de répartition empirique associée
a I’échantillon (X;,- -+ ,X,). Pour tout € > 0,

P (suﬂg |F(x) — F(x)| > e) < 2e~ € (IV-2.9)
IS
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On remarque que la borne est la méme que celle qui apparait dans la borne exponentielle (TV-2.3). La
preuve de I'inégalité (IV-2.9) est délicate. En utilisant le fait que

= /W]P’(U > t)dt
0

pour une variable aléatoire positive U, on déduit du Théoréme [[V-2.6|que

(&[s oo —F<x>|])2 <& |suplfi )~ F(0) |

xeR xeR

1
n

< /OMP <sup|ﬁ,,(x) _FWP> t) dr <

xeR
ce qui complete le résultat donné par le Théoréme [[V-23]

Démonstration. (du théoréme [[V-2.6) Nous allons montrer un résultat plus faible : pour tout € > 0,

~ 2
P (sup|F,,(x) —F(x)| > 8) <4 (2 + 1) e "7 .
x€R €

Soit € et N la partie entiere supérieure de 2/€. Pour tout ¢ € R, on définit
1 n
= i e

Pour tout k =0,-- - , N¢, notons

=inf{t eR: F(t) > k/Ne} .
On a toujours ay < ag. Par continuité a droite de F* et par définition des points a;, on a
k
F >— >F(a,
(ak) = Ne™ (ak ) )
et donc

1

<<
N¢

F(ak_+1) —F(a) <

l\)\m

ou de facon équivalente

4 _
F(ak)+§ > Fla,,) -

Soit ¢ € [ax, ag,1[. Puisque F, et F sont croissantes,
Fu(a) = Flag, ) < Fa(t) = F(t) < Fala,) = Fa)

et donc R
F, (ak) — F(ak) —

Ainsi,

tER
Or, par le théoreme [[V-2.4] pour tout k = 1 .,Ng, on a,

P(|Futa0) ~ Fla)| > ) §2e‘"§ - p(R

On en déduit donc

p <,@R E() —F(t)‘ > s) <P (:{ Fulay) F(ak)’ > 5} u{ Fo(ap) F(a,:)‘ > ;})
< stl ( (|7t —F(ak)‘ > g) +P(|Fu(ap) F(a,:)‘ > ;))
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IV-2.2 Quantiles

La fonction F ne définit pas nécessairement une bijection de R sur [0, 1]. On peut néanmoins définir
une inverse généralisée : pour tout p € [0, 1], posons

Fl(p):=inf{xeR: F(x) > p}, (IV-2.10)

ou, par convention,
infR=—c0 et inf@ = +oo.

La proposition suivante établit les propriétés de cette inverse généralisée.

Proposition IV-2.7. Soit F la fonction de répartition d’une mesure de probabilité sur (R, B(R)). La
fonction F~! définie sur 0, 1| par (IN-2.10) vérifie les propriétés suivantes :

(i) F~ est croissante sur [0,1].

(ii) F~'[F(x)] < x pour tout x € R tel que 0 < F(x) < 1.
(iii) F[F~'(p)] > p pour tout p €0, 1] avec égalité si F est continue au point F~'(p).
(iv) F~! est continue a gauche sur0,1[ : F~'(p—) = F~'(p) pour tout p €10, 1],

(v) F~' admet des limites a droite sur 0,1 : F~!'(p+) =inf{x e R : F(x) > p}.

Démonstration. (i) Si0<p<g<lalors{xeR: F(x)>q}C{xeR: F(x) > p}.Donc F!(p) <
F~!(q) et F~! est croissante.

(ii) La définition de I’inverse généralisée montre que F~![F(x)] est le plus petit y € R tel que F(y) >
F(x).

(iii) Par définition, F~!(p) est une valeur de y telle que F(y) > p.
(iv) La fonction F est continue a droite

(v) La fonction F a des limites a gauche. O

Définition IV-2.8 (Quantiles). Soit F la fonction de répartition d’une mesure de probabilité | sur
(R, Z(R)). Pour 0 < p < 1, le p-ieme quantile de F est défini par

O(p):=F Y(p)=inf{xcR: F(x) > p}, (IV-2.11)

Si la fonction x — F(x) est continue et strictement croissante, alors F définit une bijection de R sur
[0, 1] et 1a fonction des quantiles p — Q(p) est simplement I’inverse de la fonction F. On a dans ce cas

FoF~'(p)=F(Q(p))=p- (IV-2.12)

Si la fonction F est strictement croissante mais est discontinue, la relation F o F~!(p) = p n’est pas néces-
sairement vérifiée.

Proposition IV-2.9. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. Si F est continue
et strictement croissante, alors la variables aléatoires F(X) suit une loi uniforme sur [0,1].
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Démonstration. Soit u € 0, 1[. Par hypothese, on peut appliquer I’équation ([V-2.12)), donc

P(F(X) <u)=P(F(X) <F(F'(u)) =P(X < F~'(u)) = FoF '(u) = u. O

Définition IV-2.10 (Quantile empirique). Soient (X,...,X,) n variables aléatoires réelles définies sur
(EZ,JOZ ,P). Le p-ieme quantile empirique est le p-ieme quantile de la fonction de répartition empirique

I~

Fpix— Fy(x)=n"'Y", L (X;), i.e.

On(p) = I?,,_l(p) :inf{xe R: I/*";l(x) > p} .

Théoréme IV-2.11. Soit (X,...,X,) des variables aléatoires réelles i.i.d. de fonction de répartition F et
de fonction quantile associée Q. Soit Q,, la fonction quantile empirique associée a la fonction de répartition
empirique de I’échantillon (X1,...,X,).

Pour tout p €10,1[ et € > 0,

P(|0n(p) — Q(p)| > €) < 2672 |

O :=min{F(Q(p)+¢&)—p,p—F(Q(p)—¢€)} . (IV-2.13)

Démonstration. Soit € > 0. Nous avons
P(|04(p) — Q(p)| > €) = P(Qu(p) > Q(p) + &) +P(Qu(p) < Q(p) —€) .

Nous allons borner ces deux termes séparément. Nous avons tout d’abord, en utilisant que Qn (p) est par
définition, I'infimum des réels vérifiant F,(x) > p,

P (Qn(P) > Q(p) + 8) =P (p > F,(O(p) + 8)) =P (ﬂp > Zn: ]]'{Xi<Q(P>+£}>
i=1
=P (Xn: Lix>0(p)+ep = (1 — 1’)>

=IP< Vi~ nE[Vi Zn(l—p)—n{l—F(Q(p)+8)}> ,
i=1

5

ou ’on a posé V; := ]l{Xi>Q(p)+g}. Les variables aléatoires Vp,---,V, sont i.i.d. de loi de Bernoulli de
parametre 1 — F(Q(p) +¢€). Donc E[Vi] = 1 — F(Q(p) +€). En notant &; := F(Q(p) + €) — p, nous avons
donc, en utilisant le théoreme [[V-1.9]

P(Qu(p) > Q(p) +€) =Pr (Z{w —E[Vi]} > n&) <e 2 (IV-2.14)
i=1
En procédant de méme, nous avons

P (Qn(p) <0(p) - 8) =P (i{Wi —-EWwW]} > n&) <e 28 (IV-2.15)
i=1

ouW; := H{X’.SQ@),E} et & Z=p—F(Q(p)—€). O
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Le théoréme suivant établit la convergence presque-siire du quantile empirique.

Théoréme IV-2.12. Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. définies sur (Q,F,P),
de fonction de répartition F et de fonction quantile associée Q. Soit Q,, la fonction quantile empirique
associée a la fonction de répartition empirique de I’échantillon (X1, -- ,X,). Soit p € ]0,1[. Supposons que
pour tout € > 0, F(Q(p) +€) > p. Alors,

~

0u(p) =25 0(p) .

Démonstration. D’apres le théoreme [[V-2.11] pour tout € > 0, il existe J; > 0 tel que

LY (104(p) ~Q(p)| > €) <2 Y e % < oo,

n=1

Par conséquent, le Lemme de Borel-Cantelli (Lemme [[V-5.11) montre que Oy, (p) — Q(p) L) lorsque
-y O

Proposition IV-2.13. Soir (Xy,---,X,) des variables aléatoires réelles i.i.d. définies sur le méme
espace (Q, . F ,IP), et de fonction de répartition F. Soit F, la fonction de répartition empirique associée
a Iéchantillon (Xi,- -+ ,X,). Pour tout € > 0,

1
P| sup ‘F )fp‘>8+f <2e et
pelo,1] n

Démonstration. Soit p €10, 1[. On écrit

FAE, ()~ p +-sup|F) ~ Fo ()]

Notons K, la partie entiére supérieure de np. On a par définition de la fonction de répartition empirique et
de la fonction quantile empirique F,(F, ! (p)) = K, /n, donc p < F,(F, ' (p)) < p+ 1/n. Par suite,

o 1
B(E () —p| <+
On a finalement .
sup ‘F p))—p| < —+sup F(x)—I?n(x)’ .
P€)o,1] n xeR
On conclut avec I'inégalité de Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz (Théoreme [[V-2.6). O

IV-2.3 Statistiques d’ordre
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Définition IV-2.14 (Statistiques d’ordre). Soient X;,X;, ..., X, nvariables aléatoires réelles. Les valeurs
ordonnées X1, < Xp.p < - < X de X1,X5,- -+, X, sont appelées les statistiques d’ordre.

Le minimum X;., de X1,X>,...,X, estla 1-ere statistique d’ordre, le maximum X,., est la n-eme statis-
tique d’ordre. Notons que, pour tout i € {1,...,n},

Xin =F'(i/n). (IV-2.16)

On appelle médiane de ’échantillon (X, --- ,X,), le quantile empirique d’ordre 1/2; on le note M,,. On a

~_ Xpt1n sSin=2m+1
. 1 _ m+1:n
My = F,(1/2) = { Xonen sin=2m

Dans le cas ol n = 2m, on trouve aussi parfois la définition symétrique suivante

1
My, = -

) (Xm:Zm +Xm+l:2m) .

Théoreme IV-2.15 (Loi jointe des statistiques d’ordre). Soient X1,X5,...,X, des v.a. réelles i.i.d. défi-
nies sur (Q, % ,P) et de loi admettant une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. La loi
jointe des statistiques d’ordre (Xi:n,Xou, . . . , Xn:n) admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue
sur R", donnée par

015 Y25 o5 Yu) = 0 f 1) F2) - FOn) Ly <yn<yn} -

Démonstration. Comme les variables (Xi,...,X,) sonti.i.d. etque leur loi posséde une densité, nous avons
P(X; = X;) = 0 pour tout i # j. Par suite,

PXjp < Xop < -+ <Xpm)=1.

Nous allons tout d’abord montrer que la loi jointe des statistiques d’ordre admet une densité par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R”". Soit B € & (R") un ensemble négligeable sous la mesure de Lebesgue.
Nous avons

P((X]:na S 7Xn:n) € B) = P((Xlzna S aXn:n) € B7Xlin < X2:n << Xn:n)
=Y P((Xz(1),- - Xa(n) € B.Xp(1) < Xg(2) <+ < X(n))
T

ou la somme porte sur I’ensemble des n! permutations 7 de I’ensemble {1,...,n}. Comme pour tout 7,
P((Xz(1) -+ > Xa(m)) € B: Xz(1) < Xz(2) <+ < Xz(n)) = 0 puisque B est négligeable et que (X (1),- - -, Xz(n))
posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R”, nous avons P((X}.,,..., X)) € B) = 0.
Ainsi, la loi jointe des statistiques d’ordre est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R” (voir définition et par le théoréme de Radon-Nikodyn (voir théoréme [A.47), elle admet une
densité.

Soit —eo < xq,...,x, < oo, L’événement A := {X., < x1,X0.n < X2, .., Xpn < X, } est 'union des n!
événements disjoints

Ap = {Xn'(l) <x aXn(Z) <x,... 7X7r(n) < xn} N {Xn:(l) < Xn:(2) << Xn(n)}
ol 1 parcourt I’ensemble des permutations de {1,...,n}. Notons de plus que
n
P(Ak) = // Hl{yiﬁxi}f(yi)dyi )
Y1<<Vnj=1

qui ne dépend pas du choix de 7. Par conséquent, nous avons P(A) = n!P(Az). On en déduit I’expression
de la densité. O
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On obtient facilement la loi marginale des statistiques d’ordre.

Corollaire IV-2.16. Soit X,...,X, des v.a. réelles i.i.d. définies sur (Q,.% ,P), et de fonction de réparti-
tion F. Supposons que la loi de X admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Alors
la loi de la r-ieme statistique d’ordre X,., admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R

donnée par

n! r—1 —F(x)VT :
o P {1 - P av.17)

Démonstration. Soit 1 < r < n. Calculons la r-ieme marginale de la loi jointe des statistiques d’ordre.

D’apres le théoreme [V-2.15] nous avons
X r—1 n
P(Xpn < x0) =n! / /1y1<---<yr Hf(yi)d)’i /]]')'r<---<yn H FOidyi | f(yr)dyr,
e i A

i=r+l1

=t [ L0000 0,

J —o0
en ayant posé

r—1

Ir('x) = /]l{yl<~»<y,-,1<x} ( f(yl)> dyl ~~~d)’r—1 ’

Il
=

n

i=r

Jr(x) = / Lircy, ot <o<ynd ( f(y,-)) dy,i1...dy,,
1

avec la convention /; (x) = J,(x) = 1. Notons que pour » > 2 et £ < n— 1, nous avons

X +oo
I(x) = / )b (erm)dey, Jo(x) = / Jee1(yes1) f(Ves) dyer -
On montre par une récurrence élémentaire que pour r > let ¢ <n

(I =F)~!
Jo(x) = ECEIT

_ Frfl (x)

=G

ce qui conclut la preuve. O

Nous terminons en établissant la distribution asymptotique des quantiles centraux.

Théoreme IV-2.17. Soit {X,, n € N} une suite de v.a. réelles i.i.d. définies sur le méme espace (Q, % ,P),
de fonction de répartition F et de fonction quantile associée Q. Soit p €10,1] et {k,, n € N} une suite
d’entiers tels que

Vilka/n—p) = 0. (IV-2.18)
Si F est dérivable au point Q(p) et F'(Q(p)) > 0, alors

\/ﬁ(an;n —0(p)) =N (0’ %) .

Démonstration. Soit p € ]0,1]. Par hypothese, la fonction F est continue au point Q(p) et donc

F(Q(p)=r-. (IV-2.19)
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Nous étudions la limite quand n — o de la quantité

P(v/n(Xi,n — Q(p)) < a) = P(Xg,.n < O(p) +an™"?)

et ce pour tout a € R. Définissons

i 1{X; < 0(p) +an"'}.

La clef de la preuve est d’observer que
{Xiyn < O(p) +an™ "2} = {Ky > b} . (IV-2.20)
Posons, pouri € {1,...,n},
Yoi(a) :=n""/? {]l{Xi <0(p) +an*]/2} —F(Q(p) +an’1/2)} )

Nous définissons ainsi un tableau triangulaire de variables aléatoires réelles, {{Y, ;(a)}}_,,n € N} centrées.
Nous allons montrer que, pour tout a € R,

-

Il
-

Zn(a) = Yn,i(a) = N(OaP(l _p)) ) (Iv-2.21)

1

par application du théoréme de Lindeberg-Feller (Théoréme [[V-5.4T)). Notons tout d’abord que, pour tout
£>0,

Y B (@)L{[Yni(a)| = e}] = nE[V}, (@) 1{[¥n1(a)| = €}] S P(|¥na(a)| > &)

P(1{X < Q(p)+an™"2} — F(Q(p) +an™' %) = ev/n) .
On en déduit que

hmZE a)1{[Yi(a)] > £}) =

ce qui montre la condition (IV-3.17) du théoréme [[V-5.41] Remarquons d’autre part, que

Zn:E = Var (1{}(1 <Q(p) +“"71/2}) =F(Q(p)+an™"/*)(1—F(Q(p) +an~"/?))

et comme par (TV-2.19), F(Q(p)) = p. nous avons
li,anE[Ynz,i(a)] = Gz(p) , ou Gz(p) = p(l _p);
=1

ce qui établit la condition ([V-3.18) du théoreme [[V-5.41] La convergence (IV-2.2T)) découle directement
du théoréme de Lindeberg-Feller (théoréme [[V-3.41). Le théoréme de Polya (Théoréme [[V-5.44) montre
que la convergence ([V-2.21)) est uniforme, i.e.

sup |P(Z, < x) —®(c ' (p)x)| =0, (IV-2.22)
xeR

ol & est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite (et donc ®(x/c) est la fonction de
répartition d’une loi normale centrée de variance 62). Comme P(Z, > x) = 1 —P(Z, < x) et 1 — ®(u) =

®(—u) pour tout u € R, implique

sup|P(Z, > x) —®(—0 ' (p)x)| =0. (IV-2.23)
xeR
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1l découle maintenant de (IV-2.23) que

]P)(\/E(Xk,,:n - Q(p)) < Cl) = ]P)(Kn > kn)
_p(% —nF(Q(p) +an~'/?) o fn—nF(Q(p) +an1/?)
vn - Vn

(g s = F(Q(p) +an 1)
(oo erorar )

®(c~ ! (p){nF(Q(p) +an”"?) —ku} /V/n) +o(1) .

Comme la fonction F est dérivable au point Q(p), nous avons en utilisant ([V-2.13),

S

nF(Q(p)+an?)—k,  F(Q(p)+an~'2)—p np—k,

v B T
an~1/?) — n !
S D () ety

Nous avons donc établi que, pour tout a € R,

P(v/n(Xi,n — Q(p)) < a) = ®(c~ ' (p)aF'(Q(p)))
ou de facon équivalente

V(X —Q(p)) =N (0, p)) . (IV-2.24)

O
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Chapitre IV-3

Famille de distributions

IV-3.1 Loi gaussienne

Définition IV-3.1 (Loi Gaussienne réduite). Une variable aléatoire X a valeur dans R est dite gaus-
sienne réduite si sa loi admet pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R :

e =——ew(-3 ).

La fonction caractéristique de la loi gaussienne réduite a pour expression :
¢(1) = Elexp(itX)] = exp(—*/2)

Les moments de la loi gaussienne réduite se déduisent du développement de Taylor de @(¢) en O : les
moments d’ordre impair sont nuls et les moments d’ordre pair sont donnés par

Définition IV-3.2 (Loi gaussienne). Une variable aléatoire X a valeur dans R est dite gaussienne si elle
peut s’écrire sous la forme X = X, + U out X, est une variable aléatoire gaussienne réduite. On note
X ~ N(u,02). W est espérance de X et 6* sa variance. Lorsque 6> > 0, la loi N(u,6?%) a une densité
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R donnée par :

_ 1 (x—u)?
gu,cz(x)_ o_\/ﬁexp <_ 2062 )

La fonction caractéristique d’une variable gaussienne de moyenne et de variance 62 est donnée par

o2
Py o2 (1) =exp (iut — 2t2> . (IV-3.1)

205
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IV-3.2 Loi gaussienne multivariée

Définition IV-3.3 (Loi gaussienne multivariée). Un vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) est dit gaussien
si, pour tout t = (t,...,t,) € R", Y 11X = = t"'X est une variable aléatoire gaussienne.
Soit X = (Xj,...,X,) un vecteur aléatoire gaussien. Pour t = (¢y,...,5,) € R", Y = t7X est une variable

gaussienne, dont I’espérance et la variance sont données respectivement par :
Zg [x;] = t'E[X]
E(Y ~E[Y]’) = ¥ u/B[(X~ BX))(X; ~E[x])] = €Tt

i,j=1

ou I' = (Cov(X;,X;)),; ;<, est la matrice de covariance du vecteur X.

Définition IV-3.4 (loi N(u,I')). Soit p € R" et T une matrice n X n symétrique et semi-définie positive.
Nous dirons que X = (X1, . ..,X,) suit une loi multivariée gaussienne de moyenne U et de covariance I et
nous écrirons X ~ N(f,T), si, pour tout t = (t1,...,t,) € R", nous avons t' X ~ N(t" p,t"T't).

Cette définition implique de fagcon immédiate :

Proposition IV-3.5. Soit A une matrice m x n, b € R" et soit X ~ N(u,I'). Alors, AX+b ~ N(Au +
b,ATA).

Démonstration. Posons Y = AX + b et notons que, pour tout s € R™, nous avons :

= (ATs)"X +5"b ~ N(s" A+ s"b,sT ATATs). O

Proposition IV-3.6. Soit I" € Mat,(R) une matrice semi-définie positive, Rang(T') = k < n et soit p € R".
X ~ N(u,T) si et seulement si, pour tout A € Mat, ;(R) tel que AAT =T, il existe Z. ~ N(0,1,) tel que
X=AZ+pu.

Démonstration. SiZ ~N(0,1,), nous déduisons de la proposition[[V-3.5|AZ + p ~ N(u,T).
Réciproquement, soit X ~ N(g,I"). Comme A est de rang k, la matrice AT A € Mat, (R) est inversible

et A est inversible & gauche. Notons A* := (ATA)~'AT” son inverse a gauche. Nous avons : A*A =T et

AA* est le projecteur orthogonal sur I’image de A (par construction, Im(A) = Im(I')). Soit Z = A*(X — ).

La proposition [[V-3.5|implique que Z ~ N(0,1;). O

On pourrait choisir cette caractérisation comme définition de la loi gaussienne N(u,T).
La fonction caractéristique de X ~ N(u,I') se déduit directement de (I[V-3.1). Comme la fonction
caractéristique caractérise la loi, nous avons :

Proposition IV-3.7. X = (Xi,...,X,) ~ N(u,I') si et seulement si sa fonction caractéristique @y r(t) :=
E[e“TX] est donnée par :

Pur(t) =exp ( TR 1tTFt> (IV-3.2)
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Soit n € N et soient ny,n; tels que ny +np = n. Pour tout x € R”, on définit x; € R" et x; € R tels

que x = (xI,xI)T. De fagon similaire, toute matrice I' € R se décompose par bloc :

'y T
I'= .
[ Iy T }

Nous avons :
Proposition IV-3.8. Soit X = (XIT,Xg VI~ N(u,T). X est indépendant de X, si et seulement si T'1y = 0.

Démonstration. Si X et X, sont indépendants, alors I'j, = Cov (X1, X3) = 0. Réciproquement, supposons
que T';2 = 0. Alors t' Tt =t/ Ty 1t; +tI T 2ts, donc, d’apres la proposition [[V-3.6

E [ T3] = gy r(t) = exp (itTll - ]tTFt) —E e | E [ .
’ 2
Par suite, les variables aléatoires X et X, sont indépendantes, ce qui conclut la preuve. O

Corollaire IV-3.9. Soient A| € Mat,, ,, (R) et Ay € Mat, »,(R) deux matrices telles que AlTAz =0, xn,
et soit Z ~ N(0,6°1,,). Alors, le vecteur Y = (YIT,Yg)T avec Y1 := AZ et Y, := A, Z est gaussien et les
vecteurs aléatoires Y1 et Y, sont indépendants.

Remarque I1V-3.10. La décorrélation des composantes d’un vecteur aléatoire n’implique [’indépendance de ses com-
posantes que dans le cas ou le vecteur est gaussien. Nous donnons un contre-exemple pour illustrer I’'importance de
cette hypothése. Soit X une variable aléatoire de loi N(0,1); ¥ = €X, ol € est variable aléatoire indépendante de X

telle que P(¢ = 1) = P(e = —1) = 1. On démontre aisément que ¥ ~ N(0,1). De plus,

E[XY] = E[eX?] = E[g]E[X?] = 0,

et donc Cov(X,Y) = 0, ces variables aléatoires sont décorrélées. Pourtant, elles ne sont pas indépendantes puisque
P(X €]0,1],Y €[1,2]) =0#P(X € [0,1])P(Y € [1,2]). Pour voir que le vecteur (X,Y) n’est pas un vecteur aléatoire
gaussien, on peut remarquer que P(X +Y =0) = % donc X +Y, qui n’est ni constante p.s. ni a densité, n’est pas
gaussienne. &

Proposition IV-3.11. Soit I" une matrice définie positive n X n. Une loi gaussienne de moyenne | et
de covariance I admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R" de la forme :

1 1 1 _— ) u
o x— )T N (x— R". IV-3.3
gur(x) = AN CXP( 2(X Ty (x—p)), xe€ ( )

Démonstration. SiT' =1, la proposition montre que les variables aléatoires X1, ..., X, sont i.i.d. et
donc leur densité jointe est égale au produit des densités marginales, ce qui conduit au résultat dans ce
cas particulier. Si I" est une matrice définie positive quelconque, nous utilisons la proposition 1
existe A inversible et Z ~ N(0,1,,) tel que X = AZ + pu et I’expression découle de la formule du
changement de variable. O

IV-3.3 Loi Gamma

La loi Gamma permet de construire de nombreuses autres distributions. La loi Gamma est elle-méme
liée a la fonction Gamma, définie sur le demi plan complexe Re(z) > 0 par :

['(z) = / exp(—t) £ 1dr =2 / exp(—12) 1% dr. (IV-3.4)
0 0
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En intégrant par partie pour x > 0 réel positif 1’expression précédente, nous avons :
T(x) = [ e "5 + (x— 1) / P2 tdr = (x— DD(x—1).
0

Donc, pour tout un entier naturel n > 1, T'(n) = (n—1)I'(n—1)=...=(n—1)(n—=2)...1=(n—1).

Définition IV-3.12. (i) Pour tout réel p > 0, on appelle loi Gamma réduite a p degrés de liberté (et
I’on note Gamma(p)) la loi définie sur I’ensemble des réels positifs par la densité

exp(—x) X1 x>0.

fr(x) =

I'(p)

(ii) Pour A >0, on appelle loi Gamma Gamma(p, L), la loi de la variable aléatoire X =Z /A oi Z est une
loi Gamma a p degrés de liberté et A est le parametre d’intensité. La densité de la loi Gamma(p,A)
est donnée par

AP —1
for(x) = @exp(flx) xP74 x>0.

Un cas particulier important est fourni par la loi exponentielle d’intensité A > 0, de densité sur R
donnée par x — Ae** qui coincide avec la loi I'(1,1).
Si Z est une loi Gamma(p), (TV-3.4) implique que, pour tout r > —p, nous avons pour tout r > —p,

E[z'] = F(&;r) . (IV-3.5)

La fonction caractéristique de la loi Gamma(p, A ) est donnée par :

(8] P .
Pap(t) = F)(Lp)x”lemll/ll)xdx =(1—it/A)7P. (IV-3.6)
' 0

Cette expression particuliere de la fonction caractéristique a pour conséquence immédiate le lemme de
convolution suivant pour les lois Gammas.

Lemme IV-3.13. Soir (X,...,X,) nvariables aléatoires indépendantes distribuées suivant des lois Gamma(p;, 0)
avec 0 >0et p; >0,i€{1,...,n}. Alors, YL, X; est distribuée suivant une loi Gamma(Y.} | p;,0).

IV-3.4 Laloidu x? a k degrés de liberté

Définition IV-3.14 (Loi du y’-centrée ou Khi-deux). Soient (Xi,---,Xy), vV variables aléatoires gaus-
siennes de moyenne nulle et de variance unité indépendantes. La variable aléatoire U = Y.\, X? suit une
loi du x* centrée a v degrés de liberté, notée x\z,

Lemme IV-3.15. (i) Soit X une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. X* suit une loi Gamma(1,/2,1/2).

(ii) Soit v € N et X1,Xo,...,Xy V variables aléatoires gaussiennes centrées réduites. Z,y:1Xi2 suit une
loi Gamma(v/2,1/2).
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Démonstration. G P (X 2 < z) =05siz<0.Pourz> 0, nous avons :

]P’(X2<z)—IP’(\/E<X<ﬁ)—/\/ZZ\1ﬁeXp(2

x2

/\ﬁe"p 2)dx\/ﬁ/ 22{

Ceci conduit au résultat, en utilisant le résultat élémentaire I'(1/2) = /7.
(i) Le résultat est une conséquence élémentaire de Lemme|[V-3.13 ]

Proposition IV-3.16. La densité de la loi du x> centrée a v degrés de liberté est :

folx) = x2 e 3 (IV-3.7)

Démonstration. La preuve découle de Lemme([V-3.15|et de I’expression de la densité d’une loi Gamma(v/2,1/2).00
Proposition IV-3.17. La moyenne de la loi du x> centrée vaut v, sa variance 2V.

Démonstration. Repartons de la définition de la loi y2 . Comme (Z;,...,Zy) sont v variables gaussiennes
centrées réduites, on a

\4
E[Z}] = Var(Z)=1 donc E ZZ,Z =v,
i=1
\4
Var(Z?) = E[Z}] - (E[Z?])> =2 donc Var Z:Z,2 =2v. O
i=1
Proposition IV-3.18. Soient (X1,---,X;), k variables aléatoires gaussiennes de moyenne (U, ..., L)

de variance unité et indépendantes. Posons U = Z 1 X 2ety= Zl 1 /.Ll .

(i) La fonction caractéristique de la loi de la variable U est donnée par :

1 k ity
——= | exp -
V1 —2it 1-—2it

(ii) La loi de la variable aléatoire U admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R

donnéee :
/2
Jiy(x) = Z%ﬁcm( )

i=0

ot fy est la densité d’une loi du x* a q degrés de liberté.

Démonstration. (i) Par définition, si Zy,...,Z;_1,X sont des variables aléatoires indépendantes, Z; ~
N(0,1) et X ~ N(u, 1) alors la variable aléatoire U — YA 22 + X% ~ x(y) avec y = u?/2. Notons que
Zf‘ 11 Z2 et X2 sont indépendantes et que ):k ! Z2 ~ xk_l. Par conséquent,

E[e"V] = (1 - 2i)~ - D/2E[X7].
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Un calcul direct montre que :

E[eizx2] _ /°° oitt? (27r)‘1/2e‘(x‘“)2/2dx

_ p=(ir) / ~1/2 =2y
=P [1 - 21;} S e v T N

= (1 —2ir)" 2 exp(yir/(1 —2ir)).

(i1) La preuve est délicate et est omise. O
Définition IV-3.19 (Loi du x” non centrée). Soient (X|,---,X;), k variables aléatoires gaussiennes de
moyenne (W1, ..., W) de variance unité et indépendantes, U = Zi‘(:] Xi2 ety= ZLI ,uiz. La loi de U, notée

x,f(}/) est appelée loi du x* a k degrés de liberté non-centrée, de paramétre de non-centralité 7.

Proposition [[V-3.T8] La loi du khi-2 non-central peut donc étre vue comme un loi mélange de lois
du khi-2 centrées. Supposons que la variable J suit une loi de Poisson de moyenne y/2 et que la loi
conditionnelle de Z sachant J =i soit la loi du khi-2 centré a k 4 2i degrés de liberté. Alors la loi (non
conditionnelle) de Z est la loi du khi-2 non centrée a k degrés de liberté, de parametre de non-centralité 7.
Un calcul élémentaire montre que la moyenne et la variance d’une loi x,?(y) sont respectivement données
par k+vyet2k+4y.

Le résultat suivant joue un rdle important dans la théorie de I’inférence dans les modeles de régression
linéaire multiple.

Proposition IV-3.20. Soit Z ~ N, (1, 6°1) et soit I1 un projecteur orthogonal de rang k < n. La va-
riable aléatoire |1Z||* /62 est distribuée suivant une loi de 2 non-centrée i k degrés de liberté de
g,

parametre de non-centralité

Démonstration. Soit H = [hy,... h;] une base orthonormale de 'image de IT. Nous avons donc IT =
HH" et HTH = 1; ot I; est la matrice identité (k x k). Par conséquent, Z'TIZ = |[E||>, o E = H'Z. La
propositionimplique que E ~ Ny (H” p,1;). Par conséquent, |[E||*> ~ X7 () avec § = ||HT;L||2 =
1T, ce qui conclut la preuve. O

IV-3.5 Loi de Student

Définition IV-3.21. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que :
— X suit une loi gaussienne centrée réduite,
— Y suit une loi du x* centrée a r degrés de liberté,

Alors T = X //Y /r suit une loi de Student a r degrés de liberté, notée t(r).

Proposition IV-3.22. La densité d’une loi de Student a r-degrés de liberté est donnée par :

pin="0E) L (14

NONCIEAE

_rtl
2
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Démonstration. La distribution conjointe des variable aléatoire X et Y est donnée par
2
fxyr(x,y) <e™ Py r/2)=1e=y/2 - x e R,y > 0.

En appliquant la transformation ¢ : R x RT — R x R, (x,y) — (x(y/r)~'/2,y), 1a loi jointe de T et de ¥
est donnée par :

fTY(t7y):fXY(t(y/r)l/Z’y)(y/r)1/27 XGRJ’>07
car le Jacobien de la transformation est égal a (y/r) 1/2, La distribution de T est obtenue en intégrant la loi
jointe fry par rapport ay,
Frt) o / Y2 /N /2 ((r41)/2) -1 gy,
0

et on obtient la formule désirée en faisant le changement de variable u = y(1+12/r)/2. O

Lorsque r = 1, la densité de la loi de Student se réduit a

1
fl(f):m, reR

qui est la densité d’une loi de Cauchy qui n’admet pas de moments d’ordre 1 (voir Section [[V-3.7).

Proposition IV-3.23. La suite de loi de Student {t(r),r € N} converge faiblement vers une loi normale
centrée réduite.

Démonstration. Nous allons donner deux preuves de cette propriété, la premiere analytique et la deuxieme
probabiliste. Lorsque r — oo, on démontre aisément que pour tout f € R,

lim (1) = ——exp(—*/2).

En effet, pour tout r € R nous avons
t2 —(r+1)/2 5
lim <1+> =e /2,
r—oo r

En utilisant le développement de Stirling de la fonction I

| 1 1
I'z) =Vv2rn 2e |1+ —+0| — .
(2) T 2e { + 121+ (1‘2)]

valide pour tout z € C\ Z_, on démontre que

r4) 1 1

fm rG) 72 V2

D’autre part, il existe une constante C < oo telle que pour tout r > l et € R,

Fty<ca+R)

En utilisant le théoréme de la convergence dominée, nous avons donc, pour toute fonction 4 continue bornée

tim [ h(e) (00 = / h(t)\/%effz/zdt ,

r—voo

ce qui montre que la suite de lois t(r) converge vers une loi normale centrée réduite.
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On peut donner une preuve probabiliste de ce résultat. En effet, soit {Z;, k € N} une suite de va-
riables aléatoires gaussiennes centrées réduites. Nous savoir (voir Définition que pour tout entier
rYi Zi2 suit une loi du 2 & r degrés de liberté. Soit X une variable aléatoire centrée réduite indépendante
de la suite {Z;, k € N}. Pour tout entier r la variable aléatoire

. —1/2
T, = <r12Zi2> X,
i=1

est distribuée suivant une loi de student a r-degrés de liberté. Par la loi des grands nombres (Théo-
3

réme [IV-5.18), r 'Yy, 77 TP ) et par le lemme de Slutsky (Lemme [[V-5.33) nous avons donc que
T, = N(0,1). O

Le résultat suivant, du a Gosset (1907), fait partie des "classiques favoris" des statistiques élémentaires
et justifie a lui seul I’intérét porté a la distribution de Student.

Théoreme IV-3.24. Soient (Xi,...,X,) n variables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne
et de variance 6* > 0.

(i) La moyenne empirique X = n~" Y X; et la variance de I’échantillon

n

$2=(n-1)"Y (X~ X)?
i=1

sont indépendantes.
(ii) La moyenne empirique X, suit une loi normale N(u, 6 /n).
(iii) (n—1)S2/c? suit une loi du y* centrée a (n— 1) degrés de liberté.

(iv) La variable T, définie par :

X, —
Tn:\/ﬁ S £

n

suit une loi de Student a (n— 1) degrés de liberté.

Démonstration. Posons X = (X1,...,X,) ~ N(ul,,c°I,) ou 1, = [1,...,1]7 Notons que X, = n~ "1 X et
donc que :
_ 2 _ 2
(n—1)S; = || X—n "L1IX|" = |1, —n'1L,1)X||" .
Remarquons que
O:=1,—n'1,17

est un projecteur orthogonal de rang (n — 1) et IT1, = 0. La proposition [[V-3.20| montre que in —1)82/0?

est distribuée suivant une loi du y? centré a (n — 1) degrés de liberté. Le corollaire [[V-3.9] montre que
X, = n~"17X et ITX sont indépendants et le résultat découle de : /n(X, — )/ ~ N(0,1). O

Remarque IV-3.25. On peut montrer que la propriété d’indépendance de X, et S% est caractéristique du cas Gaussien :
si cette propriété est vérifiée, alors, X est Gaussien. &

IV-3.6 Loi de Fisher

Définition IV-3.26 (Loi de Fisher). Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes telles que :

— X suit une loi du y* centré a q-degrés de liberté,
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— Y suit une loi du x> centré a r degrés de liberté,

Alors W = (X /q)/(Y /r) suit une loi de Fisher a (q,r)-degrés de liberté, ce que I’on note F(q,r).

Proposition I1V-3.27. La loi de Fisher a (q,r)-degrés de liberté a une densité donnée par

B F(Lﬂ) qg\i/2 wi/2-1
IO =rgre ) e 0

Démonstration. La preuve est similaire a la preuve de la[[V-3.22]et est omise. O

Remarquons que, par définition, si W est distribuée suivant la loi de Fisher F, , alors 1/W est distribuée
suivant la loi de Fisher F, ;. Notons aussi que si T est distribuée suivant une loi de Student a r degrés de
liberté, alors 72 est distribuée suivant une loi de Fisher a (1,r)-degrés de liberté.

Les applications de la loi de Fisher sont nombreuses en statistique. L’application la plus directe est
la suivante. Soient (Xi,...,X,) des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de loi N(u;,c?) et
(Y1,...,Y,) des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de loi N(i,, 62), indépendantes de (X1,...,X,).
Onnote $7 = (n—1)"'Y7 (X — X,)? et S5 = (m— 1)~ X", (Y; — ¥,,)? les variances empiriques de ces
deux échantillons. Dans ce cas,

(”—1)5% 2 (m—l)S% 2
o2 ~X (nil)a o2 ~X (I’H71)7
d’ou immédiatement :
St

2

IV-3.7 Loi de Cauchy

La loi de Cauchy doit son nom au mathématicien Augustin Louis Cauchy. Une variable aléatoire X suit
une loi de Cauchy de parametre de position i € R et de parametre d’échelle o si elle admet une densité
x+— p(6,x) avec 8 = (U, o) par rapport a la mesure de Lebesgue définie par :

1 1 (o]
p(0,x) = p(u,0,x) = w = {(x_mw] (IV-3.8)

La fonction ainsi définie s’appelle tres classiquement une lorentzienne. Cette distribution est symétrique

par rapport au parametre de position U, le parametre d’échelle o donnant une information sur I’étalement
de la distribution. La fonction de répartition d’une loi de Cauchy est donnée par

1 _
Fy(x) = p arctan <3c6u) +

La loi de Cauchy n’admet ni espérance ni écart-type car la fonction

Lol x
AT (x—u)>+o?

1
5"

n’est pas intégrable au sens de Lebesgue.
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La loi de Cauchy (avec notamment la loi normale et la loi de Lévy) est un cas particulier de loi stable.
La fonction caractéristique de la loi de Cauchy est donnée par

Do (1) = exp(ips —olt]) -

La fonction caractéristique de la somme de deux variables de Cauchy X, X, indépendantes de parametres
(u1,01) et (U2,02) est égale a

exp(iput — o1 )t|) exp(ipit — o1t]) = exp(i(t1 + 2)t — (01 + 02)t])

et est donc distribuée suivant une loi de Cauchy de parametre (i; + U, 61 + 02). En particulier, si X, ..., X,
sont n variables aléatoires de Cauchy de parameétre de position u et d’échelle ¢, la moyenne empirique
X, =n"'Y" " | X; est distribuée suivant une loi de Cauchy de parameétre (i, ). La moyenne empirique X,
et X; ont donc la méme distribution ! En particulier, la loi des grands nombres n’est pas satisfaite par la loi
de Cauchy. Ceci ne contredit pas Théoreme car les variables de Cauchy ne sont pas intégrables.



Chapitre 1V-4

Famille Exponentielle

Définition IV-4.1 (Famille exponentielle canonique). Soir (X, 2") un espace mesurable et U €
M (X, Z") une mesure o-finie. Nous appelons famille exponentielle canonique de dimension d engen-
drée par T = (T ... T\D) et la fonction mesurable h la famille de lois indexées par n = (1;,...,14) de
densité

q(n,x) =h(x)exp (n"T(x)—A(n)) , xeX, (IV-4.1)

par rapport a une mesure WL on A(1) est défini par :

A(n) = log/ h(x)exp (n"T(x)) u(dx) . (IV-4.2)
L’espace des parametres naturels de la famille canonique associée a (T, h) est [’ensemble

2={n=m,...,n) R’ : |A(M)| <=} . (IV-4.3)

Exemple I1V-4.2. Supposons que U soit la mesure de Lebesgue sur R, & = Lipewtd=1etTy (x) = x. Nous avons alors

A(n) =log/we’7xdx: {log(—l/n) , n<0
° ) n>0.

Donc, p(1,x) = exp(nx —log(—1/1))1 10 .} (x) est une densité pour tout 1 € |—eo,0[. Ceci correspond a la paramé-
trisation canonique de la loi exponentielle. &

11 est parfois souhaitable de ne pas se limiter a la paramétrisation canonique.

Définition IV-4.3 (Famille Exponentielle). Soit (X, 2") un espace mesurable. Soient [ une mesure O-
finie sur (X, Z), ® un ouvert de R¢, T = (T, ... T\D) des fonctions mesurables de X — R, ¢ =
((p(l), ey (p(d>) des fonctions de ® — R, et h une fonction positive measurable de X — R™T.

La famille de lois (Pg, 0 € ©) sur X est une famille exponentielle de dimension d si pour tout 6 € ©,
Py admet une densité par rapport a la mesure |l donnée par

p(0,x) = h(x)exp [(p(O)TT—B(G)] , xeX. (Iv-4.4)

215
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Si nous disposons d’un n-échantillon Xi,...,X, i.i.d. de cette famille exponentielle, la loi jointe est
donnée par

n d
p(O:xs-) = [T x)exp | X 05(6)7x) ~nB(@)
i= Jj=

ot T, j(x1,...,X%,) = Xiy Tj(x;), et donc la loi du n-échantillon appartient encore a une famille exponen-
tielle de dimension d, indépendamment du nombre n d’échantillons.

Exemple IV-4.4 (Loi de Poisson). Soit (Pg,0 € ® = R*) la distribution de la loi de Poisson de moyenne 6. Nous
avons pour x € X = N, ’ensemble des entiers naturels,

6%e*

p(0,x) = p

1
= —exp [xlog(0)—6], 6¢€®,
x!
et donc le modele de Poisson est une famille exponentielle de dimension d = 1 avec
¢1(9):10g(9)7 B(e):97 T(x):-x> h(x): l/x'
La paramétrisation canonique est donnée par
1
q(n:x) = —explxn —exp(n)]

et ’ensemble des parametres naturels est donné par

|
log (xzox!exp(xn)) ’ =exp(1) <o .

Exemple IV-4.5 (Loi binémiale). Soit {Pg,0 € ® =]0,1[} la distribution de la loi bindmiale sur X = {0,...,n}. Pour
0 €@etxe{0,...,n}, nous avons

p(6,%) = @ 0¥(1— 0y — (Z) exp {xlog (%) +nlog(1 e)} .

Par conséquent, la loi bindmiale est une famille exponentielle de dimension d = 1 et

<P1(9)=10g(%), B(6) = —nlog(1—6), T(x)=x, h(x)z(i).

¢

Exemple IV-4.6 (Famille gaussienne). Soit (Pg,0 = (1,0?) € ® = R x RY) la distribution de la loi gaussienne de
moyenne u et de variance 2. Nous avons,

et Pg est une famille exponentielle spécifiée par

1
=L nw=x e0)=

B(0) = ! (”—2 +10g(2ﬂ:62)> . h(x)=1. &

2\ 02

01(0)

Exemple 1V-4.7 suite). Dans ce cas,d =2, T(x) = (x,x?), ) = p/0 etm =—1/206%,A(n) = (1/2)((—n?/2m) +
log(m/ —13)). Par suite, & =R x (R~ \ {0}). &

On appelle sous-modele de la famille canonique de dimension d associée aux statistiques T et a la
fonction & des familles paramétriques de loi de la forme

p(6,x) = q(¢(6),x),

ot ¢ :0® C R" - RY m < d. Le modele binomial ou le modele gaussien sont des exemples de sous-
modeles. Cette famille est appelée courbe si ¢ (@) est inclus dans un sous-espace de dimension / < (d —1).
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IV-4.0.1 Quelques propriétés de la famille exponentielle

Lemme IV-4.8. Soit {¢q(n,-),n € E} la famille exponentielle canonique de dimension d engendrée par
les statistiques T et la fonction h (voir Définition . Alors

(i) L’espace des paramétres naturel & est convexe.

(ii) La fonction A : £ — R définie par est convexe.

Démonstration. Soient N = (11,...,Mg) et 1 = (N1,...,Mg) € E. L’inégalité de Holder montre que, pour
toutes fonctions positives u, v, h mesurables et A € |0, 1], nous avons :

1-2

[ @ncn(an) < ( / u(x)h(x)u(obo)l ( / v(x)h(x)u(dx>)

En appliquant cette inégalité avec u(x) = exp(n? T(x)) et v(x) = exp(f)7 T(x)), nous obtenons

Jew ((An+ (1= 2)7} T0) M (@
1-2

< (/exp (nTT(x)) h(x)/J(dx))ﬂL </OCXP (ﬁTT(x)) h(x),u(dx)) )

ce qui montre que 1’espace des parametres naturels est convexe. En prenant le logarithme des membres de
gauche et de droite de 1’inégalité précédente, nous obtenons, pour tout A € ]0,1] :

AANn+(1=2)7) <AA(M)+(1-A)A(7) . O

Théoreme IV-4.9. Soit ¢ une fonction mesurable telle que, pour tout (1, ...,My) € E

k
[160lexe ( Y n;Tj(x)> () < eo. (IV-4.5)
j=1
Alors la fonction des variables complexes (sy,...,54) € (o

(S1,---584) = P(s57,--.,8 /(I) exp<Zs] ) dx)

est définie en tous points (s, ...,sq) tels que (Re(sy),...,Re(sq)) € E. De plus

(i) La fonction ® est analytique sur le domaine
R= {(sh...,sd) eC?: (Re(sy),...,Re(sq)) € :}

(ii) Pour tout p € N, et tout d-uplet (iy,...,iq) d’entiers naturels vérifiant iy + - - - + iy = p, nous avons

. . k
/|¢(X)|IT1”(x)-~~T£d(X)|exp (Z Re(Sjo(X)) p(dx) <o

Jj=1

s k
2P P( 0P P(s1,...,8q) /(P ( )exp (Z sﬂ}(x)) p(dx) .

i ld
as| .. 8sd j=1
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Démonstration. Nous démontrons le résultat pour p =1, ij = L etip = --- = iy = 0. Soit (s7,...,59) € R.
En décomposant le facteur ¢ (x) exp (s375(x) + -+ - + s0Tx(x)) en partie réelle et imaginaire puis chacune de
celles-ci en parties positives et négatives, nous pouvons réécrire

Dlstods ool = [ explsiTi@) (o) — [ exp(s171(x) ()
i [ exp (o173 () a(de) —i [ exp (511 () ()
11 suffit donc d’établir le résultat pour une intégrale de la forme
wis1) = [ exp(siTi (@) ().

Comme (Re(sy), ... , Re(s9)) € E°, on peut choisir § > 0 tel que y(s) existe et est fini pour tout sy tel
que |s; — 59| < §. Considérons la différence

VoD W) _ o) ~epito) g

S]*S(l) Slfs(l)

On peut écrire I’intégrande sous la forme

exp[(s; — s 71 (x)] —
exp(s(l)Tl (x)) { Pl i)](;l( 1-1
51 Sl

En appliquant I’'inégalité

pour |z| <9,

exp(az) —1 < exp(8al)
z - 0

nous pouvons borner I’intégrande par
1 1
51exp($173 (x) + 8[T1 (x) )] < 5[ exp[(s] + 8)Ti (x)] +exp[(s] — 8)Ti (x)]]
pour |s; — 5(1)| < 8. Comme le terme de droite est intégrable, le théoreme de convergence dominé montre
que pour toute suite de points {s§"> ,n € N} convergent vers s, {I[/(sgn)) — l//(s(lo))} / (sﬁ") - s<10>) tend vers
[ 1iexp (s47:(0) ()
Le raisonnement pour les dérivées d’ordre plus élevé est exactement similaire. O

Dans la suite, nous notons, pour toute fonction mesurable S: X — Ret 1 € & vérifiant [ [S(x)|g(n,x)u(dx) <

0n() = [ Swan.Ou() (IV-4.6)

Comme conséquence immédiate du résultat précédent, nous avons :

Corollaire IV-4.10. (i) Pour tout 1 = (N1,...,Mq) € E® eti,j € {1,...,d}, nous avons

04(T) = %(n)

d°A
On{(Ti = On(T))(Tj — On(T))) } = m(n)

(ii) Pourtoutn = (N1,...,Ng) € E et toutt = (t1,...,t7) €RY tel que N+t = (N1 +11,...,Ng+14) €E,
la fonction génératrice des moments des statistiques T est donnée par

My (t) = On {exp [t' T] } = exp(A(n +1) —A(n)) .
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Définition IV-4.11 (Famille exponentielle de rang complet). La famille exponentielle {q(n,-),n € E}
engendrée par les statistiques T et h est de rang complet si et seulement si, pour tout 11 € &, la matrice
H(n) = [H; j(n)]1<i,j<a est définie positive oil

H;j(n)= (m(n)> (IV-4.7)
o anidn; 1<i,j<d . ‘

Théoreme IV-4.12. Soit {q(n,-),n € E} la famille exponentielle canonique engendrée par Ti,...,Ty et
h. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La famille est de rang complet.

(ii) Pour tout ay,...,a4+] non identiquement nuls,
d
Op|qxeX: Za,-T,(X) Zagyy =1, pourtoutn € E°. (IV-4.8)
i=1

(iii) La fonction N — A(N) est strictement convexe sur E°, i.e. pour tout A € |0,1[, n € B, fj € E,

AN +(1=24)7) <2A(n) + (1 - A1)A(1)

Remarque IV-4.13. Remarquons que pour 1,7 € Z et A € B(X),

" " ex; d ili(x)—
o e s

p(dx) .

Par conséquent, si P (X € A) =0 (resp. 1) pour un 19 € Z, alors Pyn )(X € A) =0 (resp. 1) pour tout € E. De

méme, si pour A € B(X) et g € E, Py, (X € A) > 0, alors pour tout 7 € Z, nous avons Py, (X €A) > 0. En effet,
la propriété découle de 1’égalité précédente et du fait que

exp(LL, 0T (x) —A(n))
exp(Xe, iTi(x) —A(7))

>0, pourtoutxe X, n,fek&.

Par conséquent, si la propriété (IV-4.8)) est vérifiée pour 1y € &, alors elle est vérifiée pour tout ) € Z. &

Démonstration. <= ((ii)| Supposons qu’il existe a = (aj,...,a;) € R\ {0}, c € Retn € E tel
que :

d
Pyn.) (; a;Ti(x) = c) =1

Alors,
Var,(y.) (a” T(X)) =a” Covy(y. (T(X))a=0

et la famille exponentielle engendrée par T et i n’est pas de rang complet.
Réciproquement, si, pour a # 0, Var,, .y (a” T(X)) = 0, alors, Py, .y (a’ T(X) = ¢) = 1, avec ¢ = Qy[a” T],
et (IV-4.8) n’est pas vérifiée.

= Si pour tout 7 € Z la matrice (3214(71)/3%377/)19-5/9 , est définie positive, alors la
fonction A est strictement convexe. Supposons maintenant que ((i)| n’est pas vérifiée : il existe a € R?\{0}
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et o € E tel que Varyy, (a”T(X)) = 0, ou, de fagon équivalente, il existe ¢ € R tel que,
Pyino.) @TX)=c)=1& Pq(no’.)(),aTT(X) =Ac)=1, pourtoutd €[0,1],
& [ x)exp(RaT 1) exp(no” T(X) A1) () = exp(Ac),
& [ hexp(no + 2" T(x)u(d) = exp(Re+ A(m)).

Donc, pour tout A € [0,1], no+Aa € Eet

A(no+2a) =A(1) + Ac. (IV-4.9)
La fonction A n’est donc pas strictement convexe et [(ill)|n’est pas vérifiée. O

Théoreme IV-4.14. Soit {q(n,-),n € E} la famille exponentielle canonique engendrée par Ti,...,Ty et
h. Le modele exponentiel engendré par T et h est de rang complet si et seulement si I’ application

dA IA
M1y, Ma) > €(N1,... Na) = (a—m(nl,..-,nd),--.7a—nd(m,.--,nd)) (IV-4.10)

définit un difféomorphisme de E° sur €(E®). Pour tout 1 € E°, la matrice jacobienne de ce difféomorphisme
est donnée par

9? ..
Je(m)]; ; = Covyn (LX), Tj(X)) = WA(TI) , 1<ij<d. (Iv-4.11)

Démonstration. Supposons que le modele exponentiel engendré par (T, %) est de rang complet. Le théo-
réme implique que la fonction 1 — A(7) est strictement convexe. Elle est donc injective
(en effet pour tout N #f € E et A €]0,1[, on a A(An+ (1 —A)f}) < AA(n) + (1 — 1)A(7}) et donc
A(n) # A(7)). L’équation découle de la définition de e et du corollaire L expression
(TV-4.11) montre que la matrice jacobienne J.(7) est inversible et, comme e est injective, le théoréme
montre que e définit un difféomorphisme de E sur e(Z).

Supposons maintenant que le modele engendré par (T, /) ne soit pas de rang complet. D’apres le Théo-
réme ilexistea# 0 € R?, c € Retng € Z tel que Pyino.) (a’T(X)=c) =1.Donc Pyno.) (a’T(X) =
¢) = I pour tout 1) € E. En utilisant la remarque[[V-4.13] ceci implique que, pour tout ) € Eet A € [0,1],
Py(n.)(Aa" T(X) = Ac) = 1. Par conséquent, en utilisant ([V-4.9), on obtient

A(n+2ia)=Ac+A(n) = e(n+Aia)=e(n),
ce qui montre que la fonction ) — e(1) n’est pas bijective. U
Exemple 1V-4.15 (Vecteur gaussien p-dimensionnel). Soit Y = (Y;,...,Y,) un vecteur Gaussien de moyenne g et de

matrice de covariance X. Lorsque X est définie positive, alors, la variable Y admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R” donnée par

F(Yig0.5) = der(z) 2w Pexp (S (- (Y- ).
Par conséquent
log f(Y;u,%) = f%YTZ’1Y+ 'y - % <log(det(2)) +uT2*1u> = %log(Zn’),

ce qui montre que la famille de loi N(u,X) est une famille exponentielle p(p + 3)/2-dimensionnelle, engendrée par la
statistique
T(Y) = ({¥ihi<i<p, (¥ hi<i<j<p)
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et la fonction 2(Y) = 1. La famille canonique associée a (T, %) est donnée par
g(X:B) =exp (¢/ X+ X TX - A(@.7)),
ou B =(a,y), &= (a,...,0p), Y={¥,j}1<i<j<p et T est la matrice p x p symétrique donnée par I'; ; =T’ ; = %,j.

Rappelons que toute matrice I" symétrique est diagonalisable dans une base orthogonale, i.e. il existe une matrice
unitaire U et une matrice diagonale A, telle que T = UAUT . Notons que

a’y+y' Ty = (Ua) Uy+ (Uy)" A(UY).

Le changement de variable y — Uy montre que
T T - ~ 2
/Rp exp(@’y+y I'y)dy = H/Rexp(aizi + Aizj)dzi,
: i=1

ou & =Ua),ie€{l,...,p} et A; estle i-eme élément diagonal de A. Ce produit d’intégrale est fini si et seulement si
maxi<;<, A; <0, et par conséquent ’ensemble des parametres canoniques est donné par :

zzﬂmweMWRW”W% remwmwmng. (IV-4.12)
L’ensemble = est ouvert et nous pouvons donc appliquer le théoreme[ITV-4.12] Nous allons établir que T est une statis-
tique de rang p(p+3)/2. A cette fin, nous allons tout d’abord montrer que, pour Z = (Zy,...,Z,) p v.a. gaussiennes
ii.d. centrées réduites, nous avons

Py <aTZ+ZTBZ = c) =1, acR’ ceR BRI

si et seulement si ||a|| + ||B|| = 0, ou

B||* =Tr (BBT). Remarquons en effet que, pour 1 <i< j<k<I<p,
Covnon)(ZinZj) = 6;j,  Covnor)(Zi,ZjZ1) =0,  Covno)(ZiZj, ZkZi) = 8ik6j1 + 610 k.

et donc que :
Vary (o) (aTz+zTBz) = |lal+ 8|1

ce qui établit la relation désirée. Nous avons, pour tout vecteur a € R” et toute matrice B € RP*P,

Var,g (aTY+YTBY) = Var (ﬁTZ+ZTEZ) ,

avecda = (—A)"Y2Uaet B=U(—A)"1/2B(—A)"1/2UT et le résultat précédent montre que

Vmﬂﬁ)GJY+WJBY):O¢>§:O et B=0,

)

<a=0 e B=0.
Le théoreme [IV-4.12|montre que la famille T est de rang p(p +3)/2. &

sectionEstimateur des moments et maximum de vraisemblance pour la famille exponentielle

IV-4.0.2 Famille exponentielle canonique

Considérons la famille exponentielle canonique {g(7n,-),n € E} engendrée par (T,%). Supposons que
cette famille soit de rang complet (voir la Définition [[V-4.TT]). Nous observons un n-échantillon Xj, ..., X,
ii.d. de cette loi. L’estimateur des moments basé sur les statistiques T est défini comme la solution (si elle
existe) du systeme de d équations a d inconnus

n

Y T() = 0y(T) 1= [ Twg(n. ()

i=1

A 1
pT=2
n
En utilisant le corollaire ce systéme d’équations s’écrit de fagon équivalente

P, T=VA(n). (IV-4.13)
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Comme nous I’avons établi dans le théoreme |IV-4.14] la fonction e définit un difféomorphisme de = sur
¢(E?). La loi forte des grands nombres montre que, pour 1 € E°,

lim Py, ) <1im supP,T € :) =1. (IV-4.14)

n—reo n—soe0
D’autre part, sur I’événement {P, T  e(2°)}, nous avons
fln=e"'(P,T). (IV-4.15)

Nous prolongeons e~! sur Z¢ en posant € ! (1) = 04 1. En combinant le théoréme etle théoréme
[g.14] nous obtenons

. . . . . Ppy—ps.
(i) La suite d’estimateurs {1, n € N} est fortement consistante, pour tout 19 € Z°, 1), R Mo

(ii) La suite d’estimateurs {1,, n € N} est asymptotiquement normale, pour tout 19 € E°,

A P —
Vi (1 = 10) =5 N(O, { Var (g (T(X))} 1) - (IV-4.16)
On remarque que dans ce cas particulier que, pour tout ) € E°,

Je(n) = Var, . (T(X))

ce qui explique la forme particulierement simple de la covariance limite dans ce cas particulier. Nous
verrons dans la suite comment ce résultat se généralise. Nous allons maintenant montrer que I’estimateur
), est aussi un estimateur de maximum de vraisemblance. La vraisemblance des observations est donnée
par

0o X, X)) = [ [a(n.X) = [ (%) - exp (inTnx,»)—nA(n))
i=1 i=1 i=1

Posons ¢,(1,x) =logg(n,x). Le théoreme [[V-4.9|montre que la log-vraisemblance est indéfiniment diffé-
rentiable sur E°. Un calcul élémentaire montre que

Vi(n,x) =T(x)—VA(n) . (Iv-4.17)
Nous appelons dans la suite score de Fisher le gradient de la log-vraisemblance. En appliquant le corol-
laire [V-4.10} nous avons, pour tout 1 € E°,
Eq@n.) [V, X1)] = Oy (T) = VA(M) = Oax1 -

Le systeme d’équations définissant I’estimateur des moments peut aussi s’interpréter comme la
solution du systeme d’équations de vraisemblance donné par

n
n 'Y Vi(n, X)) =0. (IV-4.18)
i=1
Comme la fonction 7 — A(7) est strictement convexe sur =°, la solution de (lorsqu’elle existe),
correspond a I’unique maximum de la fonction de vraisemblance. L’estimateur des moments basés sur T
coincide pour la famille exponentielle canonique avec I’ estimateur de maximum de vraisemblance.
L’équation ([V-4.16) montre que I’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement
normal. Nous appellerons matrice d’information de Fisher la covariance du score de Fisher

I(no) = Qno (EnfY) - (IV-4.19)
En utilisant (IV-4.17), I’'information de Fisher est donnée par
[(no) = Vary(, . (T(X1)) . (IV-4.20)

L équation montre que la covariance asymptotique de I’estimateur du maximum de vraisemblance
est, dans ce cas, donnée par I’inverse de la matrice d’information de Fisher. Ces propriétés se généralisent
a des modeles paramétriques réguliers (Section [I[-3.2).
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IV-4.0.3 Famille exponentielle générale

Considérons le cas d’une famille exponentielle générale, dont la densité par rapport a la mesure de
domination u est donnée par (Définition [IV-4.3)).

p(0,x) =h(x)exp [@(0)'T(x) —B(p)], x€X,0€0, (IV-4.21)

ou @ = (qo(l)7 e, (p(d)) etT=(T,...,T;). Notons E I"espace des parametres naturels (voir Déﬁnition

Supposons que ’espace des paramétres ® est un ouvert de R? et que ¢ = (@1,...,¢;) : © — E,

est un difféomorphisme de ® sur E°. Dans ce cas, on peut passer des parametres 8 = (9<1),...,9(d))

aux parametres canoniques 17 = (11,...,My) par un changement de variable "régulier”, i.e. 1 = @(0) et

6 = ¢! (n). En particulier, pour tout 8 € ©, B(8) = A(¢(8)) ot la fonction A est définie par (TV-4.2).
L’estimateur des moments associés aux statistiques T est donc donné par

A

6, =0 ' (An) (IV-4.22)

oll 7, est I'estimateur des moments dans le modele canonique (IV-4.15). Comme 7 est aussi I’estimateur
du maximum de vraisemblance pour le modele canonique et ¢ est un changement de variable régulier, la
proposition montre que 6, est aussi I’estimateur du maximum de vraisemblance associé au modele
exponentiel général (IV-4.2T). La log-vraisemblance de ce modele est définie ici par

0 0,(8)=n" Y logh(X) +n" Y 9(6)T(X:) —A(9(6)) .
i=1 i=1

et I’estimateur du maximum de vraisemblance (confondu ici avec 1’estimateur des moments) est la solution
du systeme d’équations

™=

VI(0,X;) =04x1 ,
i

oll 6 — £(0,x) est la log-vraisemblance d’une observation, donnée par
((6,x) =log p(8,x) = log(h(x)) — ¢(6)" T(x) —A(9(6)) (Iv-4.23)
Si le modele canonique est de rang complet, nous pouvons déduire de (IV-4.16)), en appliquant la méthode-

8, la distribution limite de /n(6, — 6y), o 6, est défini par (IV-4.22) :

Vi (B — B0) = N (0, {3(60)} T (9(80) {Tg(80)} ) . (IV-4.24)

N

ol
(i) I(n) est la matrice d’information de Fisher du modele canonique évaluée au point 1,
(ii) Jo(6o) est la matrice jacobienne de ¢ évaluée au point 6.

Le score de Fisher (le gradient de la log-vraisemblance (IV-4.23)) est donné, pour tout 6 € @, par
Ve(6,x) =1p(0){T(x) — VA(9(0))} . (IV-4.25)
Notons que, comme pour le modele exponentiel canonique, 1’espérance du score est nulle :
| ve(0.2p(6. (@) =0,
car nous avons, en utilisant le corollaire
[ Tp(8.5)u(@) = [ T()q(p(6)x)u(dx) =Al9(6))

La matrice de Fisher du modele exponentiel, défini comme la matrice de covariance du score est donnée
par

1(6) = /w(e,x)W(e,x)Tp(e,x)u(dx) . (IV-4.26)
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En utilisant (TV-4.23)), nous avons donc
1(8) = {14(6)}1(9(6)) {Jp(6)}" .

Par conséquent, (IV-4.27)) montre que nous avons

Vi (6, —60) &»N(O,J‘l(e)) : (IV-4.27)

la variance limite de 1’estimateur du maximum de vraisemblance est, dans ce cas aussi, 1’inverse de la
matrice d’information de Fisher.

Théoreme IV-4.16. Soit {p(0,-), € O} le modéle exponentiel engendré par (T,h). Supposons que ® soit
un ouvert de RY et que la fonction ¢ définisse un difféomorphisme de ®° sur I’ensemble des paramétres
naturels E. Supposons de plus que le modele canonique associé soit de rang complet. Alors [’estimateur 6,
des moments, basés sur les statistiques T, coincide avec I’estimateur du maximum de vraisemblance. De
plus,

. o A . . A 0P
(i) la suite d’estimateurs {6,, n € N} est fortement consistante, i.e. pour tout 6y € @, 6, LY 6o

n ~ Pg,—p.s.
(ii) la suite d’estimateurs {6,, n € N} est asymptotiquement normale, i.e. pour tout 6y € ©, 6, 25 6

(6, — 60) = N(0,3 (6))

ou J(6o) est la matrice d’information de Fisher définie par (IV-4.26).



Chapitre IV-5

Modes de convergence et théoremes
limites

Nous rappelons dans ce chapitre les principaux modes de convergence des variables aléatoires, dont
nous donnons des illustrations statistiques.

IV-5.1 Convergence en probabilité

Définition IV-5.1 (Convergence en Probabilité). Soient {X,,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a
valeurs dans R? et X un vecteur aléatoire a valeurs dans RY, définis sur un méme espace de probabilité
(Q,.Z#,P). Nous dirons que la suite {X,, n € N} converge en probabilité vers X et nous noterons

P—prob
—

X, X

)

si pour tout € > 0, nous avons :
lgrl P(||X, —X|| >¢€)=0.
n—oo

Exemple IV-5.2. Soient {X;, k € N*} une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli, de probabilité de
succes p = 1/2 : pour tout k > 1, P(X;, = 1) = 1/2 (succes) et P(X;, = 0) = 1/2 (échec). Pour n € N, on note T;, le
nombre de fois que, dans un tirage (Xi,...,X;,), un succes est suivi d’un échec. En notant [ = 1ix,=1x,,,=0}> nOUS

avons donc 7;, = ):Z;% Iy, et par conséquent E[T,] = (n—1)/4 et

nl 3(n—1) 2(n—2) n+l

n—2
Var(T,) = ;Var(li) —1—214:2i Cov(l;, Ii11) = TR T

En appliquant I’inégalité de Bienayme-Tchebychev (Lemme|[V-1.2), nous avons, pour tout & > 0,

P(|T,—(n—1)/4]>6) < 1652 -

soit aussi +1
n
P(|T,/n—(1—1/n)/4| > ) < Teein -0

o P—prob . ‘o
L’intuition est donc que 7}, /n | /4. Montrons-le rigoureusement. En écrivant que

{IT/n—1/4] > €} C {|Ta/n— (n—1)/(4n)| +1/(4n) > £}
C {ITfn—(n—1)/(4n)| > e/2}{ {1/ (4n) > £/2}

225
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et puisque le dernier événement est toujours faux pour tout n assez grand, on en déduit que pour tout n assez grand,

(n—1)
4g2pn2

P(|Ta/n—1/4 > &) <P(|Tu/n—(n—1)/(4n)| > €/2) <

. P—prob
ce qui montre que n T, P 1/4. O

Proposition IV-5.3. Soient {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R? et X un

vecteur aléatoire & valeurs dans R?, définis sur un espace de probabilité (Q,.F ,P). Supposons qu’il

. P—prob
existe p > 0 tel que lim, . E[||X,, — X||’] = 0. Alors X, ey 'd

Démonstration. Par I’inégalité de Markov (Lemme [[V-1.T)), pour tout € > 0,

E[[1X, — X|"]
— < 20 .
P(”Xn XH >8)— ep —0 O
Comme le montre la proposition suivante, la convergence en probabilité d’un vecteur aléatoire est équiva-
lente & la convergence de ses coordonnées.

Proposition IV-5.4. Soient {X,, n € N} et {Y,, n € N} deux suites de vecteurs aléatoires a valeurs
dans R? et RP, X et Y deux vecteurs aléatoires & valeurs dans R? et RP, définis sur le méme espace

de probabilité (Q, F,P). (X, Ys) Fopd (X,Y) si et seulement si X, PP X o Y, by

Démonstration. C’est une conséquence directe des inégalités

[ler =yl < Gersyn) = (e y2) L < e =yl + 2 = y2 | - O

Proposition IV-5.5. Soient {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R? et X un
vecteur aléatoire a valeurs dans RY, définis sur le méme espace de probabilité (Q, % ,P). Supposons

P—prob . . . . . . L.
que Xy, "X Alors, il existe une suite décroissante {6y, n € N} telle que lim,,_,. 6, = 0 et vérifiant

lim B(|X, ~ X[ > 8,) =0.

Démonstration. Pour tout k € N*, il existe ny, tel que, pour tout n > ng, P(||X, —X|| > 1/k) < 1/k. Sans
perte de généralité, on peut supposer que la suite {n;, k € N*} est croissante. On pose 8, = 1/k pour
ng < n < ngyp. est clair que limy, e 8, = 0 et lim,, 0 P(|| X, — X || > 8,) = 0. O

Théoréme 1V-5.6. Soient {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? et X un vecteur

aléatoire & valeurs dans R?, définis sur le méme espace de probabilité (Q,.7,P). Soit g : R? — R™ une
PP—prob PP—prob
fonction continue en tout point d’un ensemble C tel que P(X € C) = 1. Si X, —= X, alors g(X,) —=

8(X).
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Démonstration. Soit € > 0. Pour tout § > 0, soit Bs I’ensemble des points x tels qu’il existe y vérifiant
[x=yll < detlglx)—g)|l>e. Six¢&Bget]|g(x,) —g(x)| > €, alors ||x, —x|| > 5. Nous avons donc :

P(lg(Xn) —g(X)[| = &) <P(X € Bs) +P([|X, — X[| > 5).

. P—prob .
Le second terme du membre de droite tend vers 0 car X, —s X. Nous avons P(X € BsNC) =0 et

limg_,oP(X € BsNC) = 0 par continuité de g. O

Corollaire IV-5.7. Soit {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R définis sur

P—prob P—prob
(Q,.Z,P). Soit g : R? — R™ une fonction continue au point ¢ € RY. Si X, ¢, alors g(Xn) L g(o).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme[[V-5.6|avec X = c. O

IV-5.2 Convergence presque-siire

Définition IV-5.8 (Convergence presque-siire). Soir {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a va-
leurs dans R? et X un vecteur aléatoire a valeurs dans R, définis sur le méme espace de probabilité
(Q,.Z,P). Nous dirons que la suite {X,, n € N} converge presque-siirement vers X et nous noterons

P—p.s.
X, X,

si, pour tout € > 0,
P(limsup|| X, —X|| > &) =0.
n—oo

Soit (Q,.7,P) un espace de probabilité et soit {A,, n € N} une suite d’éléments de .%. Formons pour
chaque n > 1, le sous-ensemble

B,=]JA,.
p=n

Lorsque n croit, B, décroit, et on peut donc parler de la limite décroissante de la suite {B,, n € N}, égale,
par définition, a (;_; B,,. C’est cette limite qu’on appelle la limite supérieure de la suite {A,, n € N} (voir

section[A.T)
limsupA, = ﬂ U Ap.
n

n=1p=n
On voit aisément que si ® € limsup, A, alors il existe une infinité d’indices {pi(®),k € N} tels que @ €
A, (o)- En particulier, lorsque A, = {® € Q: [|X,(®) — X ()| > €}, ona

A, = limsup{||X, —X|| > €} = {limsup || X,, — X|| > €}. (IV-5.1)

Proposition IV-5.9. Soient {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? et X un
vecteur aléatoire a valeurs dans RY, définis sur le méme espace de probabilité (Q,.Z,P). La suite de
vecteurs aléatoires {X,,, n € N} converge presque-siirement vers le vecteur aléatoire X si et seulement
si il existe un événement Qo € .F de probabilité 1 tel que, pour tout @ € Qq, lim,_,. X, (®) = X ().
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Démonstration. La condition est suffisante. Pour tout @ € Qo, le nombre d’indices n tels que |X,(®
X ()| > ¢ est fini. On déduit, en utilisant (IV-3.1)),
limsup{||X, — X|| > €} = {limsup||X,, — X|| > €} C Qf .
n n

La condition est nécessaire. Pour tout k € N*, introduisons les événements

N; = limsup{||X, — X|| > 1/k} = {limsup || X, — X|| > 1/k}.

Par hypothése, P(N;) = 0 pour tout k > 1. Si on définit N = U Ni, on abien P(N) = 0. Reste & montrer que
k=1

si @ ¢ N alors limX,(®) = X(®) ou encore, de facon équivalente : si @ ¢ N, pour tout € > 0, il n’existe

qu’un nombre fini de n tels que || X, (@) — X (w)|| > €. En effet, choisissons k > 1 tel que € > 1/k. Comme

o & N et que Ny C N, alors @ & Ni. D’apres la définition de Ny, || X, (@) — X (@)|| > 1/k n’a lieu que pour

un nombre fini de n. A fortiori ||X,(®) — X (®)|| > € n’a lieu que pour un nombre fini de n. O

Comme le montre le résultat ci-dessous, la convergence presque-siire implique la convergence en pro-
babilité.

Théoreme IV-5.10. Soient {X,, n € N} et X des variables aléatoires a valeurs dans RY, définies sur le

méme espace de probabilité (Q,.7 ,P). Si X, "8 X alors X, Py

Démonstration. Soit € > 0. Posons A, := Ui, {[|Xk —X|| > €}.Ona
{IIX, —X|| > €} CA,, limA, = (A,
n
Par suite, et en utilisant le théoreme de convergence monotone (voir Théoreme|A.37), il vient
limP(|X, — X > ) <1limP(A,) = P(limA,) = <ﬂA )
n n
P—p.s.

Puisque X, — X, P (N, An) = 0, ce qui conclut la preuve. O

Nous aurons souvent recours au Lemme de Borel-Cantelli qui donne une condition suffisante maniable
pour établir que P(limsup,A,) = 0.

Lemme IV-5.11 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (Q2,.%,P) un espace de probabilité et {A,, n € N}
une suite d’éléménts de 7. Alors :

Y P4,) <oo=P (l1msupA > =0. (IV-5.2)

n>0

Démonstration. Remarquons que {U ponAp,n € N} est une suite décroissante d’événements dont la limite

est limsup,A,, et’on a
P (limsupAn> =lim|P ( U Ap> .
" p=n

OrP (U p=nA p) <Ypen IP(A,) qui tend vers zero quand n — co par hypothese, ce qui montre (IV-3.2). [
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Le lemme de Borel-Cantelli permet d’établir la condition suffisante de convergence presque-siire suivante.

Lemme IV-5.12. Soient {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeur dans R? et X un vecteur
aléatoire a valeurs dans R?, définis sur le méme espace de probabilité (Q,.7 ,P). Soit {€,, n € N} une
suite numérique convergeant vers 0. Si

=

Z P([| X, — X || > €,) < oo,
n=0

P—p.s.
alors X, & x.

Démonstration. D’apres le lemme de Borel-Cantelli (voir Lemme([IV-5.11)), il existe un ensemble N € .% de
probabilité nulle tel que, pour tout @ & N, ||X,, (@) — X (w)|| > &, seulement pour un nombre fini d’indices.
Dong, & partir d’un certain rang N(®) , || X, (@) — X (@) < &. O

Théoréme 1V-5.13. Soient {X,,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans RY et X un vecteur
aléatoire & valeurs dans R?, définis sur le méme espace de probabilité (Q,.7,P). Soit g : R? — R™ une

P—p.s. P—p.s.
fonction continue en tout point d’un ensemble C tel que P(X € C) = 1. Si X,, —=' X, alors g(X,) —= g(X).

Démonstration. Onnote Qo ={w € Q: X(w) € C}et
Q= {w € Q: limsupX,(®) =liminfX,(®) :X(w)} .
n n

Sous les hypotheses du théoreme, P(Qg) = P(Q;) = 1, ce qui entraine P(QpNQ;) = 1. Or, pour tout
o € QN Qy, nous avons lim,_,. g(X,(®)) = g(X(@)). Ce qui conclut la preuve d’apres la Proposition[[V]
5.9 O

IV-5.3 Loi des grands nombres

Dans de nombreux cas, la consistance d’un estimateur découle simplement de la loi des grands nombres.
Cette loi se démontre de facon élémentaire sous 1’hypothese que les variables concernées sont décorrelées :
c’est I’objectif de la section [IV-5.3.1] Dans 1a[[V-5.3.2] nous montrons une version plus forte de la conver-
gence en loi, qui permet d’établir la consistance forte de certains estimateurs.

IV-5.3.1 Loi faible des grands nombres

Définition I'V-5.14 (Variables décorrélées). Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires définies sur
(Q,.7,P) et de carré intégrable, IE[sz] < oo pour tout k € {1,...,n}. Les variables aléatoires X, ..., X,
sont décorrélées si, pour tout 1 <k #{ <n,

Cov (X, Xp) := E[(X — E[Xi]) (X, — E[X/])] = 0.

Le principal intérét des variables décorrélées est donné par le lemme suivant.
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Lemme IV-5.15 (Lemme de Bienaymé). Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires définies sur
(Q,.Z,P) et de carré intégrable, E[X}] < o pour tout k € {1,...,n}. Supposons de plus que les
variables aléatoires X1, . ..,X, sont décorrélées. Alors,

n n
Var ZXk =) Var(X;).
k=1 k=1

Démonstration. Un calcul immédiat montre que

w(ixk): VB[ EX] ¢ Y E[X—EX])(X —EX])] = ) Var(X,)
k=1 k=1

1<k#l<n k=1 O

Ce lemme permet d’établir, par des arguments élémentaires, une loi des grands nombres, attribuée a Mar-
kov.

Théoréme IV-5.16 (Loi faible des grands nombres pour des variables décorrélées). Soir {X,, n € N}
une suite de variables aléatoires de carré intégrables : pour tout k € N, ]E[sz] < oo. Supposons que

1 n
lim — Y Var(X;) =0,
k=1

n—yoo & M=

et que les variables aléatoires {Xy, k € N} sont décorrélées. Alors

2
. J
lim E (E k;{xk —]E[Xk]}> =0, (IV-5.3)
et u
1 -
- Y xe—Ex]} =00. (IV-5.4)
=1
Démonstration. En utilisant le lemme de Bienaymé (Lemme [IV-5.15), nous avons
1 & 1 &
Var | = Y AX,—EXi]} | = = ) Var(Xy)
e "
ce qui montre (TV=5.3). La relation (IV-5.4) est une conséquence de la proposition [TV-5.3] O

Corollaire IV-5.17 (Loi faible pour des variables i.i.d. de carré intégrable). Soit {Y,, n € N} une suite
de variables définies sur (Q, % ,P), i.i.d. et de carré intégrable. Alors

7,=-Y v 2EW.

-

S| =

i=1

On peut affaiblir la condition de moment du corollaire [V-5.17]en tronquant les variables aléatoires. Le
résultat est important, mais sa preuve est plus technique et peut étre omise en premiere lecture.
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Théoreme IV-5.18 (Loi faible des grands nombres pour des variables i.i.d. intégrables). Soit
{Xy, k € N} des variables aléatoires définies sur (Q, F,P) i.i.d. et intégrables. Alors

1 & IP’ b

Démonstration. Sans perte de généralité (quitte a remplacer X; par X; — E[X;]), supposons que E[X;] = 0.
Soit & > 0. Posons R, := Y X et T, := Yy Xkl |y, |<pe3}- Notons tout d’abord que, sur I’événement

M {I1Xk| < ne3}, R, = T,. Par suite,
P (IR, —E[T,]| > ne)

(|R _E[T,)| > ne, ﬂ{|xk|<ns }>+P<|R —E[T;]| > ne, U{|Xk|>n8 })

k=1 k=1
P(|T, — E[T,]| > ne) +]P’<U{|Xk|>n£3}> (IV-5.5)
k=1
En utilisant I’inégalité de Bienayme-Tchebychev (Lemme [[V-1.2), nous avons
P(|T, —E[T,]| > ne) < 12 Var(Xi Ly ) < %E [xfﬂ‘xl‘gné]
< —z E[1X]] < €E[|X1]] - (IV-5.6)

D’autre part, nous avons

P <0{|Xk| > n83}> < Z P(|X| > ne®) = nP(|X;| > ne’) .

k=1
En utilisant I'inégalité 1y |- ,e31 < (1X) |/n£3)]l{‘x ‘>n83}, nous avons
nP(Xi| > ne®) < EX[Ly ]

et le théoréeme de convergence dominée implique

limsupnP(|X;| > ne’) =0.
n—oo
Par conséquent, en combinant ce résultat avec ([V-3.6)), nous obtenons
limsupP (|R, — E[T,]| > ne) < eE[|X]] - (IV-5.7)
n—soo

Notons que
E[7]
n

1 n
= 2 Z E[Xk]]‘{\xk|§n£3}] = E[Xl ]]‘{|X] \§n83}}
k=1
et le théoréeme de convergence dominée implique que

lim n 'E[T,] = E[X;] =0. (IV-5.8)

n—soo

En utilisant (TV-3.7) et ([V-3.8)), nous avons

limsupP (
n

"‘ > £> <limsupP(|R, —E[T,)]| > ne/2) + limsupP(|E[T,]| > ne/2)
n n n

< eE[X,]],

ce qui conclut la preuve car € est arbitraire. O
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Nous établirons plus loin (voir Théoreme [[V-5.38) ce résultat en utilisant d’autres outils basés sur la fonc-
tion caractéristique.

Il est possible de généraliser le Théoreme [[V-5.18]a des variables qui ne sont pas intégrables. La seule
chose que nous avons a supposer est que E[X;"] < e ou E[X; ] < co.

Théoréme IV-5.19 (Loi faible des grands nombres pour des variables i.i.d. ). Soir {Xy, k € N} une
suite de variables aléatoires définies sur le méme espace (Q,. % ,P), iid. et telles que E[X;"] < o ou
E[X,] < co. Alors

1 & —
-y xR
ni=1

Démonstration. Considérons le cas ol E[X| | < oo, I’autre cas se traitant de maniére entierement symé-
trique. Si E[X 1* ] < oo, alors la variable aléatoire X; est intégrable et le résultat découle de Théoreme|IV-5.18
Supposons donc que E[X 1+ ] = . Notons que pour tout ¢ > 0, nous avons

E[|Xi Ac|] <c+E[X; ] <.

En utilisant Théoréme [TV-5.18] nous obtenons donc que
1 & PP—prob
— ZXk/\C LN E[Xl/\c] .
=

D’autre part, nous avons 7~ ! Yioi (XkAe) < n! Y71 Xi. Pour tout M > 0, comme E[X;] = o, nous pou-
vons choisir ¢ tel que E[X; Ac] > M. Nous avons donc

n n

. 1 . _1
> > > = 1.
r}gr;]?(n ZXk_M>_nlgroloIP’<n ];(Xk/\c)_M> 1

k=1

. . _ P—prob
Comme M est arbitraire, ceci montre que n~! Yio Xk P oo O

Exemple IV-5.20 (Loi de Cauchy). Soit {X;, k € N} une suite de variables aléatoires i.i.d. Pour que la loi des grands
nombres soit satisfaite, il est indispensable de supposer que IEI[XIJr ] < oo ou E[X|] < co. Nous allons voir dans cet
exemple que si E[X;"] = o et E[X; ] = o alors la loi des grands nombres n’est pas vérifiée. Une loi de Cauchy de
parametre 6 = (o, 6) € @ = R x R¥ est une loi dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R est donnée

par
o

0,x)= —— — 5.
P(8.) = T =)
Les parametres ¢ et o sont ici respectivement les parametres de localisation et d’échelle. On montre aisément que la
fonction caractéristique (Définition [IV-5.34)) d’une loi de Cauchy de parametre 6 = (a, ) est donnée par

99 (1) = exp(iar — olt]) .

Cela entraine en particulier que, si X; suit une loi de Cauchy de parametre (@, ), alors AX] suit une loi de Cauchy
de parametres (Ao, |A|o). Soient Y| et ¥, deux variables indépendantes distribuées suivant des lois de Cauchy de
parametres (o, 0) et (0, 02 ). La fonction caractéristique de la somme Y = Y} + Y, est donnée par

exp(ioqt — o |t]) exp(iapt — oo t]) = exp(i(0o + o)t — (01 + 02)t])

et donc Y est aussi distribuée suivant une loi de Cauchy de parametre (¢ + 0, 61 + 02). Supposons maintenant que
{Xy, n € N} soit une suite i.i.d. de variables aléatoires i.i.d. distribuées suivant une loi de Cauchy de parametres (0, 1).
La moyenne empirique X, = n~! Y% | X; est aussi distribuée suivant une loi de Cauchy de parametre (0, 1), et donc la
moyenne empirique ne converge pas vers une constante. &
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IV-5.3.2 Loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres est un résultat essentiel en probabilité et en statistique. Nous donnons
ici la version due a Kolmogorov (1933).

Théoreme IV-5.21 (Loi forte des grands nombres). Soir {X,, n € N} une suite de variables aléatoires
définies sur (Q, F ,P), i.i.d. et intégrables. Alors

La preuve de ce théoreme est délicate et requiert 1’ utilisation d’outils probabilistes plus sophistiqués que
ceux dont nous disposons. Nous donnons ci-dessous une version de la loi forte des grands nombres pour
des variables identiquement distribuées (mais qui ne sont pas nécessairement indépendantes), de variance
finie (I’intégrabilité suffit normalement) et décorrélées.

Théoreme IV-5.22. Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires définies sur (Q,.7 ,IP), intégrables,
identiquement distribuées et de variance finie et non-corrélées. On a alors :

n

'Y X R

Démonstration. Nous allons utiliser 1’inégalité de Markov (Lemme [IV-1.1) et le lemme de Borel-Cantelli
(Lemme [[V-5.11)). Sans perte de généralité, on suppose E[X;] = 0. Pour un entier positif m, on considere
les variables aléatoires {Y,»,m € N} et {Z,,,m € N} ot

Yo=Y X,  Zp= sup (X 4. +X2u))-
i=1 1<k<2m+1

Admettons avoir les propriétés suivantes : lorsque m tend vers I’infini,

Y, > P-ps.
L) (IV-5.9)
m
et
Zy P—ps.
zn Pops (IV-5.10)
m
On utilise la majoration suivante :
Y, V4
ﬁ < m(n)22 + m(n)2 ’

ol m(n) est I’entier m tel que
m> <n<(m+1)>*.

Comme lim,_, m(n) = +oo , on conclut en utilisant ([V-3.9) et ([V-5.10).
Prouvons les deux relations admises ; considérons (TV-3.9). Pour un € > 0 quelconque, I'inégalité de
Bienayme-Tchebychev donne

Var(Y,,) m?c?  o° 1
mie2  mie? g2 m?2’

P(|Y,2/m?| > €) <
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On conclut en utilisant I’inégalité de Borel-Cantelli. Considérons maintenant (TV-5.10). Posons |&,, | =
X241+ +X,2.,|- Notons tout d’abord que

Y/
“
m

—-m
2

2m+1 2m+1
28) P (1Zn| > m*e) <P<U{|€mk|>m8}>é Y P(|&nil = me) .
k=1

L’inégalité de Bienayme-Tchebychev nous donne d’autre part

Var(§,)  (2m+1)0?
P(|Gni| > me) < — 25 < 2y

puisque &, x est la somme de moins de 2m + 1 variables aléatoires. En combinant les trois derniéres inéga-
lités, on voit que

Zom o (2m+1)2
Pll—=|>e)| < """
( m2| > — e m
On conclut en utilisant encore le Lemme de Borel-Cantelli. O

Exemple IV-5.23 (Corrélation empirique). Soit {(X,,Y,), n € N} une suite de vecteurs aléatoires de R?, i.i.d. et de
méme loi que (X,Y). On suppose que E[X?] < oo et E[Y?] < oo. Soit

Cov(X,Y) E[XY} —E[X]E[Y]
V/Var(X) Var(Y)  +/Var(X) Var(Y

le coefficient de corrélation de X et Y. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous établissons aisément que
lp] < 1. Si |p| =1 (cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz), il existe des constantes a,b, ¢ telles que a +
bX +cY =1 P —p.s. Une valeur du coefficient de corrélation proche de 1 implique une forte dépendance linéaire
entre les variables X et Y. Considérons le coefficient de corrélation empirique défini par

_ 1 n _ 1 n
, mm:£2n,n:52n.
k=1 k=1

pi=

(x ~ X))

¢z WP (6= Ta)

P-
Nous allons démontrer que R, — oy — p. Notons que

nU Y XY — XY,

\/z XX\/Z (Yi— )2

Par la loi forte des grands nombres, C, '=n’1 ):” P B — E[XY], X, ooy ‘E[X] et Y,, ooy ]E[Y] De fagon similaire,
on montre que Vy, :=n"1¥"  (X; — Xn) Var(X) et Wy :=n"1Y0 (Y- Yn) Var( ). Considérons la
fonction
f(stuvw):ﬂ —oo < 5,1,u < oo, v,w >0
A ) ) \/‘7\/% ) Pyt bS] .

Cette fonction est continue sur I’ensemble
S={(s, t, u, v, w): —o0 < s,f,u < oo v,w>0, (sftu)2 <ww}.

Nous avons clairement P((Cy, Xy, ¥, Vi, W,) € S) = 1. Le théoréme de continuité (Théoréme [[V-5.13) montre que

P—p.s.
R, — p. &

IV-5.4 Convergence en loi

Dans cette section, nous introduisons les notations, définitions et résultats essentiels de la convergence
en loi. Les résultats principaux seront présentés sans preuve, mais nous donnerons des illustrations de leur
utilisation.
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Définition IV-5.24 (Convergence étroite). Soient {i,, n € N} une suite de probabilités sur (R?, B(R?))
et W une probabilité sur (RY, (R4)). Nous dirons que la suite {,, n € N} converge étroitement vers i,
ce que nous notons [, = W, si, pour toute fonction continue bornée f : R? — R,

tim [ rap, = [ fau.

Définition IV-5.25 (Convergence en loi). Pour fout n € N, soit (Q,,%,,P,) un espace de probabilité et
X,, un vecteur aléatoire, défini sur (Q, F,,P,) et a valeurs dans (R?, B(R%)). Soit (Q,.7,P) un espace
de probabilité et X un vecteur aléatoire défini sur (Q, F,P) et a valeurs dans (RY, Z(R%)). Nous dirons
que la suite {X,, n € N} converge en loi vers X, ce que nous noterons X, = X si la suite des mesures
images de P, par X,, {PXn.n € N} converge étroitement vers la mesure image de P par X, PX ou, de facon
équivalente, si pour toute fonction continue bornée f : R? — R :

lim E, [f(X,)] = E[f(X)] .

n—oo

Dans la définition de la convergence en loi, contrairement aux définitions de convergence en probabilité
ou presque-siire, rien n’oblige a définir les vecteurs aléatoires {X,, n € N} et X sur le méme espace de
probabilité ; on s’intéresse uniquement & la convergence étroite des lois des vecteurs aléatoires X, vers la
loi de X.

Théoreme IV-5.26 (Théoréme de Portmanteau). Pour tout n € N, soit (Q,, %, P,) un espace de proba-
bilité et X,, un vecteur aléatoire, défini sur (Q,, F,,P,) et a valeurs dans (RY, Z(R?)). Soit (Q,.F,P) un
espace de probabilité et X un vecteur aléatoire défini sur (Q,.7 ,P) et a valeurs dans (R?, B(R?)). Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Xn =X,

(ii) Pour toute fonction f bornée et lipschitzienne, lim,_.. E,[f(X,)] = E[f(X)],
(iii) liminf, P, (X, € G) > P(X € G) pour tout ensemble ouvert G,
(iv) limsup,_,..Py(X, € F) <PP(X € F) pour tout ensemble F fermé,

(v) Pour tout pavé A =[], |a;, b] dont la frontiere A vérifie P(X € dA) =0 on a

lim P, (X, €A) =P(X €A)

n—soo
(vi) Pour toute fonction continue et positive

liminfE,[f(X,)] > E[f(X)] .

n—yoo

Démonstration. Voir par exemple [?, Theorem 2.1]. O
En particulier, la suite {X,, n € N} converge en loi vers X si et seulement si

limFxn(x], ceny xd) :Fx(xl, ceey xd)
n—soo

en tout point (xj, ... , x7) o Fx est continue.
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Exemple IV-5.27 (un exemple élémentaire). Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires définies sur le méme
espace de probabilité (Q,.7,P) telles que pour tout n, P(X, = 1/n) = 1 : laloi de X, est égale & §; /,,. Donc pour toute
fonction continue bornée, limy,—e E[f(X,)] = lim,—e f(1/n) = f(0). La loi limite est donc &.

Les fonctions de répartition des variables aléatoires X = 0 et Xj, sont respectivement

{0 six <0 0 six<l1/n

Fx (x) = 1 six>0 "’ FX”(X):{I six>1/n

On voit que la fonction de répartition Fx est continue partout sauf en x = 0. On peut vérifier que lim, Fx, (x) = Fy(x)
pour tout x > 0 et tout x < 0; mais que lim, Fx, (0) # Fy(0). &

Exemple IV-5.28 (Sanity check!). Pourn > 1, soit X,, une variable aléatoire de loi uniforme et a valeurs dans {1/n,2/n,---

1)/n,1}.Onadonc P(X, =k/n) = 1/n pour tout 1 < k < n. La fonction de répartition de la variable X,, est donnée, pour
x €[0,1] par Fx, (x) = |nx] /n. Or, pour tout x € [0, 1], lim, ;. F(x) = x; et la fonction x — x sur [0, 1] est la fonction de
répartition d’une loi uniforme sur [0, 1]. Par conséquent, le théoréme [[V-5.26]item [(v)] montre que X,, => Unif([0, 1]).

On peut aussi prouver cette convergence en utilisant une autre caractérisation : pour toute fonction f continue sur
[0, 1], nous avons

1y !
B =, Y /) 0o [ S
et le terme de droite se relit comme E[f(X)] ou X ~ Unif([0, 1]). &

Le théoreme suivant donne les liens entre la convergence en loi et la convergence en probabilité.

Théoreme IV-5.29. Soit (Q,.%,P) un espace de probabilité. Soient {X,, n € N} une suite de vecteurs
aléatoires et X un vecteur aléatoire définis sur (Q,.7 ,P) et a valeurs dans RY. Alors

P—prob
(i) X, 5" X implique X, = X,

.. P—prob N . .
(ii) X, mblS ¢, ou ¢ est une constante, si et seulement si X,, —> c.

Démonstration. (i) Soit f:R? — R Lipschitzienne bornée. Notons

)= F0)|

£l = supl£(x)| and |fluip i= sup
o Xy [lx =l

Pour tout € > 0,
IELf (X)) = E[f(X)]] < €] f|Lip + 2| f[=P([| X, — X|| > €).

Le second terme du membre de droite tend vers O et le premier peut étre rendu arbitrairement petit. Donc,
limy, e E[f (Xn)] = E[f(X)] pour toute fonction f Lipschitzienne bornée. Nous concluons en appliquant le
théoreme [[V-5.26)

(i) Soite >0etsoitB(c,€):={x R : |lx—c|| < &} laboule ouverte de centre c et de rayon €. Nous
avons P(||X, —c|| > €) =P(X, € B(c,€)°). Si X;, = ¢, le théoréme [[V-5.26| montre que limsup, P(X,, €
B(c,€)°) <P(X € B(c,e)°) =0. O

IV-5.4.1 Opérations sur les limites en loi

Théoréme IV-5.30 (Transformation continue). Pour tout n € N, soit (Q,, %,,P,) un espace de proba-
bilité et X, un vecteur aléatoire, défini sur (Qy,, 7,,P,) et a valeurs dans (RY, (R%)). Soit (Q, 7 ,P) un
espace de probabilité et X un vecteur aléatoire défini sur (Q,.7,P) et a valeurs dans (R, B(R?)). Soit
g : R — R une fonction continue en tout point d’un ensemble C tel que P(X eC)=1. Si X, = X alors
o) — g(X).
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Démonstration. Par définition, {g(X,) € F} = {X, € g~ '(F)}. Pour tout fermé F, on a :
g '(F)cg I(F)C (g ' (F)uC); (IV-5.11)

C* désigne le complémentaire de C. Seule la seconde inclusion est non-triviale ; soit x € g~!(F) et montrons
que seulement deux cas sont possibles : soit x € C¢, soit x € g~ (F). Par définition, comme x € g~!(F), il
existe une suite {x,, n € N} d’éléments de g~ ! (F) telle que lim,, ;oo X, = x. Si x € C, g(x,) — g(x), car g
est continue au point x, et comme g(x,,) € F et F est fermé, g(x) € F, ce qui implique que x € g~ (F).

On déduit de et du théoréme de Portmanteau (Théoréme[[V-5.26)), comme X, = X et P(X €
C)=0:

limsupP(g(X,) € F) < limsupP(X, € g~ 1(F)) <P(X € g~ '(F))
<P(Xeg (F)UC)=P(X €g ' (F))

P(g(X) € F),
et, donc, en appliquant de nouveau le théoréme de Portmanteau, g(X,) = g(X). O

La proposition [IV-3.4| montre que la convergence en probabilité d’une suite de vecteurs aléatoires X, =
(X1, -, Xn k) est équivalente a la convergence de chacune de ses composantes. Le résultat analogue pour
la convergence en loi est faux : la convergence en loi d’une suite de vecteurs aléatoires est une propriété plus
forte que la convergence en loi de chacune de ses composantes X, ;, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple IV-5.31. Considérons le vecteur aléatoire (X,,Y;) défini de la fagon suivante : pour tout n, X, est distribuée
suivant une loi normale centrée réduite et ¥, = (—1)"X,. Nous avons donc X, = N(0, 1) ; et puisque pour tout n,
Y, suit aussi une loi normale centrée réduite, nous avons aussi ¥, = N(0, 1). Donc, chaque composante du vecteur
(X, Yy) converge en loi.

Si nous prenons f(x,y) = ¢(x+y) ot ¢ est une fonction continue bornée de R dans R, nous avons f(X,,Y,) =
9(2X,) lorsque n est pair et f(X,,Y,) = ¢(0) sinon. Par suite, la suite {f(X,,Y,),n € N} ne peut pas converger et en
utilisant le Théoréme[[V-5.30} le vecteur (X,,Y;) ne peut pas converger en loi. &

Le théoreme suivant clarifie les relations entre les différentes définitions de convergence et celles entre
convergence d’un vecteur et convergence de ses coordonnées.

Théoréme IV-5.32. Pour tout n € N, soit (Q,,.%,,P,) un espace de probabilité et X,,Y, des vecteurs
aléatoires, définis sur (Q,,-Fn,P,) et a valeur respectivement dans (R?, B(R?)) et (R?, B(RP)). Soit
(Q,%#,P) un espace de probabilité et X un vecteur aléatoire défini sur (Q, % ,PP) et a valeurs dans
(R, B(RY)).

P—prob
(i) (casd=p)SiX,—=XetX,—Y, iy 0, alors Y, — X.

P—prob
(i) Soitc €RP. Si X, = X et Y, —5' ¢, alors (X,,Y,) = (X, c).

Démonstration. (i) Soit f: R?Y — R Lipschitzienne bornée, de constante de Lipschitz notée | fILip-
Pour tout € > 0,

EaLF )]~ Eal F ]| = B [(£06) = £)) (T, yy e+ Tpyryze) ]|
< |flLip€ + 2| f [P (|| Xn — Yal| > €) .

. P—prob N £ . ~ e
Le second terme tend vers 0 puisque X, — Y, 0 (2 € fixé) et le premier peut étre rendu arbitrairement
petit en choisissant € petit. Donc E,[f(X,)] et E,[f(¥,)] ont la méme limite. Enfin, par deux applications

du théoreme [[V-5.20] on a lim, E,[f(X,)] = E[f(X)] et ¥, = X.

(ii)) Remarquons que
X, X, . 0 P—prob
=Lt e
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En utilisant [(D] et la décomposition

X ] (X[ %] [%] [%]_[x
Y, n Cc o Y, n C C C
il suffit de prouver que (X,,c) = (X, ¢) Pour toute fonction continue bornée f : (x,y) — f(x,y), la fonc-

tion f(-,c) : x = f(x,c) est continue et bornée et |E[f (X, c)] — E[f(X,¢)]| = 0, car X, => X ; par suite,
(Xn,¢) = (X,c). O

La propriété et le théoreme de continuité (théoreme [[V-5.30) montrent que pour toute fonction
g (x,y) = g(x,y) continue sur un ensemble C x {c} ol C est tel que P(X € C) =1, on a g(X,,Y,) =
g(X,c). Des applications particulieres de ce principe sont souvent regroupées sous la forme du lemme
suivant, connu sous le nom de lemme de Slutsky.

Lemme IV-5.33 (Lemme de Slutsky). Pour tout n € N, soit (Qy,.-%,,P,) un espace de probabilité et
X, Yy des v.a. réelles, définies sur (Qy, %, Pp). Soit (Q,.F,P) un espace de probabilité et X une v.a.
réelle définie sur (Q, % | P).
Si X,, = X et Y,, = c ou c est une constante, alors
(i) X, +Y, = X +c;
(ii) Yo Xp = cX ;
(iii) Sic#0,Y,'X, = c7'X.

Le procédé de Cramér-Wold (Théoreme[IV-5.37) permet d’étendre ce résultat au cas vectoriel/matriciel,
pour peu que, dans|[(i)] ¢ soit un vecteur de méme dimension que X, et dans [(ii)] et [(iii)} {Y,, n € N} et ¢
soient des matrices (avec ¢ inversible pour[(iii)) de dimension adaptée a celle des vecteurs {X,,, n € N}.

IV-5.4.2 Caractérisation par la fonction caractéristique

Le théoreme de Portmanteau (Théoreme montre que, pour établir la convergence en loi, il
suffit de s’intéresser a un sous-ensemble des fonctions continues bornées, par exemple, les fonctions lip-
schitziennes bornées, mais cette classe peut encore étre réduite. Nous allons en fait démontrer dans cette
partie qu’il suffit de s’intéresser a une seule fonction, la fonction caractéristique.

Définition I'V-5.34 (Fonction caractéristique). Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R4 défini sur
(Q, Z#,P). La fonction caractéristique du vecteur aléatoire X est définie par
i’ x
t=(t1,...,t7) > E[e" *].

Exemple IV-5.35 (Fonction caractéristique d’une gaussienne multidimensionnelle). Supposons que le vecteur aléatoire
X € R? est distribué suivant une loi normale d’espérance p et de covariance Z, ce que nous notons N(u, X). Alors X a
méme loi que p +v/ZY ot ¥ ~ N(0,1), et v/Z désigne une matrice d x d satisfaisant v/Zv/Z = Z.

En dimension d = 1, la fonction caractéristique d’une loi N(0, 1) est donnée par (voir Lemme 2?) :

: 1
E [e"X ] =exp (_5’2) . (IV-5.12)
Dans le cas X ~ N(,X), remarquons que

¢X(t) _ E[eitTX} _ E[eitT([,hL\/iY)] _ eitT;L E[eiﬁTtTY] )
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OrY a ses composantes indépendantes de loi N(0, 1) donc pour tout # € R?

d
L 1
E it’Y _ it! Yy _ 2412 )
) = [TEE) = exp (=51
On en déduit que

1
T T
1) = 1 ——tT'ys ) .
o= (17) o475 <>
. T . L , . T
Pour tout € R¥, 1a fonction x — '’ * est continue et bornée. Par conséquent, si X, = X, E, [e!’ Xn] —
T L . . .
E[e X]. Le théoréme de Levy montre que la réciproque est vraie.

Théoréme IV-5.36 (Lévy). Pour tout n € N, soit (Q,, %,,P,) un espace de probabilité et X,, un vecteur
aléatoire, défini sur (Q,, Fn,P,) et a valeurs dans (R4, B(R?)). Soit (Q,.F,P) un espace de probabilité
et X un vecteur aléatoire défini sur (Q,.7 ,P) et a valeurs dans (R?, B(R?)). Alors

1. X, = X si et seulement si E,[exp(it” X,,)] — E[exp(it” X)] pour tout t € R?.

2. Si il existe une fonction ¢, définie sur R? et continue en 0, telle que, pour tout t € R?, la suite
{E,[exp(itTX,)],n € N} converge vers ¢(t), alors ¢ est la fonction caractéristique d’un vecteur
aléatoire X a valeurs dans RY et X, —> X.

Démonstration. Voir par exemple [?, Théoréme 26.3 et Corollaire 1]. U

La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,X;) en t € R? peut étre vue comme la
fonction caractéristique de la variable aléatoire ¥ := 7 X évaluée au point 1 : y(t) = E[ei’TX |=¢(1) ou
¢:ucR—E[e“].

Cette observation, exploitée dans le théoreme suivant, est tres utile pour prouver la convergence en loi
de vecteurs. Elle est connue sous le nom de procédé de Cramér—Wold. Elle permet de réduire les problémes
de convergence de vecteurs aléatoires a des problemes de convergence de variables aléatoires.

Théoreme IV-5.37 (Cramér-Wold). Pour tout n € N, soit (Q,, %,,P,) un espace de probabilité et X,
un vecteur aléatoire, défini sur (Q,, Fn,P,) et a valeurs dans (R?, B(R?)). Soit (Q,.Z,P) un espace de
probabilité et X un vecteur aléatoire défini sur (Q,.7,P) et a valeurs dans (R?, B(R?)). X, = X si et
seulement si, pour tout t € R, 17X, — 1T X.

Démonstration. Supposons que X, = X. Alors, pour tout r € R? et tout u € R, E,, [ei'”TX”} — Efe Tx )],
et donc t7 X,, = 7 X par application du théoréme de Levy (théoréme .

Réciproquement, supposons que, pour tout # € R, 7 X, == t7X. Alors E,[e/(" %] — E[e!("¥)] et donc
X, = X, encore par application du théoreme de Levy. U

Le Théoréme permet d’obtenir une autre preuve de la loi faible des grands nombres que celle
donnée dans la démonstration du théoreme [V-3.18

Théoreme IV-5.38 (Loi faible des grands nombres). Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires
définies sur (Q,.%,P), i.i.d. etintégrables. Alors

1 z ']P’—prob
n 'YX — EX .
i=1
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Démonstration. On pose X, :=n"' Y7, X; et u := E[X;]. Notons W, (t) la fonction caractéristique de X,
et ¢(¢) la fonction caractéristique de X;. Les variables aléatoires étant i.i.d., on a

exp ( Z Xk>

Comme E[|X][] < oo existe, la fonction ¢ est dérivable en 0 et

= ﬁE[exp(itank)] = (¢(”71t))n'

k=1

W(t) =

[¢(n—1t)]":<1+:u+o(n—l)) e €M (IV-5.13)

(la déribabilité de la fonction ¢ s’établit par application du théoréme de convergence dominée, voir Théo-
reme et Proposition [A.42]; pour ceux qui ne sont pas familiers du passage a la limite (IV-5.13)), on
peut I’établir en utilisant les mémes arguments que ceux de la démonstration du Théoreme [IV-5.39).

Dans ([V-5.13), le membre de droite est la fonction caractéristique de la variable aléatoire qui vaut i

- S — P—prob
avec probabilité 1. Le théoreme de Levy [[V-5.36| montre que X,, =—> u et donc X, L u par le Théo-

réme [V-3.29 O

IV-5.5 Théoreme de la limite centrale

IV-5.5.1 T.L.C. pour des v.a. indépendantes et de méme loi

Le théoreme de la limite centrale (T.L.C.) donne des conditions sous lesquelles des sommes normalisées
de v.a. indépendantes de moyenne nulle convergent en loi vers une gaussienne. Ce résultat joue un rdle
majeur en statistique (voir Le Cam, 1986, pour une histoire de ce théoreme).

Théoréeme IV-5.39 (TLC pour des v.a. i.i.d.). Soit {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires de R?,
définis sur le méme espace de probabilité (Q, % ,P), i.i.d. et possédant un moment d’ordre 2. On note |
I’espérance et ¥ la matrice de covariance. Alors :

1

n:

=

(Xi —u) = N(0,%),

i=1

Soit {X,,, n € N} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. d’espérance p et de variance 62> 0.
On note F, la fonction de répartition de v/n(X, — i) ot X,, :=n~' ¥7_, X;. On remarque que
P(u—a/vn<X,<p+a/yn)=P(—a</nX,—p)<a)
= Fy(a) — Fy(—a)
— ®(a/0) —P(—a/0),

ou & est la fonction de répartition d’une variable gaussienne centrée réduite. L’ information apportée par le
théoreme de la limite centrale précise le résultat donné par la loi faible des grands nombres.

Démonstration. (du Théoreme [[V-5.39) Dapres le procédé de Cramér-Wold (Théoreme [[V-5.37), il suffit
de montrer que pour tout ¢ € R,

n
Vnt'Z, =1t"W, o W~N(0,X), Zi:=n"Y (Xi—pu). (IV-5.14)
k=1

Notons que Z, est un vecteur aléatoire centré et de matrice de covariance X, de sorte que \/ﬁtTZ,, est une
v.a. réelle centrée et de variance t7 X¢.
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Soit € RY. Sit est tel que tT¥s =0, alors pour tout n > 1 \/ﬁtTZn est une v.a. réelle constante, égale a
son espérance donc nulle. Par suite, \/nt’ Z, = 0 ce qui est bien équivalent a puisque W est
une v.a. gaussienne centrée de variance t” £t = 0 (donc une v.a. constante égale a son espérance).

Dans la suite, on prend ¢ tel que o2 :=T%t > 0. Posons, pourtouti=1,...,n,

n
Y; = G*I(X,»—u)7 Y, = n*IZYi.
i=1

Les variables aléatoires {Y,, n € N} sont de moyenne nulle et de variance unité : E[Y;] = 0 et Var(Y;) = 1.
Notons ¢, la fonction caractéristique associée a la variable aléatoire \/nY,, et ¥ celle associée a la v.a. ;.
Nous allons démontrer que, pour tout ¢ :

lim ¢, () = exp(—1*/2);

n—»oe0

nous conclurons en utilisant le théoreme de Lévy et le résultat (IV-3.12).
Les variables aléatoires {Y,, n € N} étant i.i.d. de méme loi que Y (disons), nous avons, pour tout

teR:
9a(t) = [w(n™ '/ P0)]".
Nous allons montrer que pour tout ¢ € R,
[w(n—l/ZI)]n S seo e_t2/2 )

Dans la suite, € R est fixé. Remarquons tout d’abord que

[ 20" = e 2| = [y P e /)

<n ‘ w(n 2 - o—12/(2n)

car |w(n='/21)| < let e~"’/" < 1. Nous avons, en utilisant I’inégalité triangulaire
nlw(t/v/m) — e/ < nly(t/v/n) — (1—2/2n)| +n|(1 -1 /2n) —e /1),
Nous allons utiliser deux inégalités élémentaires

e — 1 —iu| < |u]*/2 (IV-5.15)
le™ — 1 —iu— (iu)?/2| < |u*/6 . (IV-5.16)

En posant u = it?/2n > 0, nous obtenons en utilisant (TV-5.13))
nl(1—22/2n) —e /2" < n(i/2n)2 )2 = 1* /81— s 0.
Comme E[Y] = 0 et Var(Y) = E[V?] = 1, nous avons
n|w(t/v/n) — (1—1%/2n)| = n|E[e /YT — (1 +itY /\/n+12°Y? /2n)]|
< nE[|le™ VT — (1 +itY /\/n+122Y? /2n)]] .
En utilisant (TV=3.13)) avec u = tY //n, nous avons

eIV (14 itY //n+122Y? )20)| < |V — (1 4itY /\/n)| +12Y? /20
< Y2 )2n+12Y%/2n
=’Y*/n.
D’autre part, en utilisant cette fois 1'inégalité (IV-53.16)), nous obtenons

eV (1+itY [/ +i22Y2 )20)| < |ty P Jon? .
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Par suite, pour tout ensemble A, on a
YV (14itY [\ /n+i22Y2 )20)| < (22 /)1, + (|e|Y P /6n3/?) 1 e .
Pour tout § > 0 et n € N, posons A = A(8, n) := {|Y| > 8n'/®}. 1 vient pour tout n > 1,
nE[|e VT — (1+itY //n+1%2Y? /2n)]]
< nB[(PY? n) 1] +nE[(|t |V /6n°%) L]
< PE1{|Y| > 605 }) + |6 /6.

Par conséquent, pour tout € > 0, nous pouvons choisir & tel que [t|38° /6 < &/2 puis (en appliquant le
théoréme de convergence monotone en utilisant E[Y?] = 1) N tel que pour tout n > N nous ayons

PEY 1y sn/6)] < €/2. 0

Exemple IV-5.40 (Statistique de Student). Soit {Y,, n € N} une suite de v.a. i.i.d. centrées et de variance o2. Consi-
dérons la -statistique

Yy
57%7

T, ::\/;l

n n
Vomn 'Y Y, S2i=n 'Y (4 -T)?
k=1 i=1

désignent resp. la moyenne et la variance empirique. Nous allons montrer que 7, est asymptotiquement normale i.e.
{T,;, n € N} converge en loi vers une loi gaussienne.

Remarquons tout d’abord que, par application de la loi faible des grands nombres (Théoréme [IV-5.18) et du théo-
réme de continuité (Théoreme[[V-3.6), nous avons :

P—prob
-

§2=n"! iyﬁ —(¥,)? (EY? — (EY;)?) = Var(Y}).

Le théoréme de continuité implique aussi que S, = 1/S2 converge en probabilité vers y/Var(Y]) = ¢. Le théoréme de
la limite centrale (théoréme|[V-5.39) montre que /n¥, = N(0, 62) et le lemme de Slutsky (Lemme|['V-5.33)) implique
que 7, = N(0,1). O

IV-5.5.2 T.L.C. pour des v.a. indépendantes

Il existe une autre méthode de preuve du théoreme de la limite centrale due a Lindeberg (1922), qui
permet de généraliser le T.L.C. a des variables aléatoires indépendantes mais qui ne sont pas nécessairement
identiquement distribuées. Ce résultat s’applique donc en toute généralité a des tableaux triangulaires de
v.a. indépendantes.

Théoreme IV-5.41 (Lindeberg-Feller). Soit {k,, n € N} une suite d’entiers croissante. Soit
{(Ym,-)fll,n € N} un tableau triangulaire de vecteurs aléatoires définis sur le méme espace de pro-
babilité¢ (Q, F,P), indépendants, centrés et tels que ]E[||Y,”H2] < oo pour i € {1,...,k,}. Supposons les
conditions de Lindeberg—Feller vérifices :

Jo
lim Y E[|| il Ly, ey =0 pour tout € >0, (IV-5.17)
i=1
o
r}l_r)?o[:ZiVar(Ym) = (IV-5.18)

3 k . . . . .
Alors, la suite {Y;" | Y, i,n € N} converge en loi vers une gaussienne centrée et de matrice de covariance
Z,
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En utilisant I’inégalité de Markov (Lemme[IV-1.1)), il est aisé de démontrer qu’une condition suffisante
pour (IV-5.17) est

kn
1 H 2+5 = -
36 >0, J%;E[HY,,JH ]=0. (IV-5.19)

Démonstration. Par le procédé de Cramér-Wold (Théoreme [IV-5.37)), il suffit de montrer ce résultat en
dimension un.
La méthode de Lindeberg repose sur la comparaison entre les sommes partielles Zfil Y, et Zf.‘il Xni

ol {(Xn,i)fL ,n € N} est un tableau triangulaire de v.a. gaussiennes indépendantes, centrées, telles que,
— pour tout n et pour tout i € {1,...,k,}, Var(¥, ;) = Var(X,;),
— pour tout nettout i, j € {1,...,k,}, les v.a. X,,; et ,, ; sont indépendantes.

Nous allons tout d’abord montrer que, sous ces deux conditions, il est possible de contrdler la différence
entre les sommes partielles construites a partir des tableaux triangulaires (X, ;,i € {1,...,k,}) et (¥,;,i €
{1,...,k,}) de telle sorte que la convergence en loi de la somme partielle R, := Zfian,i implique la
convergence en loi de la somme partielle 7, := Zﬁ‘il Yui.

Soit f une fonction deux fois différentiable avec une dérivée seconde bornée et Lipschitzienne, i.e.,

") = )]

|flLp:= sup < oo, (IV-5.20)
(x,y)ERXR x#£y |x - y|
ou f” est la dérivée seconde de f. On a la décomposition
krl
E[f(R)]=E[f(T)] =Y. (E[f(Ruk +Xur)] —E [f(Rus +Yui)])
k=1

ol Ry i := (¥j<k Xn.j) + (Xj>k Ynj)- Développons f (R, x + X, «) au voisinage de Ry x :
2 2
Xk X

2 : [

f// (Rmk) + %

f(Rn,k +Xn,k) = f(Rn,k) +Xn,k f/(Rn,k) + f”(Rn,k + en,an,k) - f” (Rn,k)]a

o1 6, € [0, 1]. Développons de méme f (R, x+Y, ). Notons que la v.a. R,, ; est indépendante, par construc-
tion, des v.a. X, x et Y, x. Par conséquent, nous avons, pour tout k € {1,...,n},

E[f/ (Rn,k)(Xn,k - Yn,k)] = ]E[f/(Rn,k)] (E[Xn,k] - E[Yn,k]) = 03

en utilisant que E[X, ;] = E[Y, 4] = 0. De la méme facon, comme par construction des v.a X, x et ¥,  nous
avons E[X?,] =E[Y?2 ], on en déduit

n,

Elf" (Rux) X s — Yioi)]l = ELf" (Rug)] (E[X7 ] —E[Y,4]) =0.
Comme f” est une fonction Lipshitzienne, pour tout € > 0, nous avons, pour tout 6 € [0, 1],

|f" (Ruge + 60X i) — £ (Ruie) | < | " Lip |1 Xkl
|f" Rk 6 ) = " (Ru )| < 1F” Lip Yok | Ly, 1<y + 21" [ L1y, > e)

ot | ' |eo := sup,cg | f”(x)] (qui est fini par hypothese). Nous utilisons ici deux majorations différentes pour
des raisons qui deviendront transparentes dans la suite de la preuve. Notons tout d’abord que, pour tout
£>0,

|E[f (Ruk + Xnx)] — E[f (Rux + Yui)l|

1 3
< 51 ip (B [XosP] +E [ Wk Ly, ey )+ 171 B [k Lyyo sy | -
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Remarquons que E [|X,«[*] = 67 ym3 ot m3 := E[|Z*] avec Z ~N(0,1) et 67, := E[X?,] = E[V/2,]. Re-
marquons aussi que ' '

E [\Yn,k|3 1{\Yn7k|§£}} <R [|Y,il*] = €0,y

Ces inégalités conduisent a la majoration :

1 kn kn kn
[Ef(Ra) =Ef (1) < 5 1" ILip <m3 Yo, t+e) o,ik> +fl ) E [Y,;{k Ly, |>e} | -
k=1 k=1 k=1

On a d’autre part

>~

n

kn
o, <Y o7 max (ou).
1 =1

»
Il

Or implique que pour tout 1 < k <k, et tout € > 0, nous avons
2 2 2 2,V 2
Ok S € +E [Yn,k1{|rn,k\>e}] <&+ ) E [Yn,jl{m,,vbs}} :
Jj=1

et donc

limsup max o7, =0.
n—o  k€{l,...kn}

D’ou, pour tout € > 0,
1 & ), 2 V2 &,
[Ef(Rn) —Ef(T,)| < 3 |f" |Lip | m3 Z O, | €+ Z E [Yn,j ]l{\Y,,7.,~\>s}} +e€ Z Ok
k=1 j=1 k=1

kn
1 Y B [T )
k=1

Par hypothese, quand » tend vers I'infini, la série } ; £ [Yn%k Ly, > s}] tend vers zéro et Y an . tend vers

une constante 2. D’ot, pour tout € > 0,

. 1
Jim [Bf (Ry) = Ef(T,)| < 5 |f"|Lip(ms + 1)o7

En faisant tendre, dans un deuxieme temps, € vers zéro, on obtient donc une limite nulle. Comme les
(Xn,j,J €{1,...,kn}) sont des v.a. gaussiennes, la proposition ?? permet de conclure.

Ces majorations étant en particulier valables pour f(x) = exp(—itx), ce qui permet de conclure que
{T,, n € N} et {R,, n € N} ont méme limite en loi. Enfin, R, étant la somme de gaussiennes indépendantes,
c’est une gaussienne centrée de variance Zf; , Var(X,, ;). Puisque la fonction caractéristique de R, vaut

1 { fa 1 [k
o)l i)

elle converge vers exp(—o2t2/2) et on reconnait la fonction caractéristique d’une loi gaussienne centrée
de matrice de covariance X. On en déduit la convergence en loi de {R,,, n € N} vers cette gaussienne, par
application du Théoréme de Levy (théoreme [[V-5.36). O

Exemple IV-5.42. Soit {Y;, n € N} une suite de variables indépendantes. Supposons que, pour tout n € N, ¥, est
distribuée suivant une loi de Bernoulli de parametre p,, € [0,1] et que ¥';° | p;(1 — p;) = oo. Posons

S, =
i

IS
'M:

Var(Y;) = i pi(1—=pi).
i i=1
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Par construction, lim,, e s, = . Posons ¥;, ; = s,jl (Y; — pi). Clairement, Y. | Var(Y,, ;) = 1. D’autre part, nous avons

E[[¥i*] =s,° {P?(l —-pi)+(1 —pi)3pi} <25, pi(1-pi),

ce qui implique
n

L 2
2 |Ynt| *32 **_>07
b Sy = s,

n

car lim, e 5, = oo. Par conséquent la condition (IV-3.17) est satisfaite avec € = 1. Le Théoréme [[V-5.41| montre que

sy f(mfpi)zmm,l)-

i=1

Exemple IV-5.43 (Théoréme de Hdjek-Sidak). Soit {X,, n € N*} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. d’es-
pérance et de variance 62 € ]0,00[ . Soit {(cn,;)7_;,n € N} un tableau triangulaire de constantes tel que, pour tout
nZO,):l 1 ,”>06t
2
Cn,i
0, := max =5 0. (IV-5.21)

1<z<n): 1€ nj

Alors, nous avons

Bl )

G\/Zz 1

Pour établir ce résultat, posons s2 := & Z, i n JetY,ii=s, c,,yi(X,- —u)pouri€{l,...,n}. Clairement, 7| Var(¥,;) =
1. Nous avons de plus

N, 1). (IV-5.22)

2 -2 2 2
E [Yn,i]l{\Y,,_;bS}] =S Cn,iIE [(Xl —H) ]l{c,,,;\Xl 7/,L\>£s,,}i|

<ciE [(Xl — 1L, 7u|>€6}} :

Par conséquent, par le théoréme de convergence dominée (Théoreme [A40), nous avons

E[(Xi —p)*L ]
2 _ {vV/8|X1—p[>£0}
) ch E { X1 — 1) ]l{\/i\xlfubac}] - o2
Sn i=
De fagon intuitive, la condition (IV-5.21)) montre que, lorsque n — oo, la contribution de chaque terme dans la somme
- -1
Z (IV-5.23)

27
Jlnj

est négligeable. Cette condition est indispensable pour obtenir une loi limite. Si par exemple ¢, | = 1 et ¢, ; = 0 pour
tout j € {2,...,n}, la somme ([V-3.23) est toujours égale & (X; — 1)/0 etil n’y a bien évidemment pas de passage a
la limite. &

IV-5.5.3 Vitesse dans le T.L.C.

Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. d’espérance y et de variance 6> > 0;
on pose
Xn —Uu
5

n
=n'Y X, Y, :=+/n
k=1

Le théoréme de la limite centrale montre que ¥, = N(0, 1) ce qui implique en particulier que pour tout
x € R, lim,_,e0 F (x) = @(x) (voir Théoreme [[V-5.26)) ol F;, (resp. ®) désigne la fonction de répartition de
Y, (resp. d’une loi N(0, 1)). Comme la fonction x — ®(x) est continue, le théoréme de Polya (Théoreme|[[V]
[5.44) montre que la convergence est uniforme en x.

Le théoreme de Polya, qui est une conséquence du théoreme de Dini, montre que si la fonction de
répartition de la limite est continue, alors la convergence est uniforme.
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Théoreme IV-5.44 (Théoréme de Polya). Soir {X,,, n € N} une suite de variables aléatoires réelles, de
fonction de répartition notée F,. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. Si F est
continue et si X,, — X, alors

lim sup |F,(x) — F(x)| = 0.

= yeR

Démonstration. La fonction F étant continue, il existe des points —oo = xp < x1 < ... < X = oo tels que
F(x;) =i/k. F, et F étant croissantes, nous avons, pour tout x € R, en choisissant i tel que x; | < x < x; :

Fo(x) = F(x) < Fo(x;) = F(xi-1) = Fa(xi) = F(x;) + 1 /k
Fn(x) 7F(x) Z El(xi,l) fF(x,‘) = Fn(xl-,l) 7F(xl‘,1) — 1/k

Donc |F,(x) — F(x)| est borné par sup; |F,(x;) — F (x;)| + 1 /k pour tout x. Par conséquent,

lim sup |F,(x) — F(x)| < lim  sup |F,(x;) — F(x;)| +1/k = 1/k,

n=% veR n=%ie{0,...,k}

ce qui permet de conclure, en choisissant k arbitrairement grand. O

Le raisonnement s’étend sans difficulté au cas multidimensionnel mais nous omettons cet énoncé, la
fonction de répartition étant mieux adaptée a la dimension un.

Ce résultat ne fournit pas par contre de controle de I’erreur que nous commettons lorsque nous ap-
prochons F, par ®. Le théoreme de Berry-Esseen donne un contrdle de I’erreur d’approximation dans le
théoreme de la limite centrale.

Théoréme IV-5.45 (Berry-Esseen). Soient {X,, n € N} une suite de variables aléatoires réelles définies
sur (Q, F,P), i.id. ettelles que E[|X,[*] < . Notons p I’espérance de X, et 6 sa variance. Il existe une
constante universelle C (ne dépendant pas de la loi de X1 ) telle que, pour tout x et n,

‘IP (ﬁ (Y" _“> gx) —CD(x)‘ < CEXi—pf] (IV-5.24)

o —\/n o3 ’

ou @ est la fonction de répartition de la loi N(0, 1).

Démonstration. Voir [?, Chapitre X VI, Section V, Théoreme 1] dans le cas ot C = 3. O

Le théoréme de Berry-Esseen est vérifié avec la constante C = 0.4784. On ne connait pas aujourd’hui la
plus petite valeur de la constante C, mais on sait que le résultat n’est pas vérifié pour C < 0.4097 [?].

Si E[|X; — u]*]/03 < oo, le terme de droite de (TV-5.24) tend vers 0 et donc le terme de gauche tend
uniformément vers O en x. Si la loi de la variable aléatoire X appartient a une famille de distributions telle
que

E _ 3
Pl
o3 -
pour B < o, alors la convergence est aussi uniforme par rapport a la loi de X !

Exemple 1V-5.46 (Erreur d’approximation pour une loi de Bernoulli). Soit (Xy,...,X,) un n-échantillon de loi de Ber-
noulli de parametre 6 € ® = [0, 1]. L’espérance de X est 6, sa variance est 6(1 — 0) et le moment centré d’ordre 3
vaut

E[|X; — 6]°] = 69(1 —205) ou o3 :=6(1—9).
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1.0

Borne d'erreur
0.4 0.6
L

0.2
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
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FIGURE IV-5.1 — Borne de Berry-Esseen en fonction de la proportion 6 € ]0, 1] pour n = 100

En prenant C = 0.8 dans la borne de Berry-Esseen, nous avons, pour tout 6 € @,

- . 1-2
Po (Va(X, — 6) /0 < x) —®(x)| < (\)/;""(63/2"9)

Nous avons représenté cette borne dans la Figure [[V-5.1] pour n = 100. Nous voyons que I’erreur d’approximation
est minimale quand 6 = 1/2 mais que I’erreur est grande quand 6 — 0 ou 6 — 1, ce qui est assez logique. D’autres
méthodes d’approximation doivent étre appliquées dans ce cas (approximation Poissonnienne par exemple). Méme
lorsque 6 = 0.5, I'erreur est égale a 0.08 pour n = 1e2, 0.025 pour n = 1€3 et 0.008 pour n = le4. Il faut donc étre
vigilant au fait que, méme dans des cas tres favorables, 1’erreur dans la borne de Berry-Esseen est assez grande. C’est
le prix a payer pour disposer d’un contrdle uniforme en x, de meilleures bornes peuvent étre obtenues si on reliche
cette contrainte. &

IV-5.5.4 La 6-méthode

Nous savons déja que, si la suite d’estimateurs {7,,, n € N} converge en probabilité vers 6 et que g
est continue au point 6, alors {g(7;,),n € N} converge en probabilité vers g(6) (voir Théoreme [[V-5.6). Si
nous savons de plus que /n(T, — 6) converge en loi vers une distribution limite, pouvons nous affirmer
qu’il en est de méme pour /n{g(7,) —g(0)} ? La réponse est affirmative si la fonction g est différentiable
au point 0 : de fagon heuristique, nous avons :

Vn{g(T,) —g(0)} ~¢'(8)vn(T, - 6),

et donc, si \/n{T, — 0} = T, alors \/n{g(T,) —g(0)} = ¢'(6)T. En particulier, si /n(T, — 0) =
N(0,06%(8)), alors /n{g(T,) —g(8)} = N(0,[¢'(8)]>6%(8)). La méme question se pose lorsque T, =
(Tu1,--.,Tnp) est un vecteur aléatoire et g = (g1,---,gm) est une fonction de R” — R”™. Le résultat ci-
dessus s’étend directement en remplagant la dérivée par la matrice Jacobienne de g au point 6, notée J,(6)
et définie par

98 9dg1
(99| (991;
J,(0) := : : . (IV-5.25)
Jgm dgm
e Ein

Théoréme IV-5.47 (5-méthode). Soit Dy un sous-ensemble ouvert de R? et 6 € D,. Soit g : Dg — R™
une fonction différentiable au point 0. Soit {T,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires tels que, pour tout
neN,

P(T,€D,)=1.
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Supposons que
(T, —0) =G,

pour une suite {r,, n € N} croissante telle lim,,_,o. 1, = oo. Alors

r{8(T) = 8(6)} =13y (6)(T, — 8) 50

et donc
r{g(Tn) —g(0)} = J,(6)G .

Démonstration. Comme {r,(T, — 6),n € N} converge en loi, par le lemme [[V-5.33|nous avons

T,—60=r'r{T,—0} 0.

La différentiabilité de la fonction g au point 8 € D, implique que
§(6+h) = g(8) +14(8)h -+ R(h)

ol im0 [[R(h)|| / [|h]| = 0 et R(0) = 0. 1I existe donc une fonction R(k), vérifiant R(h) = ||h||R(h),
continue en zero et telle que R(0) = 0. On a donc

72 (8(Tn) —2(0)) _Jg(e) {r(Ty—0)} =r, || T, — 6| R(Tn -0).

Puisque T, — 6 Foprob 0,R(T,—0) L) ; de plus, par le Théoreme|IV-5.30, r,, || T, — 0| = ||G||. Nous
O

concluons en appliquant le lemme de Slutsky (Lemme [[V-5.33).
Exemple IV-5.48. Soit {X,,, n € N} une suite de variables aléatoires telles que
rn(Xn — ) => N(0,0?)

ou {r,, n € N} est une suite a termes positifs et croissante telle que lim,_s 1, = 0. Que pouvons-nous dire de la distri-

. - . . P—prob P s g
bution limite des variables aléatoires X2, exp(Xy), 1 /X,,10g|X,| ? Nous avons X,, P2 1t et le théoreme de continuité

(théoreme|IV-5.6) implique que :

X202 exp(X,) TS exp(u),
etsiu#0
1 P—prob 1 P—prob
el log|X,| — 1 .
e 0 og |Xu| og|u|
De plus,

— posons g(x) = x%. Cette fonction est continiiment différentiable et g’ (x) = 2x. Si u # 0, alors g'(u) = 2u # 0.
Une application du théoreme|[V-5.47|montre que, pour i # 0,

(X2 — %) = N(0,4p°67).

Pour it =0, g’(u) = 0 et I’application de théoréme [[V-5.47|montre que

P—prob
r,,X,% 0.

On peut néanmoins obtenir un résultat plus précis, en exhibant une vitesse de convergence, en appliquant le
théoreme de continuité (théoreme[[V-3.30). En effet,

n (rnX,%) = (r,,Xn)2 = 0%X?

oll X est une variable aléatoire gaussienne N(0, 1). Par conséquent, X2 suit une loi du 2 centrée 2 un degré de
liberté.
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— Pour tout 1, le théoreme [[V-5.47] appliqué a la fonction g(x) = e* montre que r,(exp(X,) —exp(l)) =
N(0,exp(2pt)5?).

— Nous supposons ici que pour tout n € N, P(X,, # 0) = 1 (autrement, la variable aléatoire 1/X, n’est pas définie).
Pour i # 0, une application de théoréme|[V-5.47|a la fonction g(x) = 1/x qui est différentiable au point 1 # 0

montre que
rn(1/Xn —1/p1) = N(0,07 /u*) .

Le cas = 0 n’est pas couvert par le théoréme[[V-5.47] mais on peut dans ce contexte encore utiliser le théoréme
de continuité (Théoreme [[V-5.30) qui montre que

1/(raXn) = 1/(0X),

oll X est une variable aléatoire gaussienne N(0, 1).

— Nous supposons ici encore que pour tout n € N, P(X,, = 0) = 1. Pour u > 0, le théoréme|IV-5.47|appliqué avec
8(x) =log(|x|) (¢'(1) = 1/p) montre que

ra{log(|X,|) —log(|ul)} = N(0,6%/p?) . (IV-5.26)
Pour p < 0, nous pouvons appliqué encore le théoréme [[V-5.47} Dans ce cas, g() = —1/u et donc nous avons
encore ([V-3.26).

Le cas it = 0 n’est pas couvert par le théoréme|[V-5.47] mais le théoréme de continuité montre que log |r, X,| =
log|N(0,067)] . %

Exemple IV-5.49 (Variance empirique). Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires i.i.d. Supposons que E[X}'] <
oo et notons my, := E[X ]k], pour k =1,...,4. Considérons I’estimateur de la variance empirique

=

1 _ _ n
“Y X2 (X)°,  ouKy=n') X
i3 i=1

La version multidimensionnelle du théoréme de la limite centrale montre que :
—lyn 2
n Y X my 0 N my —mj m3 —mymy
- r I':=
\/ﬁ({ n’lZl’.‘leiz my = N (U I ou mz —mmy m4fm%
Posons ¢ (x,y) :=y — x?, de sorte que
SZ=¢ ()?n, x}) :
1

La fonction ¢ est différentiable au point (my,m) et la matrice jacobienne de ¢ au point (my,m;) est le vecteur
[—2my, 1]. Par conséquent,

™=

1
n:
i

Vn(Sy — (my—mi)) = —2m Ty + T,

ou (71,7>) est un vecteur gaussien centré de covariance I. —2m T + T» est une variable aléatoire gaussienne de
moyenne nulle et sa variance est donnée par

2
my —m ms —mym —2m
T e H P }

m3 —miniy my — m2
Sim; = 0 (les variables aléatoires X; sont centrées), cette variance est simplement égale a my — Zm%. Remarquons que
la statistique S% est invariante par translation : la loi de S% est inchangée si nous calculons la statistique a partir des
variables aléatoires Y; := X; — my. Par suite,

ViI(S2 — p2) = N(O. s — 12),

ou L, sont les moments des variables aléatoires recentrées, ( :=E [(Xl — ml)k} L k=1,...,4. O

Exemple IV-5.50 (Coefficient de corrélation (voir Exemple[[V-3.23)). Soit {(X;,Y;), i € N} une suite i.i.d. de vecteurs
aléatoires de dimension 2. On suppose que E[X}}] + E[¥;!] < c. Le coefficient de corrélation du couple (Xj,¥;) est

donné par
Cov (X 1y Y[ )

P Nar ) var (1)
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Le coefficient de corrélation empirique est donné par

n71 Z:lzl XiY;i _XnYn

Pn = = — -
\/"7121‘1:1X1'2_X3\/”712?:1Yiz_Ynz
ou
_ n _ n
X, = n! ZXk, Y, = n! Z Y.
k=1 k=1
Posons
_ _ n n n
Tpi= | X, B, n 'Y X2 0 Y Y2 0 Y XY
i=1 i=1 i=1
et

Vi= (E[Xl]7 ]E[Yl]v E[Xlz]’ E[le]v E[lel}) )
et notons X la matrice de covariance du vecteur aléatoire (Xi, Y7, X 12, Y, 12, X1Y1). Le T.L.C. (Théoréme|[V-5.39) montre
que
Vn(T, —v) = N(0,X). o
Considérons la transformation

Us —ujuy

g(uh Uz, usz, Uyg, MS) = > 2 .
(u3 —uf)(ug — u3)

En utilisant la §-méthode avec p = 5 et m = 1 (Théoréme [[V-5.47)), nous avons

Valpa—p) = N(0, 1) ,

olt ¥? :=J4(V)ZJ4(v)T. L'expression de y* est assez compliquée dans le cas général (elle dépend de tous les moments
joints jusqu’a I’ordre 4). Elle a une expression simple dans certains cas particuliers : par exemple, si la loi du couple

(X1, Y1) est gaussienne, alors

VilPa—p) = N(0, (1-p?)?).

IV-5.6 Convergence des moments

Par définition, X, = X implique que pour toute fonction continue bornée f, E,[f(X,)] — E[f(X)].
Le fait que la fonction f soit bornée n’est pas superflue, et il est facile de construire des exemples de suite
de variables aléatoires vérifiant X, = X et pour lesquelles nous n’avons pas E, [f(X,)] — E[f(X)] pour f
une fonction continue non bornée (il est tout a fait possible que E, [f(X,)] ne soit d’ailleurs tout simplement
pas défini, car E,[| f(X,)|] = o alors que E[| f(X)|] < e !). Nous avons toutefois le résultat suivant :

Proposition IV-5.51. Pour tout n € N, soit (Q,,.%,,P,) un espace de probabilité et X,, un vecteur
aléatoire, défini sur (Q,.7,,P,) et a valeurs dans (R?, B(R?)). Soit (Q,.7,P) un espace de pro-
babilité et X un vecteur aléatoire défini sur (Q,.7,P) et a valeurs dans (R?, B(R?)). Si X, = X,
alors

B[] < tim int E, (X, ]

Démonstration. En utilisant le théoréme[[V-5.30} nous avons || X, || = || X ||, ce qui implique que P, (|| X, || >
t) = P(||X|| > ¢) sauf en un nombre au plus dénombrable de points (les points de discontinuité de la fonc-
tion de répartition). En utilisant le Lemme de Fatou (voir Lemme[A.39), nous avons donc

BlIXI = [ BX] > 0ar < timint [ B, (X)) > 0 = HminfE, 1] -
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Corollaire IV-5.52. Pour tout n € N, soit (Q,, %,,P,) un espace de probabilité et X,, un vecteur aléatoire,
défini sur (Q,, T, P,) et a valeurs dans (R4, B(R?)). Soit (Q,.7,P) un espace de probabilité et X un
vecteur aléatoire défini sur (Q, F ,P) et a valeurs dans (R?, B(R?)).

Soit f : R s R™ une fonction continue en tout point d’un ensemble C tel que P(X € C) = 1. Si X, = X
alors

E[llfGO] < Tim inf B, || f(Xa)] -

Définition IV-5.53 (Uniforme intégrabilité). Soit {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeurs
dans R? définie sur un espace de probabilité (Q,.F ,P). La suite {X,, n € N} est dite uniformément inté-
grable si

lim li E[||X,| 1 =0.

o s 11| Ly, >003] = O

Remarquons tout d’abord que I’uniforme intégrabilité implique que, pour tout n € N, E[||X,||] est ma-
joré indépendamment de n. En effet, il existe M et C > 0 tels que, pour tout n

E[[1 X[l Lx, =] < C,
ce qui implique que pour tout 7,
E[|Xal[] = EUXu | Lyyx, 1 <any) + EUXall Ljx, 2ay] <M +C .

Nous donnons ci-dessous quelques conditions suffisantes d’uniforme intégrabilité.

Théoreme IV-5.54. (i) Soit {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires définis sur (Q, % ,P), a va-
leurs dans RY. S’il existe § > 0 tel que suanIE[HXnHHa] < oo, alors la suite {X,, n € N} est
uniformément intégrable.

(ii) Soit {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R? et X une v.a. intégrable. Si pour
toutn € N, ||X,|| <X, alors la suite {X,, n € N} est uniformément intégrable.

(iii) Soient {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a valeur dans R? et {Y,, n € N} une suite de v.a.
réelles. Si pour tout n €N, || X,|| <Y, et que la suite {Y,, n € N} est uniformément intégrable, alors
la suite {X,,, n € N} est uniformément intégrable.

(iv) Soit {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. a valeurs dans R?. Si E[||X;]|] < o, alors la
suite {X,,, n € N} est uniformément intégrable.

(v) Soient {X,, n € N} et {¥,, n € N} deux suites de vecteurs aléatoires & valeurs dans R?. Si les
suites {X,, n € N} et {Y,, n € N} sont uniformément intégrables, alors la suite {X, + Y,,n € N} est
uniformément intégrable.

(vi) Soit {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R et {Y,, n € N} une suite de
variables aléatoires a valeurs dans R. Si la suite {X,,, n € N} est uniformément intégrable et la suite
{Y, n € N} est bornée (presque-siirement), alors la suite {X,Y,,n € N} est uniformément intégrable.

Démonstration. Ces propriétés sont toutes élémentaires.
(i) Par I'inégalité de Markov (voir Lemme [IV-1.T)), pour tout M > 0,

, Y 5
limsup E[|[ X, | Ljx, =py] < M2 limsup E[[| X, [|' ] .
n—yeo n—ree
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(ii) La condition || X,|| < X implique {||X,|| > M} C {X > M}. Par conséquent, pour tout M > 0,

Xl g, 1200y < X Tix=ay 5
ce qui implique que, en appliquant le théoréme de convergence dominée (voir Théoreme [A.40),

A}i;nmlifln_fl}pE[||anl Lo, 2] < Jim E[XToyop] =0

(>iii) Pour tout n € N, nous avons

Xl L g, =00y < YaLgy, =aay

et donc

aim limsup B{IX, | Ly, j2a] < lim limsupE[Y, 11y, -] =0

(iv) Nous avons E[||X, || 1¢x,|=m] = E[[[X1]| Lx,>s}] et on conclut en appliquant le théoréme de
convergence dominée.

(v) Remarquons tout d’abord que

1%+ Yall L, v, =aay < (XKl 4 1Yl g, 4 e =00y
< 201Xl Ly, =003 L2 19y + 2 18 L, v 203 L5 101
< 201Xl Ly, 2a0y + 2 1¥all Lz 2aay -

La preuve en découle immédiatement.

(vi) Par hypothese, il existe une constante C > 0 telle que P(sup,, ||¥,|| < C) = 1. Par suite

E [IX:Yo | Ly, 20] < CE (1%l L, 200/c)]
ce qui conclut la preuve. O

Comme le montre le théoréme ci-dessous, I’uniforme intégrabilité permet de relier la convergence en
loi et la convergence des moments.

Théoréme IV-5.55. Soit f : R* — R une fonction borélienne continue en tout point de C € % (Rk). Sup-
posons que X, —> X et P(X € C) = 1. Alors, E[f(X,)] — E[f(X)] si et seulement si la suite { f(X,),n € N}
est uniformément intégrable.

Démonstration. Nous ne montrons ici que la réciproque. Posons Y, := f(X,) et supposons que Y, est
uniformément intégrable. Nous allons montrer que E[¥,] — E[Y], out Y := f(X). Nous supposons sans
perte de généralité que Y, est positive (il suffit autrement de raisonner sur les parties positives et négatives
séparément). Le théoréme de continuité montre que ¥, = Y. Nous notons a A b := inf(a,b). Linégalité
triangulaire donne d’une part

E[Y AM] < [E[Y, AM] —E[Y AM]|+E[Y, AM] (IV-5.27)
et d’autre part
[E[Y,] —E[Y]| < |E[Y,] —E[Y, AM]| + |E[Y, AM] —E[Y AM]| + [E[Y AM] —E[Y]]. (IV-5.28)

Comme la fonction y — y A M est continue et bornée, |E[Y, AM] —E[Y AM]| — 0 quand n — . Le second
terme de la partie droite de (IV-3.27) est majoré indépendamment de M (voir ci-dessus), donc E[Y] < co.
Le premier terme et le troisiéme terme de la partie droite de peuvent étre rendus arbitrairement
petits en utilisant respectivement I’uniforme intégrabilité et E[Y] < oo, ce qui achéve la démonstration de
I’implication réciproque. O
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Exemple IV-5.56. Soit {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires 2 valeurs dans R telle que X, = X et limsup E[||X,,||”] <
o pour p > 0. Alors, pour tout 0 < ¢ < p, nous avons E[||X,[|?] — E[||X||9]. Le théoréme précédent montre en effet

qu’il suffit de vérifier que la suite ¥,, = ||X;||? est uniformément intégrable. Cette propriété découle de I'inégalité de
Markov :

1 HXnH”{uxﬂu“zM}] =E [I\an\"ﬂ{nxnn"/Mzu
S E[Xall? (1Xa]|? /M) P=9/9) = M =PIIE]|| X, [|P] ,

ce qui implique bien I"uniforme intégrabilité car sup,,~o E[|| X, ||”] < ee. &

IV-5.7 Symboles o et O stochastiques

Définition IV-5.57 (suite bornée en probabilité). Soir {X,, n € N} une suite de vecteurs aléatoires a va-
leurs dans R? définis sur un espace de probabilité (Q, % ,P). La suite {X,, n € N} est dite bornée en
probabilité si

lim li P(||X,|| >M)=0.

an Brenen sl (| 2427

Si, pour p > 0, nous avons sup,cy E[[|X,||’] < e, I'inégalité de Markov (Lemme [[V-1.1) montre que
{X,, n € N} est bornée en probabilité, car

supP([| X, || = M) < M™7 sup E[||X,||"] .
n>0 n>0

On montre aisément que

Lemme 1V-5.58. Soit {X,, n € N} une suite de variables aléatoires & valeurs dans R?, définies sur
I’espace de probabilité (Q,.F ,P). Soit X un vecteur aléatoire a valeur RY. Si X, = X, alors la suite
{X,, n € N} est bornée en probabilité.

Il est pratique de disposer de notations simples pour exprimer qu’une suite tend vers O en probabilité
ou est bornée en probabilité. Soit {X,,, n € N} une suite de variables aléatoires (scalaires ou vectorielles),
nous posons

X, =op(1) signifie X, —25°0, (IV-5.29)
X, =Op(1) silasuite {X,, n € N} est bornée en probabilité (IV-5.30)

Plus généralement, pour {R,, n € N} une suite de variables aléatoires réelles, nous posons

X, =op(R,) signifie X,=Y,R, avec Y,=op(1), (IV-5.31)
X, = Op(R,) signifie X,=Y,R, avec Y,=0p(l). (IV-5.32)
Si {X,, n € N} et {R,, n € N} sont des suites déterministes, les symboles op et Op coincident avec les

notations de Landau o et O couramment utilisées en analyse. Les regles de calcul des symboles op et Op
coincident avec les reégles de Landau. A titre d’exemple,

op(1)+o0p(1) =0p(1),
op(1) +0p(1) = Op(1),
Op(1)op(1) =o0p(1),
(1+0p(1)) " =1+0p(1),
OP(R,,) :RnOP(l), OP(Rn) = RnOP(I) .
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Pour s’assurer de la validité de ces regles, il suffit de les re—écrire explicitement avec des suites et d’utiliser

[ . . L . b P—
les résultats classiques énoncés ci-dessus. Par exemple, si X 0 et Y, pro 0, le théoréme [[V-5.32

Foprgh (0,0), ce qui équivaut a (X,,,¥,,) = (0,0). Le théoréme de continuité (appliqué

P— pro

implique que (X,,,Y,) —
af:(x,y)—x+y)implique X, + Y, = 0, qui équivaut a X, + Y 0. La troisieme regle est une fagon
TP, Si X, = X,

P— . .
alors ce résultat découle du lemme de Slutsky (car X, = X et ¥, ﬂ;b ¢ implique que Y,X, = cX,
P— prob

concise d’écrire : si {X,, n € N} est bornée en probabilité et ¥, —> 0, alors XY,

donc si ¢ =0, ¥,X,, => 0 qui équivaut 2 ¥, X, — 0). Dans le cas ot {X,,, n € N} ne converge pas en
probabilité, on peut donner aisément une preuve directe.
La regle de calcul suivante est utile pour les développements asymptotiques.

Lemme IV-5.59. Soit R une fonction définie sur un voisinage D C R¥ de 0 telle que R(0) = 0. Soit
{Xu, n € N} une suite de v.a. a valeurs dans D telle que X, Pir?b 0. Alors, pour tout p > 0,

(i) Si R(h) =o(||h||”) quand h — 0, alors R(X,) = op(||X,||”),

(ii) SiR(h) = O(||h||?) quand h — 0, alors R(X,) = Op(||Xx||?).

Démonstration. Définissons g(h) = R(h)/||h||” pour i # 0 et g(0) =0 : R(X,,) = g(X) || Xa]|”-
. . . o P—prob
(i) La fonction g est continue en 0 et le théoréme de continuité (Théoréme [[V-5.6) montre que g(X,) =

g(0) = 0. La deuxieéme assertion se démontre de fagon similaire. O

Exemple IV-5.60 (Variance empirique). Soit {Y, k € N} une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que my :=
E[Y}] < o ; on note u I’espérance de ¥ et 62 la variance de Y;.

Considérons I’estimateur de la variance empirique, 52 := n~! Yr - 7,)2, ou ¥, i=n"! Y, Y; est la moyenne
empirique. Nous allons montrer que \/ﬁ(Sﬁ — 62) converge en loi vers une gaussienne centrée. Nous avons :

S=n Y ) ()
Vi =Y =2 Y (Y- ) - o?) — ValT, — ).
i=1

Notons Z; := (¥; — 1)? — 62. Les variables aléatoires {Z;, i € N} sonti.i.d. centrées et de variance finie. Nous pouvons
donc utiliser le T.L.C. (Théoreme [ITV-5.39).

n
n2Y 7z = N(O7), ony=E(—p)-c*.
i=1

Le T.L.C. montre aussi que \/n(¥, —y) = par consequent la §u1te n E N } est bornée
en probabilité i.e. ¥, — u = Op(n~'/2) (d’apres le lemme IV 5 58)). Le lemme [[V- 5 59 montre que n/2(%, —p)? =

Op(n~1/2) = 0p(1). Le lemme de Slutsky (Lemme [TV-5.33) montre donc :

Vn(s2—c%) = N(0,y). o
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Annexe A

Eléments de théorie de l1a mesure

Dans ce chapitre, nous présentons de fagon succincte les principaux résultats de la théorie de la mesure
et de I’intégration utilisés dans le livre. Ces notes sont concises et le lecteur soucieux d’approfondir ces
notions pourra consulter, en francais [?, ?].

A.1 Tribus et Mesurabilité
A.1.1 Tribus

Définition A.1 (Algebre, Tribu). Soit E un ensemble et & un ensemble de parties de E. On dit que & est
une algebre sur E si elle vérifie les propriétés suivantes :

— E€é,
— & est stable par passage au complémentaire : pour tout A € &, ona A :=E\A € &,
— & est stable par réunion finie : pour A, B éléments de &, AUB € &.
On dit que & est une tribu sur E (ou c-algebre) si elle vérifie les propriétés suivantes :
— Ee¢,
— & est stable par passage au complémentaire : pour tout A € &, on a A€ € &,

— & est stable par réunion dénombrable : pour toute suite {A,, n € N} d’éléments de &, | J;_yAn € &.

Remarquons que si & est une tribu sur E, alors @ € & puisque c’est le complémentaire (dans E) de
E. Remarquons aussi que si {A,, n € N} est une suite d’éléments de & alors ,_yA, € & puisque cet
ensemble est le complémentaire de | J;_yA¢. Par suite, & est stable par intersection dénombrable.

En considérant des suites {A,, n € N} constantes a partir d’un certain rang, on prouve que & est stable
par réunion et intersection finies. La notion de tribu est plus générale que celle d’algebre, qui n’est pas
assez riche pour développer une théorie satisfaisante de la mesure ou de I’intégration : en effet, la notion
de o-additivité est nécessaire des lors que I’on veut parler de limites d’ensembles ou de fonctions.

De la Définition[A.T|et des propriétés de stabilité par intersection et réunion finies ou dénombrables, on
déduit les propriétés suivantes : Si & est une tribu, alors

(i) SiA,Be &, alorsA\B:=ANB €&,

(ii) SiA,B € & alors AAB:= (A\B)U(B\A) € &.
Pour une suite {A,, n € N} de parties de E, définissons la limite inférieure et la limite supérieure de ces
ensembles par

0 oo o oo

liminfd, = (J M4k, limsupa, = () A

n=1k=n n=1k=n

257
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liminf, A, est I’ensemble des éléments de E qui appartiennent a tous les A, a partir d’un certain rang, et
limsup,_,., A, est’ensemble des éléments de E qui appartiennent a une infinité de A,. On a

(iil) Si{A,, n € N} est une suite d’éléments de &, alors

liminfA, € &, limsupA, € & .
n n

Il n’est souvent pas possible de décrire les éléments d’une tribu. On remarque que 1’ensemble des
parties de E, noté & (E), est une tribu sur E et que I’intersection d’une famille quelconque de tribus sur E
est une tribu sur E. Donc, étant donné ¢ C £ (E), on peut considérer la plus petite tribu contenant &

Définition A.2 (Tribu engendrée). Soit € € &?(E). La tribu engendrée par € (sur E) est I’intersection de
toutes les tribus sur E contenant €. Cette tribu se note 6(%).

Définition A.3 (Tribu borélienne). Soit E un espace topologique et soit O la classe des ouverts de E. La
tribu 6(0) s’appelle la tribu borélienne de E et se note %(E).

11 est facile de voir que la tribu borélienne est aussi engendrée par les fermés. Dans la plupart des cas,
nous considérerons I’espace topologique E = R muni de sa topologie usuelle (associée a la distance eu-
clidienne). Dans ce cas, Z(R?) est aussi la tribu engendrée par les boules, par les pavés et méme par les
pavés a coordonnées rationnelles (cette derniere famille ayant I’avantage d’étre dénombrable). En dimen-
sion d = 1, outre la tribu borélienne Z(R), on considérera

BR"):={Ac BR),ACR"'},
B(R) := 6(B(R),{+eo}, {—oo}),
BRY) = 0(BRT), {+}).
On prolonge 2 R+ les relations d’ordre, 1’addition et la multiplication de R* en posant
pour touta € R™ : a < +oo.
pour tout @ € RT : a + (4-00) = (+o00) +-a = oo,
pour tout @ € RT\ {0} : a(+0) = (4o0)a = +oo.
0(+20) = (+e0)0 = 0.
Le ratio 0/0 n’est pas défini. On prolonge & R les relations d’ordre, 1’addition et la multiplication de R en
posant

pour tout x € R, —oo < x < H-o0.

pour tout x € |—oo, +o00] : x + (4-00) = (H00) 4 x = +oo.

pour tout x € [—oo, oo : x+ (—o0) = (—o0) 4+ x = —oo,

pour tout x € [—oo, +o00] : x (4-00) = o0 si x > 0 et —oo sinon.
pour tout x € [—oo,+o00] : x(—o0) = —oo 8i x > () et +oo sinon.

Quand I’espace d’arrivée est R, R+, R ou R4, cet espace est, sauf mention explicite, muni de sa tribu
borélienne.

A.1.2 Classes monotones (ou A-systémes)
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Définition A.4 (Classe monotone, A-systeme). Soit E un ensemble. Une famille .4 d’éléments de & (E)
est appelée une classe monotone (ou un A-systeme) sur E si

(i) Ee A,
(ii) ABe #,ACB=—B\A€c ./,
(iii) pour toute suite {A,, n € N} d’éléments de M tels que A, C Apy1, U An € A

Une tribu est une classe monotone. L’intersection d’une famille quelconque de classes monotones est
une classe monotone. Pour une famille quelconque 4 de sous-ensembles de E, il existe une plus petite
classe monotone contenant € qui est I’intersection de toutes les classes monotones contenant % .

Lemme A.5. Soit E un ensemble. Si N est une classe monotone sur E, stable par intersection finie,
alors N est une tribu sur E.

Démonstration. Par définition d’une classe monotone, E € 4", De plus, comme .4~ est stable par diffé-
rence, si A € .4 alors A° € 4. Montrons la stabilité par union dénombrable.

Soit {By, k € N} une suite d’éléments de .4 ; pour tout n € N, posons A, := Uy_; Bx € .+ Alors la
stabilité par intersection finie et par passage au complémentaire impliquant la stabilité par union finie, on a
A, € 4 .Donc {A,, n € N} est une suite croissante d’éléments de .#". Par définition de la classe monotone,
on a donc J;,—; A, € A ce qui entraine | J;_; Bx € .4 puisque U, —; A, = Ur—1 Bk € 4. O

Théoreéme A.6. Soit E un ensemble et .# une classe monotone sur E. Soient € C M, une famille d’en-
sembles stable par intersection finie. Alors 0(€¢) C M.

Démonstration. Soit . la plus petite classe monotone contenant ¢’. Nous allons montrer que .’ est stable
par intersection finie ; nous conclurons par Lemme[A.5|que c’est une tribu, et c’est nécessairement la plus
petite tribu sinon cela contredirait le fait que .% est la plus petite classe monotone.
Pour A C E, on pose %4 :={B €., ANB € .}. Considérons le cas ou A € . ; nous allons montrer
que dans ce cas, Z4 est une classe monotone puisqu’elle vérifie les propriétés suivantes :
(i) E€ Yy.Eneffet, E€e Y etENA=A€c Y.

(ii) si By,By € 94 avec B) C By, alors By \ By € Z,. En effet, on sait que ANB; € . et que (ANBy) C
(AN By) ; par propriété des classes monotones, il vient

AN(B2\B1) = (ANBy)\ (ANB)) € .7.

Par suite, B; \Bl € Gy.

(iii) Soit une suite croissante {B,, n € N}, d’élements de %, ; alors |, B, € Za. En effet, la famille
d’ensembles {ANB,,n € N} est aussi croissante, et chaque ensemble est élément de .. Donc, par
propriété des classes monotones,

AnUB,=JANB,) € ~.

n

Dans le cas ot A € €, alors puisque pour tout B€ ¢ ona ANB € ¥ C ., il vient que B € %4 ; donc
E C Dy

En combinant ces résultats, nous voyons que pour A € ¢ C .7, la famille %, est une classe monotone
qui contient €. Par suite, on a . C Z4.
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Soit A € € et B € .. Puisque .¥ C Yy, il vient que B € Z4 et donc que A € Zp. On en déduit que
€ C 9p. Mais 9 étant une classe monotone, alors . C Zp.

Par conséquent, soit B, B’ € .. Vu ce que I’on vient d’établir, B’ € 2 et donc BNB' € .. Donc .%
est stable par intersection finie. U

A.1.3 Applications mesurables

Définition A.7 (Espace mesurable). Un espace mesurable est un couple (E,&) ou & étant une tribu sur
E.

Pour une application f : E; — E; et pour A € E, on note f~'(A) I'image réciproque par f de A défini
par

1 A):={x€E : f(x) €A}.

Définition A.8 (Applications mesurables). Soient (E|, &) et (Ea, 62) deux espaces mesurables. Une ap-
plication f de E| dans E; est dite mesurable si, pour tout A € &, f~1(A) € &.

Proposition A.9. Soit f: (E1,861) — (E2,8). Lorsque &, est la tribu engendrée par la famille de
parties € C P (E), f est mesurable si et seulement si f~'(A) € & pour tout A € 6.

Démonstration. L’implication directe est triviale puisque ¢ € &, et pour I’'implication réciproque, il suffit
de montrer que I’ensemble {A € E; : f~!(A) € E;} des parties de E; est une tribu sur E; qui contient % et
elle contient donc en partie ma tribu engendrée &;. O

Cette caractérisation entraine que si f est continue de R? dans R™, alors f est borélienne i.e. mesurable
pour les tribus boréliennes.

De plus, la notion de mesurabilité est transitive : la composée de deux applications mesurables est
mesurable.

Soit (E, &) un espace mesurable. Si pour tout x € E, la suite { f,,(x),n > 1} croit (resp. décroit) vers f(x),
on écrira f,, 1 f (resp. f, | f). Comme les suites {sup;,, fx,n > 0} et {infi>, fy,n > 0} sont respectivement
décroissantes et croissantes, on définit leur limite que 1’on note resp. limite supérieure et limite inférieure

liminf f,, (x) = lirlln 0 ]11>1f fi(x) limsup f,(x) = lirlln Jsup fr(x),; (A.1)

k>n

ces quantités sont a valeur dans R. Lorsqu’elles sont égales, on dit que la suite {f,,n > 0} converge vers
cette valeur commune : f = lim,, f, si et seulement si limsup f,, = liminf f;, = f.

Pour qu’une application numérique f : E — R soit mesurable, il suffit que, pour tout a € R, {f > a} :=
{x : f(x) > a} € &. On peut aussi considérer { f < a}, {f < a} ou {f > a}. Ceci implique que, si f, g, fu
sont des fonctions numériques mesurables, il en est de méme de — f, sup(f,g), inf(f,g), fT := sup(f,0),
S~ :=sup(—£,0), sup f,, inf f,,, limsup f,, liminf f;,, et, si elle existe : lim f;,.

On appelle fonction indicatrice de A, 1a fonction notée 1, valant

1 sixeA

La ) :_{ 0 six¢A
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Onal, =1-1,.Si{A,, n € N} est une suite d’éléments de &(E), 1, est une application mesurable.
Les relations

]lﬂ::OAn = H ]lAn = ’,llr;g ]lAn’ EU::()A,, = Sup ]lAn7
n=0 = n>0

entrainent que
liminf1,, = Lynina,, limsup1,, = Ljnsupa,-

Soient f,g des fonctions numériques mesurables définies sur I’espace mesurable (E,&’). Alors ¢ :
x — (f(x),g(x)) est mesurable de (E,&) dans R? puisque pour tout pavé A x B de R?, ¢ ' (A x B) =
fY(A)ng ! (B) € &. Ceci implique que, si H est une application borélienne de R* dans R, H(f,g) est
mesurable. On en déduit la propriété suivante

Proposition A.10. Soit (E,&) un espace mesurable et f,g : E — R deux fonctions mesurables. Alors
les fonctions f+g, fg, f/g (si elles existent), sont mesurables.

Le prolongement de 1’addition et de la multiplication 2 la droite achevée sont rappelées en section[A.1];
en particulier, les opérations 0/0, (<) X (—oo) ne sont pas définies.

Le résultat clé pour définir la mesure d’une fonction, est que toute fonction mesurable positive est
la limite croissante d’une suite de fonctions plus simples dites fonctions étagées pour lesquelles on sait
aisément définir la mesure. La notion de fonction réelle étagée joue donc un role important similaire a
celui des fonctions en escaliers en théorie de 1’intégration. Nous introduisons ces fonctions puis prouvons
le résultat de limite.

Définition A.11 (Fonction réelle étagée). Soir (E,&) un ensemble mesurable. Une application f : E — R
est dite étagée si elle s’écrit

14
f= Zak]lAk, AL € 8.
k=1

Proposition A.12. Toute fonction f mesurable a valeur dans R* est limite d’une suite croissante de
fonctions étagées positives.

Démonstration. 11 suffit de considérer la fonction étagée

n2"—1
Fax) =Y 27KL o ome pg<a-ner )y T sp ()2 (A.2)
k=0 O

Dans la suite, nous noterons :

[€] I’ensemble des fonctions réelles mesurables,
b& I’ensemble des fonctions réelles mesurables bornées,
&1 I’ensemble des fonctions mesurables 2 valeurs R,

e& " I’ensemble des fonctions étagées positives.
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A.1.4 Mesurabilité pour une tribu engendrée par des applications

Théoreme A.13. Soient 7 un espace vectoriel de fonctions numériques bornées définies sur E vérifiant
1€, frei et 0L f,1fbornée= fe . (A.3)

Soit € un ensemble de parties de E stable par intersection finie et tel que A € € = 1, € 2.
Alors S contient toutes les fonctions (& )-mesurables bornées.

Démonstration. Soit 4 :={ACE :1, € #}. Alors ./ est une classe monotone sur E; on a en effet
1y =122, ILB\A =1z — 1, et S est un espace vectoriel ; pour une suite croissante {A,, n € N}
d’éléments de .Z, ]lUnAn = Ljjpa, = lim T 1, € .

Puisque ¢’ C ., on peut appliquer le Théoréme[A.6let'on a (%) C 4.

Soit f: E — R une fonction 6(%)-mesurable, étagée. Donc c’est une combinaison linéaire (finie)
d’indicatrices d’éléments de ¢ (%) et donc indicatrices d’éléments de .. Par suite, f € 7. Considérons
maintenant le cas ou f est une fonction positive bornée ¢ (% )-mesurable ; alors c’est la limite croissante
de fonctions positives étagées 6 (%)-mesurable (et donc de fonctions dans .7°) ce qui entraine que f € J7.
Enfin, pour toute fonction f bornée ¢ (% )-mesurable, on a f € 5. O

Définition A.14 (Tribu engendrée par une application). Soit X une application de Q dans un espace
mesurable (E,&). On appelle tribu engendrée par X la plus petite tribu sur Q rendant X mesurable ; on la
note ¢ (X).

Si {X;, i € I} est une famille d’applications X; : Q — (E;, &;), on appelle tribu engendrée par les appli-
cations X; la plus petite tribu sur Q rendant toutes les applications X; mesurables ; on la note o (X;,i €1I).

On a donc
oX)={x"'A),Ac&}.
Soit
€ = {A CQA= (X, "(Th), Tk €&y, ity sin el}.
k=1
% est stable par intersection finie et 'on a 6(%) = o(X;,i € I).

Proposition A.15. Pour tout i € I, soit (E;, &;) un espace mesurable et X; : Q — E; une application.
Une application ®: (A, /) — (Q,0(X;, i €1)) est mesurable si et seulement si pour touti € I, X;o P
est mesurable de (A, <) dans (E;, &).

Démonstration. L’implication directe est une conséquence de la mesurabilité de la composée de deux
applications mesurables. Pour le sens réciproque, il suffit (voir Proposition de vérifier que ®~'(C) €
&/ pour tout C de la forme Xi_1 (I;) ou I'; € &. Cela est vrai puisque

& '(C)={acA :X;0®(a) €T},
et que I’ensemble de droite est un élément de &; par hypothese. U

Le Théoreme [A.T3]implique alors :
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Corollaire A.16. Soient 7 un espace vectoriel de fonctions numériques bornées définies sur Q. Pour tout
i € I, soit (E;, &) un espace mesurable et une application X; : Q — E;. On suppose que F vérifie et
que, pour tout iy, . .. ,i, € I et tout T'y € &,

n
H ]]-Fk OXik € .
k=1

Alors F contient toutes les fonctions o (X;, i € I)-mesurables bornées.

On suppose que, pour tout i € I, (E;,&) = (E,&). On note F := EN. Pour x = {x,, n € N} € F, on
définit &, : F — E par &,(x) :=x, et on pose F = o(&,, n € N).

Corollaire A.17. Soient, pour tout i € I, X; : Q@ — (E,&) et Y : Q — R (resp. Q — RT). Alors Y est
0(X;, i € I)-mesurable si et seulement si il existe iy,...,i,,... €l eth: F — R (resp. h: F — R") Z-
mesurable telle que Y = h(X;,,...,X;,,...).

Démonstration. Vu Proposition[A.15| si h € b7, h(X;,,...,Xi,,...) € bo(X;, i € I). Dans I’autre sens, soit
= {ZZ Q—>R;Z:h(X,-l,...,X,-n,...),ik EI,hEng}.

On vérifie (assez) facilement que 7 est un espace vectoriel de fonctions numériques bornées vérifiant
(A.3) et contenant [T;_, 1r, (X;,). Appliquant le Corollaire[A.16] 7 O bo (X;, i € 1). O

Corollaire A.18. Soit S un espace vectoriel de fonctions numériques bornées définies sur R. On sup-
pose que F¢ vérifie et contient toutes les fonctions continues & support compact. Alors 7 > bB(R?).

Démonstration. En effet, pour tout U ouvert borné, ona 1, =lim 1 f;, avec f, continue a support compact ;
il suffit de prendre f,(x) := 1 And(x,U°) ot d(x,U°) désigne la distance de x au fermé U¢. Donc 1, € 7
et on applique le Théoreme [A.13] U

Enfin combinant les Corollaires and|A. 18] on obtient, notant Cy(R¥) I’espace des fonctions conti-
nues a support compact sur R¥,

Corollaire A.19. Soient 5 un espace vectoriel de fonctions numériques bornées définies sur Q et {X;, i €
I} une famille d’applications de Q dans RY. On suppose que F vérifie et que, pour tout iy, ... i €I
et toute fonction fj € Cr(R?),

n
HfjoXij € H.
=1

Alors S contient toutes les fonctions o (X;, i € I)-mesurables bornées.

A.1.5 Espaces produits
Etant donné deux ensembles arbitraires E; et E,, on note

Ei xEy:={(e1,e2) :e1 €Ej,e2 € Ep}.
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L’ application X; : Ey x Ey — E; (i =1,2) qui a (e;, ez ) fait correspondre ¢; s’appelle I’application coordon-
née i.
Si A est un sous-ensemble arbitraire de E; x E,, on note

A, ={er € By i (e1,e0) €A},

dite la section de A en e;. Pour tout e; € E; (fixé), I'application A — A,, de Z(E; x E;) = Z(E;) estun
homomorphisme pour les opérations de réunion, d’intersection et de complémentation : en effet, si {A%}
est une famille d’éléments de #(E; x E3), on a

(UAa> =g, (ﬂ/‘a> =A% A% = (A"
o el o o el o
Si f est une application arbitraire de E| x E; dans un espace quelconque E, on note

fel Lex f(elan)a

dite la section de f en e;. Pour justifier cette terminologie, on remarquera que (1,),, = 1 Aoy La trans-
formation f — f,, (e fixé) préserve les opérations habituelles sur les fonctions (additions, multiplication,
ratio), y compris la convergence simple.

Un pavé de E; x E; est un sous-ensemble de la forme

Al XAy = {(61762) cEi xEy, e1 €Ay, EAQ} ;

un pavé est vide si et seulement si un de ses facteurs A ou A, I’est. La section d’un pavé vaut : (4} X AZ)e] =
Ay ou@selonquee; € Ajouquee; €A;.

Définition A.20 (Pavé mesurable, Tribu produit, Produit d’espaces mesurables). Soient(E;, &) et
(Ez, &) deux espaces mesurables.

Un pavé mesurable A| X Ay de (Ej, 7)) X (Ep, 9%) est un pavé de E| X Ej tel que A| € & et Ay € &.

On appelle tribu produit de & et de &, la plus petite tribu sur E| X E; qui contient les pavés mesurables
de (Ey, o) x (Ey, 2%). Elle est notée & ® &.

L’espace mesurable (E| x Ey, o) ® 2%) est appelé le produit des espaces mesurables (Ej, /) et
(Ez, ).

L’ensemble des pavés mesurables n’est pas une tribu, c’est la raison pour laquelle on a défini la plus
petite tribu qui contient cette famille. On peut en effet facilement observer que la réunion de deux pavés
n’est pas un pavé en considérant la réunion de {e;} X E; et {¢}} x E, pour e; # ¢|. Lensemble des pa-
vés mesurables a toutefois la structure d’une semi-algebre i.e. O et E; x E, sont des pavés mesurables ;
I’intersection de deux pavés mesurables est encore un pavé mesurable :

(A] XAZ) N (A/] XAIZ) = (A] ﬁA/l) X (A2 ﬂAIZ);
et le complémentaire d’un pavé mesurable s’écrit comme la réunion finie de pavés mesurables disjoints :
(A1 X Az)c = (A? X Ez) @] (El X AE) = (A? X AE) U (Al X AE) @] (A? X A2) .

Le lemme suivant considere le cas de I’espace produit R?. Tl établit que la tribu borélienne de RY est
aussi la tribu produit sur le produit cartésien R¥.

Lemme A.21. Z(R)® B(R)®...®@ B(R) = B(R?)
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Démonstration. Onpose &%¢:= B(R)@ B(R)®...® B(R).SiU unouvertde RY, U = U, P, ot {F,, n €
N} est une famille de pavés ouverts de R? ; pour construire cette famille, on peut considérer les pavés de la
forme [1%_, ]ri — 1/n;,r; + 1/n;[, 'union étant prise sur toutes les valeurs (ny,---,ng) € N¢ et sur tous les
centres (r1,---,rq4) € Q¢ tels que le pavé est inclu dans U. Donc U € &% et Z(R?) C £%4.
Réciproquement, soient X1, X5, ..., Xy les applications coordonnées de R? sur R. Les X; sont des fonc-
tions continues donc mesurables de (R, 2(R%)) dans (R, Z(R)) d’ott £%¢ = 5(X1,...,Xy) C B(RY).O

Nous terminons cette section par des propriétés sur la mesurabilité des sections qui seront utiles notam-
ment pour justifier le théoréme de Fubini (voir Théoreme [A.48]et Théoreme [A.48).

Proposition A.22. Soit e fixé. La section A, de toute partie mesurable A de (E| x Ez, o/ ® ), est
une partie mesurable de (Ey, 2%) . De méme, la section f,, d’une fonction numérique mesurable f sur
(E1 x By, o @ o4) est une fonction numérique mesurable sur (E;, o).

Démonstration. Soit 6,, la classe des parties A de E; x E; telles que A,, € 2%. On voit facilement que
tout pavé mesurable appartient a %,, et que %,, est stable pour les opérations de complémentation et
d’intersection dénombrable. Il s’en suit que G, contient o] ® %%, ce qui démontre la premiére partie de la
proposition. La seconde partie est alors une simple conséquence de I’identité : (£, )y By =[f! (B)]e,.O

Corollaire A.23. Pour que le pavé non vide B| x B, de E| x Ey appartienne a <\ ® <, il faut et il suffit
que B\ € ) et que By € .

Pour que la fonction réelle non identiquement nulle f|(e;) f2(e2) définie sur E; x E; soit & ® & mesu-
rable, il faut et il suffit que f\ (resp. f2) soit & (resp. &) mesurable. (Ce corollaire justifie la terminologie
"pavé mesurable" utilisée ci-dessus).

Démonstration. En effet, si B; X By est non vide, I’ensemble B; ne peut étre vide. Par suite, si e; € By,
B> = (B1 x By),, appartient a o/ d’apres la proposition précédente. De méme : B| € 7. Un raisonnement
analogue s’applique aux fonctions. U

A.2 Mesures
A.2.1 Définitions

Avant de définir ce qu’est une mesure, nous commengons par un lemme qui donne un sens a la somme
d’une famille dénombrable de réels a valeur dans R+ : la somme est indépendante de 1’ordre dans lequel
les éléments sont sommés.

Lemme A.24 (Sommation par paquets). Soit I un ensemble dénombrable, {P;, j € J} une partition
de I oi J est un ensemble au plus dénombrable, et {a;, i € I'} une famille d’éléments de R*. Alors

Lo-X(za)

icl jel \ieP;

Démonstration. Soit ¢ une énumération de / i.e. une bijection de N sur /. On pose Sfl’ = Yi—0% k- La

suite {Sff,n > 0} est croissante et §¢ := lim 1 9 existe dans RT. Si y est une autre énumération de /,
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on a, pour n fixé et m assez grand, {ay (o), ---,dg(n)} C {@y(0)--->aAy(m)}> 4’00 S9 < Y. puis $¢ < SV.

Permutant ¢ et y, on a S¥ < % et §* = S¥. On pose donc ¥, a; := lim Sf, quantité qui ne dépend pas
de I’énumération ¢. O

Définition A.25 (Mesure, Espace mesuré). On appelle mesure sur ’espace mesurable (E,&) toute ap-
plication | de & dans R~ telle que

(i) 1(@)=0,
(ii) (o-additivité) pour toute suite {A,, n € N} d’éléments de & deux a deux disjoints,

u (Dm) = iMAn)-
n=0 n=0

Le triplet (E, &, 1) s’appelle un espace mesuré.

Les propriétés suivantes découlent de facon élémentaire de la définition.

Proposition A.26. Soit (E,&, 1) un espace mesuré.
(i) SiA,B € & sont disjoints, alors jL(AUB) = u(A)+ u(B).
(ii) siA,B€ & etACB, u(A) < u(B),
(iii) si {An, n € N} est une suite d’éléments de &, L (Uy—oAn) < Yoo 1(An),
(iv) si{A,, n € N} est une suite d’éléments de & telle que, pour toutn €N, A,) C A+ alors lim,,_,e0 T
H(A) = 1(A) 0t A= U Ar.
(v) si {A,, n € N} est une suite d’éléments de & telle que, pour tout n € N, A1 C A, et si, pour
un ng, W(Ay,) < +oo, alors lim, . | 1W(A,) = U(A) 0t A == ;o An.

Démonstration. Pour la premiere propriété, on écrit A UB comme I’union dénombrable AUBUQUOU - --
puis on applique la définition d’une mesure puisque par définition, @ est disjoint avec tout ensemble. Les
autres relations s’établissent en écrivant que AUB =AU (B\ A) lorsque A C B. O

Définition A.27 (Mesure c-finie, Mesure bornée, Probabilité, Espace de probabilité). 1. Une me-
sure u sur (E,&) est dite o-finie s’il existe une suite {E,, n € N} d’éléments de E telle que
E=U;-; En et u(E,) < +o0 pour tout n € N.

2. La mesure [ est bornée si [L(E) < +oo. Si (E) = 1, la mesure U est appelée une probabilité. Lorsque
U est une probabilité, le triplet (E,&, 1) est un espace de probabilité.

La proposition suivante donne des conditions suffisantes pour établir que deux mesures sont égales. En
particulier, lorsque U et v sont deux probabilités sur un méme espace mesurable (E, &), elles sont égales si
et seulement si elles coincident sur une classe stable par intersection finie engendrant &

Proposition A.28. Soient et v deux mesures sur (E,&) et € C & une classe d’ensembles stable par
intersection finie. On suppose que, pour tout A € €, L(A) = V(A) < +oo et que E =1im 1 E,, avec
E, € €. Alors u(A) = v(A) pour tout A € o(€).
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Démonstration. Observons tout d’abord que i (E) = v(E) puisque

W(E) =1lim 1 u(E,) = lim 1 v(E,) = v(E).

Supposons d’abord u(E) = v(E) < 4. Soit # :={A € & : u(A) = v(A)}. On vérifie facilement que .#
est une classe monotone qui contient ¢’. Par le Théoreme[A.6} ona 6(¢) C .#. Le cas (E) = V(E) = +oo
se traite en appliquant ce résultat aux mesures ,(A) ;== H(ANE,) et v,(A) := v(ANE,), puis en utilisant
la propriété p(A) =lim, T u,(A). O

A.2.2 Ensembles négligeables

Définition A.29 (Ensemble négligeable, presque-partout, presque-siirement). Soit (E, &, i) un espace
mesuré. Un sous-ensemble A de E est dit négligeable (ou p-négligeable s’il y a ambiguité) si A C B avec
Be & et u(B) =

Une propriété est vraie presque-partout (en abrégé p.p.) si elle est vraie en dehors d’un ensemble
négligeable. Si |1 est une probabilité, on dit aussi presque-siirement (en abrégé p.s.) au lieu de presque-
partout.

Par exemple "f = g p.p." signifie que {x € E, f(x) # g(x)} est négligeable.

Définition A.30 (Espace mesuré complet). L’espace mesuré (E,&, 1) est dit complet si & contient la
classe des ensembles négligeables N .

On peut toujours “compléter” un espace mesuré. Pour ce faire, on définit & = 6(&,.4"). Alors A € &
si et seulement si A = BUN avec B € & et N € .4". On peut prolonger tt & & en posant pt(A) = p(B) (il est
facile de voir que ceci ne dépend pas de 1’écriture de A). L’espace (E, &, i) est alors complet et s’appelle le
complété de (E, &, ). Enfin on vérifie aisément que f : E — R est &-mesurable si et seulement si il existe
g,h: E— R &—mesurables telles que g < f < het g = hp.p.

A.2.3 Construction d’un espace mesuré

Dans la suite, la plupart du temps, on se donnera un espace mesuré ou un espace de probabilité sans se
soucier de sa construction. Il est néanmoins indispensable de s’assurer de 1’existence de tels objets.

Nous commengons par discuter de la construction d’une mesure sur I’espace mesurable (R, %4(R)).
Observons d’abord que € := {]a,b], —eo < a < b < +oo} est une classe stable par intersection finie et que
0(%) = #(R) (voir Appendice [A.1)). II résulte alors de la Proposition qu’une mesure i sur %(R)
finie sur les intervalles bornés est déterminée par les valeurs p(]a, b]). Comment peut-on spécifier la mesure
de tous ces intervalles ?

Etant donnée une mesure sur (R, %(R)), on définit la fonction F' par

(
F(0)=0,

F(x)=p(0,4), x>0,
F(x) = —u(]x,0]), x <O0.

Alors F est une fonction continue a droite et croissante et I'on a p(]a,b]) = F(b) — F(a).
Réciproquement, soit F une application de R dans R continue a droite et croissante, existe-t-il une
mesure i sur B(R) telle que u(]a,b]) = F(b) — F(a) ? 1l est facile de décrire ’algébre </ engendrée par
%.0Ona
%Z{A:UZ:l]ak,bk], —o<a<bh<a<..<b,1<a,<b, S—I—OO}
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en convenant que, si b, = oo, |a,, by] = |a,, +eo[. On définit p sur < par u(A) =Y 3_, F(by) — F(ay) ot
F(4o0) =limy_, o0 F(x), F(—0) = lim,_,_« F(x). Il est facile de montrer que u est additive sur <7, un peu
plus délicat de montrer que u est o-additive sur ./ mais cela se fait. On a donc construit une mesure (L sur
o telle que U(]a,b]) = F(b) — F(a). Pour passer 2 Z(R), on utilise le théoréme de Carathéodory :

Théoreme A.31 (Théoreme de Carathéodory). Soit U une mesure sur une algebre <7, alors | se pro-
longe en une mesure sur o (). De plus, si |1 est O-finie, ce prolongement est unique.

» Mesure de Lebesgue sur R

Si on choisit F(x) = x, on obtient 1’existence et 1’unicité d’une mesure Ay, sur A(R) vérifiant, pour
tout intervalle I, A e (1) = |I|. C’est la mesure de Lebesgue sur R. Si A est la classe des ensembles Ay ¢p-
négligeables, Z(R) = o(&,.4") s’appelle la tribu des ensembles Lebesgue-mesurables (elle est beaucoup
plus “grosse” que A(R)) et AL se prolonge sans peine a Z(R).

» Mesure de Lebesgue sur R?

Soit Arep la mesure de Lebesgue sur (R, %(R)). On définit alors, sur (RY, Z(RY)), 74 = Arep ®
ALeb @ ... R ALeb. On peut appliquer la proposition a

d
€ = {A,AH}ai,b,’[ o< a; < b < +°°}.
i=1

On obtient que Zfi‘f) est I’'unique mesure sur %’(Rd) telle que, pour tous —oco < a; < b; < oo,

d d
= (H]a;,b,{) = H(bi —a;).

i=1

On appelle ﬂ,li‘é la mesure de Lebesgue sur RY.

A.3 Intégration

Soit (E, &, 1) un espace mesuré. L’ objectif de cette section est de construire I’intégrale d’une fonction
mesurable f : E — R par rapport & la mesure . Cette intégrale sera notée u(f) ou [ fdu.

Nous commengons par la définir pour des fonctions positives étagées, puis pour des fonctions positives
et enfin des fonctions signées.

A.3.1 Intégration des fonctions positives

Si f est une fonction positive étagée, elle s’écrit f = Zi’:l arll, ouAi e &. On pose

/fdll = iakN(Ak)-
k=1

La premiére propriété a vérifier est que [ fdu est bien définie, i.e. que cette quantité ne dépend pas du
choix de la représentation de f. La preuve (élémentaire) est laissée au lecteur.
On peut aussi montrer (toujours en utilisant des arguments élémentaires) que
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Proposition A.32. Soient f,g € e&™.
(i) Siu{f#g} =0 alors [ fdu = [gdp.
(ii) Pour a,b € R", ona [(af +bg)du=a [ fdu+b[gdu.
(iii) Si f < g alors [ fdu < [gdu.

On a aussi le résultat plus technique suivant qui est la clé de la construction :

Lemme A.33. Si {f,, n € N},{g,, n € N} sont des suites croissantes d’éléments de e&™ et si lim 1
fa=Um7 gy, alorsonalim? [ f,du =lim1 [ g,du.

Démonstration. 1l suffit de montrer que

14

imtf,>g=Y ol €6t — limT/f,,d,uz/gdy.
k=1 b

Soientc €]0,1[ et E, :={f, > cg}.OnaE, € &, E, T Eet f, > cglg d’ou

. P
[frduzc [g1e,an=cY an(ane,).
k=1

On obtient, lorsque n — +-oco,

: p
timt [ fudi 2 e Y appa(a) =c [ gdu.
b k=1

Puisque ¢ < 1 est arbitraire, cela entraine lim 1 [ f,,du > g et conclut la preuve. U

On peut maintenant définir I’intégrale d’une fonction f € &. Par la Proposition [A.12] il existe une
suite {f,, n € N} de fonctions de e£™ telles que f = lim 1 f,,. On a alors [ f,,di 1 et on pose

'/fdu :zlimT/f,,du.

Le point important est que, d’aprés le Lemme [A.33] cette limite ne dépend pas de la suite {f,, n € N}
choisie. On dira que f € & est intégrable si [ fdu < +oo.
On a les propriétés suivantes

Proposition A.34. Soient f,g € &T.
(i) Poura,b € R, ona [(af+bg)du=a /[ fdu+b[gdu.
(ii) Si f <g alors [ fdu < [gdp.
(iii) Si [ fdu < oo, alors f < +oo p.p.
(iv) Si [ fdu =0, alors f =0 p.p.

Démonstration. Pour établir les deux premieres propriétés, on utilise qu’une fonction positive mesurable
est la limite croissante d’une suite de fonctions positives étagées. Pour la troisieme propriété, il suffit de
remarquer que f = f1 Fefoo T f1 fFeo L Que chaque terme de la somme est un élément de & ; il vient
que f > f1,_ ., dont on déduit par la relation (), que si I'intégrale de f est finie, c’est que 1’ensemble
{f = +oo} est de mesure nulle pour la mesure y. Enfin, on procéde de méme pour établir la derniere
relation en écrivant f = f]lf=0 +f]lf>0 > f]lf>0. O
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A.3.2 Intégration des fonctions réelles ou complexes

On pose
LY (E, &,11) = {f cl6), [Isiau< +oo}. (Ad)

Quand il n’y a pas d’ambiguité sur I’espace sur lequel on intégre, on posera L! (1) := L' (E, &, ).
Si feLl (), £ :=max(f,0) et f~ := max(—f,0) sont intégrables et on pose

/fdu:/f*du—/f‘du.

Il est facile de voir (vu que |f +g| < |f] + |g|) que L' (i) est un espace vectoriel et que f — [ fdu est une
forme linéaire positive sur L! (u).
On a aussi les propriétés :

Proposition A.35. Soient f,g € L' (u).
(i) Si f <gp.p. alors [ fdu < [gdp.
(ii) | [ fdul < [1f1du.
(iii) SiA € &, alors f1, € L'(u). On pose [, fdu:= [ f1,du.
(iv) SipourtoutAc &, [, fdu >0alors f >0p.p.
(v) Si, pourtout A € &, [, fdu < [,gdu, alors f < g p.p.

Démonstration. La premiere relation est une conséquence de la méme propriété pour les fonction positives,
appliquée a g — f. Pour la seconde, on revient a la définition de I’intégrale d’une fonction signée et on utilise
le fait que I’intégrale de la somme de fonctions positives mesurables est la somme des intégrales :

I/fdul‘/ﬁdu/f‘du‘ < [rraws [rau= [+ au= [irlan.

La troisiéme propriété découle de la majoration |f|1, < |f|. L’avant-derni¢re se prouve en prenant A =
{f < 0} qui est mesurable puisque f I’est. Enfin, la derniere se démontre en combinant la positivité de
I’intégrale et I’hypothése avec A = {g — f < 0}. O

Si f est &-mesurable a valeurs C, on pose (| f| désignant le module),
LL =LL(E, &, u) = {f &-mesurable complexe, /|f\ du < +oo} . (A5)
On définit alors, pour f € L,

/fdu - /Re(f)du+i/lm(f)du.

Lé: est un espace vectoriel sur C et f — [ fdu une forme linéaire sur Lé:. On a aussi

Proposition A.36. Pour toute fonction f € L<1C’

[rdul < []f|du.
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Démonstration. Ona [ fdu = rel% et

’/fdu’ =r=Re (eie /de> =Re (/(eief)du> _ /Re(e*ief)du

< [le®ian = [1f1au.

L’inégalité est une conséquence de la positivité de I’intégrale pour des fonctions de L! (1) (voir Proposi-

tion[A.33). O

A.3.3 Permutation limite et intégrale

Il nous reste a énoncer les résultats concernant les passages a la limite. Le premier d’ou découlent
facilement les autres s’appelle théoréme de convergence monotone ou théoreme de Beppo-Levi.

Théoreme A.37 (Convergence monotone ou Beppo-Levi). Soir (E,&, L) un espace mesuré et {f,, n €
N} une suite croissante de fonctions de &+. Alors

limT/fnd/.L:/limTfndu.

Démonstration. Pour tout n, il existe une famille { f,, x,k € N} de fonction de e&’" telles que f, = lim T
Sk On pose gx := max, < fuk. Ona g € e& ", la suite {gx, k € N} est croissante et pour n < k,

fuk <8< i [furdu< [qan< [ fuan.
On pose f:=1lim 1 f,,. On a, pour k — oo,

fu<lim1 g < fi, [frau<timt [gap= [timtgan< [ fran.

puis pour n — oo,
flimtg <f  limt [fidu< [limtgdu<timt [ fdu. -

On en déduit f =1im 1 g, et [ fdpu =1lim 1 [ f,dp.

En appliquant le théoréme précédent avec f, <— Y;_, &k, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire A.38. Soir (E,&, 1) un espace mesuré et {g,, n € N} une suite d’éléments de £F. Nous avons

;/&w=/;&w.

Le second résultat de passage a la limite est valable pour toute suite de fonctions mesurables positives ;
il ne requiert pas d’hypotheses de monotonie, mais donne un résultat plus faible (une inégalité plutot qu une
égalité de permutation limite/intégrale).
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Proposition A.39. (Lemme de Fatou) Soit { f,;, n € N} une suite d’éléments de £F. Alors

/ liminf £, dy < liminf / rm

Démonstration. On a liminf f, = lim, 1 infy>, fi, qui est la limite d’une suite croissante de fonctions de
& . Par application du Théorémeet en utilisant I’'inégalité infy>, fi < fi pour tout k > n, on a

/liminffn du = lim 1 /gffkdu <lim 1 inf /fkdu = liminf/fnd,u. -

Théoréme A.40 (Théoreme de convergence dominée ou de Lebesgue). Soit (E, &, 1) un espace mesuré
et { fu, n € N} une suite d’éléments de L. telle que

(i) il existe une fonction f € [&] telle que lim,_ f, = f p.p.
(ii) il existe une fonction positive g € L' (1) telle que |f,| < g p.p.
Alors
lim/f,,du _ /fdu.

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer la cas réel ; ainsi, dans la suite, f, €
L!(u) pour tout n. Appliquant la Proposition aux fonctions positives g + f,, et g — f;, puis en retran-
chant [ gdu qui est finie par hypothese, on a

/liminffn du < liminf/fn du < limsup/f,, du < /limsupfn du.

On termine la démonstration en utilisant ’hypothese, liminf f,, = limsup f,, = f. U

Ce théoreme a une version “continu” tres utile, qui permet de permuter intégrale et limite lorsque
la famille de fonctions est indexée par ¢, pour ¢ a valeur dans un ouvert de R?. La démonstration du
corollaire suivant repose sur 1’application de Théorémeen se souvenant que lim,_;, [ fidu = [ fdu
si et seulement si pour toute suite {z,, n € N} tendant vers to, lim;,;, [ f;, du = [ fdu.

Corollaire A.41. Soit (E,&, u) un espace mesuré, U un ouvert de R? et { f,, t € U} une famille d’éléments
de Lé:. On suppose que lim;_s, f; = f p.p. et qu’il existe une fonction g € L!(u) telle que pour tout t € U,
|fi] < g p.p. Alors lim,_,, [ fidu = [ fdp.

Donnons un exemple d’utilisation de ce corollaire.

Proposition A.42. Soient (E,&, 1) un espace mesuré, I un intervalle ouvert et {f(t,-),t € I} une
famille d’éléments de L\.(1t). On pose, pour tout t € 1,

6= [ 5 ().

On suppose qu’il existe A € & et une fonction g € L' (1) tels que
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(i) w(A%) =0,
(ii) pour tout x € A, t — f(t,x) est dérivable sur I,

(iii) pourtoutx € Aett €1, % t,x)| < g(x).

Alors ¢ est dérivable sur I et

0'0)= [ 2L uian.

Démonstration. Soitt € I. Puisque 1 (A¢) =0, pn a pour tout h € R,

WO+ 1) = 00} = [ B (1) = £(0,0) (@),

D’apres la formule des accroissements finis, on a, pour x € A, et & suffisamment petit (tel que  +h € )

00 = 10.0) = |5 50

pour s € [0,7]. De plus, par dérivabilité de ¢ — f(z,x) pour tout x € A, il vient

d
tim b~ (1 4h,2) — £(e,0) = S (00

On peut appliquer le Corollaire et encore une fois ((A“) = 0 pour obtenir

tim [0 (et 709 (@) = [ Fauan= [, -

h—0.JA

A.3.4 Exemples
» Mesure de Lebesgue - Liens avec I’intégrale de Riemann

Dans cette section, t désigne la mesure de Lebesgue sur R. Soit f une fonction réelle continue sur
[a,D] et posons, pour a < x < b,

Fo) = [0 G = [1,0d

F est 'intégrale au sens de Riemann. On sait que F'(a) = 0, F est continue sur [a, b] et que, sur |a, b[, F est
dérivable avec F’ = f. Il est facile de vérifier que G a les mémes propriétés. Ceci implique que F = G sur
[a,D] et, en particulier, que

/abf(t)dt :/]l[a’b[fdy.

Par additivité, cette formule est encore vraie si f est continue par morceaux sur [a, b].
Considérons maintenant une application f de R dans R continue par morceaux telle que ff; fe)de
soit absolument convergente. Lorsque a | —eo et b 1 +oo,

— d’une part, par définition, [”[f(r)|dr — [T |f(t)]|dr < 4eoet [P f(t)dt — [T f(t)dt;

— d’autre part, [ ﬂ[a_ b[| fldu — [|f|du (par application du théoréme de convergence monotone) ce qui
implique que f € L!(u) puis [ ]l[a‘b[fdu — [ fdu (théoréme de Lebesgue) puisque \ﬂ[a_b[ﬂ <|fle
L'(w).
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Donc

o0
. f(t)dt:/fd,u.

L’intégrale de Lebesgue permet d’intégrer beaucoup de fonctions qui ne sont pas intégrables au sens
de Riemann (car pas assez régulicres) : par exemple, la fonction 1y, n’est pas Riemann-intégrable (toute
fonction en escaliers la majorant resp. la minorant est supérieure ou égale a 1, resp. inférieure ou égale a
0), mais elle est intégrable au sens de Lebesgue et d’intégrale nulle.

Un autre avantage de I’intégrale de Lebesgue est qu’elle est valable dans des espaces mesurables quel-
conques (ce qui permet de donner un fondement rigoureux a la théorie des probabilités), tandis que la
construction de Riemann se limite a I’intégration de fonctions f : R — R.

Enfin, les preuves des théorémes fondamentaux (convergence monotone, convergence dominée) sont
nettement plus simples et transparentes dans le formalisme de Lebesgue. La raison principale est qu’une
limite croissante de fonctions intégrables au sens de Lebesgue est intégrable, alors qu’une limite croissante
de fonctions intégrables au sens de Riemann n’est pas nécessairement intégable au sens de Riemann.

Par contre, si [ f(t)dt est convergente mais pas absolument convergente (par exemple f(x) = sinx/x),

alors f ¢ L' (u).

» Mesure de comptage

Soient E un ensemble dénombrable et i : E — R+. On pose pour tout A € E,

1(A) =Y ).

XEA

Le Lemme implique que U est une mesure sur 1’espace mesurable (E, &?(E)). On a alors

L'(u) = {fa Y @)lu(x) < +°°}
xeE
et, pour f € Ll (), /
fdu =Y flou).

x€E

En particulier si on prend pour y la mesure de comptage i.e. ft(x) = 1 pour tout x € E, on a
L' () = {f, Y1) < +w} e [rau=Y 1.
x€E x€E

Il est intéressant d’énoncer dans ce cadre les théorémes de convergence/permutations limite-intégrale, vus
précédemment. On a

(i) (Beppo-Levi) Si 0 < f, 1 f, alors ¥ fu(x) T X, f(x).
(ii) (Fatou) Si 0 < fy, alors ¥, liminf, f,(x) < liminf, ¥, f,(x).
(iii) (Convergence dominée) Si f, — f et si |fy| < g avec Y, g(x) < +oo, alors lim, Y, f,(x) =

Lo f(x).

» Mesures images

A toute mesure  sur un espace mesurable (E, &), on peut associer une application / de &+ dans R
en posant

10):= [ fu,  vrest
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L’application 7 a alors les propriétés suivantes :
1(f+¢) =1(f)+1(g),
l(af)=al(f), a€R",
I(f) TI(S) sifut S

Réciproquement on a,

Proposition A.43. Soient (E,&) un espace mesurable et I une application de &+ dans R telle que
(i) sif,g €& I(f+g)=1(f)+1(g):
(ii) si f€ & etacRY, I(af) =al(f),
(iii) si fu € EF etsi fu 1 f, I(fa) T1(f).
Alors Uapplication  : & — R définie par
u(A) :=1(1,)

est une mesure sur & et on a, pour toute fonction f € £, I(f) = [ fdu.

Démonstration. Soient {A,, n € N} une suite d’éléments de & deux a deux disjoints, d’union notée A.
D’une part, comme les ensembles sont disjoints, 1, =3, 1, et d’autre part, ¥, 1, =lim Y} 1, .
Ainsi, par les propriétés [(D)] et[(iiD)] de I’application 7,

w(A) =1(1,) =1 <limT Z ]lAk> =lim 11 <Z 11Ak> = lim 1 il(]lAk) =Y uA).
k=1 k=1 k=1 n

Enfin, par appliquée avec a = 0, on a (@) = 0. Ce qui conclut la preuve que i est une mesure. On a
alors, pour toute f € e, I(f) = [ fdu. On conclut facilement en utilisant la Proposition O

Théoreme A.44. Soient h une application mesurable de (E, &) dans (Y, %) et i une mesure sur (E,&).

La formule
v(4)=p(h'(A), Aew,

définit une mesure sur (Y,%) appelée mesure image de W par h et notée woh™" ou u". On a, pour toute

fewt,
/fd;wh*1 :/fohdu. (A.6)

De plus f € [#] est Lo h~'-intégrable si et seulement si f oh est [-intégrable et dans ce cas, f vérifie

{A5).

Démonstration. On considere la fonctionnelle I(f) = [ fohdu, f € %" et on applique la Proposition
La mesure associée a [ est

vA) = [Lyondu= [1, 1, du=p(n(4).

On conclut facilement. O

» Mesures a densité
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Théoréme A.45. Soient (E,&, 1) un espace mesuré et h € . La formule
V(A) = / hdp, Acé,
A
définit une mesure sur &, notée h- 1. On a, pour toute f € &,

/ fdv = / fhdp. (A.7)

De plus f € [&] est v-intégrable si et seulement si fh est [L-intégrable et dans ce cas, f vérifie la relation
(A7). Enfin, si w({h # h'}) = 0 alors les mesures h- i et ' - |1 coincident.

Démonstration. On considere la fonctionnelle I(f) = [ fhdu, f € &7, et on applique la Proposition
La derniére assertion s’établit en écrivant f = f+ — f~. U

Définition A.46 (densité d’une mesure, absolue continuité, domination, mesure étrangere). Soient
(E, &) un espace mesurable et |1 une mesure sur &.
(i) Pour f € &Y, la mesure v : B [ fdl sur & est appelée mesure de densité f par rapport 2 . Elle
est notée v = f - U et la densité (unique a un ensemble [-négligeable prés) est notée f = ﬁ.

(ii) Une mesure v est dite absolument continue par rapport a U si, pour tout B € & tel que W (B) =0,
nous avons vV(B) = 0. Lorsque Vv est absolument continue par rapport a U, on dit aussi que la mesure
U domine Vv.

(iii) Une mesure v est dite étrangere a U s’il existe N € & tel que W(N) =0 et v(N°) = 0. Lorsque V est
étrangere a [L, on dit aussi que V est [-singuliere.

Par exemple, la mesure de Lebesgue sur R et la mesure Gaussienne N (0, 1) sont absolument continues
I’une par rapport a I’autre. En revanche, la mesure de Lebesgue Apep sur R et la mesure de comptage p sur
N sont étrangeres puisque Apep(N) =0 et u(N°) =0.

Nous admettrons le résultat trés important suivant :.

Théoréme A.47 (Radon-Nikodym). Soit [l une mesure o-finie sur un espace mesurable (E,&). Soit v
une mesure absolument continue par rapport a . Il existe une fonction mesurable positive f, unique a un
ensemble L-négligeable pres, telle que I’on ait v = f - 1. De plus,

(i) la fonction f est |L-presque partout finie si et seulement si la mesure V est G-finie.

(ii) la fonction f est W-intégrable si et seulement si la mesure vV est bornée.

A.3.5 Intégration par rapport a une mesure produit

Théoréme A.48 (Théoreme de Fubini). Soient (E;, &1, 1) et (Ez, &, lUy) deux espaces mesurés avec |4
et [y C-finies.
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1 existe une unique mesure sur & ® &, notée || & L et appelée mesure produit de L) et iy, telle que,
pour tout Ay € &, Ay € &, U R Up(A] X Ay) = Wi (Ar) 1L(Az).

De plus, pour toute fonction f € (£ ® &)™,

/fdu1®uz—/ [/f X1,X2) dlil(xl)] dpo (x2) /[/f X1,%2 d,uz(xz)] dug (xp).

Soit f € L}C (W @ Wwp). Alors,
(i) J1f e, x2)|dua(x2) < +eo py p.p. et xi = [ f(x1,%2) dpia(x2) € Lg (),
(ii) [|f(x1,x2)[dpty (x1) < +oo iy p.p. et xp — [ f(x1,x2)diy (x1) € LE(12), et

/deJ1®IJ2=/ {/f (x1,%2) dli1(x1)] ds (x2) /[/f (x1,%2) duz(xz)] dpy ().

Démonstration. (i) On applique la Proposition[A.28]a
C = {A, A=A| XAy, A| € 8,A €&, [J(Al) < oo, ,I.L(Az) < +°°} .

(ii) On applique la proposition ali(f):= [[f f(xr,x2)dug (x1)]dpz(x2) ce qui donne I’existence.
Mais on peut aussi appliquer la proposition[A.43]a

B [ [ / f(xl,xz>duz<xz>] i ()

et, vu I'unicité, on a I; (f) = L(f).

(iii) Si f € L& (1 ® 12), on applique le résultat précedent a [Re(f)]*, [Re(f)]~, Im(f)]* et Im(f)]".
O

Tout ceci s’étend sans (trop de) peine au cas de n espaces mesurables. Il y a quelques vérifications fasti-
dieuses a faire du type t; ® (Ur @ U3) = (U1 ® U2) @ u3. De plus dans la formule d’intégrations successives,
les variables peuvent étre intégrées dans tous les ordres possibles. A ce sujet, le grand principe est : si f
est positive, tout est permis, et 1’intégrale est a valeur dans R ; si f est de signe quelconque ou complexe,
on applique d’abord le théoreme a |f|, et si I'intégrale est finie (i.e. |f| intégrable), on peut appliquer le
théoreme a la fonction f.
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Annexe B

Inversion Locale et Globale

Soient % et ¥ deux ensembles ouverts de R¢. Nous dirons que la fonction e : % — ¥ est un différo-
morphisme de classe C' de % sur ¥ si et seulement si

(i) e est continliment différentiable sur %,

(ii) e est une bijection de % sur ¥,

-1

(iii) e~ est continiiment différentiable sur 7#'.

Il résulte de la définition que

e ! oe=1Iy et eoe”! =1y.

Pour tout 6 € %, nous avons
Jo-1(e(0))-Je(0) =Ipa ,

ol J,—1 () est la matrice jacobienne de e ! au point ¥ et J¢(8) est la matrice jacobienne de e au point 6.
De méme, pour tout 8 € ¥, nous avons

Je(e™'(6)) Je1(6) =Ina .

Les matrices jacobiennes J¢(6) et J,-1(8) sont donc inversibles et

e(6))7! =1Te-1(e(6)) .

Le théoreme d’inversion locale (que nous admettrons) montre que si une fonction e est continiment diffé-
rentiable en un point et si sa différentielle en ce point est inversible alors, localement, e est inversible et son
inverse est différentiable.

Théoréme B.1 (Inversion locale). Soit ® un sous-ensemble ouvert de R%, 6 € @ et e : © — R? une appli-
cation continiiment différentiable. Si la matrice jacobienne Jo(0) est inversible, alors il existe un voisinage
ouvert % de 0, ¥ un voisinage ouvert de €(0) telle que e soit un difféomorphisme de % sur V. De plus,
pour tout 0 € %,

De(0)] ' =T.-1(e(0)) . (B.1)

Si, pour tout 6 € O, la matrice jacobienne J(0) est inversible, on peut appliquer le théoréme d’inversion
locale en chaque point de 6 € @, ce qui assure que e(®) contient un voisinage ¥ de e(0). Par conséquent,
¢(®) est un ensemble ouvert.

Corollaire B.2. Soient ® un ouvert de R? et e : ® — R¢ une application continiment différentiable. Si,
pour tout 0 € O, la matrice jacobienne J¢(0) est inversible, alors ’application e est ouverte, i.e. I’image
de tout ouvert de © est ouvert dans RY. En particulier, e(®) est un ouvert.

279
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On en déduit le théoreme d’inversion globale

Théoréme B.3 (Inversion globale). Soient © un ouvert de RY et e : ® — R? une application injective
contintiment différentiable. Si la matrice jacobienne J¢(0) est inversible pour tout 6 € @, alors ¥ = e(0©)
est un voisinage ouvert de R? et e est un difféomorphisme de © sur ¥ .
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