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Objectif

Soit { @1 } Len une chaine de Markov & valeur dans (X, X')  x = rd.

Etude de la stabilité des chaines de Markov :

To—1

sup K, M \QQAV \A@wv 3
k=0

zeC

C' est un petite set, 7o = inf{k > 1, P, € C}.
f > 1 fonction.

p > 0 : fonction de taux.

n

Ex. p(n) = k™ «>1, p(n) =n*(logn)”® exp(yn’) o <s < 1.



Objectif

Pourquoi ce critere ?

Cas : X discret m(A) x E,, ﬁ M,HolH e\i@wL
Te, —1
lim || P"(z, ) = 7()llev =0 = Eo.[m]=E. | Y 1x1] <oo.
" k=0
Cas : X général pour un ensemble C petite
To—1
lim ||P"(z,-) —7()[][tv =0 «— supE, [r¢c] =supE, MU 1 x 1| < oo.
n xeC xeC =0
Tc—1
lim p(n)||P"(2,) = 7()llry =0 supE, | 3 p(k)| < oo.
xeC L—0
Tc—1

limp(n) sup [Eslg(@n)] = m(g)|=0 «— supE, > p(k) < 0.
xre k—0



Objectif

Soit { P } e une chaine de Markov & valeur dans (X, X')  x = rd.

Etude de la stabilité des chaines de Markov :

Tco—1

sup K, M \QQAV \A@wv 3
k=0

zeC

C' est un petite set, 7o = inf{k > 1, P, € C}.
f > 1: fonction.
p > 0 : fonction de taux.

n

Ex. p(n) = k™ «>1, p(n) =n*(logn)?® exp(yn’) o <s < 1.

Applications : Etude de quelques échantillonneurs MCMC.

<~ Par I'étude de la limite fluide associée.



Méthode

Etude du processus » > 0,3 > o

1 1
_ 6] L .
dm?&v = ﬂ@:ﬁimt N2 (0,x) = w@o = .
* J¢; 1 o k < k41
oy (t,x) = M L Ppout tout 15 = t < 75 )

Exemple : chaine de Hastings-Métropolis a marche aléatoire symétrique

> De mesure invariante sur R? donnée par
m(z) o< (14 o] + a5 +2iz3) exp(—(27 + 3)).
> Décrite par
Dpiq1 =Pp + Yii avec proba a(Pr, P + Yia1),

Gy = Py avec proba 1 — (P, Pp + Yii1),

ou M\\An_.i.ﬂw ~ QA@? .vu QAHV Nv =1A



Méthode

Normalized processes

Nr,0(+, ), pour difféerentes valeurs initiales x sur la sphére unité et 7 = 500, 2000 et 10000. 3

trajectoires par couple (7, ).



Limite fluide : Existence

Pry1 =P + (Eg [Prt1|Fr] — @) + (Prt1 — Ex [Pry1|Fi]) -

\ 4 \ 7

Ve

A(Dy) €k+1

Q\\QAQ Dwv . Uﬂoommmcm OmQ_mﬁ — _O_ @mi& sur I'espace des fonctions cadlag RT — X.
Etantdonné: {rp}, — +o0  {z,}n — T Q.. =7

Supposons
.Ip>1,  limg supyex Eq |[€1]PL)e,>x] = 0.
B0, 1A (p—1)), 0<sup,ex(l+]z|?)|A(z)| < <.

Alors  VO0<a<p

. il existe des sous-suites {7, }j, {Tn, }; 1 Q7 .. = O
VR

(] @M« mm._” une U—.O_UW_U___.HW sur mA%l_lu XV fonctions continues %n_l — X.
-pour @ < 3, Q% = 0.

— Q2 : a-limite fluide.



Limite fluide ;: Caract érisation

Pri1 = P + (Ep [Prg1|Fr] — Pr) + (Prr1 — Ep [Prp1| Fr))

\ 4 \ 7
Ve

A(Dy) €k+1

Pour le processus normaliSé : cas g = 0. pour simpiier

k+1 1
MNr ~ QHM — |nva|_|H
r Tr

(k] k 1
SACE RSN

Hdﬁ

en ayant posé

h(x) = lim A(rx).

r—00

Ainsi version bruitée de

7 A\ilv = Amv + 1 Amv «— ODE : f(t) = h(pu(t))

r r r r




Limite fluide ;: Caract érisation

Théoreme :
Supposons qu'il existe
. un cone ouvert O de X \ {0}
. une fonction continue A, : O — X t.g. pour tout compact H C O,
lim sup ?m_&_mb?&v — Aso(z)]| =0,
r—© xeH
Alors pour tout 0 < s < ¢, sur {n € C(R™*, X), n([s,t]) C O},

u

sup (n(u) —n(s) = [ hon(v)dv| =0, Q) —p.s.
s<u<t S

avec h(z) = |z| P A ().

cad SiTPA(rz) — |z|7P As(x) =: h(x) uniformément sur les compacts d'un ouvert O,
alors la limite fluide @m charge les fonctions continues qui vérifient

u

n(uw) =n(s)+ [ h(n(v))do, s <u<t,

dés lors que n([s, t]) C O.



Limite fluide ; Caract érisation

Exemple 1 3 =o0e0=x\ {0}
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icich(x) = —o/V27 =/|x|
donc u(t) = |z| — o/V27t si ot < V27|x]|



Limite fluide ; Caract érisation 11

Exemple 2 7 : Mélange de gaussiennes
B =0e0 =X\ {|lz1| = |z2]}

Level curves of the target density
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Stabilit é : Limites fluides et Chaines de Markov 12

e Stabilité de la chaine de Markov
Pour un taux p sous-géom, f >1, [E, MMMH \QQAVNA@\AL < V(z)
)
Sur C¢ (“compact”) :
E.[V(®1)] < V(z) —poV(x) E.[V(®,)] < V(

) —Eq 30720 00 V()]
fr
E.[V(®-)] < V(z) — (1= AV ()
B, |Shsg @0 V(OK)| < (1= NV (@)
T
T temps d'arrét: T, State dependent drift criteria
. Tp, < inf{k, |Pr| < A|Pgl}, 0O0<A<1
— [0 (- x)| < Az

Vi(x) = |of?

® m.ﬁm_u___.mm Qm _mw. ___\3;@ ._"_C_Qm m mNJ v Ou O A V/ A H_.. <Dw m mH sphére unité,
Q5 (n,infjo. 7y ()] < A) =1



Stabilit é : Limites fluides et Chaines de Markov

Théoreme : Conditions pour la stabilité des limites fluides?

Si
. Il existe T tq pour tout & € Sy, toute limite fluide Q7
Q; (n,1([0, o)) N0 # 0) = 1.
VK >0,3Tk,0 < Ag < 1,pourtoutz € O, |z| < K
BMM\ME_ (- 2)| < Ak
. pour tout compact H C O ettout K, { ([0, T, ANTk], x),x € H} estun compact de O.
Alors

Les limites fluides sont stables.
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Stabilit é : Limites fluides et Chaines de Markov 14

Exemple 3 7 : Mélange de lois exponentielles
B=1-—25et0 =X\ {|zq| = |zo|} 0 e et e e e
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Réle de (3

Changement d’échelle en temps : nl(t, @) = 2@ 4.

e Sientemps, 71T avec 0 < a<f3

o
@H — @:H rien ne bouge, observations trop rapprochées

® Si “bonne” vitesse : supg (1+ |2]P)A(z) < oo o @piy =g+ A(Pg) + ey

plus 3 grand, plus lent est le rappel vers I'ensemble C

e Sur la limite fluide :

plus 3 grand, plus le temps d’entrée dans une boule de rayon A < 1 est long.

Théoréme : Sous conditions,  lim, nT7 1 ||P"(z,-) — (-)||tv = 0.
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Conclusion

Limites fluides : alternative aux méthodes de drift (quand celles-ci ne peuvent s’appliquer).

La méthode s’applique : aux chaines skip-free

supE,[®1 — §p] < o0.
reX

Preprint sur arXiv:
ODE methods for skip-free Markov Chains stability with applications to MCMC. Rapport de
Recherche arXiv math.PR/0607800, 2006.
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