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Résumé

Au cours de ce stage, nous avons étudié le système d'équations de réaction-di�usion suivant :
ut = duxx + f(u) + βvp(1− u) , t > 0, x ∈ R,
vt = vxx + v(1− v) , t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) , x ∈ R,

avec d, β, p > 0, f ∈ C2 une fonction Fisher-KPP, c'est-à-dire véri�ant
f(0) = f(1) = 0,

f ′(0) > 0 > f ′(1),

0 < f(u) ≤ f ′(0)u , 0 < u < 1.

et u0, v0 des perturbations à support compact de la fonction 1x≤0, telles que 0 ≤ u0, v0 ≤ 1. Les solutions d'un tel

système ressemblent à des fronts qui partent de 1, arrivent en 0, et se propagent vers les x positifs. On s'intéresse à

la vitesse asymptotique de ces fronts. Dans le cas découplé β = 0, si on pose le paramètre α = f ′(0), on peut prouver

que u (respectivement v) converge vers un front se propageant à la vitesse 2
√
dα (resp 2). Dans le cas couplé β > 0,

l'équation en v ne change pas et donc sa vitesse asymptotique non plus. Cependant, on ne sait pas si la composante

u converge vers un front. Comme la solution en u ressemble à un front, on peut mesurer sa vitesse de propagation

asymptotique en dé�nissant sa vitesse sélectionnée ssel :

κ(t) = sup
x∈R

{
x |u(t, x) ≥ 1

2

}
, ssel = lim

t→∞

κ(t)

t
.

Il faut ensuite construire des sur- et des sous-solutions pour déterminer l'expression de ssel en fonction des paramètres.

Cette approche a déjà été réalisée dans le cas p = 1 et f(u) = αu(1−u). Dans ce cas bien précis, l'expression de ssel a

pu être entièrement déterminée. On constate l'existence d'un domaine des paramètres (d, α), et ce indépendamment

de β > 0, tels que ssel > max(2, 2
√
dα). Ainsi, dès qu'un couplage existe, la vitesse asymptotique de u peut être

plus élevée que les vitesses des deux composantes prises isolément. Une telle vitesse est quali�ée d'anormale. Il s'agit

maintenant d'étendre ces résultats pour f Fisher-KPP et p > 0 quelconque.

La généralisation au cas f Fisher-KPP n'a pas posé de di�culté signi�catives. On remarque en e�et que ssel ne

dépend de f qu'à travers le paramètre α = f ′(0). Cela est relié à la conditon f(u) ≤ f ′(0)u dans la dé�nition de f

Fisher-KPP. Cette contrainte impose qu'on est en présence de fronts tirés, c'est-à-dire que la dynamique du front,

et notamment sa vitesse, est déterminée par l'avant du front, là où il est proche de 0. Cette observation joue un rôle

crucial pour déterminer ssel. En e�et, comme p = 1, on peut linéariser le système autour de (0, 0) :
ut = duxx + αu+ βv , t > 0, x ∈ R,
vt = vxx + v , t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) , x ∈ R,

et déterminer explicitement la vitesse de propagation de u, qu'on notera slin et qu'on appellera vitesse linéaire. Vu

que la linéarisation a retiré les contributions négatives f(u)− αu, −βvu et −v2, on peut prouver par des arguments

de sur-solutions que ssel ≤ slin. De manière plus générale, slin sert de prédicteur pour ssel : toutes les valeurs prises

par ssel sont également prises par slin, y compris la vitesse anormale, et on a ssel < slin uniquement sur une portion

réduite du diagramme (d, α). En�n, l'estimation de ssel par slin facilite la construction de sur- et de sous-solutions

pour déterminer ssel.

Etendre au cas p 6= 1 est plus di�cile. Dans ce cas, ou bien la linéarisation est impossible, ou bien elle découple

le système. En l'absence de prédicteur, il faudrait induire la formule de ssel des simulations numériques, mais la
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construction des sur- et sous-solutions resterait compliquée. A la place, on réalise une � pseudo-linéarisation � en

conservant le terme βvp : 
ut = duxx + αu+ βvp , t > 0, x ∈ R,
vt = vxx + v , t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) , x ∈ R.

Bien qu'on ne puisse pas savoir explicitement la vitesse de propagation de u dans le système ci-dessus, on peut

procéder à une approche heuristique. Dans le cas p = 1, le calcul de slin montre qu'une vitesse anormale apparait en

cas de résonance entre les modes de décroissance spatiale des fronts vers lesquels u et v convergent lorsque β = 0.

Quand p = 1, il s'agissait d'une résonance de type 1 − 1. Ici, le terme βvp nous a amené à faire l'hypothèse d'une

résonance 1 − p. On en déduit une nouvelle vitesse anormale, et ainsi une vitesse � pseudo-linéaire � s̃lin. A partir

de là, on a pu déterminer l'expression de ssel dans le cas général p > 0, et f Fisher-KPP.

L'étape suivante a été de considérer f monostable, ce qui revient à enlever la contrainte f(u) ≤ f ′(0)u. Cependant,

même pour β = 0, aucun résultat général ne donne la vitesse asymptotique de u. On étudie donc l'exemple f(u) =

αu(1−u)(1 +au), avec a > 0. Cette fonction est Fisher-KPP si et seulement si a ≤ 1. Pour ce f , on peut déterminer

la vitesse asymptotique de u, qu'on notera

su :=

2
√
dα , a ≤ 2,(

2+a√
2a

)√
dα , a ≥ 2.

Cependant, déterminer ssel pour f monostable est beaucoup plus di�cile, surtout pour les bornes supérieures. Sans

la condition f(u) ≤ f ′(0)u, nous ne sommes plus forcément en présence de fronts tirés, et la linéarisation autour de

(0, 0) ne fournit donc pas un bon prédicteur. On en veut pour preuve que l'expression de su ci-dessus dépend de f à

travers a, donc un autre paramètre que α = f ′(0), quand a ≥ 2.

Néanmoins, on peut obtenir des bornes inférieures de ssel et montrer l'existence d'une vitesse anormale. On constate

d'abord que f(u) ≥ αu(1− u). Si on remplace f(u) par αu(1− u), on retire une contribution positive et on retrouve

le système de départ avec une fonction αu(1 − u) de type Fisher-KPP, donc on connait la vitesse asymptotique

de u, qu'on notera sKPP . Par un argument de sous-solution, on a ssel ≥ su. De même, on a ssel ≥ sKPP , donc

ssel ≥ max(sKPP , su). Or, il existe un domaine des paramètres (d, α, a, p) tel que la vitesse anormale de sKPP soit

strictement supérieure à max(2, su). On en déduit une vitesse anormale dans ssel également.

Bien qu'on ne puisse pas déterminer l'expression de ssel, notre étude dans le cas f Fisher-KPP nous a permis de

conclure l'existence d'une vitesse de propagation anormale dans un cas particulier de fonction f monostable. On

dispose également d'une borne inférieure de cette vitesse, à savoir sKPP .

Mots-clés libres : Fronts d'invasion, vitesse de propagation anormale, sur- et sous-solutions, vitesse sélectionnée,

monostable
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Introduction

Les équations de réaction-di�usion sont un des principaux domaines de recherche en mathématiques appliquées.

L'équation de Fisher-KPP, qui sert de base à la grande majorité des modèles, est encore l'objet de nombreuses études

aujourd'hui. Ce type d'équations intervient de manière récurrente en neurosciences, en écologie, en dynamique des

populations, ou encore en chimie.

Bien qu'on ne connaisse pas la solution exacte de ces équations, une approche populaire pour analyser ces équations

se fait par l'étude de fronts d'invasion, et plus particulièrement à la vitesse asymptotique de ces fronts.

C'est dans ce contexte que s'inscrit mon stage de Master 1, qui s'est déroulé au sein de l'Institut de Mathématiques

de Toulouse, rattaché à l'Université Paul Sabatier.

1 Objectifs et préliminaires

Dans un premier temps, on explicite l'objectif du stage avant de présenter des résultats élémentaires pour l'étude

d'équations de réaction-di�usion.

1.1 Objectifs

Le système étudié est le suivant :
ut = duxx + f(u) + βvp(1− u) , t > 0, x ∈ R,
vt = vxx + v(1− v) , t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) , x ∈ R,

(1.1)

avec d, β, p > 0, f ∈ C2 une fonction Fisher-KPP, c'est-à-dire véri�ant
f(0) = f(1) = 0,

f ′(0) > 0 > f ′(1),

0 < f(u) ≤ f ′(0)u , 0 < u < 1.

(1.2)

et u0, v0 des perturbations à support compact de la fonction 1x≤0, telles que 0 ≤ u0, v0 ≤ 1. Les équations des

composantes u et v sont typiquement appelées des équations de réaction-di�usion. Les termes duxx et vxx représentent

la di�usion spatiale des populations. Les termes f(u) et v(1 − v) représentent la reproduction de la population et

constituent les termes réactionnels. Ces termes sont nuls quand la population u ou v atteint 1, ce qui représente une

saturation de l'environnement. Quitte à faire un changement de variable en temps et en espace, on peut toujours se

ramener à des constantes égales à 1 devant les termes de di�usion et de réaction pour l'équation en v.

On admettra l'existence et l'unicité du problème de Cauchy (1.1), comme les autres problèmes qu'on verra au cours

de ce rapport. Cela relève de la théorie des semi-groupes, et la preuve ne sera pas détaillée ici. En revanche, la section

suivante montre que la solution du problème de Cauchy reste entre 0 et 1. Au vu de nos conditions initiales, ces

solutions ressemblent à des fronts reliant l'état 1 quand x → −∞ à l'état 0 quand x → +∞, voir la Figure 1.1

pour des exemples. On s'intéresse à la vitesse asymptotique de propagation de ces fronts quand t→ +∞. En ce qui

concerne l'équation en v, on verra que la solution converge, dans un sens qu'on précisera, vers un front V (x − 2t)

se propageant à la vitesse 2. Dans le cas β = 0, donc avec un système découplé, on montre de même que la vitesses

asymptotique de la composante u est 2
√
df ′(0). Elle ne dépend de f qu'à travers le paramètre α := f ′(0). On verra

qu'on peut prouver ces résultats par une analyse des portraits de phase.

Cependant, dans le cas β > 0, les équations sont couplées et un portrait de phase devrait être en dimension 4, dont

l'étude n'est pas réalisable. On ne peut alors connaître la vitesse de la composante u. Il n'est même pas certain que

6



Figure 1.1 � Pro�l de u et v en temps long, pour β = p = a = 1. A gauche, on a d = α = 1
2 , ce qui implique

2
√
dα < 2. La composante v impose sa dynamique à u et on a ssel = 2. A droite, on a d = α = 2, ce qui implique

2
√
dα > 2. Le terme βvp(1− u) n'in�uence plus la dynamique de u ce qui donne ssel = 2

√
dα.

celle-ci converge vers un front U(x− ct). Pour représenter la vitesse asymptotique, on dé�nit le point d'invasion

κ(t) = sup
x∈R

{
x |u(t, x) ≥ 1

2

}
, (1.3)

ainsi que la vitesse sélectionnée

ssel = lim
t→∞

κ(t)

t
, (1.4)

qui dépend a priori des conditions initiales et des paramètres. Le seuil 1
2 est purement arbitraire et on montrera que

la vitesse sélectionnée ne dépend pas de cette valeur, tant qu'elle est prise dans ]0; 1[. L'objectif est de déterminer

l'expression de ssel.

On pourrait croire en premier lieu que la vitesse sélectionnée est un maximum des vitesses asymptotiques des deux

composantes u et v isolées, donc ssel = max(2, 2
√
dα) (Figure 1.1). Par exemple, si dα > 1 et qu'on se place dans

une fenêtre y = x − 2
√
dαt, la composante v convergera vers 0 sur tout compact en y quand t → ∞. On pourrait

donc penser que remplacer la contribution βvp(1−u) par zéro dans l'équation en u donnerait la vitesse sélectionnée.

Il se trouve que ce n'est pas toujours le cas : il existe un domaine des paramètres pour lesquels ssel > max(2, 2
√
dα).

Ce phénomène a été observé pour la première fois dans [10] et a reçu le nom de � vitesse anormale �.

Au cours de ce rapport, on démontrera l'expression exacte de ssel du système (1.1) dans le cas f Fisher-KPP. On

mettra ainsi en évidence l'existence d'une vitesse anormale pour certains paramètres. Dans un second temps, on

considérera des conditions moins restrictives sur f et, en illustrant par un cas particulier, on montrera que l'étude

du cas f Fisher-KPP permet parfois conclure à l'existence d'une vitesse anormale dans un cas plus général.

1.2 Principe de comparaison et principe du maximum

Le principe de comparaison consiste à construire des sous- et des sur-solutions d'un problème de Cauchy. Ce sont des

fonctions qui majorent ou minorent toute solution. Cette théorie, présentée de manière exhaustive dans [3], sera la

base de toutes les preuves concernant l'expression de ssel. Tous les problèmes de Cauchy présentés dans ce rapport

véri�ent un principe de comparaison. On présente ici une version simpli�ée, bien que moins générale, des résultats.
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Soit un opérateur parabolique P tel que

P := ∂t − a(t, x)∂xx − b(t, x)∂x − c(t, x),

=: ∂t − L,

où a, b, c sont des fonctions continues et bornées sur ]0;T [×R pour tout T > 0, et telles que a est majorée par une

constante strictement positive sur ]0;T [×R.
Soit le problème de Cauchy parabolique non linéaire :

{
∂tu− Lu = f(t, x, u) , t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x) , x ∈ R,

(1.5)

où l'on suppose que u0, t 7→ f(t, x, u), x 7→ f(t, x, u) soient continues et u 7→ f(t, x, u) est C1. On pose N(u) =

∂tu − Lu − f(t, x, u). Soit maintenant u(t, x) et u(t, x) des fonctions continues qui soient C1 en temps et C2 par

morceaux en espace. On dit que u est une sous-solution si là où elle est C1,2, N(u) ≤ 0, et en tout point x0 de non

di�érentiabilité, une des deux inégalités suivantes est véri�ée :

lim
x→x−0

∂xu < lim
x→x+

0

∂xu ≤ 0,

0 ≤ lim
x→x−0

∂xu < lim
x→x+

0

∂xu.

De manière équivalente u est une sur-solution si N(u) ≥ 0 lorsque ça a un sens, et en les points x0 de non di�éren-

tiabilité, on a une des deux inégalités qui est vraie :

0 ≥ lim
x→x−0

∂xu > lim
x→x+

0

∂xu,

lim
x→x−0

∂xu > lim
x→x+

0

∂xu ≥ 0.

Si en plus on a u(0, x) ≤ u(0, x) pour tout x, alors u(t, x) ≤ u(t, x) pour tous (t, x).

On remarque que la solution u(t, x) de (1.5) est à la fois une sur- et une sous-solution. Ainsi, si on prouve que

u(0, x) ≤ u0(x) (respectivement u0(x) ≤ u(0, x)) alors pour tous (t, x) on a u(t, x) ≤ u(t, x) (respectivement u(t, x) ≤
u(t, x)). En outre, vu les dé�nitions (1.3)-(1.4), on voit que si u, ou à défaut son point d'invasion, se propage à la

vitesse s, alors ssel ≥ s. De même, si u se propage à la vitesse s, alors ssel ≤ s. C'est de cette façon qu'on déterminera

l'expression de la vitesse sélectionnée.

Le principe du maximum est un prolongement de ce résultat : s'il existe un ouvert de R tel que u(0, x) < u(0, x),

alors u(t, x) < u(t, x) pour tous t > 0 et x ∈ R. Là encore on peut remplacer u ou u par u dans l'énoncé.

2 Equation de Fisher-KPP

Compte tenu que la composante v dans (1.1) évolue indépendamment de u, on peut étudier l'équation pour v en

isolation :

vt = vxx + v(1− v). (2.1)

C'est la célèbre équation de Fisher-KPP, qui a été l'objet de nombreuses études, voir [1, 2, 5, 9] entre autres.

Les sections qui suivent constituent un rappel de propriétés essentielles de cette équation. Le lecteur familier avec

l'équation de Fisher-KPP pourra aller directement à la section 3.

Pour plus de généralité, on considère dans le reste de cette section l'équation

ut = duxx + f(u) (2.2)

avec f Fisher-KPP. On peut alors se ramener à l'équation véri�ée par v en posant d = 1 et f(u) = u(1 − u). Cela

permettra ainsi de prouver que la vitesse asymptotique de l'équation u sans couplage vaut bien 2
√
dα.
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Figure 2.1 � A gauche, portrait de phase de (2.3) avec Uc en abscisse et U ′c en ordonnée, pour d = 1, f(u) = u(1−u),

et c = 1
2 < 2

√
dα. A droite, le pro�l obtenu. L'état d'équilibre 1 est un point col, donc instable. L'état 0 est une

spirale stable, et Uc y oscille quand y →∞.

2.1 Existence de solutions Uc(x− ct)

On cherche des solutions de (2.2) avec un pro�l Uc(x−ct) qui se déplace à la vitesse c ∈ R. De telles solutions doivent
donc véri�er, avec y = x− ct,

dU ′′c (y) + cU ′c(y) + f(Uc) = 0. (2.3)

On considère dans un premier temps c > 0 et on pose c∗ = 2
√
dα. Une étude de portrait de phase réalisée dans

[1] montre que pour tout c, il existe une solution Uc(y), unique à translation près, qui relie l'état instable 1 quand

y → −∞ à l'état stable 0 quand y → +∞. De plus, si c ∈]0, c∗[, Uc oscille autour de 0 (Figure 2.1), qui est une

spirale stable, tandis que si c ≥ c∗, Uc converge vers 0 en décroissant strictement, et donc reste dans ]0, 1[ pour tout

y (Figure 2.1).

On appelle un front un pro�l qui correspond au cas c ≥ c∗, à savoir :
Uc(y)→ 1 , y → −∞,
Uc(y)→ 0 , y →∞,
Uc(y) ∈ [0; 1] , y ∈ R,
U ′c(y) < 0 , y ∈ R.

Si c < 0, le portrait de phase est le même que celui obtenu pour −c en prenant le symétrique par rapport à l'axe des

abscisses, et en inversant le sens de parcours. Le pro�l partira alors de 0 pour aller vers 1, et se propagera vers la

gauche avec une vitesse |c|.

2.2 Convergence de la solution du problème de Cauchy

On considère maintenant l'équation (2.2) avec notre condition initiale u0 ∈ [0; 1] qui est une perturbation à support

compact de 1x≤0. Dans ce cadre, on peut appliquer la théorie des sur- et sous-solutions. On remarque que u ≡ 0 et

u ≡ 1 sont des solutions particulières de l'équation et constituent donc respectivement une sous- et une sur-solution.

Comme u0 est entre ces valeurs, la solution du problème de Cauchy véri�e u(t, x) ∈ [0; 1] pour tous (t, x).

Ainsi, si u devait converger vers un Uc(x− ct), on ne pourrait avoir c < 2. En fait, étant donné que notre condition

initiale est nulle sur un demi-espace de la forme [k; +∞[, il a été montré dans [1] que la solution converge vers le
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Figure 2.2 � A gauche, portrait de phase de (2.3) avec Uc en abscisse et U ′c en ordonnée, pour d = 1, f(u) = u(1−u),

et c = 2 = 2
√
dα. A droite, le pro�l obtenu. L'état d'équilibre 1 est un point col, donc instable. L'état 0 est un noeud

stable, et Uc y converge en décroissant strictement quand y →∞.

front de vitesse minimale, donc Uc∗ , au sens suivant :

inf
x≤ct

u(t, x) −→
t→∞

1, pour tout c < c∗,

et

sup
x≥ct

u(t, x) −→
t→∞

0, pour tout c > c∗.

De ce résultat, on en déduit que la vitesse sélectionnée vaut exactement c∗ si β = 0, donc si le système est découplé.

A noter que des fronts Uc tels que c > c∗ peuvent aussi être atteints, si on avait considéré une condition initiale

décroissant exponantiellement quand x→∞.

3 Etat de l'art

3.1 Fronts tirés, fronts poussés

Le système (1.1) avait déjà été étudié dans le cas f(u) = αu(1 − u), avec p = 1 [7, 8] ou p = 2 [4] . Pour ces deux

cas, la vitesse sélectionnée a été totalement déterminée, mais on ne parlera ici que du cas p = 1. La généralisation à

f Fisher-KPP ne présentera pas de di�cultés, car dans ce cas f n'in�ue sur la dynamique qu'à travers le paramètre

α = f ′(0). Plus précisément, la condition f(u) ≤ αu, implique qu'à un temps donné, la population situé à l'avant

du front détermine la dynamique. De tels fronts sont appelés fronts tirés, par opposition aux fronts poussés (Figure

3.1).

Pour les fronts tirés, linéariser autour du point d'équilibre 0 donne des informations utiles sur la dynamique non

linéaire. Pour des équations du type ut = duxx + f(u) avec f Fisher-KPP, la vitesse de propagation linéaire, donc

celle de ut = duxx + αu, est identique à la vitesse non linéaire. Même lorsque ces deux vitesses ne sont pas égales, la

vitesse linéaire est un bon prédicteur de celle non linéaire.

10



Figure 3.1 � En haut, position du front et compartimentage des population à l'instant initial. Au milieu : évolution

en temps long dans le cas d'un front tiré. La population située à l'avant du front est la seule à envahir l'espace

inhabité. En bas : évolution en temps long dans le cas d'un front poussé. Toutes les populations envahissent l'espace

inhabité. Image tirée de la page de Lionel Roques : http ://informatique-mia.inra.fr/biosp/Lionel.Roques

11



3.2 Expression de la vitesse linéaire dans le cas p = 1

Dans le cas p = 1, la linéarisation autour de (0, 0) de (1.1) donne
ut = duxx + αu+ βv , t > 0, x ∈ R,
vt = vxx + v , t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) , x ∈ R.

(3.1)

Comme cela a été fait dans [7], on peut résoudre explicitement le système (3.1) et en déduire la vitesse de propagation

linéaire grâce à la théorie des fonctions de Green. Pour cela, on pose ξ = x− st, s > 0 et on fait une transformation

de Laplace en temps avec le mode eλt, λ ∈ C :{
−û(0, ξ) + λû(λ, ξ) = dûξξ(λ, ξ) + sûξ(λ, ξ) + βv̂(λ, ξ) , λ ∈ C, ξ ∈ R
−v̂(0, ξ) + λv̂(λ, ξ) = v̂ξξ(λ, ξ) + sv̂ξ(λ, ξ) + v̂(λ, ξ) , λ ∈ C, ξ ∈ R

Ce qu'on peut réécrire comme un système di�érentiel de degré 1 :(
Lu − λ β

0 Lv − λ

)(
û(λ, ·)
v̂(λ, ·)

)
=

(
−û(0, ·)
−v̂(0, ·)

)
,

avec Lu : f ∈ L2(R) 7→ df ′′ + sf ′ + αf et Lv : f ∈ L2(R) 7→ f ′′ + sf ′ + f . Si on note l'opérateur matriciel de cette

équation L − λI, la fonction de Green est le noyau de l'opérateur résolvant :

(L − λI)−1[F ](ξ) =

ˆ
R
Gsλ(ξ − y)F (y)dy, (3.2)

avec

F =

(
f1

f2

)
, Gsλ(ξ − y) =

(
G11
λ G12

λ

G21
λ G22

λ

)
,

respectivement un vecteur et une matrice de fonctions dans L2(R). Nous renvoyons le lecteur à l'Annexe pour le

calcul de la fonction de Green. Dans le domaine de Laplace, cela donne la solution(
û

v̂

)
= −

ˆ
R
Gsλ(ξ − y)

(
û(0, y)

v̂(0, y)

)
dy.

A droite du spectre essentiel de L − λI, l'opérateur résolvant est analytique, donc il en est de même pour Gλ. On

peut alors déterminer la solution générale par la transformée de Laplace inverse :(
u(t, x)

v(t, x)

)
=
−1

2iπ

ˆ
Γ

eλt
(ˆ

R
Gsλ(x− y)

(
u(0, y)

v(0, y)

)
dy

)
dλ,

où Γ =]γ− i ·∞; γ+ i ·∞[, γ ∈ R, est le contour d'inversion de Laplace, qui doit se situer à droite de toute singularité

de Gsλ. On peut en fait déformer Γ tant qu'on veut, du moment que Gsλ reste analytique dessus. On voit que si on

peut choisir Γ dans le demi-plan stable Re(λ) < 0, les solutions u(t, x) et v(t, x) décroissent exponantiellement en

temps vers 0 à x �xé.

Pour s su�samment petit, Gsλ(ξ − y) a une singularité dans le demi-plan Re(λ) > 0. En tout point ξ = x − st, la
solution diverge à l'in�ni exponantiellement en temps. On est alors dans le cas d'une instabilité dite absolue. Quand

s augmente, les singularités de Gsλ se déplacent vers la gauche. On dé�nit alors la vitesse de propagation linéaire

comme

slin = Sup
s>0
{Gsλ(ξ) a une singularité dans le demi-plan instable Re(λ) > 0}.

Pour s > slin, les singularités se situent dans le demi-plan stable Re(λ) < 0. En tout point ξ = x − st, la solution

tend vers 0 exponantiellement en temps. On est alors dans le cas d'une instabilité dite convective. On montre ainsi

que slin est exactement la vitesse sélectionnée de (3.1).
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3.3 Calcul de la vitesse linéaire dans le cas p = 1

Les singularités de la fonctions de Green sont reliées aux valeurs propres des opérateurs Lu,v − λ. On les note

respectivement ν±u (s, λ) et ν±v (s, λ). Ce sont les solutions des équations caractéristiques, aussi appelées relations de

dispersions :

Du(s, λ) = dν2 + sν + α− λ,
Dv(s, λ) = ν2 + sν + 1− λ.

L'expression de ces valeurs propres est donnée par

ν±u (s, λ) = − s

2d
± 1

2d

√
s2 − 4(α− λ),

ν±v (s, λ) = −s
2
± 1

2

√
s2 − 4(1− λ).

Du fait de la structure triangulaire de L − λI, la relation de dispersion totale est donnée par le produit des deux

relations de dispersion :

D(s, λ) = Du(s, λ)Dv(s, λ),

= (dν2 + sν + α− λ)(ν2 + sν + 1− λ).

Comme le montre le calcul de la fonction de Green en annexe, une singularité de Gsλ apparait lorsqu'il y a une racine

double de la relation de dispersion D(s, λ), c'est-à-dire pour les couples (s, λ) tels que l'une des six égalités suivantes

est véri�ée : 
ν+
u (s, λ) = ν−u (s, λ),

ν+
v (s, λ) = ν−v (s, λ),

ν±u (s, λ) = ν∓v (s, λ),

ν±u (s, λ) = ν±v (s, λ).

Cependant, on montre que les cas ν±u (s, λ) = ν±v (s, λ) correspondent à une singularité illusoire de Gsλ, et que celle-ci

peut être prolongée analytiquement à gauche de cette singularité. Ceci est dû au fait que les racines ne sont pas

� pincées �, c'est-à-dire que le signe de leur partie réelle est identique quand Re(λ)→∞. En e�et, on a :

Re(ν±(λ)) −→
Re(λ)→∞

±∞.

Ainsi, Gsλ perd son caractère analytique en les couples (s, λ) tels que l'une des égalités suivantes est véri�ée :

ν+
u (s, λ) = ν−u (s, λ), (3.3)

ν+
v (s, λ) = ν−v (s, λ), (3.4)

ν±u (s, λ) = ν∓v (s, λ). (3.5)

La vitesse de propagation linéaire est alors donnée par

slin = sup{s > 0 | les couples (s, λ) solutions de (3.3)-(3.5) véri�ent Re(λ) > 0}.

Les calculs, qui sont présentés en Annexe, donnent :

slin =


2 , α ≤ 2− d,
2
√
dα , d > 1

2 et α ≥ d
2d−1 ,

sanorm , sinon,
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Figure 3.2 � A gauche, vitesse de propagation linéaire du système (1.1) dans le cas p = 1. A droite, la vitesse de

propagation non linéaire. Dans le domaine rouge, la vitesse vaut 2. Dans le domaine bleu, elle vaut 2
√
dα. Dans le

domaine vert, elle vaut sanorm.

avec une vitesse anormale donnée par

sanorm =

√
α− 1

1− d
+

√
1− d
α− 1

> max(2, 2
√
dα).

On dénombre ainsi deux domaines avec une vitesse anormale (Figure 3.2, à gauche). On remarque dans un premier

temps que slin ne dépend pas de β > 0. Ceci est dû au fait que L − λI a une structure triangulaire et de ce fait β

n'apparait pas dans la relation de dispersion. Si en revanche on avait introduit un terme de couplage dans l'équation

en v, l'opérateur perdrait cette structure et la vitesse dépendrait de β. Une autre remarque importante est que

l'expression de slin est continue en fonction des paramètres d, α.

3.4 Vitesse sélectionnée de (1.1) dans le cas p = 1

Comme dit plus haut, la vitesse linéaire sert avant tout de prédicteur pour la vitesse sélectionnée du système non

linéaire. Pour la vitesse linéaire, on remarque deux domaines où la vitesse est anormale : un pour d < 1, et son

symétrique quand d > 1. Des simulations numériques laissent penser que la vitesse non linéaire est identique, sauf

en ce qui concerne le domaine anormal correspondant à d > 1, où la vitesse non linéaire serait égale à max(2, 2
√
dα)

(Figure 3.2, à droite).

Cette conjecture est ensuite validée en construisant des sur- et des sous-solutions pour le système non-linéaire, et ce

dans chaque domaine du diagramme (d, α). Celles-ci seront identiques à celles employées dans le cas général p > 0

et ne seront donc pas détaillées ici. La vitesse sélectionnée est donc donnée par :

ssel =


2 , α ≤ 2− d,
2
√
dα , d > 1

2 et α ≥ d
2d−1 ,

sanorm , sinon, si d < 1,

max(2, 2
√
dα) , sinon, si d > 1.

(3.6)

On voit que toutes les valeurs possibles pour ssel se retrouvent également dans l'expression de slin. On dit alors que

le système est linéairement déterminé.
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En fait, plus qu'un prédicteur, slin apporte une borne supérieure à ssel. En e�et, la linéarisation autour de (0, 0) de

(1.1) avec f(u) = αu(1−u) et p = 1, qui donne le système (3.1), ne fait que retirer les contributions négatives −αu2,

−βvu et −v2. Ainsi, la solution de (3.1) constitue en soi une sur-solution de (1.1). On a donc ssel ≤ slin. En�n, les

sur- et sous-solutions sont souvent construites à partir des racines ν±u,v, et le système linéarisé nous donne comment

ces racines se comportent en fonction de s, λ. Sans cela, il aurait été di�cile de déduire la formule (3.6) à partir des

seules simulations numériques. On comprend donc tout l'intéret d'étudier la forme linéarisée du système non linéaire.

4 Détermination de la vitesse seléctionnée dans le cas f Fisher-KPP

4.1 Une approche heuristique

On revient à l'étude de (1.1), dans le cas p > 0, avec f une fonction Fisher-KPP quelconque. Comme pour le cas

p = 1, on aimerait linéariser le système autour de (0, 0) pour avoir un prédicteur de la vitesse sélectionnée grâce à

la vitesse de propagation linéaire. Cependant, si p < 1, il est impossible de linéariser le terme βvp(1 − u), tandis

que si p > 1, la linéarisation découple le système et n'a donc aucun intérêt. Cependant, on peut regarder le système

suivant, : 
ut = duyy + suy + αu+ βvp , t > 0, x ∈ R,
vt = vyy + svy + v , t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) , x ∈ R,

(4.1)

où l'on s'est placé dans une fenêtre y = x− st. Cela revient à linéariser le système, sauf le terme βvp(1− u) qui est

remplacé par βvp. Notre objectif n'est pas de calculer explicitement la vitesse de propagation de (4.1), mais d'avoir

une approche plus heuristique. On rappelle que quand p = 1, la vitesse de propagation linéaire était calculée en

regardant pour quelles valeurs de (s, λ) une des égalités (3.3)-(3.5) se produisait. Ces valeurs propres sont celles des

opérateurs Lu− λ et Lv − λ. Elles ne dépendent donc que des équations en u et v prises en isolation avec β = 0. Or,

l'étude du portrait de phase montre que dans le cas découplé, les deux directions stables pour arriver en 0 quand

y →∞ sont u(t, y) ∼ eν+
u y et u(t, y) ∼ eν−u y, de même pour v. Si on relie cela au fait que l'on est en présence de fronts

tirés, on peut faire l'hypothèse que la vitesse anormale est causée par une résonance entre les modes de décroissance

spatiale à l'in�ni des deux fronts u et v. Dans le cas p = 1, si on pose

u(t, y) = eΛteνu(s,Λ)y,

v(t, y) = eλteνv(s,λ)y,

et qu'on remplace dans (3.1), on voit qu'on ne peut avoir égalité que si Λ = λ et νu(s, λ) = νv(s, λ), ce qui ramène

bien aux égalités (3.3)-(3.5). Dans le cas p 6= 1, on pose les mêmes expressions pour u et v et si on remplace dans

(4.1), on voit qu'on ne peut avoir égalité que si

Λ = pλ,

νu(s,Λ) = pνv(s, λ).

L'heuristique est donc l'assertion suivante : pour des valeurs �xées de (d, α, p), on cherche les couples solutions de

ν+
u (s, λ) = ν−u (s, λ), (4.2)

ν+
v (s, λ) = ν−v (s, λ), (4.3)

ν±u (s, pλ) = pν∓v (s, λ), (4.4)

et le prédicteur de la vitesse sélectionnée est donné par

s̃lin = sup {s > 0 |Les couples (s, λ) solutions de (4.2)-(4.4) veri�ent Re(λ) > 0} . (4.5)
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Bien que (4.1) ne corresponde pas à une forme linéarisée, nous appellerons vitesse linéaire l'expression (4.5) par la

suite. Cela est dû au fait que cette vitesse jouera le même rôle que pour p = 1, vis-à-vis de la vitesse non linéaire.

On montre le résultat suivant :

Théorème 1. La vitesse linéaire dé�nie par (4.5) a pour expression

s̃lin =


2 , α ≤ 2p− dp2,

2
√
dα , d > 1

2p et α ≥ dp2

2dp−1

sanorm , sinon,

, (4.6)

avec

sanorm =

√
α− p
p− dp2

+

√
p− dp2

α− p
.

De plus, sanorm > max(2, 2
√
dα) pour les (d, α) en question, ce qui en fait une vitesse anormale.

Preuve. Voir en Annexe.

Le diagramme (d, α) a ainsi une forme similaire au cas p = 1 (Figure 4.1 à gauche). D'après les cas d'égalité de

sanorm qu'on a mis en évidence, on voit que s̃lin est une fonction continue des paramètres (d, α, p). De plus, si on

a une vitesse anormale dans le cadran {d < 1/p, α > p}, cela est dû aux racines ν+
u = pν−v , et si on a une vitesse

anormale dans le cadran {d > 1/p, α < p}, cela est dû aux racines pν+
v = ν−u .

4.2 Détermination de la vitesse sélectionnée

Comme pour le cas p = 1, le calcul de s̃lin permet d'avoir une estimation de la vitesse non linéaire ssel. De plus, comme

pour p = 1, la solution de (4.1) constitue une sur-solution de (1.1), puisqu'on a retiré les contributions négatives

f(u) − αu, −βvpu, et −v2. Cependant, rappelons que l'on n'a pas prouvé que s̃lin est la vitesse de propagation de

(4.1). Quand p = 1, on l'a prouvé en ayant recours aux fonctions de Green. On peut étendre cela au cas p ∈ N∗ car
la transformation de Laplace donne :

L[vp] = L[v] ∗ L[v] ∗ ... ∗ L[v].

Mais dans le cas général p > 0, la preuve n'est pas aussi simple. On ne peut donc pas a�rmer que ssel ≤ s̃lin. Même

si a posteriori c'est exact, il faudra construire des sur-solutions supplémentaires pour le montrer.

D'après ce qu'on a prouvé au théorème 1 on dé�nit les domaines suivant dans le diagramme (d, α) :

I =
{
α ≤ 2p− dp2

}
,

II =

{
d >

1

2p
, α ≥ dp2

2dp− 1

}
,

III =

{
d <

1

p

}
\(I ∪ II),

IV =

{
d >

1

p

}
\(I ∪ II).

(4.7)

Nous allons prouver que la vitesse sélectionnée est égal à la vitesse linéaire pour (d, α) ∈ III, mais est égale à

max(2, 2
√
dα) pour (d, α) ∈ IV. Pour cette raison, le domaine III, ainsi que les racines doubles ν+

u = pν−v associées

à ce domaine, seront quali�és de pertinents. A l'inverse, le domaine IV, avec ses racines pν+
v = ν−u , seront quali�és

de non pertinents. La situation est donc très similaire au cas p = 1 (Figure 4.1 à droite).

Dans cette section, on montre donc le résultat suivant :
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Figure 4.1 � A gauche, vitesse linéaire s̃lin du système (1.1) dans le cas p = 1, 5. A droite, la vitesse non linéaire

ssel. Dans le domaine rouge, la vitesse vaut 2. Dans le domaine bleu, elle vaut 2
√
dα. Dans le domaine vert, elle vaut

sanorm.

Théorème 2. Soit le système 1.1 avec d, β, p > 0 et α = f ′(0) > 0. Soient des données initiales u0(x), v0(x) ∈ [0; 1]

qui consistent en une perturbation à support compact de la fonction d'Heaviside 1x≤0. Alors, dans le diagramme

(d, α) ∈
(
R∗+
)2
, il existe des domaines I-IV dé�nis par (4.7) tels que la vitesse sélectionnée dé�nie par (1.3)-(1.4) a

pour expression

s̃sel =


2 , (d, α) ∈ I,

2
√
dα , (d, α) ∈ II,

sanorm(d, α, p) , (d, α) ∈ III,

max(2, 2
√
dα) , (d, α) ∈ IV,

avec

sanorm =

√
α− p
p− dp2

+

√
p− dp2

α− p
.

De plus, sanorm > max(2, 2
√
dα) pour les (d, α) en question, ce qui en fait une vitesse anormale.

Preuve. Voir en Annexe. Le lecteur est invité à regarder au moins la preuve du premier lemme, volontairement

détaillée, et qui donne un bon aperçu des autres preuves.

5 Etude du cas f monostable

Jusqu'ici, on a considéré f une fonction du type Fisher-KPP, dont la dé�nition est donnée par (1.2). Pour ces types

de fonctions la vitesse sélectionnée du système (1.1) est déterminée exactement par le théorème 2. En particulier,

on voit que ssel ne dépend de f qu'à travers le paramètre α = f ′(0). De plus, toutes les valeurs prises par ssel se

retrouvent dans l'expression de s̃lin. Bien que (4.1) ne corresponde pas à une linéarisation en tant que telle, on peut

dire que (1.1) est, pour p > 0 quelconque, linéairement déterminé dans un sens plus large. Le théorème 2 nous a

permis de mettre en évidence l'existence d'une vitesse anormale sanorm > max(2, 2
√
dα) pour (d, α) ∈ III.
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Figure 5.1 � Représentation de f(u) = αu(1− u)(1 + au), en bleu, et de sa tangente à l'origine en rouge. A gauche,

pour a = 1 = α, on voit que f(u) ≤ αu, donc que f est Fisher-KPP. A droite, pour a = 4 et α = 1, on voit que f est

seulement monostable.

On dit que f est monostable si on exclut la condition f(u) ≤ f ′(0)u, c'est-à-dire :
f(0) = f(1) = 0,

f ′(0) > 0 > f ′(1),

f(u) > 0, , 0 < u < 1.

(5.1)

Si on considère f monostable, on ne peut plus déterminer ssel dans le cas général. En fait, même pour l'équation u

isolée : {
ut = duxx + f(u),

u(0, x) = u0(x),

on ne dispose pas d'une formule générale pour la vitesse asymptotique su de u, contrairement au cas f Fisher-KPP où

su = 2
√
df ′(0). Or, on ne saurait pas démontrer l'existence d'une vitesse anormale si on ne connait pas su, puisqu'il

faut prouver que ssel > max(2, su). Néanmoins, pour une fonction f monostable donnée, si on arrive à connaître su,

on verra qu'on peut parfois conclure à l'existence d'une vitesse anormale grâce à l'étude qu'on a menée dans le cas

f Fisher-KPP.

Au cours de cette section, on va considérer le système (1.1) dans un cas particulier de fonction monostable :

f(u) = αu(1− u)(1 + au),

avec a > 0. On remarque que pour a ≤ 1, c'est une fonction Fisher-KPP, mais pour a > 1 elle est seulement

monostable (Figure 5.1). Pour cette fonction, on va dans un premier temps calculer su, puis montrer l'existence

d'une vitesse anormale pour tout a > 1 grâce à une borne inférieure de ssel.

5.1 Equation u isolée

L'équation u dans le cas découplé β = 0, à savoir

ut = duxx + αu(1− u)(1 + au) (5.2)
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a déjà été étudiée dans une forme équivalente dans [5]. Si on cherche des solutions de la forme U(x − ct), celles-ci
doivent véri�er

dU ′′c + cU ′c + αUc(1− Uc)(1 + aUc) = 0. (5.3)

Une étude du portrait de phase réalisée dans [6] montre qu'il existe un pro�l Uc(x− ct), pour tout c ∈ R, unique à
translation près. De plus, Uc est un front si et seulement si c est supérieur ou égal à

c0 :=

2
√
dα , si a ≤ 2,(

2+a√
2a

)√
dα , si a ≥ 2.

Le front de vitesse minimale est donc Uc0 .

On regarde maintenant le problème de Cauchy avec u(0, x) = u0(x). Pour a ≤ 1, on est dans le cas f Fisher-KPP,

donc on sait que u converge vers le front de vitesse minimale Uc∗ avec c∗ = 2
√
dα. Pour a ≥ 1, f est seulement

monostable mais ce résultat reste vrai : pour notre condition initiale u0 qui est nulle sur un demi-intervalle contenant

+∞, la solution du problème de Cauchy converge vers le front de vitesse minimale Uc0 .

Notons d'une part que c0 ≥ c∗. Cela est dû au fait que la solution du problème de Cauchy ut = duxx + αu(1 − u),

qui converge vers Uc∗ puisque u 7→ αu(1 − u) est Fisher-KPP, constitue une sous-solution du problème de Cauchy

associé à (5.2), vu que 1 + au ≥ 1. On comprend ainsi pourquoi c0 ≥ c∗. Cependant, on voit que linéariser (5.2)

autour de 0 nous donne c∗ comme prédicteur de c0. Or, pour a > 2, on a c0 > c∗. Cela signi�e que l'on n'est plus

en présence de fronts tirés, du fait de la monostabilité de f . C'est l'un des principaux obstacles pour déterminer ssel
dans le cas général f monostable, notamment pour les bornes supérieures.

5.2 Preuve d'une vitesse anormale

On retourne au système (1.1) dans le cas couplé β > 0, avec f(u) = αu(1− u)(1 + au). On va prouver deux bornes

inférieures pour la valeur de ssel du système. Tout d'abord, comme f(0) = f(1) = 0 et f(u) > 0 pour 0 < u < 1, on

a toujours que u ≡ 0 et u ≡ 1 sont respectivement une sous-solution et une sur-solution de u. Donc 0 ≤ u(t, x) ≤ 1

pour tous (t, x).

D'une part, on a βvp(1− u) ≥ 0. Ainsi, la solution du problème de Cauchy{
ut = duxx + f(u),

u(0, x) = u0(x),

qui constitue en fait le cas découplé du système (1.1), est une sous-solution du système couplé (1.1) avec β > 0. On

déduit alors que ssel ≥ c0.

D'autre part, vu que u ∈ [0; 1], on a g(u) ≤ f(u) avec g(u) = αu(1− u). Ainsi la solution du système
ut = duxx + g(u) + βvp(1− u),

vt = vxx + v(1− v),

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x),

constitue une sous-solution du système (1.1). Or, comme g est de type Fisher-KPP, on peut appliquer le théorème

2. On obtient donc

ssel ≥


2 , (d, α) ∈ I,

2
√
dα , (d, α) ∈ II,

sanorm(d, α, p) , (d, α) ∈ III,

max(2, 2
√
da) , (d, α) ∈ IV,

avec I-IV les domaines dé�nis par (4.7).
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Figure 5.2 � Borne inférieure de la vitesse sélectionnée de (1.1) avec f(u) = αu(1 − u)(1 + au), p = 0, 6, a = 5, 5.

Le domaine Ĩ correspond à ssel ≥ 2, le domaine ĨI correspond à ssel ≥ c0, et le domaine ĨII correspond à une

vitesse anormale ssel ≥ sanorm > max(2, c0). Les lignes pointillées représentent le diagramme pour a ≤ 2, donc f

Fisher-KPP. Tant que f est Fisher-KPP, ce diagramme ne dépend pas de a ∈ (0, 2].

Ainsi, pour a ≤ 2, on peut déjà conclure l'existence d'une vitesse anormale ssel ≥ sanorm > max(2, c0) pour

(d, α) ∈ III. On ne peut toutefois pas prouver la valeur de cette vitesse anormale, si ce n'est qu'elle est supérieure ou

égale à sanorm.

Pour a > 2, on a c0 > 2
√
dα et une vitesse est considérée anormale si elle est strictement supérieure à max(2, c0).

On résout donc sanorm > max(2, c0) pour (d, α) ∈ III. On trouve alors une vitesse anormale dans le domaine{
2p− dp2 < α , dp ≤ 2

a+ 2

}
∪

{
2p− dp2 < α <

adp2

(2 + a)dp− 2
,

2

a+ 2
< dp <

4

a+ 2

}
.

Cela correspond au domaine ĨII dans la �gure 5.2. Pour (d, αa) ∈ ĨII, on a une vitesse anormale ssel ≥ sanorm(d, αa, p) >

max(2, c0).

5.3 Simulations numériques

On résume nos résultats : il existe des domaines Ĩ, ĨI, ĨII dépendant de a, p dans le diagramme (d, α) tels que

ssel ≥


2 , (d, α) ∈ Ĩ,

c0 , (d, α) ∈ ĨI,

sanorm(d, α) , (d, α) ∈ ĨII.

(5.4)

L'expression de ces domaines peut être obtenue de la manière suivante :

ĨII = {(d, α) ∈ III | sanorm > max(2, c0)} ,

ĨI = {c0 ≥ 2} \ĨII,

Ĩ = {2 ≥ c0} \ĨII.
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De plus, si a ≤ 1, alors f est Fisher-KPP et le théorème 2 prouve que la borne inférieure de (5.4) est aussi la borne

supérieure. Dans les faits, les simulations numériques nous amènent à penser qu'il en va de même pour a > 1 (Figure

5.3). Ainsi, pour f(u) = αu(1−u)(1 + au), le système (1.1), qui est linéairement déterminé pour a ≤ 1, semble l'être

aussi pour a > 1, où f est seulement monostable.

Or, pour le prouver, il faudrait construire des sur-solutions qui se propagent à la même vitesse que nos bornes

inférieures données par (5.4). Cependant, les preuves qu'on a données dans le cas f Fisher-KPP utilisent toutes

l'identité f(u) ≤ αu ce qui permet notamment d'écrire

Nu(u) = ut − duxx − f(u)− βvp(1− u),

≥ ut − duxx − αu− βvp,

et de construire des sur-solutions à partir des racines ν±u,v qui sont solutions de la relation de dispersion DuDv,

obtenue après linéarisation autour de (0, 0). Toutefois, comme f est monostable, on ne peut minorer Nu(u) de la

sorte. Comme on n'est plus en présence de fronts tirés du fait que c0 > c∗, on peut s'attendre à ce que regarder le

système linéarisé ne su�se pas, même s'il est linéairement déterminé.

0 0.5 1 1.5

2

2.5

3

d

S
p

ee
d

Figure 5.3 � Simulations de la vitesse sélectionnée pour les paramètres a = 5, 5, p = 0, 6, α = 1, 1, β = 1, et pour

d ∈ [0, 1; 1, 5]. L'erreur maximum relative est inférieure à 9.10−3.

5.4 Tentative pour la borne supérieure

L'hypothèse que le système (1.1) soit linéairement déterminé alors qu'on n'est pas en présence de fronts tirés peut

paraître contradictoire. En réalité, si on considère f monostable, le problème de Cauchy{
ut = duxx + f(u),

u(0, x) = u0(x),
(5.5)

est linéairement déterminée pour des conditions moins restrictives que f(u) ≤ f ′(0)u, donc f Fisher-KPP. Histori-

quement, les premières preuves utilisées imposaient des condtions encore plus restrictives, comme f ′(u) ≤ f ′(0), ou

f(u)/u est une fonction décroissante. Un travail récent [11] montre le résultat suivant :

Théorème 3. Soit φ(u) une fonction dé�nie sur [0; 1] telle que

� φ ∈ C0([0; 1]) ∩ C1([0; 1[),

� φ(0) = 0, φ′(0) > 0, φ(u) > 0 sur ]0; 1[,
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� φ′(u) < 2φ′(0) sur [0; 1[,

� La fonction Kφ(u) = φ(u) [2φ′(0)− φ′(u)] /φ′(0)2 satisfait l'inégalité f(u) ≤ f ′(0)Kφ(u) pour 0 ≤ u ≤ 1,

alors la vitesse de propagation asymptotique de (5.5) est linéairement déterminée, donc vaut 2
√
df ′(0).

Si on reprend le cas f(u) = αu(1 − u)(1 + au), ce résultat, permet de prouver que c0 = c∗ pour 1 < a ≤ 2, en

reprenant les notations de la section (5.1). En e�et, on pose, pour 0 < γ ≤ 1,

φ(u) = u(1− γu).

La fonction φ est C1, s'annule en u = 0 et u = 1/γ ≥ 1 et est strictement positive entre ces deux valeurs. En�n,

φ′(u) = 1 − 2γu < 2φ′(0) = 2. La fonction φ véri�e donc les trois premières conditions du théorème 3. La fonction

Kφ(u) s'écrit

Kφ(u) = u(1− γu) [2− (1− 2γu)] ,

= u(1− γu)(1 + 2γu),

= u(1 + γu− 2γ2u2).

L'inégalité f(u) ≤ f ′(0)Kφ(u) s'écrit :

(1− u)(1 + au) ≤ 1 + γu− 2γ2u2,

−au2 + (a− 1)u ≤ γu− 2γ2u2.

Cette inégalité est vraie pour u = 0. Sinon, on obtient

−au+ a− 1 ≤ γ − 2γ2u,

(a− 2γ2)u+ (γ − a+ 1) ≥ 0.

On voit déjà que 0 < a ≤ 1 donne le résultat si on prend γ ≤
√

a
2 . Pour a ∈]1; 2], on peut prendre γ =

√
a
2 ≤ 1, donc

le terme linéaire est nul. Le reste est bien positif, car√
ν

2
− ν + 1 ≥ 0,√

ν

2
≥ ν − 1 ≥ 0,

ν

2
≥ ν2 − 2ν + 1,

0 ≥ 2ν2 − 5ν + 2.

C'est le cas entre les racines de ce polynôme, qui sont de manière évidente 1
2 et 2. Donc on a le résultat pour ν ∈]1; 2].

Ainsi, quand on considère (1.1) avec 1 < a ≤ 2, on peut majorer f(u) par αKφ(u). Intuitivement, on voit que

l'hypothèse selon laquelle ssel garde la même expression pour 1 < a ≤ 2, par rapport au cas 0 < a ≤ 1, est

certainement reliée au fait que c0 = c∗ pour a ≤ 2. On pourrait donc avoir la borne supérieure de ssel dans le cas

a ∈]1; 2] si on arrivait à étendre les preuves des sur-solutions à des cas moins restrictifs que f Fisher-KPP, comme

f(u) ≤ αKφ(u). Néanmoins, construire des sur-solutions telles que Nu(u) ≥ ut− duxx−αKφ(u)−βvp ≥ 0 reste très

di�cile. Il n'est pas certain que notre fonction φ soit la plus adaptée, car notre Kφ(u) a en fait même degré que f(u).

Conclusion

Au cours de ce rapport, nous avons déterminé la vitesse de propagation asymptotique dans un système de réaction-

di�usion avec un terme réactionnel f de type Fisher-KPP. Nous avons ensuite considéré un cas plus général f de

22



type monostable, et avons montré sur un exemple que bien que la vitesse asymptotique puisse ne pas être déterminée

de manière exacte, il était possible de conclure à l'existence d'une vitesse anormale.

Ce stage m'a donné en premier lieu l'occasion d'acquérir des connaissances et de l'expérience en matière de fronts

d'invasion. Mais surtout, ce stage m'a permis d'être en contact avec di�érents chercheurs et doctorants, et ainsi d'avoir

une vision plus large des thématiques de recherche mathématiques, notamment en dynamique des populations et en

neurosciences.

En�n, ce stage m'a procuré un éclairage sur les métiers de doctorant et d'enseignant-chercheur, et plus généralement

sur le monde de l'enseignement et de la recherche, ce qui a renforcé ma motivation à poursuivre dans cette voie.

Annexe

Calcul de la fonction de Green

On rappelle la théorie des fonctions de Green. SoitD un opérateur di�érentiel linéaire à coe�cient constants. La

fonction de Green est dé�nie par DG = δ, avec δ la fonction de Dirac. Si la fonction de Green est déterminée, alors

la solution de l'équation

Du(x) = F (x),

est donnée par

u(x) = D−1[F ](x) = (G ∗ F ) (x) =

ˆ
G(x− y)F (y)dy,

ce que traduit l'équation (3.2). On rappelle qu'on veut résoudre

(
Lu − λ β

0 Lv − λ

)(
û(λ, ·)
v̂(λ, ·)

)
=

(
−û(0, ·)
−v̂(0, ·)

)
,

avec Lu : f ∈ L2(R) 7→ df ′′ + sf ′ + αf et Lv : f ∈ L2(R) 7→ f ′′ + sf ′ + f . La fonction de Green est alors obtenue

par (
Lu − λ β

0 Lv − λ

)(
G11
λ G12

λ

G21
λ G22

λ

)
=

(
δ(y) 0

0 δ(y)

)
.

On calcule G11
λ directement à partir de (Lu − λ)G11

λ = δ. Pour ξ ∈ R∗+, on obtient

d∂ξξG
11
λ + s∂ξG

11
λ + αG11

λ − λ = 0,

dont la solution générale est

G11
λ (ξ) = Aeν

−
u ξ +Beν

+
u ξ,

avec ν±u les deux racines de l'équation caractéristique Du(ν) = dν2 + sν + α− λ, à savoir

ν±u (s, λ) = − s

2d
±
√
s2 − 4dα+ 4dλ.

On a de même pour ξ ∈ R∗− :

G11
λ (ξ) = Ceν

−
u ξ +Deν

+
u ξ,

La transformation de Laplace est valide pour Re(λ)� 1. Dans ce cas, on a Re(ν−u ) < 0 < Re(ν+
u ). On impose aussi

que G11
λ soit bornée, sinon le produit de convolution de (3.2) n'aurait pas de sens. Ainsi, on doit avoir B = C = 0.

A�n que (Lu − λ)G11
λ = δ en ξ = 0, il faut imposer deux autres conditions :

G11
λ (ξ) = Aeν

−
u ξ , ξ ∈ R∗−,

G11
λ (ξ) = Deν

+
u ξ , ξ ∈ R∗+,

G11
λ (0+) = G11

λ (0−),

∂ξG
11
λ (0+)− ∂ξG11

λ (0−) = 1
d .
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On a donc A = D et A (ν−u − ν+
u ) = 1

d . On obtient donc l'expression suivante :

G11
λ (ξ) =


1

d(ν−u −ν+
u )
eν
−
u ξ , ξ > 0,

1
d(ν−u −ν+

u )
eν

+
u ξ , ξ < 0.

(5.6)

De même, on a

G22
λ (ξ) =


1

ν−v −ν+
v
eν
−
v ξ , ξ > 0,

1
ν−v −ν+

v
eν

+
v ξ , ξ < 0.

(5.7)

avec ν±v les racines de l'équation caractéristique Dv(ν) = ν2 + sν + 1− λ.
Ensuite, il est clair que G21

λ = Aeν
−
v ξ + Beν

+
v ξ, en tant que solution de (Lv − λ)G21

λ = 0. De plus, A = B = 0 pour

avoir le caracère borné en ξ. Donc G21
λ = 0.

Pour G12
λ , il est nul aussi quand β = 0. Mais si β > 0, l'équation véri�ée par G12

λ est : (Lu − λ)G12
λ + βG22

λ = 0. On

obtient le résultat d'une manière similaire :

G12
λ (ξ) =

c+(λ)eν
−
u ξ − β

ν−u −ν+
u

1
du(ν−v ,λ)

eν
−
v ξ , ξ > 0,

c−(λ)eν
+
u ξ − β

ν−u −ν+
u

1
du(ν+

v ,λ)
eν

+
v ξ , ξ < 0,

(5.8)

avec

c+(λ) =
β(

ν−u − ν+
u

) (
ν−v − ν+

v

) ( ν+
u − ν+

v

Du(ν+
v , λ)

− ν−v − ν+
v

Du(ν−v , λ)

)
,

c−(λ) =
β(

ν−u − ν+
u

) (
ν−v − ν+

v

) ( ν+
v − ν−v

Du(ν+
v , λ)

− ν−v − ν−u
Du(ν−v , λ)

)
.

On a ainsi déterminé exactement la fonction de Green Gsλ = (G11
λ , G

12
λ , G

21
λ , G

22
λ ). En particulier, on voit que Gsλ

admet des singularités pour les couples (s, λ) tels que l'une des six égalités suivantes est véri�ée :
ν+
u (s, λ) = ν−u (s, λ),

ν+
v (s, λ) = ν−v (s, λ),

ν±u (s, λ) = ν∓v (s, λ),

ν±u (s, λ) = ν±v (s, λ).

Notons que les expressions (5.6), (5.7), (5.8) sont valides seulement pour Re(λ) � 1. Cependant, le lecteur pourra

véri�er que même pour des valeurs de λ telles que les parties réelles de νu ou νv ne sont pas ordonnées comme dans

le cas Re(λ) � 1, les singularités de Gsλ restent inchangées. Or, ce sont ces singularités qui déterminent le contour

qu'on peut prendre pour la transformation de Laplace inverse, et c'est la position du contour qui déterminent la

stabilité ou l'instabilité de u(t, x) et v(t, x).

Calcul de la vitesse linéaire dans le cas p 6= 1

On peut remarquer que le calcul se prête aussi bien au cas p = 1.

On cherche, pour chacune des équations (4.2)-(4.4), à savoir la valeur minimale s0 > 0 telle que, pour tout s ≥ s0,

les couples solutions (s, λ) de cette équation sont tels que Re(λ) ≤ 0. On rappelle l'expression des racines pour

(s, λ) ∈ R× C :

ν±u (s, λ) = − s

2d
± 1

2d

√
s2 − 4d(α− λ),

ν±v (s, λ) = −s
2
± 1

2

√
s2 − 4(1− λ).

On résout successivement pour chaque équation.
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Equation ν+
u (s, λ) = ν−u (s, λ)

Cela revient à avoir

0 =
−s+

√
s2 − 4d(α− λ)

2d
−
−s−

√
s2 − 4d(α− λ)

2d
,

0 =
√
s2 − 4d(α− λ),

0 =
s2

4
− dα+ dλ.

Comme d > 0, il faut avoir λ = α − s2

4d . Vu qu'on a raisonné par équivalence, les couples (s, λ) solutions sont

exactement : {(
s, λ = α− s2

4d

)
| s > 0

}
.

Finalement, la valeur minimale s0 pour laquelle on a Re(λ) ≤ 0 est s0 = 2
√
dα =: su,lin

Equation ν+
v (s, λ) = ν−v (s, λ)

C'est le même raisonnement que le cas précédent. Les couples solutions sont exactement :{(
s, λ = 1− s2

4

)
| s > 0

}
.

Finalement, la valeur minimale s0 pour laquelle on a Re(λ) ≤ 0 est s0 = 2 =: sv,lin

Equations ν±u (s, pλ) = pν∓v (s, λ)

Des deux équations précédentes, on sait déjà que s̃lin ≥ max(2, 2
√
dα).

Conditions nécessaires sur les couples solutions On va résoudre les deux équations en même temps, mais on

ne pourra plus raisonner par équivalence. C'est pourquoi, a�n de mieux identi�er les pertes d'équivalence réalisées,

on va résoudre ν±uu (s, pλ) = pν∓vv (s, λ) :

−s±u
√
s2 − 4d(α− pλ)

2d
=
−sp∓v p

√
s2 − 4(1− λ)

2
,

−s±u
√
s2 − 4d(α− pλ) = −sdp∓v dp

√
s2 − 4(1− λ),

±u
√
s2 − 4d(α− pλ) = s− sdp∓v dp

√
s2 − 4(1− λ).

On peut déjà traiter le cas particulier d = 1/p. Dans ce cas, on a une condition nécessaire :

±u
√
s2 − 4

p
(α− pλ) = ∓v

√
s2 − 4(1− λ),

s2 − 4

p
(α− pλ) = s2 − 4(1− λ),

α

p
− λ = 1− λ,
α = p.

Donc si d = 1/p, pour tous α 6= p, (s, λ) ∈ R∗+ ×C, on a ν±u (s, pλ) 6= pν∓v (s, λ) : il n'y a aucun couple solution et ces

valeurs propres n'interviennent pas dans la vitesse de propagation. Si α = 1/d = p, alors on a

±u
√
s2 − 4(1− λ) = ∓v

√
s2 − 4(1− λ),

2
√
s2 − 4(1− λ) = 0,

s2 − 4(1− λ) = 0.
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Donc les couples solutions sont, comme dans le cas précédent, exactement :{(
s, λ = 1− s2

4

)
: s > 0

}
,

et la vitesse minimale est s0 = 2. On n'a donc aucune contrainte supplémentaire sur s̃lin. On traite maintenant le

cas d 6= 1/p et on perd l'équivalence en passant au carré :

s2 − 4d(α− pλ) =
(
s− sdp∓v dp

√
s2 − 4(1− λ)

)2

,

s2 − 4d(α− pλ) = s2 + s2d2p2 + d2p2(s2 − 4(1− λ))− 2s2dp,

∓v2sdp
√
s2 − 4(1− λ)±v 2sd2p2

√
s2 − 4(1− λ),

−4d(α− pλ) = 2s2d2p2 − 4d2p2(1− λ)− 2s2dp,

±v2sdp(dp− 1)
√
s2 − 4(1− λ),

±v2sdp(1− dp)
√
s2 − 4(1− λ) = 2s2d2p2 − 4d2p2(1− λ)− 2s2dp+ 4d(α− pλ),

±v2sdp(1− dp)
√
s2 − 4(1− λ) = 2s2dp(dp− 1) + 4d(α− pλ− dp2 + dp2λ),

±vsp(1− dp)
√
s2 − 4(1− λ) = −s2p(1− dp) + 2(α− dp2 − p(1− dp)λ).

On divise par p(1− dp) 6= 0, et on pose X = α−dp2
p−dp2 :

±vs
√
s2 − 4(1− λ) = −s2 + 2(X − λ).

On passe une deuxième fois au carré pour obtenir :

s2(s2 − 4(1− λ)) = s4 − 4s2(X − λ) + 4(X − λ)2,

s4 − 4s2 + 4s2λ = s4 − 4s2X + 4s2λ+ 4(X − λ)2,

−4s2 = −4s2X + 4(X − λ)2,

0 = (X − λ)2 − s2(X − 1).

Puis on pose

Y = X − 1 =
α− dp2 − p+ dp2

p− dp2
=

α− p
p− dp2

,

ce qui donne

(λ−X)2 − s2Y = 0,

(λ−X − s
√
Y )(λ−X + s

√
Y ) = 0.

On obtient donc

λ± = X ± s
√
Y ,

avec

X =
α− dp2

p− dp2
∈ R, Y =

α− p
p− dp2

∈ R.

Cependant, on a raisonné par conditions nécessaires. En fait, chaque fois qu'on a mis au carré, on a perdu une des

informations ±u et ±v. Ainsi, un couple (s, λ±) est, pour une valeur s ∈ R∗+ �xée, solution d'une des quatre équations

suivantes :

ν±u (s, pλ) = pν±v (s, λ),

ν±u (s, pλ) = pν∓v (s, λ).

On voit que les deux premières équations ne font pas partie de (4.2)-(4.4), il faut donc uniquement s'intéresser aux

couples solutions (s, λ) de ν±u = pν∓v .
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Calcul explicite de νu,v(s, λ±) Dans les faits, on peut calculer explicitement les valeurs ν±u,v pour ces couples. En

e�et :

ν+
u (s, pλ±) = − s

2d
+

1

2d

√
s2 − 4dα+ 4dpλ±,

= − s

2d
+

1

2d

√
s2 − 4dα+ 4dp

(
α− dp2

p− dp2
± s
√
Y

)
,

= − s

2d
+

1

2d

√
s2 ± 4dp

√
Y s+ 4d

(
αp− dp3

p− dp2
− α

)
,

= − s

2d
+

1

2d

√
s2 ± 4dp

√
Y s+ 4d

(
αdp2 − dp3

p− dp2

)
,

= − s

2d
+

1

2d

√
s2 ± 4dp

√
Y s+ 4d2p2

(
α− p
p− dp2

)
,

= − s

2d
+

√( s
2d

)2

± p

d

√
Y s+ p2Y ,

= − s

2d
+

√( s
2d
± p
√
Y
)2

,

=

{
±p
√
Y , siRe( s2d ± p

√
Y ) ≥ 0,

− s
d ∓ p

√
Y , siRe( s2d ± p

√
Y ) ≤ 0.

en rappelant la convention qu'un signe + devant la racine implique qu'on considère la racine complexe telle que son

argument soit dans ] − π
2 ; π2 ], et qu'un signe − implique qu'on prend la racine complexe d'argument dans ]π2 ; 3π

2 ].

L'expression pour ν−u est similaire, le signe − ne fait au �nal qu'échanger les cas. Le calcul de pν±v (s, λ±) est identique :

il su�t de remplacer α et d par 1. Finalement, comme d > 0 et s ∈ R, on obtient les expressions suivantes, en fonction

de Y ′ := Re(
√
Y ) ∈ R+ :

ν+
u (s, pλ±) =

{
− s
d ∓ p

√
Y , si s ≤ ∓2dpY ′,

±p
√
Y , si s ≥ ∓2dpY ′,

ν−u (s, pλ±) =

{
±p
√
Y , si s ≤ ∓2dpY ′,

− s
d ∓ p

√
Y , si s ≥ ∓2dpY ′,

pν+
v (s, λ±) =

{
−sp∓ p

√
Y , si s ≤ ∓2Y ′,

±p
√
Y , si s ≥ ∓2Y ′,

pν−v (s, λ±) =

{
±p
√
Y , si s ≤ ∓2Y ′,

−sp∓ p
√
Y , si s ≥ ∓2Y ′.

On s'intéresse donc aux couples (s, λ) solutions d'une des deux équations ν±u = pν∓v . On peut calculer directement

les valeurs de ν±u (s, pλ)− pν∓v (s, λ).

Le domaine {Y ≤ 0} Pour des valeurs de (d, α) telles que Y ≤ 0, on a
√
Y ∈ iR donc Y ′ = 0. Cela amène au

tableau suivant :

Equation Valeurs de s Couple (s, λ+) Couple (s, λ−)

ν+
u − pν−v

s < 0 − s
d − 2p

√
Y 6= 0 − s

d + 2p
√
Y 6= 0

s = 0 0 0

s > 0 2p
√
Y + s 6= 0 −2p

√
Y + sp 6= 0

pν+
v − ν−u

s < 0 −sp− 2p
√
Y 6= 0 −sp+ 2p

√
Y 6= 0

s = 0 0 0

s > 0 2
√
Y + s

d 6= 0 s
d − 2p

√
Y 6= 0

Table 1 � Résultats pour (d, α) ∈ {Y ≤ 0}
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On a un couple solution si et seulement si la case en question vaut 0. Ce n'est pas le cas pour s 6= 0 car la partie

réelle de la case en question est non nulle, étant donné que Re(
√
Y ) = 0. Comme λ±(s = 0) = X, on a pour seules

solutions les couples (0, X). Autrement dit, on est stable pour toute fenêtre qui bouge à une vitesse non nulle. Or, non

seulement on considère s > 0, mais de plus une condition telle que s 6= 0 n'apporte aucune contribution observable

à la vitesse linéaire, car s̃lin ≥ max(2, 2
√
dα) d'après les deux premières équations. Il n'y a donc pas de vitesse

anormale sur le domaine {Y ≤ 0}.

Le domaine {Y > 0} pour le couple (s, λ+) Etant donné que Y ′ > 0, on est cette fois obligé de séparer en

quatre cas : couples (s, λ±) d'une part, et le signe de d − 1/p d'autre part. On va dans un premier temps traiter le

couple (s, λ+). Dans le tableau qui suit, on notera, à Y et d �xés :

m := min(−2Y ′,−2dpY ′) < 0, M := max(−2Y ′,−2dpY ′) < 0.

Equation Valeurs de s Couple (s, λ+), d < 1/p Couple (s, λ+), d > 1/p

ν+
u − pν−v

s < m − s
d − 2p

√
Y 6= 0 − s

d − 2p
√
Y 6= 0

m ≤ s ≤M − s
d + sp 6= 0 0

M < s 2p
√
Y − sp 6= 0 2p

√
Y − sp 6= 0

pν+
v − ν−u

s < m −sp− 2p
√
Y 6= 0 −sp− 2p

√
Y 6= 0

m ≤ s ≤M 0 s
d − sp 6= 0

M < s s
d + 2p

√
Y 6= 0 s

d + 2p
√
Y 6= 0

Table 2 � Résultats pour (d, α) ∈ {Y > 0} et le couple (s, λ+)

A noter que les cases ±(sp− s
d ) sont non nulles car cela arrive pour s ≤ M < 0 et qu'on est dans le cadre d 6= 1/p.

Alors on a des couples solutions pour ν+
v = ν−u dans le cadran

{Y > 0} ∩ {d < 1/p} = {d < 1/p, α > p},

et pour ν+
u = ν−v dans le cadran

{Y > 0} ∩ {d > 1/p} = {d > 1/p, α < p}.

Toutefois, dans les deux cas les vitesses qui interviennent sont négatives, et sortent donc de notre cadre s > 0. Ainsi,

les couples (s, λ+) ne sont jamais solutions et ne donnent pas lieu à une vitesse anormale dans notre cas. Si toutefois

nos fronts se déplaçaient vers la gauche, ce serait ces couples qu'il faut considérer.

Le domaine {Y > 0} pour le couple (s, λ−) On notera cette fois dans le tableau suivant :

m := min(2Y ′, 2dpY ′) > 0, M := max(2Y ′, 2dpY ′) > 0.

Equation Valeurs de s Couple (s, λ−), d < 1/p Couple (s, λ−), d > 1/p

ν+
u − pν−v

s < m − s
d + 2p

√
Y 6= 0 − s

d + 2p
√
Y 6= 0

m ≤ s ≤M 0 − s
d + sp 6= 0

M < s −2p
√
Y − sp 6= 0 −2p

√
Y − sp 6= 0

pν+
v − ν−u

s < m −sp+ 2p
√
Y 6= 0 −sp+ 2p

√
Y 6= 0

m ≤ s ≤M s
d − sp 6= 0 0

M < s s
d − 2p

√
Y 6= 0 s

d − 2p
√
Y 6= 0

Table 3 � Résultats pour le couple (s, λ−)
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On a des couples (s, λ−) solutions pour s > 0. On obtient ainsi les ensembles de solutions suivants pour les équations

(4.4) : 
{

(s,X − s
√
Y ) | s ∈ [2dpY ′; 2Y ′]

}
, si Y > 0 et d < 1/p,{

(s,X − s
√
Y ) | s ∈ [2Y ′; 2dpY ′]

}
, si Y > 0 et d > 1/p.

avec la première ligne pour l'équation ν+
u = pν−v et la deuxième ligne pour l'équation pν+

v = ν−u . Il faut maintenant

regarder, à (d, α) �xés et pour chaque ensemble, s'il existe une valeur s0 > 0 telle que pour tout s > s0, les couples

des ensembles solutions, s'ils existent pour ces valeurs de s, véri�ent Re(λ−) < 0.

Les trois sous-cas du domaine {Y > 0} Comme Y > 0, on a Y ′ =
√
Y ∈ R∗+. De plus, on peut utiliser l'identité

suivante :

X =
α− dp2

p− dp2
=
α− p+ p− dp2

p− dp2
= Y + 1,

ce qui donne

Re(λ−) = Re(X)− sRe(
√
Y ) = Y + 1− s

√
Y .

Donc Re(λ−) = 0 si s
√
Y = Y + 1, ou encore s = sanorm :=

√
Y + 1/

√
Y . On verra plus loin que c'est bien une

vitesse anormale. Ainsi, pour tout s > sanorm, on a Re(λ−) < 0. Mais il n'est pas toujours nécessaire d'aller jusque

là. On peut distinguer trois sous-cas di�érents :

� Cas 1 : sanorm ≤ min(2dp
√
Y , 2
√
Y ). Ici, tous les couples solutions (s, λ−) qu'on peut trouver véri�ent

déjà Re(λ−) < 0. Il n'y a donc aucune condition supplémentaire pour s̃lin (Figure 5.4). On a donc s̃lin =

max(2, 2
√
dα).

� Cas 2 : max(2dp
√
Y , 2
√
Y ) ≤ sanorm. Donc pour les valeurs de s inférieures ou égales à max(2dp

√
Y , 2
√
Y ),

on a toujours Re(λ−) > 0. On est donc obligés d'avoir s > max(2dp
√
Y , 2
√
Y ), mais pas plus, car à partir de

là, les couples (s, λ−) ne sont plus solutions (Figure (5.5)).

� Cas 3 : min(2dp
√
Y , 2
√
Y ) < sanorm < max(2dp

√
Y , 2
√
Y ). On est alors obligés d'avoir s > sanorm pour

garantir que Re(λ−) < 0 dès que ν±u = ν∓v (Figure (5.6)).

Selon les valeurs de (d, α), qui déterminent la valeur de Y , on est forcément dans un de ces trois cas. On va dans un

premier temps formuler quelques résultats préliminaires sur sanorm, avant de montrer que le cas 2 n'entraîne pas de

vitesse anormale, puis on concluera en étudiant le cas 3.

Quelques résultats sur sanorm Pour Y > 0, on cherche les valeurs de (d, α) telles que sanorm ≥ 2 ou sanorm ≥
2
√
dα. Tout d'abord, la fonction f : x 7→ x+ 1

x vaut f(1) = 2 en son minimum pour x ∈ R∗+. Or, sanorm = f(
√
Y )

donc on a toujours sanorm ≥ 2 avec égalité si et seulement si :

√
Y = 1,

Y =
α− p
p− dp2

= 1,

α = 2p− dp2.

Pour le cas sanorm ≥ 2
√
dα, on démontre le résultat :

√
α− p
p− dp2

+

√
p− dp2

α− p
≥ 2

√
dα > 0,

α− p
p− dp2

+
p− dp2

α− p
+ 2 ≥ 4dα.
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Figure 5.4 � Variations des racines ν±u,v en fonction de s pour les paramètres p = 2, d = 0, 4, α = 4. En rouge

ν+
u (s, pλ−(s)), en bleu, ν−u (s, pλ−(s)), en vert, pν−v (s, λ−(s)), et en jaune pν+

v (s, λ−(s)). Les deux lignes bleues en

pointillés représentent s = 2 et s = 2
√
dα. La ligne noire représente s = sanorm. A droite de cette ligne, on a

Re(λ−(s)) ≤ 0, ce qui est, ici, le cas des valeurs de s pour lesquelles ν+
u = pν−v .

Ce qui donne, comme (α− p)(p− dp2) > 0,

(α− p)2 + (p− dp2)2 + 2(α− p)(p− dp2)− 4dα(p− dp2)(α− p) ≥ 0,

(α− p+ p− dp2)2 − 4d(p− dp2)(α2 − pα) ≥ 0,

(α− dp2)2 − 4d(p− dp2)α2 + 4dp(p− dp2)α ≥ 0,[
1− 4d(p− dp2)

]
α2 +

[
4dp(p− dp2)− 2dp2

]
α+ d2p4 ≥ 0,[

1− 4dp+ 4d2p2
]
α2 +

[
4dp2 − 4d2p3 − 2dp2

]
α+ d2p4 ≥ 0,[

(1− 2dp)2
]
α2 +

[
2dp2(1− 2dp)

]
α+ d2p4 ≥ 0,[

(1− 2dp)α+ dp2
]2 ≥ 0.

Le cas d = p−1/2 donne d2p4 = p2

4 > 0 donc on a sanorm > 2
√
dα. Pour d 6= p−1/2, on a sanorm ≥ 2

√
dα avec égalité

si et seulement si α = α0 tel que

(1− 2dp)α0 + dp2 = 0,

α0 =
dp2

2dp− 1
.

On remarque que α0 ≥ 0 si et seulement si d > 1
2 . On a donc toujours sanorm ≥ 2

√
dα avec égalité si et seulement si

d > 1
2 et α = d

2d−1 . On a donc en plus prouvé le résultat suivant :

sanorm = 2⇔ Y = 1⇔ α = 2p− dp2 ⇔ sanorm = 2Y ′, (5.9)

sanorm = 2
√
dα⇔ Y =

α

dp2
⇔
(
d >

1

2p
and α =

dp2

2dp− 1

)
⇔ sanorm = 2dpY ′. (5.10)
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Figure 5.5 � Variations des racines ν±u,v en fonction de s pour les paramètres p = 2, d = 0, 4, α = 2, 2. En rouge

ν+
u (s, pλ−(s)), en bleu, ν−u (s, pλ−(s)), en vert, pν−v (s, λ−(s)), et en jaune pν+

v (s, λ−(s)). Les deux lignes bleues en

pointillés représentent s = 2 et s = 2
√
dα. La ligne noire représente s = sanorm. A droite de cette ligne, on a

Re(λ−(s)) ≤ 0. Bien qu'on ait ν+
u = pν−v pour s < sanorm, on a seulement besoin de s̃lin ≥ 2Y ′ =

√
2, car au-delà

de cette valeur on a ν+
u 6= pν−v .
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Figure 5.6 � Variations des racines ν±u,v en fonction de s pour les paramètres p = 2, d = 0, 1, α = 7, 2. En rouge

ν+
u (s, pλ−(s)), en bleu, ν−u (s, pλ−(s)), en vert, pν−v (s, λ−(s)), et en jaune pν+

v (s, λ−(s)). Les deux lignes bleues en

pointillés représentent s = 2 et s = 2
√
dα. La ligne noire représente s = sanorm ∈]2Y ′; 2dpY ′[. A droite de cette

ligne, on a Re(λ−(s)) ≤ 0. D'après la dé�nition de s̃lin, on voit qu'il faut exactement avoir s̃lin ≥ sanorm.

En�n, on dispose d'une autre expression pour sanorm :(
dp
√
Y +

α

p

√
1

Y

)
−

(
√
Y +

√
1

Y

)
,

=

(
dp

√
α− p
p− dp2

+
α

p

√
p− dp2

α− p

)
−

(√
α− p
p− dp2

+

√
p− dp2

α− p

)
,

= −(1− dp)
√

α− p
p(1− dp)

+ (
α

p
− 1)

√
p(1− dp)
α− p

,

= −

√
(α− p)(1− dp)

p
+

√
(α− 1)(1− d)

p
,

= 0.

Donc on a bien sanorm =
√
Y +

√
1
Y = dp

√
Y + α

p

√
1
Y .

Résolution du cas 2 Grâce aux deux écritures de sanorm, la condition max(2dp
√
Y , 2
√
Y ) ≤ sanorm qui caractérise

le cas 2 peut se traduire de deux manières di�érentes :

2
√
Y ≤

√
Y +

1√
Y
,

√
Y ≤ 1,

Y ≤ 1.
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2dp
√
Y ≤ dp

√
Y +

α

p
√
Y
,

dp
√
Y ≤ α

p
√
Y
,

Y ≤ α

dp2
.

Ainsi, on est dans le cas 2 si et seulement si Y ≤ min(1, α
dp2 ). Mais dans ce cas, la condition s ≥ max(2dp

√
Y , 2
√
Y )

est nécessairement obtenue si

s ≥ max(2dp

√
α

dp2
, 2
√

1),

≥ max(2
√
dα, 2),

≥ max(su,lin, sv,lin).

On voit que la vitesse linéaire véri�e déjà cette inégalité pour tous (d, α). Il n'y a donc pas d'in�uence du cas 2 sur

la vitesse anormale.

Cas 3 : Calcul de ν±u (sanorm, 0) et ν±v (sanorm, 0) On se replace dans le cas 3. On rappelle que pour (d, α) tels

que Y > 0, on est dans le cas 3 si et seulement si(sanorm, 0) ∈
{

(s,X − s
√
Y ) | s ∈]2dpY ; 2Y [

}
, si Y > 0 et d < 1/p,

(sanorm, 0) ∈
{

(s,X − s
√
Y ) | s ∈]2Y ; 2dpY [

}
, si Y > 0 et d > 1/p,

avec la première ligne correspondant à des couples solutions de ν+
u = pν−v et la seconde à des couples solutions de

pν+
v = ν−u . On est donc dans le cas 3 si et seulement si{

ν+
u (sanorm, 0) = pν−v (sanorm, 0) , si Y > 0 et d < 1/p,

pν+
v (sanorm, 0) = ν−u (sanorm, 0) , si Y > 0 et d > 1/p,

à condition d'exclure les couples correspondant à sanorm ∈ {2dpY, 2Y }, c'est-à-dire les courbes α = 2p − dp2 et

α = dp2

2dp−1 d'après (5.9)-(5.10).

Calcul de ν±u (sanorm, 0) et ν±v (sanorm, 0) Etant donné que

{Y > 0} ∩ {d < 1/p} = {α > p} ∩ {d < 1/p},
{Y > 0} ∩ {d > 1/p} = {α < p} ∩ {d > 1/p},

on cherche donc les valeurs de (d, α) telles que l'on ait une des deux égalités :{
ν+
u (sanorm, 0) = ν−v (sanorm, 0) , si α > p et d < 1/p,

ν+
v (sanorm, 0) = ν−u (sanorm, 0) , si α < p et d > 1/p.
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On peut alors calculer directement ν±u (sanorm, 0) et ν±v (sanorm, 0). A noter que comme sanorm ≥ max(2, 2
√
dα), ces

expressions sont bien réelles :

2dν±u (sanorm, 0) = −sanorm ±
√
sanorm − 4dα,

= −sanorm ±

√
d2p2Y +

α2

p2

1

Y
+ 2dα− 4dα,

= −sanorm ±

√
d2p2Y +

α2

p2

1

Y
− 2dα,

= −dp
√
Y − α

p

1√
Y
±

√(
dp
√
Y − α

p

1√
Y

)2

,

=

−dp
√
Y − α

p
1√
Y
±
(
dp
√
Y − α

p
1√
Y

)
, si dp

√
Y ≥ α

p
1√
Y
,

−dp
√
Y − α

p
1√
Y
∓
(
dp
√
Y − α

p
1√
Y

)
, si dp

√
Y ≤ α

p
1√
Y
.

Si bien que l'on a :

ν+
u (sanorm, 0) =

{
− α
dp

1√
Y

, si Y ≥ α
dp2 ,

−p
√
Y , si Y ≤ α

dp2 ,
ν−u (sanorm, 0) =

{
−p
√
Y , si Y ≥ α

dp2 ,

− α
dp

1√
Y

, si Y ≤ α
dp2 .

On peut refaire le même calcul pour ν±v en utilisant cette fois l'expression sanorm =
√
Y + 1√

Y
. Cela revient à

remplacer α
p et dp par 1, on a :

ν+
v (sanorm, 0) =

{
− 1√

Y
, si Y ≥ 1,

−
√
Y , si Y ≤ 1,

ν−v (sanorm, 0) =

{
−
√
Y , si Y ≥ 1,

− 1√
Y

, si Y ≤ 1.

Résolution du cas 3 On regarde l'égalité ν+
u = pν−v . On est alors dans les hypothèses α > p et d < 1/p. On

cherche pour quelles valeurs de (d, α) on a ν+
u (sanorm, 0) = pν−v (sanorm, 0). On peut réécrire les conditions Y < 1 et

Y > α
dp2 :

Y < 1,
α− p
p− dp2

< 1,

α− p < p− dp2,

α < 2p− dp2,

Y >
α

dp2
,

α− p
p− dp2

>
α

dp2
,

dp2(α− p) > α(p− dp2),

α(2dp2 − p) > dp3.

A partir de là, si 0 < d ≤ 1
2p , cette inégalité n'est jamais véri�ée. Finalement, on a Y > α

dp2 si et seulement si d > 1
2p

et α > dp2

2dp−1 . On véri�e que pour 1
2p < d < 1

p , on a toujours 2p− dp2 < dp2

2dp−1 . On dénombre ainsi trois cas possibles

dans le cadran {d < 1/p, α > p} :
� les valeurs (d, α) sont telles qu'on ait α < 2p− dp2, donc en particulier α < dp2

2dp−1 si d > 1
2p . Alors on a Y < 1

et Y < α
dp2 , ce qui donne ν

+
u (sanorm, 0) = −p

√
Y et pν−v (sanorm, 0) = −p 1√

Y
. Comme 0 < Y < 1, ces deux

valeurs ne sont jamais égales. Il n'y a donc pas de vitesse anormale dans ce cas.
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� les valeurs (d, α) sont telles qu'on ait d > 1
2p et α > dp2

2dp−1 , donc en particulier α > 2p − dp2. Alors on a

Y > 1 et Y > α
dp2 , ce qui donne ν+

u (sanorm, 0) = − α
dp

1√
Y

et pν−v (sanorm, 0) = −p
√
Y . Comme Y > α

d , ces

deux valeurs ne sont jamais égales. Il n'y a donc pas de vitesse anormale dans ce cas.

� les valeurs (d, α) sont telles qu'on ait α ≥ 2− d, et α ≤ dp2

2dp−1 si d > 1
2p . Alors on a 1 ≤ Y ≤ α

dp2 , ce qui donne

ν+
u (sanorm, 0) = −p

√
Y et pν−v (sanorm, 0) = −p

√
Y . On a alors égalité.

L'étude est exactement la même pour ν−u et ν+
v dans le cadran {d > 1/p, α < p}. Finalement, pour chaque cadran

{d < 1/p, α > p} et {d > 1/p, α < p}, on a besoin d'avoir s̃lin ≥ sanorm si et seulement si :{
α ≥ 2p− dp2 ,

α ≤ dp2

2dp−1 , si d > 1
2p .

Rappelons que pour être dans le cas 3, il faut avoir α 6= 2p− dp2 et α 6= dp2

2dp−1 d'après (5.9)-(5.10). Si on exclut ces

valeurs, on a alors sanorm > max(2, 2
√
dα). On a donc s̃lin ≥ sanorm pour{

α > 2p− dp2 ,

α < dp2

2dp−1 , si d > 1
2p ,

et la vitesse sanorm est une vitesse anormale pour ces jeux de paramètres.

Conclusion - valeur de slin

Finalement, on a que, pour une valeur de (d, α) donnée, s̃lin est égal au maximum des trois contributions su,lin, sv,lin

et sanorm, avec sanorm = 0 si (d, α) ne respecte pas les conditions ci-dessus, et sanorm =
√
Y +

√
1
Y sinon. Comme

sanorm ≥ max(su,lin, sv,lin), on obtient :

s̃lin =


2 , si α < 2p− dp2,

2
√
dα , si d > 1

2p et α > dp2

2dp−1

sanorm , sinon,

,

avec la vitesse anormale

sanorm =

√
α− p
p− dp2

+

√
p− dp2

α− p
,

= dp

√
α− p
p− dp2

+
α

p

√
p− dp2

α− p
,

> max(2, 2
√
dα).

C'est bien exactement la valeur pour telle que pour tout s < slin, les couples (s, λ) solutions d'une des quatre

équations (4.2)-(4.4) véri�ent tous Re(λ) > 0. Cela termine la preuve.

Vitesse sélectionnée pour p > 0

La preuve du théorème 2 repose sur le fait que chaque composante du système (1.1) véri�e le principe de comparaison,

ce qui permet de construire des sur- et des sous-solutions. On va d'abord montrer la borne supérieure.

35



Sur-solutions

Pour plus de lisibilité, on écrira νu,v(s), voire seulement νu,v, à la place de νu,v(s, 0). De plus, pour cette section, on

considère des domaines du diagramme (d, α) légèrement di�érents :

Ĩ =
{
α < 2p− dp2

}
,

ĨI =

{
d >

1

2p
, α >

dp2

2dp− 1

}
,

ĨII =

{
d <

1

p

}
\(̃I ∪ ĨI),

ĨV =

{
d >

1

p

}
\(̃I ∪ ĨI),

Ṽ =

(
d =

1

p
, α = p

)
.

On va construire des sur-solutions pour chaque domaine.

Lemme 5.1. Pour tous (d, α) ∈ ĨV, on a ssel ≤ max(2, 2
√
dα).

Preuve. On adapte la preuve présentée dans [7]. On considère s > max(2, 2
√
dα) et (d, α) ∈ ĨV. Alors pour tout

Cv > 0, une sur-solution pour la composante v est donnée par

v(t, x) = min(1, Cve
ν−v (s)(x−st)).

Comme on a pris s > 2, on a en e�et :

ν−v (s, 0) = −s
2
− 1

2

√
s2 − 4 ∈ R∗−.

Ainsi, si on regarde la quantité

Nv(v(t, x)) := vt − vxx − v + v2,

alors il est clair que, pour les (t, x) tels que Cve
ν−v (s)(x−st) > 1, on a Nv(v(t, x)) = −1 + 1 = 0. Dans le cas contraire,

on a

Nv(v(t, x)) = Cve
ν−v (s)(x−st)

[
−sν−v −

(
ν−v
)2 − 1 + Cve

ν−v (s)(x−st)
]
,

= C2
ve

2ν−v (s)(x−st) > 0,

car Dv(ν
−
v ) = (ν−v )

2
+ sν−v + 1 = 0. De plus, v est également une sur-solution au point de non di�érentiabilité

y = yv = − 1
ν−v (s)

log(Cv) car

0 = lim
y→y−v

∂yv > lim
y→y+v

∂yv ∈ R∗−.

En�n, on sait que

v(t = 0, x) =

{
1 , x ≤ yv,
Cve

ν−v (s)x , x ≥ yv.

Ainsi, comme yv est une fonction croissante de Cv, et comme v0(x) ∈]0; 1[ est une perturbation à support compact

de 1x≤0, il existe Cv > 0 su�samment grand pour que v0(x) ≤ v(0, x). On a donc toujours v(t, x) ≤ v(t, x) pour

tout s > max(2, 2
√
dα).

On va construire une sur-solution pour u de la même manière. On considère

Nu(u) = ut − duxx − f(u)− βvp(1− u) + αu2.
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On cherche u(t, x) tel que Nu(u) ≥ 0 pour tous t > 0, x ∈ R. On pose cette fois :

u(t, x) =

{
1 , x− st ≤ τ,
Cue

ν−u (x−st) + Cvκe
pν−v (x−st) , x− st > τ.

La démarche est que pour tout Cv > 0 (qui correspond à celle qu'on a prise pour v), il existe C∗u(Cv) > 0 tel que pour

tout Cu > C∗u il existe τ(Cu, Cv) tels que u soit une sursolution. On véri�e aisément que pour tout τ , si x− st ≤ τ ,

on a Nu(u) = Nu(1) = 0. Dans le cas contraire x− st > τ , on obtient, en admettant que u ∈ [0; 1] :

Nu(u) = ut − duxx − f(u)− βvp(1− u) + αu2,

≥ ut − duxx − αu− [βvp − βvp]− βvp + βvpu+ αu2,

≥
[
ut − duxx − αu− βCvepν

−
v (x−st)

]
+
[
β(vp − vp) + βvpu+ αu2

]
,

avec la dernière inégalité qui n'est vraie que pour Cve
ν−v (x−st) ≤ 1, soit x − st ≥ yv, ce qu'on pourra avoir si on

choisit τ > yv.

Si on considère l'équation

ut = duxx + αu+ βCve
pν−v (x−st),

on voit qu'elle admet pour solution avec un certain κ :

ũ(t, x) = Cue
ν−u (x−st) + Cvκe

pν−v (x−st).

En e�et, on a

ũt − dũxx − αũ = (−ν−u s− dν−2
u − α)Cue

ν−u (x−st),

+(−pν−v s− d
(
pν−v

)2 − α)Cvκe
pν−v (x−st),

= −Du(pν−v (s, λ = 0)) · Cvκepν
−
v (x−st),

Donc on a bien le résultat pour

κ =
−β

Du(pν−v )
=

−β
d(pν−v )2 + spν−v + α

.

Comme β > 0, on peut en déduire que κ < 0 :

Du(pν−v ) = dp2

(
−s

2
−
√
s2

4
− 1

)2

+ sp

(
−s

2
−
√
s2

4
− 1

)
+ α,

=
s2

4
dp2 +

(
s2

4
− 1

)
dp2 + s

√
s2

4
− 1dp2 − s2

2
p− sp

√
s2

4
− 1 + α,

=
s2

2
(dp2 − p) + s

√
s2

4
− 1(dp2 − p) + α− dp2.

Or, comme d > 1
p et s > 2, on a

Du(pν−v ) >
22

2
(dp2 − p) + α− dp2,

= dp2 − 2p+ α,

étant donné que α ≥ 2p− dp2, on a bien Du(pν−v ) > 0, donc κ < 0.

Ainsi, le premier crochet de l'expression de Nu(u) est nul si τ > yv et u ∈ [0; 1]. On va montrer ce dernier point. Tout

d'abord, on a pν−v < ν−u . En e�et, Du(pν−v ) > 0 implique que pν−v < ν−u ou ν+
u < pν−v . Cependant, le second cas

est impossible, puisqu'on a pν−v → −∞ et ν+
u → 0 quand s→∞. On aurait donc existence d'une vitesse s telle que
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pν−v (s, 0) = ν+
u (s, 0). Or, on a vu que cela ne pouvait arriver que dans le cadran {d < 1/p , α > p}, donc pas dans

le domaine ĨV. Donc pν−v < ν−u < 0. Cela implique que ũ(t, x) > 0 pour x assez grand. On cherche maintenant le

maximum de ũ(t, x) pour x− st ∈ R. Or, étant donné que pν−v < ν−u < 0, ũx ne s'annule qu'en un point et ce point

est un maximum pour ũ :

x− st = ymax := − 1

ν−u − pν−v
log

(
−Cuν−u
Cvκpν

−
v

)
.

Ainsi, si ũ devait s'annuler en un point, comme il est strictement positif pour de larges valeurs de x, sa dérivée devrait

s'annuler en un minimum pour ũ. Comme ce n'est pas le cas, on en déduit que ũ > 0, donc que u > 0.

Maintenant, quand Cu → +∞, on a ymax → −∞. Donc il existe C∗u(Cv) > 0 tel que pour tout Cu > C∗u, les

conditions suivantes soient satisfaites :

� ξmax < yv(Cv),

� ũ(t, ymax + st) ≥ ũ(t, yv + st) > 1.

Alors, comme ũ(t, x) → 0+ quand x → +∞, il existe τ(Cu, Cv) > yv tel que ũ(t, τ + st) = 1. Cela garantit la

continuité de u. Comme ũx < 0 pour x− st > ymax, on a ũ < 1 pour x− st > τ . Avec un tel choix de Cu et τ , on a

u ∈ [0; 1].

De plus, comme v ≥ v, le second crochet de Nu(u) est positif. Ainsi, Nu(u) est positif pour tous (t, x). On véri�e

également que u est une sur-solution au point x− st = τ .

En�n, pour une condition initiale u0(x) ∈ [0; 1] qui est une perturbation à support compact de 1x≤0, on peut prendre

C∗u encore plus grand si besoin pour garantir que u(0, x) ≥ u(0, x). Alors on a bien u(t, x) ≥ u(t, x) pour tous t > 0

et x ∈ R. Comme u se propage vers la droite à la vitesse s, la vitesse sélectionnée véri�e ssel ≤ s. Cette construction
est valide pour tout s > max(2, 2

√
dα). Cela termine la preuve.

Cette première preuve a été très détaillée. Les suivantes seront plus brèves et reprendront des éléments de la première.

Lemme 5.2. Pour tous (d, α) ∈ ĨI, on a s̃sel ≤ 2
√
dα.

Preuve. On peut refaire la même preuve que précédemment, en posant s > 2
√
dα > 2. On doit seulement s'assurer

que pν−v (s) < ν−u (s) < 0, ce qui implique Du(pν−v ) > 0. Ainsi, pour avoir la même preuve, il su�t d'avoir :

pν−v (2
√
dα) < ν−u (2

√
da).

En e�et, si s est pris su�samment proche de 2
√
dα, on aura aussi

pν−v (s) < ν−u (s),

et la même preuve s'ensuit. On sait que ν−u (2
√
da) = − 2

√
dα
d = −2

√
α
d . On résout :

pν−v (2
√
da) = −p

√
dα− p

√
dα− 1 < −

√
α

d
,√

1− 1

dα
>

1

dp
− 1.

Pour (d, α) ∈ ĨI, comme on a exclu le point (d = 1/p, α = p), on est toujours au-dessus de la courbe α = 1/d. On le

voit bien pour d > 1/p sur la Figure 4.1. Ainsi, dα > 1 et le membre de gauche est strictement positif. Si d ≥ 1/p,

l'inégalité est vraie et on a le résultat. Si d < 1/p, on a

dp

√
1− 1

dα
> 1− dp > 0,

d2p2

(
1− 1

dα

)
> 1− 2dp+ d2p2,

−dp
2

α
> 1− 2dp.
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On rappelle que d > 1/(2p) pour (d, α) ∈ ĨI. On en déduit que 1− 2dp < 0. On obtient alors

dp2 < (2dp− 1)α,

α >
dp2

2dp− 1
.

On est bien dans ce cas pour (d, α) ∈ ĨI. On en déduit que ssel ≤ 2
√
dα pour (d, α) ∈ ĨI.

A noter qu'exclure le point α = 1/d = p était nécessaire pour la preuve. C'est en partie pour cette raison qu'on a dû

dé�nir un domaine Ṽ.

Lemme 5.3. Pour tous (d, α) ∈ ĨII, on a s̃sel ≤ sanorm.

Preuve. La preuve est similaire à celle présentée dans [8]. On pose s > sanorm > max(2, 2
√
dα). Alors, de même

que la preuve du lemme 5.1, on peut choisir Cv > 0 de telle sorte que

v(t, x) = min(1, Cve
ν−v (s)(x−st)),

soit une sur-solution et satisfasse v(t, x) ≥ v(t, x). On notera que v change d'expression au point x − st = yv =

− 1
ν−v

log(Cv).

On s'intéresse maintenant à la composante u. On va prouver qu'il existe C∗u(Cv) tel que pour tout Cu > C∗u il existe

un τ(Cu, Cv) pour lequel

u(t, x) =

{
1 , x− st ≤ τ,
Cue

ν+
u (s)(x−st) + κCve

pν−v (s)(x−st) , x− st ≥ τ,

est une sur-solution pour la composante u, avec

κ =
−β

Du(pν−v )
.

On rappelle que ĨII est le domaine pertinent. Ainsi, on a vu que ν+
u (sanorm) = pν−v (sanorm) sur ce domaine. Etant

donné que ν+
u (s) croît avec s et que ν−v (s) décroit, on en déduit que pν−v (s) < ν+

u (s) < 0. On va prouver que

Du(pν−v ) < 0, donc que κ > 0.

On a vu pour le calcul de s̃lin que sanorm > 2
√
dα sauf le long de la courbe α = dp2/(2dp − 1). Pour les points de

ĨII qui ne sont pas sur cette courbe, on a

ν−u (sanorm) = −sanorm
2d

−
√
s2
anorm − 4dα,

< −sanorm
2d

+
√
s2
anorm − 4dα,

= ν+
u (sanorm).

Comme ν−u (sanorm) < pν−v (sanorm) = ν+
u (sanorm), on en déduit que pour des valeurs de s su�samment proches de

sanorm, on a ν−u < pν−v < ν+
u , donc que Du(pν−v ) < 0. Pour les points situés sur la courbe α = dp2/(2dp − 1), on a

ν+
u (sanorm) = ν−u (sanorm) = pν−v (sanorm) et sanorm = 2

√
dα > 2, vu que α = 1/d = p a été exclu de ĨII. Mais on

peut montrer que

∂sν
−
v (s) = −1

2
− s

s− 2
,

∂sν
−
v (2
√
dα) = −1

2
−
√
dα√

dα− 1
∈]−∞; 0[,

∂sν
±
u −→

s→2
√
dα
±∞.
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Ce qui prouve que pour des valeurs de s proches de sanorm = 2
√
dα, on a encore ν−u < pν−v < ν+

u .

Vu que κ > 0, il est clair que u est une fonction positive, décroissante, qui tend vers l'in�ni quand x− st→ −∞ et

vers zéro quand x− st→∞. On peut alors choisir τ comme l'unique valeur qui rend u continue. Ensuite, on choisit

C∗u su�samment grand de telle sorte que pour tout Cu > C∗u on a τ > yv(Cv) et u(0, x) > u(0, x).

On véri�e similairement au lemme 5.1 que Nu(u) ≥ 0 pour tous (t, x) et que u est une sur-solution au point x−st = τ .

Finalement, on a u(t, x) ≤ u(t, x) pour tous (t, x). Comme u se propage vers la droite à la vitesse s, on en déduit

ssel ≤ s. Une telle construction est valide pour tout s > sanorm, donc ssel ≤ sanorm pour (d, α) ∈ ĨII.

Bien que sur la courbe α = dp2

2dp−1 , sanorm ne soit pas une vitesse anormale à proprement parler, puisqu'égale à 2
√
dα,

la preuve ci-dessus reste valide. L'expression de sanorm peut en fait être dé�nie sur les cadrans {d < 1/p , α > p} et
{d > 1/p , α < p}.

Lemme 5.4. Pour tous (d, α) ∈ Ĩ, on a ssel ≤ sanorm.

Preuve. On peut refaire la même preuve que pour le lemme précédent, en posant s > 2 > 2
√
dα. On doit simplement

s'assurer que pν−v (s) < ν+
u (s) et Du(pν−v ) < 0. Il su�t donc d'avoir

ν+
u (2) ≥ pν−v (2) > ν−u (2).

En e�et, comme ν+
u croît avec s et ν−v décroit avec s, si s est su�samment proche de 2, on a

ν+
u (s) > pν−v (s) > ν−u (s).

et la même preuve s'ensuit. On sait que pν−v (2) = −p. On résout donc

ν+
u (2) =

1

d

(
−1 +

√
1− dα

)
≥ −p,

√
1− dα ≥ 1− dp,

ν−u (2) =
1

d

(
−1−

√
1− dα

)
< −p,

√
1− dα > dp− 1.

On rappelle que dα < 1 pour (d, α) ∈ Ĩ. On s'intéresse à la première inégalité. Si d ≥ 1/p, elle est toujours vraie.

Sinon, on obtient la condition

1− dα ≥ 1− 2dp+ d2p2,

α ≤ 2p− dp2,

qui est bien véri�ée pour (d, α) ∈ Ĩ. Pour la seconde inégalité, si d ≤ 1/p, elle est toujours vraie. Sinon, on obtient la

condition

1− dα > d2p2 − 2dp+ 1,

α < 2p− dp2,

qui est là encore toujours vraie pour (d, α) ∈ Ĩ. On en déduit que ssel ≤ 2 pour tous (d, α) ∈ Ĩ.

A noter que la même preuve ne marche pas pour (d, α) ∈ {d > 1/p , α = 2p − dp2}. En e�et, pour ces valeurs, on

a ν+
u (sanorm) = pν−v (sanorm) et sanorm = 2. Ainsi, on a ν+

u (2) = pν−v (2) = ν−u (2). Comme 2
√
dα < 2, pν−v (s) a une

tangente verticale dirigée vers −∞. Donc ν−u (s) > pν−v (s) quand s→ 2. C'est pourquoi l'on a retiré cette courbe du

domaine Ĩ. On rappelle que cette courbe a été traitée avec le domaine ĨV.
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Lemme 5.5. Pour (d = 1/p, α = p) ∈ Ṽ, on a s̃sel ≤ 2 = 2
√
dα.

Preuve. Comme α = 1/d = p, on a ν±u = pν±v pour tout s. Alors aucune des preuves précédentes ne fonctionnent

puisqu'on a toujours Du(pνv) = 0. On peut toutefois construire une sur-solution similaire.

On pose s > 2, et νv(s) = − s2 ∈]ν−v (s), ν+
v (s)[. Comme Dv(νv) < 0, la fonction

v(t, x) = min(1, Cve
νv(s)(x−st)),

est toujours une sur-solution de v pour tout Cv > 0. En choisissant Cv su�samment grand, on a aussi v(t, x) ≤ v(t, x)

pour tous (t, x). On a aussi, pour tout s > 2 = 2
√
dα,

ν−u (s) < pνv(s) < ν+
u (s).

Ainsi Du(pνv) < 0. Soit

u(t, x) =

{
1 , x− st ≤ τ,
Cue

ν+
u (s)(x−st) + κCve

pνv(s)(x−st) , x− st ≥ τ.

On peut refaire la même preuve que pour (d, α) ∈ ĨII. Ainsi, ssel ≤ 2 = 2
√
dα pour (d, α) ∈ Ṽ.

On a ainsi prouvé la borne supérieure du théorème 2. On voit que ces preuves reposent énormément

Sous-solutions

On revient aux domaines I-IV dé�nis par (4.7). A�n d'avoir la borne inférieure 2, on va prouver que ssel ≥ 2 et

ssel ≥ 2
√
dα pour tous (d, α), puis que ssel ≥ sanorm pour (d, α) ∈ III.

Lemme 5.6. Pour tous (d, α), on a ssel ≥ 2
√
dα.

Preuve. On considère l'équation u isolée, c'est-à-dire{
ut = duxx + f(u),

u(0, x) = u0(x).
(5.11)

On sait que pour notre condition initiale u0, la solution u du problème de Cauchy (5.11) se propage asymptotiquement

à une vitesse 2
√
dα. On peut utiliser u comme une sous-solution pour le système (1.1) :

Nu(u) = ut − duxx − f(u)− βvp(1− u),

= −βvp(1− u) < 0,

étant donné que u ∈ [0; 1] en vertu du principe de comparaison. On a de manière évidente u(0, x) ≤ u0(x), on a donc

u(t, x) ≤ u(t, x) pour tous (t, x). On en déduit que ssel ≥ 2
√
dα pour tous (d, α).

Bien que dans le lemme précedent on a construit une sous-solution en supprimant le couplage, on verra que celui-ci

est essentiel pour le lemme suivant.

Lemme 5.7. Pour tous (d, α), on a ssel ≥ 2.

Preuve. Il y a plusieurs façons de le prouver. On présente ici une preuve trouvée au cours du stage. On pose s < 2.

On dé�nit la fonction suivante en fonction de y = x− st :

ψ(y) = 1−Ach(B(y − C)),
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avec A ∈]0; 1[, B > 0 et C ∈ R. Le maximum de ψ est ψ(C) = 1−A < 1, et il existe y+ > C tel que

ψ(y+) = 0,

ψy(y+) = ψx(y+) < 0.

En fait, on a

y+ =
Argch(1/A)

B
+ C.

Ainsi, on peut dé�nir une fonction continue par

u(t, x) = u(y) =


1−A , y ≤ C,
ψ(y) , C ≤ y ≤ y+,

0 , y ≥ y+.

Il est évident que u est une sous-solution quand y /∈]C, y+[, y compris en les points de non di�érentiabilité y = C et

y = y+, puisque

lim
y→C−

∂yu = lim
y→C+

∂yu,

lim
y→y−+

∂yu < lim
y→y++

∂yu.

Ensuite, comme f(u) ≥ 0, on montre que

Nu(u) = ut − duyy − suy − f(u)− βvp(1− u),

≤
[
dB2 − βvp

]
Ach(B(y − C)) + sABsh(B(y − C)),

≤
[
dB2 + sB − βvp

]
Ach(B(y − C)),

avec v ≤ v une sous-solution de l'équation en v. On doit donc avoir dB2 + sB − βvp(t, y) ≤ 0 quand y ∈ [C, y+].

Comme s < 2, d'après l'étude du portrait de phase réalisée en section (2.1), il existe un pro�l Vs(x− st) solution de

l'équation en v qui oscille autour de 0 quand x− st→∞. La situation est similaire à celle représentée Figure (2.1).

Ainsi, Vs(x − st) atteint la valeur 0 pour des valeurs x − st �nies. Soit Θ le premier zéro de Vs(x − st). On dé�nit

alors

v(x− st) =

{
Vs(x− st) , x− st ≤ Θ,

0 , x− st ≥ Θ.

Il est clair que c'est une sous-solution pour x− st ≥ Θ. Pour x− st ≤ Θ, on a

Nv(v) = vt − vxx − v(1− v),

= −sV ′s − V ′′s − Vs(1− Vs),
= 0.

L'étude du portrait de phase montre aussi que vx(Θ−) < 0 = vx(Θ+). C'est donc aussi une sous-solution au point

de non di�érentiabilité x − st = Θ. En�n, il reste à véri�er que v(x) ≤ v0(x). D'une part, il est clair que pour

x − st ≤ Θ, on a Vs(x − st) ∈ [0; 1]. D'autre part, l'étude du portrait de phase montre que, à s �xé, le pro�l Vs est

unique à translation près. Plus précisément, dans tout ce qui a été fait plus haut, on peut remplacer Vs(x− st) par
Vs(x− st−m), avec m ∈ R. Cela revient en fait à pouvoir choisir arbitrairement la valeur de Θ. Vu que v0 est une

perturbation à support compact de 1x≤0, il su�t de prendre Θ su�samment négatif pour que v0(x) = 1 pour tout

x ≤ Θ. Comme v0(x) ≥ 0, on aura donc v0(x) ≥ v(x). On en déduit que v(x − st) ≤ v(t, x) pour tous (t, x) et on

peut le reporter dans l'expression de Nu(u).
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Pour que u soit une sous-solution, il faut avoir dB2 + sB − βvp ≤ 0 pour y = x − st ∈ [C; y+]. Tout d'abord, les

paramètres d, s, β, p étant �xés, il est clair qu'on peut choisir B > 0 su�samment petit pour que

dB2 + sB − β
(

1

2

)p
≤ 0.

Ensuite, comme Vs(y) −→
y→−∞

1, il existe y0(s) < 0 tel que Vs(y) ≥ 1
2 dès que y ≤ y0. Ainsi, il reste à prouver qu'on

peut choisir y+ ≤ y0 et la preuve sera terminée. Bien qu'on ait �xé B, on a y+ → −∞ quand C → −∞. Comme y0

ne dépend pas de C, on a bien le résultat. Donc u est une sous-solution.

En�n, on doit véri�er que u(0, x) ≤ u0(x). Comme u ≤ 1 − A, y+ < 0, et u = 0 en dehors de (−∞, y+), on peut

choisir C encore plus négatif si besoin, pour s'assurer que u0(x) = 1 > 1−A ≥ u(x) pour x ≤ y+. Finalement, on a

u(x− st) ≤ u(t, x) pour tous (t, x).

Ainsi, pour tout s < 2, pour tout seuil h ∈ (0, 1 − A), on peut construire une sous-solution u qui se propage à la

vitesse s. Comme on peut choisir A arbitrairement proche de 0, on a ssel ≥ s. La preuve est valide pour tout s < 2,

donc ssel ≥ 2. Cela termine la preuve.

La dernière sous-solution à construire est sensiblement plus compliquée. Comme il s'agit de montrer l'existence d'une

vitesse anormale ssel ≥ sanorm, il faut des résultats plus �ns. La preuve est adaptée de [8]. Dans un premier temps,

on va construire une sous-solution de l'équation v pour un domaine réduit des valeurs (t, x). C'est l'objet des deux

lemmes suivants :

Lemme 5.8. Pour tout σ > 2, si on pose y = x−σt, et si on se donne q0(y) : R+ → [0; 1] à support compact, alors

il existe une fonction G(t, y) avec |G(t, y)| < C pour un C(σ, q0) > 0 telle que

q(t, y) = e(1−σ24 )t−σ2 y−
y2

4t G(t, y)

est une sous-solution de la composante v pour t, y ∈ R+.

Preuve. On travaille dans un référentiel y = x − σt. Une fonction q(t, y) est une sous-solution pour (t, y) ∈ R+ si

Nv(q) = qt − qyy − σqy − q + q2 ≤ 0. On considère le problème à valeur initiale de l'équation en v linéarisée autour

de (0, 0) avec une condition aux bord de Dirichlet imposée en y = 0 :
q̃t = q̃yy + σq̃y + q̃ , (t, y) ∈ R+ × R+,

q̃(0, y) = q̃0(y) , y ∈ R+,

q̃(t, 0) = 0 , t > 0.

Si on suppose que q̃0(y) est à support compact, cette équation a une solution explicite, obtenue à partir d'un noyau

gaussien :

q̃(t, y) = e(1−σ24 )t−σ2 y
ˆ ∞

0

e−
(y−y′)2

4t − e−
(y+y′)2

4t

√
4πt

q̃0(y′)dy′. (5.12)

Comme q̃(t, y) est solution de l'équation linéarisée ce n'est pas une sous-solution car N(q̃) = q̃2 ≥ 0. Cependant, on

peut construire une fonction A(t) ≥ 0 telle que q(t, y) = A(t)q̃(t, y) soit une sous-solution. Etant donné que l'on peut

majorer les deux exponentielles dans l'intégrale par 2 en valeur absolue, et que le reste est une fonction décroissante

de t et de y, on en déduit que |q̃(t, y)| < Ce−ωt pour un certain ω > 0 et un certain C(q0) indépendant de y. Si de

plus on a

A′(t) = −Ce−ωtA(t)2,
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alors

N(q) = qt − qyy − σqy − q + q2,

= A′q̃ +A (q̃ − q̃yy − σq̃y − q̃) +A2q̃2,

= A′q̃ +A2q̃2,

< A′Ce−ωt +A2C2e−2ωt,

= 0.

donc q(t, y) est bien une sous-solution. On peut calculer explicitement A :

A(t) =
A0ω

ω + CA0(1− e−ωt)
.

On peut par exemple prendre A0 = 1, et on obtient qu'il existe A1 > 0 tel que pour tout t > 0, A1 < A(t) < 1. On

a donc l'existence d'une sous-solution q(t, y) de v pour y ∈ [0;∞[, qui s'écrit sous la forme (5.12) pour

G(t, y) =
A(t)√

2πt

ˆ ∞
0

e−
y′(y′−2y)

4t − e−
y′(2y+y′)

4t

√
4πt

q̃0(y′)dy′.

et l'on observe que G(t, 0) = 0, et que |G(t, y)| < C(σ, q0).

On a une sous-solution, mais son expression en fonction de σ > 2 ne donne aucune indication quant à la vitesse

d'invasion de la composante v car q ne se propage pas à la vitesse σ, donc on ne peut pas calculer aisément sa vitesse

d'invasion. D'où la présence du lemme.

Lemme 5.9. On pose σ > 2, q0(y) : R+ → [0; 1] à support compact et G(t, y) dé�ni comme dans le lemme précédent.

On pose δ > 0. Alors il existe τ±(t; δ, σ, q0) et T ∗(σ, δ, q0) > 0 tels que la fonction v dé�nie par

v(t, x) = eν
−
v (σ,0)(x−σt)e−δt,

soit une sous-solution pour y ∈ [τ−(t); τ+(t)] et t > T ∗.

Preuve. On prouve le résultat en plusieurs étapes

Traduction de v(t, x) ≤ q(t, x− σt) Dans les faits, on recherche les points tels que v(t, x) ≤ q(t, y) = q(t, x− σt).
On cherche donc les couples (t, y) ∈ R∗+ × R+ solutions de l'équation non linéaire :

e(1−σ24 )te−
σ
2 ye−

y2

4t G(t, y) = eνye−δt,

où on a noté ν pour ν−v (σ, 0). Par passage au logarithme, on a :

−y
2

4t
−
(σ

2
+ ν
)
y +

(
1− σ2

4
+ δ

)
t+ log(G(t, y)) = 0.

On fait le changement de variable z = y
2t et on divise par −t. On obtient ainsi :

z2 + (σ + 2ν) z −
(

1− σ2

4
+ δ

)
− 1

t
log
(
G̃(t, z)

)
= 0.

Si on fait un nouveau changement de variable ρ = 1√
t
, on peut dé�nir la fonction H(ρ, z) de manière implicite :

F (ρ, z) = z2 + (σ + 2ν) z −
(

1− σ2

4
+ δ

)
− ρ2log (ρH(ρ, z)) = 0.

Le calcul de H(ρ, z) donne :

G(t, y) =
A(t)√

2πt

ˆ ∞
0

(
e−

(y′)2

4t + y′y
2t − e−

(y′)2

4t −
y′y
2t

)
q̃0(y′)dy′,

H(ρ, z) =
G̃(t, z)

ρ
=

2A(ρ−2)√
2π

ˆ ∞
0

e−
(y′ρ)2

4 2sinh (y′z) q̃0(y′)dy′.
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Expression des (t, x) où on a égalité On remarque que H(ρ, z) est une fonction C1 en ρ et z car A l'est et Hρ

et Hz sont continues, par convergence dominée sur des compacts de R∗+ pour ρ et R+ pour z. Pour ρ = 0, on a un

polynôme du second degré en z, les solutions sont donc

z± = −ν − σ

2
± 1

2

√
(σ + 2ν)

2
+ 4

(
1− σ2

4
+ δ

)
.

Comme on a ν = ν−v et l'identité ν2 + σν + 1 = 0, alors

(σ + 2ν)2 = σ2 + 4(ν2 + σν),

= σ2 − 4,

si bien qu'on a :

z± = −
(
−σ

2
− 1

2

√
σ2 − 4

)
− σ

2
± 1

2

√
σ2 − 4 + 4

(
1− σ2

4
+ δ

)
,

=
1

2

√
σ2 − 4±

√
δ.

On rappelle que F (0, z±) = 0. De plus, F est clairement C1 car H l'est. En�n,

Fρ(0, z±) = z2 + (σ + 2ν) z −
(

1− σ2

4
+ δ

)
+ 0,

= F (0, z±) = 0,

et

Fz(0, z±) = 2z± + σ + 2ν + 0,

= 2z± − (z± + z∓),

= z± − z∓,
= ±2

√
δ 6= 0.

Le théorème des fonctions implicites donne l'existence d'un ρ∗ > 0 tel que pour tout ρ ∈ [0; ρ∗[, il existe deux uniques

z(ρ) := z± +R±(ρ) tels que F (ρ, z(ρ)) = 0. Ce sont les points en variables (ρ, z), tels qu'on ait v(t, x) = q(t, x− σt).
Si on revient aux variables de départ :

z(ρ) = z± +R±(ρ),

=
1

2

√
σ2 − 4±

√
δ +R±(ρ),

=
1

2

√
σ2 − 4±

√
δ +R±

(
1√
t

)
,

qu'il faut multiplier par t pour revenir au problème de départ. Bien qu'on ait divisé par −t, le signe moins n'a aucune

in�uence puisqu'on cherche la nullité. On a donc

τ±(t) =
1

2

√
σ2 − 4t±

√
δt+R±

(
1√
t

)
t.

Finalement il existe T ∗ =
(

1
ρ∗(σ,δ,q0)

)2

tel que pour tout t > T ∗ils existent deux uniques valeurs x− σt = y = τ±(t)

dé�nies ci-dessus pour lesquels on a v(t, x) = q(t, x− σt).
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Expression des (t, x) pour lesquels on a l'inégalité A partir de là, on peut en déduire que v(t, x) ≤ q(t, x−σt)
pour y ∈ [τ−(t); τ+(t)]. En e�et, le théorème des fonctions implicites nous assure que F (ρ, z) change de signe dans

un voisinage d'un z±, donc il en est de même pour q(t, x − σt) − v(t, x). Or, si on regarde les taux de décroissance

des deux fonctions quand y →∞ à t > T ∗ �xé, on a

q(t, y) =
y→∞

O

(
e−

y2

4t

)
,

v(t, x) =
y→∞

O
(
eν
−
v (σ)y

)
.

Il est donc clair que pour les grandes valeurs de y, on a q(t, x−σt) ≤ v(t, x). Ce qui permet d'a�rmer que c'est pour

y ∈ [τ−(t); τ+(t)] qu'on a v(t, x) ≤ q(t, x− σt). La preuve est conclue.

Grâce à cette sous-solution pour l'équation en v, on peut démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.10. Pour tous (d, α) ∈ IV, on a ssel ≥ sanorm.

Preuve. Là encore, le résultat sera prouvé à travers plusieurs étapes intermédiaires. On considère Max(2, 2
√
dα) <

s < σ < sanorm et y = x− σt.

Forme des sous-solutions On va montrer qu'il existe une famille à un paramètre de fonctions u(t, x) telles que

N(u) = ut − duxx − f(u)− βvp(t, x)(1− u) < 0.

On va montrer que ce paramètre peut être pris tel que u(t, x) < u(t, x) pour une certaine valeur de t > 0. La

sous-solution u consiste en :

� un front Ur(x − st) se propageant à la vitesse s, solution de l'équation non linéaire découplée pour u :

dU ′′r + sU ′r + f(Ur) = 0. Il est déterminé à translation près et donc on le paramétrise à partir de r ∈ R par

Ur(r) = 1
2 . Comme s > 2

√
dα, il s'agit d'un front et admet une décroissance spatiale en eν

+
u (s)y quand y →∞.

� une fonction ψ(y, t) construite à partir d'une solution de l'équation suivante : ut = duyy+σuy+αu+βvp(t, y).

La famille de sous-solutions paramétrée par r est construite pour une fonction Θ+(t) > 0 bien choisie comme suit :

u(t, x) =


Ur(x− st) , x < σt,

Ur((σ − s)t)ψ(x− σt, t) , σt ≤ x < σt+ Θ+(t),

0 , x ≥ σt+ Θ+(t).

A�n de garantir la continuité en x = σt, il faut avoir ψ(0, t) = 1. De même, il faut avoir ψ(Θ+(t), t) = 0.

Expliciter ψ Pour expliciter ψ, on résout d'abord l'équation

ut = duyy + σuy + αu+ βepν
−
v (σ)ye−pδt.

Par une séparation des variables, on voit que la solution la plus générale de cette équation s'écrit, pour λ ∈ C
quelconque :

u(t, y) = eλt
(
c1e

ν+
u (σ,λ)y + c2e

ν−u (σ,λ)y
)

+ P (t, y),

avec P (t, y) une solution particulière de l'équation. Pour construire ψ, on part d'une solution générale stationnaire,

en posant λ = 0. A�n de pouvoir être une sous-solution au point de non di�érentiabilité σt + Θ+(t), on impose

c2 = 0. On a donc

u(t, y) = c1e
ν+
u (σ)y + P (t, y).
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On fait le changement d'inconnue u(t, y) = w(t, y)e−pδt qui donne

wt = dwyy + σwy + (α+ δ)w + βepν
−
v (σ)y.

La solution particulière est obtenue en cherchant une solution sous la forme Ceky :(
dk2 + σk + a+ δ

)
Ceky + βepν

−
v (σ)y = 0,

ce qui permet de trouver : {
k = pν−v (σ),

C = − β
dk2+σk+α+δ .

En repassant aux coordonnées de base, la solution particulière qu'on a trouvée s'écrit :

P (t, y) = − β

d(pν−v (σ))2 + σpν−v (σ) + α+ δ
epν
−
v (σ)ye−pδt.

On notera dans la suiteD(ν) ≡ dν2+σν+α+δ. On rappelle qu'on est dans le cadre (d, α) ∈ IV et que max(2, 2
√
dα) <

s < σ < sanorm. On montre que ν−u (σ) < ν+
u (σ) < pν−v (σ) < 0. En e�et, la fonction

f(z) = ν+
u (z)− pν−v (z),

= − z

2d
+

1

2d

√
z2 − 4dα+

z

2
p+

1

2
p
√
σ2 − 4.

est une fonction C1 en z. Comme (d, α) ∈ IV, on a vu que, pour z > 0, f(z) = 0 si et seulement si z = sanorm.

Calculons la dérivée de f en sanorm :

f ′(z) = − 1

2d
+

1

2d

z√
z2 − 4dα

+
1

2
p+

1

2
p

z√
z2 − 4

,

f ′(sanorm) >
1

2d

(
sanorm√

s2
anorm − 4dα

− 1

)
,

>
1

2d

(
sanorm√
s2
anorm

− 1

)
= 0.

Ainsi, on a f(σ) > 0 pour σ > sanorm et f(σ) < 0 pour σ < sanorm. Donc on a bien ν+
u (σ) < pν−v (σ) < 0. Cela

implique nécessairement que dp2ν−v (σ)2 + σpν−v (σ) + α > 0, donc en particulier comme δ > 0, on a D(pν−v (σ)) > 0.

On va maintenant voir c1 comme une fonction du temps :

ψ(x− σt, t) = c1(t)eν
+
u (σ)y − β

D(pν−v (σ))
epν
−
v (σ)ye−pδt.

On a besoin que ψ(0, t) = 1, ce qui impose que

c1(t) = 1 +
β

D(pν−v (σ))
e−pδt.

Finalement, on a

ψ(y, t) =

(
1 +

β

D(pν−v (σ))
e−pδt

)
eν

+
u (σ)y − β

D(pν−v (σ))
e−pδteν

−
v (σ)y.
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De plus, comme ν+
u (σ) < pν−v (σ) < 0, on a à t �xé ψ(y, t) →

y→∞
0−. Comme ψ(0, t) = 1, elle s'annule en au moins un

point y(t) > 0. Ce point est même unique. En e�et, la résolution de ψ(y, t) = 0 donne :

c1(t)eν
+
u (σ)y =

β

D(pν−v (σ))
e−pδtepν

−
v (σ)y,(

c1(t)D(pν−v (σ))

β

)
eν

+
u (σ)y = e−pδtepν

−
v (σ)y,

log

(
c1(t)D(pν−v (σ))

β

)
+ ν+

u (σ)y = −pδt+ pν−v (σ)y,

(
pν−v (σ)− ν+

u (σ)
)
y = pδt+ log

(
c1(t)D(pν−v (σ))

β

)
,

y =
1

pν−v (σ)− ν+
u (σ)

log

(
c1(t)D(pν−v (σ))

β
epδt

)
.

On notera ce point Θ+(t). En tenant compte de l'expression de c1(t), on peut l'écrire :

Θ+(t) =
1

pν−v (σ)− ν+
u (σ)

log

((
1 +

β

D(pν−v (σ))
e−pδt

)(
D(pν−v (σ))

β
epδt

))
,

=
1

pν−v (σ)− ν+
u (σ)

log

(
D(pν−v (σ))

β
epδt + 1

)
,

=
pδ

pν−v (σ)− ν+
u (σ)

t+
1

pν−v (σ)− ν+
u (σ)

log

(
D(pν−v (σ))

β
+ e−pδt

)
,

=: LΘt+RΘ(t).

Sélectionner un δ On a montré que pour tout δ > 0, la fonction v est une sous-solution de l'intervalle [τ−(t); τ+(t)].

Nous avons également construit pour tout δ > 0 une fonction ψ qui serait un bon candidat pour construire la sous-

solution de u, avec les propriétés suivantes :

ψ(0, t) = 1, ψ(Θ+(t), t) = 0, ψ(y, t) > 0 pour tout 0 ≤ y ≤ Θ+(t).

On va maintenant imposer une valeur pour δ. On pose

δc =

√
σ2 − 4

p

(
pν−v (σ)− ν+

u (σ)
)
> 0.

On a�rme que pour δ = δc, il existe Tδ(σ, q0) > 0 tel que

τ−(t) < Θ+(t) < τ+(t), pour tout t > Tδ(σ, q0).

De plus, si σ est su�samment proche de sanorm, on a τ−(t) > 0 pour t > Tδ. On rappelle l'expression de τ±(t), pour

tout t > T ∗(σ, δc, q0) :

τ±(t) =
√
σ2 − 4t± 2

√
δct+ 2R±

(
1√
t

)
t.

D'une part, les R± sont les termes correctifs tels que z(ρ) = z± ± R±(ρ) soient les points pour lesquels on a

v(t, x) = q(t, x − σt), avec z = y
2t et ρ = 1√

t
. Par continuité de F (z, ρ) du lemme 5.9, on a que R±(ρ) →

ρ→0
0, donc

R±

(
1√
t

)
→
t→∞

0. D'autre part, pour Θ+(t) = LΘt + RΘ(t), on a RΘ(t) →
t→∞

Cte. Finalement, on a les équivalents

suivants quand t→∞

τ±(t) ∼
(√

σ2 − 4± 2
√
δc

)
t,
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Θ+(t) ∼ LΘt,

∼ pδc

pν−v (σ)− ν+
u (σ)

t,

∼
√
σ2 − 4t,

On a donc bien, pour δ = δc, l'existence d'un Tδ(σ, q0) > T ∗(σ, δc, q0) tel que pour tout t > Tδ(σ, q0) on ait

τ−(t) < Θ+(t) < τ+(t). C'est encore vrai si
√
σ2 − 4 − 2

√
δc = 0. Pour la dernière assertion du théorème, on sait

que :

pν−v (σ)− ν+
u (σ) −→

σ→sanorm
0.

Donc δc −→
σ→sanorm

0. Il vient que pour σ su�samment proche de sanorm, on a
√
σ2 − 4−2

√
δc > 0, donc que τ−(t) > 0

pour t assez grand. En fait, le seuil dépend de σ, δc et de R±. Or, R± dépend en fait de σ, δc et q0 à travers ρ∗. On

peut donc prendre Tδ(σ, q0) su�samment grand pour qu'on ait τ−(t) > 0 pour t > Tδ(σ, q0).

Fracture de la droite réelle On rappelle qu'on a l'expression suivante pour u avec y = x− σt :

u(t, x) =


Ur(x− st) , y < 0,

Ur((σ − s)t)ψ(x− σt, t) , 0 ≤ y < Θ+(t)

0 , y ≥ Θ+(t).

,

Il faut véri�er que pour tous (t, x) on a N(u) = ut − duxx − α(u− u2)− βv(t, x) ≤ 0. On se place toujours dans une

fenêtre y = x− σt, et pour t > Tδ(σ, q0), on décompose R en quatre domaines :

Ia = ]−∞; 0],

Ib = ]0; τ−(t)],

Ic = ]τ−(t); Θ+(t)],

Id = ]Θ+(t);∞[.

A noter que sur Ic, on a v qui est une sous-solution de v, mais pas sur Ib. On va prouver qu'il existe un Tu(s, σ, q0) ≥
max(T ∗, Tδ) et un rc(Tu, s, σ, q0) tels que pour tout r < rc la fonction u(t, x) soit une sous-solution de u pour t > Tu
et pour tout x.

Régions Ia et Id Dans la région Ia, on a u(t, x) = Ur(x− st) et dans la région Id, on a u(t, x) = 0. Dans les deux

cas, on a ut − duxx − f(u) = 0, donc Nu(u) = −βv(t, x)p(1− u) ≤ 0.

Expression de Nu(u) dans les régions Ib et Ic On rappelle l'expression de u dans ce cas, et les propriétés de

ψ :

u(t, x) = Ur ((σ − s)t)ψ(x− σt, t),

ψ(x− σt, t) = c1(t)eν
+
u (σ)y − β

D(pν−v (σ))
epν
−
v (σ)ye−pδct,

ψt − c′1(t)eν
+
u (σ)y = dψyy + σψy + αψ + βvp.
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La fonction u a la même expression dans les deux régions Ib et Ic. L'expression de Nu(u) est également similaire

dans les deux cas. Dans la suite, on écrit Ur à la place de Ur(σt− st) et de même pour U ′r :

Nu(u) = ut − duxx − f(u)− βvp(1− u),

= ut − duyy − σuy − f(u)− βv(t, y)p(1− u),

= (σ − s)U ′rψ + Ur (ψt − dψyy − σψy)− f(Urψ)− βv(t, y)p(1− Urψ),

= (σ − s)U ′rψ + Ur

(
c′1(t)eν

+
u (σ)y + αψ + βvp

)
− f(Urψ)− βv(t, y)p(1− Urψ).

On regroupe alors les termes de la façon suivante :

Nu(u) = (σ − s)U ′rψ + Ur

(
c′1(t)eν

+
u (σ)y + βvp

)
+ α (Urψ)− f(Urψ)− βvp + βvpUrψ.

Or, le front Ur est solution de l'équation dU ′′r +sU ′r+α(Ur−U2
r ) = 0. Le portrait de phase donne le résultat suivant :

la façon dont le front Ur relie l'état 1 à l'état 0 permet, localement au voisinage de Ur = 0, de dé�nir U ′r comme une

fonction de Ur. On sait aussi que Ur ∼ eν
+
u y quand y = x− st→∞. Ainsi, on a le developpement limité suivant :

U ′r =
Ur→0

ν+
u Ur +O(U2

r ),

= Ur
(
ν+
u (s) +R(Ur)

)
.

avec |R(Ur)| < KUr pour un K > 0 si Ur est su�samment proche de zéro. On peut donc regrouper les termes comme

suit :

Nu(u) =
[
(σ − s)ν+

u (s) + βvp + (σ − s)R(Ur)
]
Urψ

+
[
Urc
′
1(t)eν

+
u (σ)y

]
+ [α (Urψ)− f(Urψ)] + β [Urψv

p − vp] .

Région Ic =]τ−(t); Θ+(t)] Comme on a choisi δ et t > Tδ tels que τ−(t) < Θ+(t) < τ+(t) alors pour y ∈ Ic, on a

que v est une sous-solution de u. Donc, comme Ur ≤ 1, on a

Urv
p ≤ vp.

Donc le dernier terme de Nu(u) est strictement négatif. Il en est de même pour le deuxième terme :

c1(t) = 1 +
β

D(pν−v (σ))
e−pδt > 0,

c′1(t) = − βδ

D(pν−v (σ))
e−pδt < 0.

On regarde maintenant le premier terme. On sait que (σ − s)ν+
u (s) est un nombre strictement négatif �xé car on a

pris s < σ < sanorm. De plus, comme Ur en décroissant strictement, on sait que pour t > Tδ(σ, q0), on a

Ur(σt− st) < Ur(σTδ − sTδ).

De plus, pour tout ε > 0 il existe r0(s, σ, q0), δc étant lui-même fonction de σ, tel que pour tous r < r0(s, σ, q0) et

t > Tδ, on a

Ur(σt− st)) < Ur(σTδ − sTδ),
< ε.
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Alors, ε su�samment petit, ou Tδ su�samment grand, on a

R(Ur(σt− st)) ≤ CUr(σt− st) < Cε,

α (Urψ)− f(Urψ) = α (Urψ)− f ′(0)Urψ +O
(

(Urψ)
2
)

= O
(

(Urψ)
2
)

si bien que pour r < r0(s, σ, q0) et t > Tδ, on a

1

3
(σ − s)ν+

u (s) + ν+
u (s)R(Ur(σt− st)),

<
1

3
(σ − s)ν+

u (s) + ν+
u (s)Cε < 0,

1

3
(σ − s)ν+

u (s)Urψ + [α (Urψ)− f(Urψ)] ,

= Urψ

[
1

3
(σ − s)ν+

u (s) +O(Urψ)

]
,

< 0,

pour ε su�samment petit et pour tout x− σt ∈ Ic. A partir de là, comme σ > 2, on sait que βvp(t, σt) →
t→∞

0 donc

il existe un Tδ éventuellement encore plus élevé tel que pour tout t > Tδ, on ait

1

3
(σ − s)ν+

u (s) + βvp(t, σt) < 0.

Puis, comme v est strictement décroissant en y = x − σt, cette inégalité reste valable pour y ∈ Ib ∪ Ic = [0; Θ+(t)].

Les premier et troisième termes additionnés dans Nu(u) forment donc un résultat négatif pour t et r bien choisis.

Donc on a N(u) ≤ 0 sur Ic.

Région Ib =]0; τ−(t)] Pour les trois premiers termes de Nu(u), la même discussion que pour la région Ic est

valide. Par contre, on a besoin de contrôler le dernier terme β [Urv
p − vp], qui n'est plus nécessairement positif pour

x − σt ∈ Ib. Dans les faits, il su�t de contrôler βUrv
p. On sait que dans la région Ib, on a ψ(x − σt, t) > 0 car

x− σt < Θ+(t). On peut donc diviser ce terme par ψ(x− σt, t) :

βUrv
p

ψ(x− σt, t)
=

βUre
pν−v (σ)(x−σt)e−pδct

c1(t)eν
+
u (σ)(x−σt) − β

D(pν−v (σ))
epν
−
v (σ)(x−σt)e−pδct

,

=
βUr

c1(t)e[ν
+
u (σ)−pν−v (σ)](x−σt)epδct − β

D(pν−v (σ))

.

On rappelle que c1 est strictement positif, borné, a une limite 1 en +∞ et que ν+
u − pν−v < 0. Pour (x− σt) ∈ Ib =

]0; τ−(t)], on va montrer que ce terme peut être rendu aussi petit qu'on veut pour t su�samment grand. Pour cela,

on étudie l'expression dans l'exponentielle, qui est la seule dépendance temporelle de ce terme :[
ν+
u − pν−v

]
(x− σt) + pδct ≥

[
ν+
u − pν−v

]
τ−(t) + pδct,

=
[
ν+
u − pν−v

] (√
σ2 − 4t− 2

√
δct+ 2R−(t)t

)
,

+
√
σ2 − 4

(
pν−v − ν+

u

)
t,

=
[
ν+
u − pν−v

] (
−2
√
δc + 2R−(t)

)
t.
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Or, quand t→∞, on a R−(t)→ 0. Donc il existe T > 0 tel que pour tout t > T , on a −2
√
δc + 2R−(t) < 0. Comme

ν+
u −pν−v < 0, il vient que pour toutM > 0 il existe T ′ > T tel que pour tout t > T ′ on a [ν+

u − pν−v ] (x−σt)+pδct >

M . Donc le terme βUrv
p

ψ(x−σt,t) peut être rendu aussi petit qu'on veut pour (x, t) ∈ Ib en prenant t assez grand.

Finalement, il existe Tu(s, σ, q0) > max(T ′, Tδ) tel que pour tout t > Tu, on a N(u) < 0, donc u est une sous-solution

de u sur Ib.

Conditions sur les dérivées On véri�e que u est une sous-solution aux points de non di�érentiabilité. C'est

évident au point y = Θ+(t), car ψ(y, t) étant positive à gauche de ce point, on a

lim
y→Θ−

∂u

∂y
= Ur(σt− st) lim

y→Θ−

∂ψ

∂y
,

≤ lim
y→Θ+

∂u

∂y
= 0.

Il reste à le montrer pour x = σt, i.e. y = 0. C'est aussi le point extrême des régions Ia et Ib. Dans la région Ia, on

a :

lim
y→0−

∂u

∂y
= lim

x−σt→0−

∂

∂y
(Ur(x− st)) ,

= lim
y→0−

∂

∂y
(Ur(y + σt− st)) ,

= lim
y→0−

U ′r(y + σt− st),

= lim
y→0−

ν+
u (s)Ur(y + σt− st) [1 +R(Ur(y + σt− st))] ,

= ν+
u (s)Ur (σt− st) [1 +R(Ur (σt− st))] .

Tandis que dans la région Ib, on a

lim
y→0+

∂u

∂y
= lim

y→0+

∂

∂y
(Ur(σt− st)ψ(y, t)) ,

= lim
y→0+

Ur(σt− st)
∂ψ

∂y
(y, t),

= Ur(σt− st) lim
y→0+

∂

∂y

(
c1(t)eν

+
u (σ)y − β

D(pν−v (σ))
epν
−
v (σ)ye−pδct

)
,

= Ur(σt− st) lim
y→0+

(
ν+
u (σ)c1(t)eν

+
u (σ)y − β

D(pν−v (σ))
ν−v (σ)epν

−
v (σ)ye−pδct

)
,

= Ur(σt− st)
(
ν+
u (σ)c1(t)− β

D(pν−v (σ))
pν−v (σ)e−pδct

)
,

= Ur(σt− st)
(
ν+
u (σ)

(
1 +

β

D(pν−v (σ))
e−pδct

)
− β

D(pν−v (σ))
pν−v (σ)e−pδct

)
,

= Ur(σt− st)
(
ν+
u (σ) +

(ν+
u (σ)− pν−v (σ))β

D(pν−v (σ))
e−pδct

)
< 0.

On est bien négatif car ν+
u (σ) < pν−v (σ) < 0, et D(pν−v (σ)) > 0. A partir de là, comme s < σ et que

∂

∂s
ν+
u =

1

2d

(
−1 +

s√
s2 − 4dα

)
> 0,

pour tout s >
√

2dα, on en déduit que ν+
u (s) < ν+

u (σ). Ainsi, avec un Tu(s, σ, q0) éventuellement encore plus grand,

on peut assurer que pour t > Tu :

ν+
u (s) < ν+

u (σ) +
(ν+
u (σ)− pν−v (σ))β

D(pν−v (σ))
e−pδct.
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De plus, comme σ−s > 0 et Ur(y) −→
y→∞

0, pour tout t > Tu on a Ur ((σ − s) t) < Ur ((σ − s)Tu). Après quoi, comme

Ur(y) −→
r→−∞

0, pour tout ε > 0, il existe rc(Tu, s, σ, q0) ≤ r0(s, σ, q0) tel que pour tout r < rc et pour tout t > Tu, on

a Ur(σt− st) < ε. Alors, comme R(Ur) −→
Ur→0

0, il su�t de prendre ε, et donc rc su�samment petits de façon à ce que

ν+
u (s) [1 +R(Ur (σt− st))] < ν+

u (σ) +
(ν+
u (σ)− pν−v (σ))β

D(pν−v (σ))
e−pδcTu ,

< ν+
u (σ) +

(ν+
u (σ)− pν−v (σ))β

D(pν−v (σ))
e−pδct,

ce qui permet de véri�er la condition souhaitée :

lim
y→0−

∂u

∂y
< lim
y→0+

∂u

∂y
.

On a donc bien une sous-solution pour tous t > Tu, r < rc et x ∈ R.

Une sous-solution intermédiaire Au lieu de montrer que u(0, x) ≤ u0(x) comme on l'a fait jusqu'ici, on va

montrer que u(Tu, x) ≤ u(Tu, x), ce qui su�ra pour montrer que u(t, x) ≤ u(t, x) en temps long. Comme la vitesse

sélectionnée est une vitesse asymptotique, cette méthode est bien valide. A�n de montrer cela, on va construire une

autre sous-solution pour l'équation en u.

On considère un front sous-critique uosc(x− sεt) qui se propage vers la droite à une vitesse sε = 2
√
dα− ε < 2

√
dα.

On sait par une étude du portrait de phase que de tels fronts oscillent autour de 0. Comme pour le lemme 5.7, on

va garder uniquement la partie à gauche du premier zéro de uosc, noté θ, et on prolonge à droite par 0 sur R tout

entier :

uε(x− sεt) =

{
uosc(x− sεt) , x− sεt ≤ θ,
0 , x− sεt ≥ θ.

Par invariance par translation, on peut choisir θ comme on le souhaite. Comme uε ∈ [0; 1], c'est une sous-solution

du système :

Nu(uε) = (uε)t − d (uε)xx − αuε(1− uε)− βv(1− uε),
= −βv(1− uε) ≤ 0.

et pour θ su�samment négatif, on a aussi uε(0, x) ≤ u0(x). Par le principe du maximum, on a aussi uosc < 1, donc

uε(0, x) < u0(x) sur un ouvert de R, en fait une demi-droite. Le principe du maximum donne alors uε(t, x) < u(t, x)

pour tous 0 < t < Tu et x ∈ R.

Minoration u(Tu, x) ≤ u(Tu, x) sur Ia∪Id Comme u ≡ 0 est une sous-solution de l'équation en u, et que u0(x) > 0

sur un ouvert de R, en fait une demi-droite, on en déduit par le principe du maximum que u(Tu, x) > 0 pour tout x.

Comme u = 0 sur Id, on a déjà la minoration sur Id.

A t = Tu, si le support de uε(Tu, x) coupe Ib =]0; τ−(t)], alors uε > 0 sur Ia. On peut a�rmer l'existence d'un r1 ≤ rc
tel que pour tout r < r1, on a pour tous les (Tu, x) ∈ Ia, i.e. pour les x ≤ σTu :

u(Tu, x) = Ur(x− sTu) < uε(x− sscTu) < u(Tu, x).

En e�et, pour (t, x) ∈ Ia, on a ponctuellement u(t, x) = Ur(x − st) −→
r→−∞

0. Il su�t donc de véri�er les taux de

décroissance en −∞. Les fronts uosc et Ur sont respectivement solutions de dU ′′ + s̃U ′ + f(U) = 0, pour s̃ ∈ {sε, s}.
En linéarisant autour de l'état 1 instable, on obtient : dU ′′+ s̃U ′+f ′(1)U = 0, donc 1−U décroit comme exp(µ+

u (s̃)x)

quand x→ −∞ avec

µ+
u (s̃) = − s̃

2d
+

1

2d

√
s̃2 − 4df ′(1) > 0,
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car f ′(1) < 0 par hypothèse. On voit que :

d

ds
µ+
u (s̃) =

1

2d

(
−1 +

s̃√
s̃2 − 4df ′(1)

)
< 0,

ce qui entraîne que µ+
u (sε) > µ+

u (s), donc que la convergence vers 1 pour uosc est plus rapide que celle pour Ur. Donc

pour un t �xé, il existe une demi-droite en x allant vers −∞ sur laquelle on a Ur < uosc. On peut ensuite choisir

r1 < rc su�samment petit de façon à ce que pour tous r < r1 et (Tu, x) ∈ Ia, on a

Ur(x− sTu) < min
x≤σTu

uosc(x− sscTu),

≤ uosc(x− sscTu),

< u(Tu, x).

Toujours en t = Tu, si le support de uosc est disjoint de Ib, on peut tout de même trouver une demi-droite

] − ∞;x0(sε, uosc)[ sur laquelle on a uosc > 1
2 . Alors là encore pour r < rc assez petit, on a Ur < uosc sur

] − ∞;x0(sε, uosc)[. Ensuite, comme u > 0 par le principe du maximum, elle est minorée par une constante

c(s, σ, Tu, uosc, ssc) sur l'intervalle compact [x0;σTu]. Il su�t donc de prendre r < rc assez petit pour que Ur(x −
sTu) < c pour x ∈ [x0;σTu]. On a donc u(Tu, x) < u(Tu, x) sur Ia dans tous les cas.

Minoration u(Tu, x) ≤ u(Tu, x) sur Ib ∪ Ic Pour la région Ib ∪ Ic =]σTu; Θ+(Tu) + σTu], on peut faire de même

car Θ+(Tu) ne dépend pas de r. Comme u(Tu, x) > 0, on a donc encore u minorée par une constante sur Ib ∪ Ic. Or,
pour tous (Tu, x) ∈ Ib ∪ Ic, on a

u(Tu, x) = Ur((σ − s)Tu)ψ(x− σTu, Tu)

On va montrer que ψ(y, Tu) ≤ 1 sur Ib ∪ Ic. Si on calcule la dérivée en y :

ψ(y, Tu) =

(
1 +

β

D(pν−v (σ))
e−pδcTu

)
eν

+
u (σ)y − β

D(pν−v (σ))
epν
−
v (σ)ye−pδcTu ,

ψy(y, Tu) =

(
1 +

β

D(pν−v (σ))
e−pδcTu

)
ν+
u (σ)eν

+
u (σ)y − βpν−v (σ)

D(pν−v (σ))
epν
−
v (σ)ye−pδcTu ,

On voit déjà que lim
y→−∞

ψy(y) = −∞ et lim
y→∞

ψy(y) = 0+. Ainsi, ψy s'annule en changeant de signe au moins une fois.

De tels points doivent nécessairement véri�er ψy(y, Tu) = 0. Si on résout cette équation, on trouve :

0 =

(
1 +

β

D(pν−v (σ))
e−pδcTu

)
ν+
u (σ)eν

+
u (σ)y − βpν−v (σ)

D(pν−v (σ))
epν
−
v (σ)ye−pδcTu ,

epν
−
v (σ)y =

(
D(pν−v (σ))

β
epδcTu + 1

)
ν+
u (σ)

pν−v (σ)
eν

+
u (σ)y,

pν−v (σ)y = log

(
D(pν−v (σ))

β
epδcTu + 1

)
+ log

ν+
u (σ)

pν−v (σ)
+ ν+

u (σ)y,

y0 :=
1

pν−v (σ)− ν+
u (σ)

[
log

(
D(pν−v (σ))

β
epδcTu + 1

)
+ log

ν+
u (σ)

pν−v (σ)

]
.

Donc le seul point où ψy(y, Tu) = 0 est y0 et ψy change de signe en ce point. Plus précisément, ψy(y, Tu) < 0 pour

y < y0 et ψy(y, Tu) > 0 pour y > y0. Or, la fonction ψ véri�e ψ(Θ+(Tu), Tu) = 0 et lim
y→∞

ψ(y, Tu) = 0−, donc elle

admet un minimum dans ]Θ+(Tu); +∞[. Ce minimum est forcément un point critique, donc forcément y0. Ainsi, on

a Θ+(Tu) < y0. Finalement, ψ est strictement décroissante sur ]0; Θ+(Tu)] = Ib ∪ Ic, donc comme ψ(0, Tu) = 1, on a

bien ψ(y, Tu) < 1 sur Ib ∪ Ic.
Ainsi, on a u(Tu, x) ≤ Ur((σ − s)Tu) sur Ib ∪ Ic. Il su�t là encore de prendre r su�samment petit en fonction de

s, σ, Tu pour qu'on ait

u(Tu, x) < Ur((σ − s)Tu) < min
x∈Ib∪Ic

(u(Tu, x)) ≤ u(Tu, x)

pour tout (Tu, x) ∈ Ib ∪ Ic.
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Preuve du lemme Les valeurs 2
√
dα < s < σ < sanorm étant �xées, on a montré l'existence d'une fonction q0,

d'un Tu(s, σ, q0) > 0 et d'un r1(s, σ, q0, Tu) ∈ R de telle sorte que la fonction u qu'on a construite est une sous-solution

pour t > Tu et x ∈ R. On a ensuite montré que u(Tu, x) < u(Tu, x) pour tout x. C'est donc bien une sous-solution

du problème de Cauchy avec la condition initiale prise en t = Tu qui vaut u(Tu, x). Donc pour tout t > Tu on a

u(t, x) < u(t, x). Or, la stricte décroissance de u pour x ≤ σt + Θ+(t) montre que le point d'invasion κ(t) de la

fonction u est caractérisé par :

u(t, κ(t)) =
1

2

Il en va d'ailleurs de même pour tout seuil strictement comprise entre 0 et 1. La vitesse sélectionnée dé�nie par (1.4)

implique qu'on peut ne regarder κ(t) que pour des grandes valeurs de t. Or, comme s < σ, pour t su�samment grand

on a r+ st < σt, donc u(t, r+ st) = Ur(r) = 1
2 par hypothèse. Ainsi, on a directement κ(t) = r+ st pour les grandes

valeurs de t.

Or, avec κ(t) le point d'invasion de u, on a immédiatement que κ(t) < κ(t) pour t > Tu, si bien qu'on obtient

l'inégalité voulue pour la vitesse sélectionnée :

lim
t→∞

κ(t)

t
≤ lim

t→∞

κ(t)

t
,

s ≤ ssel.

Cette inégalité est vraie pour un s quelconque pris dans ]2
√
dα; sanorm[. Finalement, pour (d, α) ∈ IV on a sanorm ≤

ssel. A noter que si on avait pris une valeur seuil h 6= 1
2 dans la dé�nition du point d'invasion (1.3), on peut refaire

la même preuve en paramétrisant la famille Ur par Ur(r) = h. Cela termine la preuve.

On peut véri�er que la preuve du théorème 2 est obtenue en regroupant les résultats établis par tous les lemmes de

cette section.
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