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Résumé

Au cours de ce stage, nous avons étudié le systéme d’équations de réaction-diffusion suivant :

Ut = dgy + f(u) + poP(1 —u) ,t>0,z€R,
Vp = Vg + (1 — ) ,t>0, z €R,
u(0,2) = up(z), ©v(0,2) =vo(z) ,z€eR,

avec d, 3,p > 0, f € C? une fonction Fisher-KPP, c’est-a-dire vérifiant

f(0)=rf(1)=0,
f(0)>0>f(1),
0< flu) < f'0)u ,0<u<l.

et up, vy des perturbations a support compact de la fonction 1,<q, telles que 0 < ug,vg < 1. Les solutions d’un tel
systéme ressemblent & des fronts qui partent de 1, arrivent en 0, et se propagent vers les x positifs. On s’intéresse a
la vitesse asymptotique de ces fronts. Dans le cas découplé 8 = 0, si on pose le paramétre a = f/(0), on peut prouver
que u (respectivement v) converge vers un front se propageant a la vitesse 2v/do (resp 2). Dans le cas couplé 8 > 0,
I’équation en v ne change pas et donc sa vitesse asymptotique non plus. Cependant, on ne sait pas si la composante
u converge vers un front. Comme la solution en u ressemble & un front, on peut mesurer sa vitesse de propagation
asymptotique en définissant sa vitesse sélectionnée sg¢; :
k(t) = iteli {x |u(t,z) > ;} , Ssel = tlgglo @

Il faut ensuite construire des sur- et des sous-solutions pour déterminer ’expression de s,; en fonction des paramétres.
Cette approche a déja été réalisée dans le cas p = 1 et f(u) = au(l—wu). Dans ce cas bien précis, ’expression de sg¢; a
pu étre entiérement déterminée. On constate l’existence d’un domaine des paramétres (d, «), et ce indépendamment
de 8 > 0, tels que sg¢ > max(2,2\/£). Ainsi, dés qu’un couplage existe, la vitesse asymptotique de u peut étre
plus élevée que les vitesses des deux composantes prises isolément. Une telle vitesse est qualifiée d’anormale. 11 s’agit
maintenant d’étendre ces résultats pour f Fisher-KPP et p > 0 quelconque.

La généralisation au cas f Fisher-KPP n’a pas posé de difficulté significatives. On remarque en effet que sy ne
dépend de f qu’a travers le parameétre a = f(0). Cela est relié a la conditon f(u) < f/(0)u dans la définition de f
Fisher-KPP. Cette contrainte impose qu’on est en présence de fronts tirés, c¢’est-a-dire que la dynamique du front,
et notamment sa vitesse, est déterminée par ’avant du front, 14 ou il est proche de 0. Cette observation joue un role
crucial pour déterminer sg.;. En effet, comme p = 1, on peut linéariser le systéme autour de (0,0) :

Uy = dug, + au + o ,t>0,zeR,
Vp = Ugy + 0 ,t>0, z eR,
u(0,2) =uo(z), v(0,2) =wvo(zx) ,z€R,

et déterminer explicitement la vitesse de propagation de u, qu’on notera s;;, et qu’on appellera vitesse linéaire. Vu
que la linéarisation a retiré les contributions négatives f(u) — au, —Bvu et —v?, on peut prouver par des arguments
de sur-solutions que ss¢; < S35, De maniére plus générale, s;;, sert de prédicteur pour sg; : toutes les valeurs prises
par Sse; sont également prises par s;;,, y compris la vitesse anormale, et on a sge; < Sp;, uniquement sur une portion
réduite du diagramme (d, ). Enfin, I'estimation de sg.; par s, facilite la construction de sur- et de sous-solutions
pour déterminer sg;.

Etendre au cas p # 1 est plus difficile. Dans ce cas, ou bien la linéarisation est impossible, ou bien elle découple
le systéme. En l'absence de prédicteur, il faudrait induire la formule de s, des simulations numériques, mais la



construction des sur- et sous-solutions resterait compliquée. A la place, on réalise une « pseudo-linéarisation » en
conservant le terme SvP :

Uy = dugy + au + foP ,t>0, z €R,

Vg = Ugy + 0 ,t>0,zeR,

u(0,2) =up(z), v(0,2) =wvo(zx) ,zeR.

Bien qu’on ne puisse pas savoir explicitement la vitesse de propagation de u dans le systéme ci-dessus, on peut
procéder & une approche heuristique. Dans le cas p = 1, le calcul de s;;,, montre qu’une vitesse anormale apparait en
cas de résonance entre les modes de décroissance spatiale des fronts vers lesquels u et v convergent lorsque 8 = 0.
Quand p = 1, il s’agissait d’une résonance de type 1 — 1. Ici, le terme SvP nous a amené & faire ’hypothése d’une
résonance 1 — p. On en déduit une nouvelle vitesse anormale, et ainsi une vitesse « pseudo-linéaire » 5j;,. A partir
de 13, on a pu déterminer ’expression de sg; dans le cas général p > 0, et f Fisher-KPP.

L’étape suivante a été de considérer f monostable, ce qui revient & enlever la contrainte f(u) < f'(0)u. Cependant,
méme pour 8 = 0, aucun résultat général ne donne la vitesse asymptotique de u. On étudie donc 'exemple f(u) =
au(l —u)(1+au), avec a > 0. Cette fonction est Fisher-KPP si et seulement si a < 1. Pour ce f, on peut déterminer
la vitesse asymptotique de u, qu’on notera

2V dao ,a <2
Sy =
(%) Vda ,a > 2.

Cependant, déterminer sg.; pour f monostable est beaucoup plus difficile, surtout pour les bornes supérieures. Sans
la condition f(u) < f/(0)u, nous ne sommes plus forcément en présence de fronts tirés, et la linéarisation autour de
(0,0) ne fournit donc pas un bon prédicteur. On en veut pour preuve que ’expression de s, ci-dessus dépend de f a
travers a, donc un autre paramétre que o = f’(O)7 quand a > 2.

Néanmoins, on peut obtenir des bornes inférieures de s,.; et montrer ’existence d’une vitesse anormale. On constate
d’abord que f(u) > au(l —wu). Si on remplace f(u) par au(l —u), on retire une contribution positive et on retrouve
le systéme de départ avec une fonction cu(l — u) de type Fisher-KPP, donc on connait la vitesse asymptotique
de u, qu’on notera sxpp. Par un argument de sous-solution, on a sg; > s,. De méme, on a ss¢; > Sxpp, donc
Ssel > max(sipp, Sy)- Or, il existe un domaine des paramétres (d, o, a,p) tel que la vitesse anormale de s pp soit
strictement supérieure & max(2, s, ). On en déduit une vitesse anormale dans s, également.

Bien qu’on ne puisse pas déterminer ’expression de s,.;, notre étude dans le cas f Fisher-KPP nous a permis de
conclure ’existence d’une vitesse de propagation anormale dans un cas particulier de fonction f monostable. On
dispose également d’une borne inférieure de cette vitesse, & savoir sxpp.

Mots-clés libres : Fronts d’invasion, vitesse de propagation anormale, sur- et sous-solutions, vitesse sélectionnée,
monostable
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Introduction

Les équations de réaction-diffusion sont un des principaux domaines de recherche en mathématiques appliquées.
L’équation de Fisher-KPP, qui sert de base & la grande majorité des modéles, est encore ’objet de nombreuses études
aujourd’hui. Ce type d’équations intervient de maniére récurrente en neurosciences, en écologie, en dynamique des
populations, ou encore en chimie.

Bien qu’on ne connaisse pas la solution exacte de ces équations, une approche populaire pour analyser ces équations
se fait par ’étude de fronts d’invasion, et plus particuliérement & la vitesse asymptotique de ces fronts.

C’est dans ce contexte que s’inscrit mon stage de Master 1, qui s’est déroulé au sein de I'Institut de Mathématiques
de Toulouse, rattaché a I’Université Paul Sabatier.

1 Objectifs et préliminaires

Dans un premier temps, on explicite 'objectif du stage avant de présenter des résultats élémentaires pour 1’étude
d’équations de réaction-diffusion.

1.1 Objectifs
Le systéme étudié est le suivant :

up = dugy + f(u) + foP(1 — u) ,t>0,z€eR,
Ve = Vgp + (1 — ) ,t>0, 7R, (1.1)
U(O,I) = UO(x)a U(07I) = UO(I) y T € Ra

avec d, 3,p > 0, f € C? une fonction Fisher-KPP, c’est-a-dire vérifiant

f(0)=f(1)=0,
f1(0)>0> f'(1), (1.2)
0< flu) < f'O)u ,0<u<l.

et up,vo des perturbations & support compact de la fonction 1,<g, telles que 0 < ug,v9 < 1. Les équations des
composantes u et v sont typiquement appelées des équations de réaction-diffusion. Les termes du,, et v,, représentent
la diffusion spatiale des populations. Les termes f(u) et v(1 — v) représentent la reproduction de la population et
constituent les termes réactionnels. Ces termes sont nuls quand la population u ou v atteint 1, ce qui représente une
saturation de I’environnement. Quitte & faire un changement de variable en temps et en espace, on peut toujours se
ramener i des constantes égales & 1 devant les termes de diffusion et de réaction pour I’équation en v.

On admettra l’existence et I'unicité du probléme de Cauchy (1.1), comme les autres problémes qu’on verra au cours
de ce rapport. Cela reléve de la théorie des semi-groupes, et la preuve ne sera pas détaillée ici. En revanche, la section
suivante montre que la solution du probléme de Cauchy reste entre 0 et 1. Au vu de nos conditions initiales, ces
solutions ressemblent & des fronts reliant I'état 1 quand x — —oo a P’état 0 quand x — o0, voir la Figure 1.1
pour des exemples. On s’intéresse & la vitesse asymptotique de propagation de ces fronts quand ¢ — 4+oc0. En ce qui
concerne I’équation en v, on verra que la solution converge, dans un sens qu’on précisera, vers un front V(z — 2t)
se propageant a la vitesse 2. Dans le cas 8 = 0, donc avec un systéme découplé, on montre de méme que la vitesses
asymptotique de la composante u est 24/df’(0). Elle ne dépend de f qu’a travers le paramétre « := f/(0). On verra
qu’on peut prouver ces résultats par une analyse des portraits de phase.

Cependant, dans le cas 8 > 0, les équations sont couplées et un portrait de phase devrait étre en dimension 4, dont
I’étude n’est pas réalisable. On ne peut alors connaitre la vitesse de la composante u. Il n’est méme pas certain que
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F1GURE 1.1 — Profil de u et v en temps long, pour 5 = p = a = 1. A gauche, on a d = o = %, ce qui implique

2vda < 2. La composante v impose sa dynamique & u et on a Sg; = 2. A droite, on a d = a = 2, ce qui implique
2vda > 2. Le terme SvP(1 — «) n’influence plus la dynamique de u ce qui donne sg; = 2V da.

celle-ci converge vers un front U(z — ct). Pour représenter la vitesse asymptotique, on définit le point d’invasion

k() = sup {a:|u(t,x) > ;} (1.3)

z€R

ainsi que la vitesse sélectionnée
. K(T
Ssel = thm ( )7 (14)
qui dépend a priori des conditions initiales et des paramétres. Le seuil % est purement arbitraire et on montrera que
la vitesse sélectionnée ne dépend pas de cette valeur, tant qu’elle est prise dans |0;1[. L’objectif est de déterminer
I’expression de sg¢;.

On pourrait croire en premier lieu que la vitesse sélectionnée est un maximum des vitesses asymptotiques des deux
composantes u et v isolées, donc sg; = max(2, 2\/@) (Figure 1.1). Par exemple, si da > 1 et qu’on se place dans
une fenétre y = = — 2v/dat, la composante v convergera vers 0 sur tout compact en y quand ¢t — oco. On pourrait
donc penser que remplacer la contribution SvP(1 —u) par zéro dans I’équation en u donnerait la vitesse sélectionnée.
Il se trouve que ce n’est pas toujours le cas : il existe un domaine des paramétres pour lesquels sgo; > max(2, 2\/@).
Ce phénomeéne a été observé pour la premiére fois dans [10] et a recu le nom de « vitesse anormale ».

Au cours de ce rapport, on démontrera l’expression exacte de sse; du systéme (1.1) dans le cas f Fisher-KPP. On
mettra ainsi en évidence ’existence d’une vitesse anormale pour certains paramétres. Dans un second temps, on
considérera des conditions moins restrictives sur f et, en illustrant par un cas particulier, on montrera que 1’étude
du cas f Fisher-KPP permet parfois conclure a ’existence d’une vitesse anormale dans un cas plus général.

1.2 Principe de comparaison et principe du maximum

Le principe de comparaison consiste a construire des sous- et des sur-solutions d’un probléme de Cauchy. Ce sont des
fonctions qui majorent ou minorent toute solution. Cette théorie, présentée de maniére exhaustive dans [3], sera la
base de toutes les preuves concernant 'expression de sg¢;. Tous les problémes de Cauchy présentés dans ce rapport
vérifient un principe de comparaison. On présente ici une version simplifiée, bien que moins générale, des résultats.



Soit un opérateur parabolique P tel que
P = 0y —a(t,r)0p — b(t,x)0; — c(t, x),
= 0O—1L,
ol a, b, c sont des fonctions continues et bornées sur ]0; T[xR pour tout 7' > 0, et telles que a est majorée par une
constante strictement positive sur ]0; T[xR.

Soit le probléme de Cauchy parabolique non linéaire :

(1.5)

Ou— Lu= f(t,z,u) ,t>0,z€R,
U(O,:L') = UO(CE) , z €R,

ott I'on suppose que ug, t — f(t,z,u), * — f(t,x,u) soient continues et u — f(t,x,u) est C1. On pose N(u) =
Owu — Lu — f(t,x,u). Soit maintenant u(t,x) et u(t,2) des fonctions continues qui soient C* en temps et C? par

morceaux en espace. On dit que u est une sous-solution si 14 ot elle est C12, N(u) < 0, et en tout point x¢ de non
différentiabilité, une des deux inégalités suivantes est vérifiée :

lim d,u < lim d,u <0,

T x—mar
0< lim d,u < lim O,u.

De maniére équivalente @ est une sur-solution si N (@) > 0 lorsque ¢a a un sens, et en les points xo de non différen-
tiabilité, on a une des deux inégalités qui est vraie :

0> lim d,u > lim 0,7,

lim d,u > lim O,u > 0.
T—To z%z;r

Si en plus on a u(0,z) < w(0,z) pour tout x, alors u(t,x) < u(t,z) pour tous (¢,x).

On remarque que la solution u(t,z) de (1.5) est a la fois une sur- et une sous-solution. Ainsi, si on prouve que
4(0, z) < ug(z) (respectivement ug(x) < w(0,x)) alors pour tous (¢, z) on a u(t, z) < u(t,z) (respectivement u(t, z) <
u(t,z)). En outre, vu les définitions (1.3)-(1.4), on voit que si u, ou & défaut son point d’invasion, se propage a la
vitesse s, alors s > s. De méme, si u se propage a la vitesse s, alors sge; < s. C’est de cette fagon qu’on déterminera
I’expression de la vitesse sélectionnée.

Le principe du maximum est un prolongement de ce résultat : s’il existe un ouvert de R tel que u(0,z) < w(0,z),
alors u(t,z) < u(t,z) pour tous t > 0 et z € R. La encore on peut remplacer u ou @ par v dans ’énoncé.

2 Equation de Fisher-KPP

Compte tenu que la composante v dans (1.1) évolue indépendamment de u, on peut étudier I’équation pour v en
isolation :
Vp = Vg +v(1 — ). (2.1)

C’est la célébre équation de Fisher-KPP, qui a été l'objet de nombreuses études, voir [1, 2, 5, 9] entre autres.
Les sections qui suivent constituent un rappel de propriétés essentielles de cette équation. Le lecteur familier avec
I’équation de Fisher-KPP pourra aller directement & la section 3.

Pour plus de généralité, on considére dans le reste de cette section ’équation

avec f Fisher-KPP. On peut alors se ramener a I’équation vérifiée par v en posant d = 1 et f(u) = u(l — u). Cela
permettra ainsi de prouver que la vitesse asymptotique de I’équation u sans couplage vaut bien 2v/da.
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FIGURE 2.1 — A gauche, portrait de phase de (2.3) avec U, en abscisse et U/ en ordonnée, pour d = 1, f(u) = u(1l—u),
et c = % < 2Vda. A droite, le profil obtenu. L’état d’équilibre 1 est un point col, donc instable. L’état 0 est une

spirale stable, et U, y oscille quand y — oo.

2.1 Existence de solutions U.(z — ct)

On cherche des solutions de (2.2) avec un profil U.(z —ct) qui se déplace a la vitesse ¢ € R. De telles solutions doivent

donc vérifier, avec y = = — ct,
au; (y) + cUl(y) + f(U.) = 0. (2.3)

On considére dans un premier temps ¢ > 0 et on pose ¢* = 2v/da. Une étude de portrait de phase réalisée dans
[1] montre que pour tout c, il existe une solution U.(y), unique & translation prés, qui relie I’état instable 1 quand
y — —oo a l’état stable 0 quand y — +o0. De plus, si ¢ €]0,c*[, U, oscille autour de 0 (Figure 2.1), qui est une
spirale stable, tandis que si ¢ > ¢*, U, converge vers 0 en décroissant strictement, et donc reste dans |0, 1[ pour tout

y (Figure 2.1).
On appelle un front un profil qui correspond au cas ¢ > ¢*, & savoir :

Uc(y) = 1 , Y — —00,
Ue(y) =0 , Y — 00,
Ucly) € 0:1] ,yeR,
Ul(y) <0 ,y €R.

Si ¢ < 0, le portrait de phase est le méme que celui obtenu pour —c en prenant le symétrique par rapport a ’axe des
abscisses, et en inversant le sens de parcours. Le profil partira alors de 0 pour aller vers 1, et se propagera vers la

gauche avec une vitesse |c|.

2.2 Convergence de la solution du probléme de Cauchy

On considére maintenant ’équation (2.2) avec notre condition initiale uy € [0; 1] qui est une perturbation a support
compact de 1,<¢. Dans ce cadre, on peut appliquer la théorie des sur- et sous-solutions. On remarque que v = 0 et
u = 1 sont des solutions particuliéres de ’équation et constituent donc respectivement une sous- et une sur-solution.
Comme ug est entre ces valeurs, la solution du probléme de Cauchy vérifie u(t, z) € [0;1] pour tous (¢, z).

Ainsi, si u devait converger vers un U.(z — ¢t), on ne pourrait avoir ¢ < 2. En fait, étant donné que notre condition
initiale est nulle sur un demi-espace de la forme [k; +oof, il a été montré dans [1] que la solution converge vers le
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FIGURE 2.2 — A gauche, portrait de phase de (2.3) avec U, en abscisse et U/ en ordonnée, pour d = 1, f(u) = u(l—u),
et ¢ = 2 = 2v/da. A droite, le profil obtenu. L’état d’équilibre 1 est un point col, donc instable. L’état 0 est un noeud

stable, et U, y converge en décroissant strictement quand y — co.

front de vitesse minimale, donc U+, au sens suivant :

inf w(t,z) — 1, pour tout ¢ < c*,
z<ct t—o0

et
sup u(t,z) — 0, pour tout ¢ > c*.
z>ct t—o0

De ce résultat, on en déduit que la vitesse sélectionnée vaut exactement ¢* si 5 = 0, donc si le systéme est découplé.
A noter que des fronts U, tels que ¢ > ¢* peuvent aussi étre atteints, si on avait considéré une condition initiale

décroissant exponantiellement quand z — co.

3 Etat de ’art

3.1 Fronts tirés, fronts poussés

Le systéme (1.1) avait déja été étudié dans le cas f(u) = au(l —u), avec p =1 [7, 8] ou p = 2 [4] . Pour ces deux
cas, la vitesse sélectionnée a été totalement déterminée, mais on ne parlera ici que du cas p = 1. La généralisation a
f Fisher-KPP ne présentera pas de difficultés, car dans ce cas f n’influe sur la dynamique qu’a travers le paramétre
a = f'(0). Plus précisément, la condition f(u) < cu, implique qu’a un temps donné, la population situé a 'avant
du front détermine la dynamique. De tels fronts sont appelés fronts tirés, par opposition aux fronts poussés (Figure
3.1).

Pour les fronts tirés, linéariser autour du point d’équilibre 0 donne des informations utiles sur la dynamique non
linéaire. Pour des équations du type u; = dug, + f(u) avec f Fisher-KPP, la vitesse de propagation linéaire, donc
celle de u; = du,, + au, est identique & la vitesse non linéaire. Méme lorsque ces deux vitesses ne sont pas égales, la

vitesse linéaire est un bon prédicteur de celle non linéaire.
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F1GURE 3.1 — En haut, position du front et compartimentage des population & I'instant initial. Au milieu : évolution
en temps long dans le cas d'un front tiré. La population située & l'avant du front est la seule & envahir ’espace
inhabité. En bas : évolution en temps long dans le cas d’un front poussé. Toutes les populations envahissent ’espace
inhabité. Image tirée de la page de Lionel Roques : http ://informatique-mia.inra.fr /biosp/Lionel.Roques
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3.2 Expression de la vitesse linéaire dans le cas p =1

Dans le cas p = 1, la linéarisation autour de (0,0) de (1.1) donne
U = dUgy + au + v ,t>0,zeR,
UVt = VUgg TV ,t>0,l’€R7 (31)
u(0,z) = uo(z), v(0,2) =vo(z) ,xzeER.

Comme cela a été fait dans [7], on peut résoudre explicitement le systéme (3.1) et en déduire la vitesse de propagation

linéaire grace a la théorie des fonctions de Green. Pour cela, on pose £ = x — st, s > 0 et on fait une transformation
de Laplace en temps avec le mode e, A € C :

—0(0,&) + AMa(A, &) = dlge (N, &) + sue(N, &) + fo(N,E) ,AeC,{eR
—0(0,8) + A0(X, &) = Vee(N, &) + s0e(N, &) +0(X, ) ,AeC,EeR

Ce qu’on peut réécrire comme un systéme différentiel de degré 1 :

‘Cu - A B 1?6()\, ) _ _ﬂ(07 )
0 Ly,— A oA )\ —0(0,4) )7
avec L, : f € L*(R) = df" +sf' +af et L, : f € L*>(R) — f” + sf’ + f. Si on note 'opérateur matriciel de cette
équation £ — A\, la fonction de Green est le noyau de l'opérateur résolvant :

(£~ AD)IF(€) = / G3(€ — v)F(y)dy, (3.2)

Gll G12
F=() a@ea-(g oh ).

respectivement un vecteur et une matrice de fonctions dans L?(R). Nous renvoyons le lecteur & I’Annexe pour le
calcul de la fonction de Green. Dans le domaine de Laplace, cela donne la solution

()= [ (i3 )

A droite du spectre essentiel de £ — AI, 'opérateur résolvant est analytique, donc il en est de méme pour G. On
peut alors déterminer la solution générale par la transformée de Laplace inverse :

t -1 0
U(7l‘) :%/ekt /Gi(wfy) U( ay) dy d)\7
v(t, x) 2T Jp R v(0,y)
oul =]y—i-00;7+i-00], v € R, est le contour d’inversion de Laplace, qui doit se situer a droite de toute singularité
de G5. On peut en fait déformer I' tant qu’on veut, du moment que G§ reste analytique dessus. On voit que si on

peut choisir I dans le demi-plan stable Re(\) < 0, les solutions u(t,z) et v(t,z) décroissent exponantiellement en
temps vers 0 & x fixé.

avec

>

Pour s suffisamment petit, G3(§ — y) a une singularité dans le demi-plan Re(A) > 0. En tout point { = x — st, la
solution diverge & ’infini exponantiellement en temps. On est alors dans le cas d’une instabilité dite absolue. Quand
s augmente, les singularités de G se déplacent vers la gauche. On définit alors la vitesse de propagation linéaire
comme

Stin = Sup{G3(£) a une singularité dans le demi-plan instable Re(\) > 0}.
s>0

Pour s > syip, les singularités se situent dans le demi-plan stable Re(A\) < 0. En tout point £ = x — st, la solution
tend vers 0 exponantiellement en temps. On est alors dans le cas d’une instabilité dite convective. On montre ainsi
que sy;p, est exactement la vitesse sélectionnée de (3.1).
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3.3 Calcul de la vitesse linéaire dans le cas p =1

Les singularités de la fonctions de Green sont reliées aux valeurs propres des opérateurs £, , — A. On les note
respectivement v (s, \) et v (s, ). Ce sont les solutions des équations caractéristiques, aussi appelées relations de
dispersions :

Dyu(s,)) = dv’+sv+a-—),
Dy(s,\) = V2 4sv+1-A\

L’expression de ces valeurs propres est donnée par

+ LA S TP
vi(s,\) = 2di2d s2 —4(a— ),

+ S 1
= —— 4+ =4/s2—-4(1-N\).
v (5, ) S5V A1

Du fait de la structure triangulaire de £ — AI, la relation de dispersion totale est donnée par le produit des deux
relations de dispersion :

D(s,\) = Dy(s,A)Dy(s,A),
= (P +sv+a—- N2 +sv+1-N).
Comme le montre le calcul de la fonction de Green en annexe, une singularité de G§ apparait lorsqu’il y a une racine

double de la relation de dispersion D(s, \), c’est-a-dire pour les couples (s, \) tels que 'une des six égalités suivantes
est vérifiée :

vt(s,A) = vy (s, M),
vy (s,0) = vy (s,2);
Vi (5,0) = vf (s, 2),
vE(s,\) = v (s, \).

Cependant, on montre que les cas vF(s,\) = v (s, \) correspondent & une singularité illusoire de G3, et que celle-ci
peut étre prolongée analytiquement & gauche de cette singularité. Ceci est di au fait que les racines ne sont pas
< pincées », c’est-a-dire que le signe de leur partie réelle est identique quand Re(\) — oco. En effet, on a :

La vitesse de propagation linéaire est alors donnée par
Siin = sup{s > 0]les couples (s, A) solutions de (3.3)-(3.5) vérifient Re(\) > 0}.
Les calculs, qui sont présentés en Annexe, donnent :

2 ,a<2—d,
Slin — 2\/d0{ ,d>%et0[2#,

Sanorm ) S1n0n7
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d d

FIGURE 3.2 — A gauche, vitesse de propagation linéaire du systéme (1.1) dans le cas p = 1. A droite, la vitesse de
propagation non linéaire. Dans le domaine rouge, la vitesse vaut 2. Dans le domaine bleu, elle vaut 2v/da. Dans le
domaine vert, elle vaut Sqpnorm-

avec une vitesse anormale donnée par

1 1_
Sanorm = \/a I \/a _(i > max(2, 2V da).

1-d

On dénombre ainsi deux domaines avec une vitesse anormale (Figure 3.2, & gauche). On remarque dans un premier
temps que sy, ne dépend pas de 8 > 0. Ceci est di au fait que £ — Al a une structure triangulaire et de ce fait 3
n’apparait pas dans la relation de dispersion. Si en revanche on avait introduit un terme de couplage dans I’équation
en v, I'opérateur perdrait cette structure et la vitesse dépendrait de S. Une autre remarque importante est que
I’expression de sy, est continue en fonction des paramétres d, .

3.4 Vitesse sélectionnée de (1.1) dans le cas p =1

Comme dit plus haut, la vitesse linéaire sert avant tout de prédicteur pour la vitesse sélectionnée du systéme non
linéaire. Pour la vitesse linéaire, on remarque deux domaines ou la vitesse est anormale : un pour d < 1, et son
symétrique quand d > 1. Des simulations numériques laissent penser que la vitesse non linéaire est identique, sauf
en ce qui concerne le domaine anormal correspondant & d > 1, ou la vitesse non linéaire serait égale & max(2, 2\/@)
(Figure 3.2, a droite).

Cette conjecture est ensuite validée en construisant des sur- et des sous-solutions pour le systéme non-linéaire, et ce
dans chaque domaine du diagramme (d, o). Celles-ci seront identiques a celles employées dans le cas général p > 0
et ne seront donc pas détaillées ici. La vitesse sélectionnée est donc donnée par :

2 ,a<2-—d,
2vVdo ,d>%eta22({%1,

Sgel = . i (36)
Sanorm , sinon, si d < 1,

max(2,2vda) , sinon, si d > 1.

On voit que toutes les valeurs possibles pour s,¢; se retrouvent également dans ’expression de s;;,. On dit alors que
le systéme est linéairement déterminé.
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En fait, plus qu’un prédicteur, s;;,, apporte une borne supérieure a sg¢;. En effet, la linéarisation autour de (0,0) de
2

)

—pBvu et —v?. Ainsi, la solution de (3.1) constitue en soi une sur-solution de (1.1). On a donc ss¢; < Syi,. Enfin, les
sur- et sous-solutions sont souvent construites a partir des racines vF,, et le systéme linéarisé nous donne comment

ces racines se comportent en fonction de s, A. Sans cela, il aurait été difficile de déduire la formule (3.6) & partir des
seules simulations numériques. On comprend donc tout 'intéret d’étudier la forme linéarisée du systéme non linéaire.

(1.1) avec f(u) = au(l—u) et p =1, qui donne le systéme (3.1), ne fait que retirer les contributions négatives —au

4 Deétermination de la vitesse seléctionnée dans le cas f Fisher-KPP

4.1 Une approche heuristique

On revient a ’étude de (1.1), dans le cas p > 0, avec f une fonction Fisher-KPP quelconque. Comme pour le cas
p = 1, on aimerait linéariser le systéme autour de (0,0) pour avoir un prédicteur de la vitesse sélectionnée grace a
la vitesse de propagation linéaire. Cependant, si p < 1, il est impossible de linéariser le terme SvP(1 — u), tandis
que si p > 1, la linéarisation découple le systéme et n’a donc aucun intérét. Cependant, on peut regarder le systéme
suivant, :

Uy = duyy + suy + au + GoP ,t>0,z€R,

Uy = Vyy + SVy + v ,t>0,z€R, (4.1)

u(0,2) = up(x), v(0,2) =vo(x) ,x€R,

ot l’on s’est placé dans une fenétre y = = — st. Cela revient a linéariser le systéme, sauf le terme SvP(1 — u) qui est
remplacé par SvP. Notre objectif n’est pas de calculer explicitement la vitesse de propagation de (4.1), mais d’avoir
une approche plus heuristique. On rappelle que quand p = 1, la vitesse de propagation linéaire était calculée en
regardant pour quelles valeurs de (s, ) une des égalités (3.3)-(3.5) se produisait. Ces valeurs propres sont celles des
opérateurs £, — A et £, — A. Elles ne dépendent donc que des équations en u et v prises en isolation avec S = 0. Or,
I’étude du portrait de phase montre que dans le cas découplé, les deux directions stables pour arriver en 0 quand
y — oo sont u(t,y) ~ eviY et u(t,y) ~ e“«¥, de méme pour v. Si on relie cela au fait que I’on est en présence de fronts
tirés, on peut faire I’hypothése que la vitesse anormale est causée par une résonance entre les modes de décroissance
spatiale & l’infini des deux fronts u et v. Dans le cas p = 1, si on pose

ult,y) = M,

U(t’y) = eAteVU(S)\)ya

et qu’on remplace dans (3.1), on voit qu’on ne peut avoir égalité que si A = X et v, (s, \) = (s, A), ce qui rameéne
bien aux égalités (3.3)-(3.5). Dans le cas p # 1, on pose les mémes expressions pour u et v et si on remplace dans
(4.1), on voit qu’on ne peut avoir égalité que si

A = p)
Vu(SaA) = pry(s,A).

L’heuristique est donc l’assertion suivante : pour des valeurs fixées de (d, «, p), on cherche les couples solutions de

VJ(*S’)‘) = I/;(S,)\), (42)
vi(s,N) = v, (s,N),
vE(s,pA) = pri(s,\),

et le prédicteur de la vitesse sélectionnée est donné par

S1in, = sup {s > 0] Les couples (s, \) solutions de (4.2)-(4.4) verifient Re(\) > 0}. (4.5)
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Bien que (4.1) ne corresponde pas & une forme linéarisée, nous appellerons vitesse linéaire I’expression (4.5) par la
suite. Cela est da au fait que cette vitesse jouera le méme role que pour p = 1, vis-a-vis de la vitesse non linéaire.
On montre le résultat suivant :

Théoréme 1. La vitesse linéaire définie par (4.5) a pour expression

2 e S 2p - dp27
~ 2
Stin = § 2Vda  ,d> i et o > % , (4.6)
Sanorm 5 SiNoOmn,
avec
a—p p — dp?
Sanorm — 5 + .
p—dp a—p

De plus, Sanorm > max(2,2vda) pour les (d,«) en question, ce qui en fait une vitesse anormale.
Preuve. Voir en Annexe. [

Le diagramme (d, ) a ainsi une forme similaire au cas p = 1 (Figure 4.1 & gauche). D’aprés les cas d’égalité de
Sanorm qu’on a mis en évidence, on voit que §;;;, est une fonction continue des paramétres (d, a, p). De plus, si on
a une vitesse anormale dans le cadran {d < 1/p,a > p}, cela est dii aux racines v,/ = pv,, et si on a une vitesse
anormale dans le cadran {d > 1/p,a < p}, cela est dit aux racines pv,} = v, .

4.2 Détermination de la vitesse sélectionnée

Comme pour le cas p = 1, le calcul de §;;, permet d’avoir une estimation de la vitesse non linéaire s,.;. De plus, comme
pour p = 1, la solution de (4.1) constitue une sur-solution de (1.1), puisqu’on a retiré les contributions négatives
f(u) — au, —BvPu, et —v%. Cependant, rappelons que ’on n’a pas prouvé que §;;, est la vitesse de propagation de
(4.1). Quand p = 1, on I’a prouvé en ayant recours aux fonctions de Green. On peut étendre cela au cas p € N* car
la transformation de Laplace donne :

L[vP] = L[v] % L[v] * ... % L[v].

Mais dans le cas général p > 0, la preuve n’est pas aussi simple. On ne peut donc pas affirmer que Sg¢; < 574,. Méme
si a posteriori c’est exact, il faudra construire des sur-solutions supplémentaires pour le montrer.

D’aprés ce qu’on a prouvé au théoréme 1 on définit les domaines suivant dans le diagramme (d, @) :
| :{a§2p—dp2},
1 dp?
I =<d>—,a>—7—7,
{ 2p” "~ 2dp - 1}

I = {d < ;} \(TUTI), (4.7)

Vo= {d> ;}\(IUII).

Nous allons prouver que la vitesse sélectionnée est égal & la vitesse linéaire pour (d,«) € III, mais est égale a
max(2,2v/da) pour (d, ) € IV. Pour cette raison, le domaine III, ainsi que les racines doubles v;F = pv; associées
a ce domaine, seront qualifiés de pertinents. A 'inverse, le domaine IV, avec ses racines pv; = v, seront qualifiés
de non pertinents. La situation est donc trés similaire au cas p =1 (Figure 4.1 a droite).

Dans cette section, on montre donc le résultat suivant :
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FIGURE 4.1 — A gauche, vitesse linéaire §;;,, du systéme (1.1) dans le cas p = 1,5. A droite, la vitesse non linéaire
Ssel- Dans le domaine rouge, la vitesse vaut 2. Dans le domaine bleu, elle vaut 2v/da. Dans le domaine vert, elle vaut

8(177.07"777, .

Théoréme 2. Soit le systéme 1.1 avec d,3,p > 0 et a« = f'(0) > 0. Soient des données initiales ug(x),vo(z) € [0;1]
qui consistent en une perturbation a support compact de la fonction d’Heaviside 1,<o. Alors, dans le diagramme
(d,a) € (Rj_)z, il existe des domaines I-IV définis par (4.7) tels que la vitesse sélectionnée définie par (1.3)-(1.4) a
pour expression

2 , (dya) €1,
) 2Vda . (d,a) €11,
P anorm(daup)  (d) € I,

max(2,2Vda) , (d,a) €1V,

avec

a—p p — dp?
Sanorm = > + .
p—dp a—p
De plus, Sanorm > max(2,2vVda) pour les (d, o) en question, ce qui en fait une vitesse anormale.

Preuve. Voir en Annexe. Le lecteur est invité & regarder au moins la preuve du premier lemme, volontairement
détaillée, et qui donne un bon apercu des autres preuves. [

5 Etude du cas f monostable

Jusqu’ici, on a considéré f une fonction du type Fisher-KPP, dont la définition est donnée par (1.2). Pour ces types
de fonctions la vitesse sélectionnée du systéme (1.1) est déterminée exactement par le théoréme 2. En particulier,
on voit que sse; ne dépend de f qu’a travers le paramétre o = f/(0). De plus, toutes les valeurs prises par ss.; se
retrouvent dans l’expression de §j;,,. Bien que (4.1) ne corresponde pas & une linéarisation en tant que telle, on peut
dire que (1.1) est, pour p > 0 quelconque, linéairement déterminé dans un sens plus large. Le théoréme 2 nous a
permis de mettre en évidence l'existence d’une vitesse anormale Sqporm > max(2, 2\/@) pour (d,«) € 111
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FIGURE 5.1 — Représentation de f(u) = au(l —u)(1+ au), en bleu, et de sa tangente a ’origine en rouge. A gauche,
pour a = 1 = @, on voit que f(u) < au, donc que f est Fisher-KPP. A droite, pour a = 4 et a = 1, on voit que f est
seulement monostable.

On dit que f est monostable si on exclut la condition f(u) < f/(0)u, c’est-a-dire :

f(0)=f(1)=0,
f1(0)>0> f'(1), (5.1)
flu) >0, ,0<u< 1.

Si on considére f monostable, on ne peut plus déterminer s,.; dans le cas général. En fait, méme pour ’équation u
isolée :

up = dugy + f(u),

u(0, ) = up(w),

on ne dispose pas d’une formule générale pour la vitesse asymptotique s, de u, contrairement au cas f Fisher-KPP ou
Sy = 24/df’(0). Or, on ne saurait pas démontrer ’existence d’une vitesse anormale si on ne connait pas s,, puisqu’il
faut prouver que sge; > max(2, s, ). Néanmoins, pour une fonction f monostable donnée, si on arrive & connaitre s,,
on verra qu’on peut parfois conclure a ’existence d’une vitesse anormale grace & ’étude qu’on a menée dans le cas
f Fisher-KPP.

Au cours de cette section, on va considérer le systéme (1.1) dans un cas particulier de fonction monostable :
F(u) = au(1 — u)(1 + au),

avec a > 0. On remarque que pour a < 1, c’est une fonction Fisher-KPP, mais pour a > 1 elle est seulement
monostable (Figure 5.1). Pour cette fonction, on va dans un premier temps calculer s,, puis montrer 1’existence
d’une vitesse anormale pour tout a > 1 grace a une borne inférieure de sg,;.

5.1 Equation u isolée
L’équation u dans le cas découplé 5 = 0, & savoir

up = dgy + ou(l —u)(1 + au) (5.2)
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a déja été étudiée dans une forme équivalente dans [5]. Si on cherche des solutions de la forme U(x — ct), celles-ci
doivent vérifier

dU! + cU. + aU.(1 = U.)(1 + aU,) = 0. (5.3)
Une étude du portrait de phase réalisée dans [6] montre qu’il existe un profil U.(x — ct), pour tout ¢ € R, unique a
translation prés. De plus, U, est un front si et seulement si ¢ est supérieur ou égal a

2V do ,s8ia <2,
co =
0 (%) Vda ,sia> 2.

Le front de vitesse minimale est donc U, .

On regarde maintenant le probléme de Cauchy avec u(0, ) = ug(x). Pour a < 1, on est dans le cas f Fisher-KPP,
donc on sait que u converge vers le front de vitesse minimale U avec ¢* = 2v/da. Pour a > 1, f est seulement
monostable mais ce résultat reste vrai : pour notre condition initiale ug qui est nulle sur un demi-intervalle contenant
+00, la solution du probléme de Cauchy converge vers le front de vitesse minimale U,,.

Notons d’une part que ¢y > ¢*. Cela est da au fait que la solution du probléme de Cauchy u; = dug, + au(l — ),
qui converge vers U,« puisque u — au(l — u) est Fisher-KPP, constitue une sous-solution du probléme de Cauchy
associé a (5.2), vu que 1 4+ au > 1. On comprend ainsi pourquoi ¢g > ¢*. Cependant, on voit que linéariser (5.2)
autour de 0 nous donne ¢* comme prédicteur de ¢g. Or, pour a > 2, on a ¢y > c¢*. Cela signifie que 1’on n’est plus
en présence de fronts tirés, du fait de la monostabilité de f. C’est 'un des principaux obstacles pour déterminer sg¢;
dans le cas général f monostable, notamment pour les bornes supérieures.

5.2 Preuve d’une vitesse anormale

On retourne au systéme (1.1) dans le cas couplé § > 0, avec f(u) = au(l — u)(1 + au). On va prouver deux bornes
inférieures pour la valeur de s4.; du systéme. Tout d’abord, comme f(0) = f(1) =0 et f(u) > 0 pour 0 < u < 1, on
a toujours que u = 0 et u = 1 sont respectivement une sous-solution et une sur-solution de u. Donc 0 < u(t,z) <1
pour tous (¢, ).

D’une part, on a SvP(1 —u) > 0. Ainsi, la solution du probléme de Cauchy

{ut = duz, + f(u)a
(0, 2) = up(x),

qui constitue en fait le cas découplé du systéme (1.1), est une sous-solution du systéme couplé (1.1) avec § > 0. On
déduit alors que sge; > cg.

D’autre part, vu que u € [0;1], on a g(u) < f(u) avec g(u) = au(l — u). Ainsi la solution du systéme

Uy = duww + g(u) + va<1 - U)7
Vg = Vg + (1 — v),
u(0,z) = uo(z), v(0,z)=vo(z),

constitue une sous-solution du systéme (1.1). Or, comme g est de type Fisher-KPP, on peut appliquer le théoréme
2. On obtient donc

2 , (dya) €1,
> 2v/da , (d, ) €11,
7 sanorm(da,p)  (dy@) €11,

max(2,2vda) , (d,a) € IV,

avec I-IV les domaines définis par (4.7).
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FIGURE 5.2 — Borne inférieure de la vitesse sélectionnée de (1.1) avec f(u) = au(l —u)(1 +au), p = 0,6, a = 5,5.
Le domaine 1 correspond & Sg; > 2, le domaine 11 correspond & Sg; > cg, et le domaine III correspond & une
vitesse anormale Sge; > Sanorm > max(2,¢p). Les lignes pointillées représentent le diagramme pour a < 2, donc f
Fisher-KPP. Tant que f est Fisher-KPP, ce diagramme ne dépend pas de a € (0, 2].

Ainsi; pour @ < 2, on peut déja conclure Dexistence d’une vitesse anormale Sse; > Sanorm > max(2,cg) pour
(d, ) € III. On ne peut toutefois pas prouver la valeur de cette vitesse anormale, si ce n’est qu’elle est supérieure ou
égale & Sanorm-

Pour a > 2, on a ¢y > 2v/da et une vitesse est considérée anormale si elle est strictement supérieure & max(2, cg).
On résout donc Sunerm > max(2,cg) pour (d,«) € III. On trouve alors une vitesse anormale dans le domaine

2
{Zp dp? < «, dp<}

+2
adp? 2 4
2p — dp® <dp< —
U {p p <a<(2+a)dp—2’a+2 D < +2}

Cela correspond au domaine IT1 dans la figure 5.2. Pour (d, aa) € m, on a une vitesse anormale Sge; > Sanorm(d, aa,p) >
max(2, cp).

5.3 Simulations numériques

On résume nos résultats : il existe des domaines T, ﬁ, I dépendant de a,p dans le diagramme (d, «) tels que

2 (d,a) €1,
Ssel = 4 Co s (d,Oé) S ﬁ, (54)
Sanorm(dya) 5 (d, Oé) € ﬁ/I

L’expression de ces domaines peut étre obtenue de la maniére suivante :

I = {(d,®) € III| Sunorm > max(2,co)},
I ={co>2}\III,
I ={2>c¢}\IL
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De plus, si a < 1, alors f est Fisher-KPP et le théoréme 2 prouve que la borne inférieure de (5.4) est aussi la borne
supérieure. Dans les faits, les simulations numériques nous aménent a penser qu’il en va de méme pour a > 1 (Figure

5.3). Ainsi, pour f(u) = au(l —u)(1+ au), le systéme (1.1), qui est linéairement déterminé pour a < 1, semble 1’étre
aussi pour a > 1, ot f est seulement monostable.

Or, pour le prouver, il faudrait construire des sur-solutions qui se propagent a la méme vitesse que nos bornes

inférieures données par (5.4). Cependant, les preuves qu’on a données dans le cas f Fisher-KPP utilisent toutes
lidentité f(u) < au ce qui permet notamment d’écrire

Ny (u) up — dugy — f(u) — oP(1 —u),

> up — dug, — au — [P,

et de construire des sur-solutions & partir des racines nyv qui sont solutions de la relation de dispersion D,D,,,
obtenue aprés linéarisation autour de (0,0). Toutefois, comme f est monostable, on ne peut minorer N,(u) de la

sorte. Comme on n’est plus en présence de fronts tirés du fait que ¢y > ¢*, on peut s’attendre & ce que regarder le
systéme linéarisé ne suffise pas, méme s’il est linéairement déterminé.

]
|
]
1
I
1
1
1
[
1
[}
!

2.5F

Speed

.

0.5

FIGURE 5.3 — Simulations de la vitesse sélectionnée pour les paramétres a = 5,5, p = 0,6, = 1,1, 8 = 1, et pour
d € [0,1;1,5]. L’erreur maximum relative est inférieure & 9.1073.

5.4 Tentative pour la borne supérieure

L’hypothése que le systéme (1.1) soit linéairement déterminé alors qu’on n’est pas en présence de fronts tirés peut
paraitre contradictoire. En réalité, si on considére f monostable, le probléme de Cauchy

{ut - du;vw + f(u)7

5.5
u(0, z) = ug(x), (5:5)

est linéairement déterminée pour des conditions moins restrictives que f(u) < f/(0)u, donc f Fisher-KPP. Histori-

quement, les premiéres preuves utilisées imposaient des condtions encore plus restrictives, comme f'(u) < f/(0), ou
f(u)/u est une fonction décroissante. Un travail récent [11] montre le résultat suivant :

Théoréme 3. Soit ¢(u) une fonction définie sur [0;1] telle que
— ¢ € C%[0; 1)) N C([0; 1),

T ¢(0) - 07 (725/(0) > 07 ¢(u) >0 sur ]07 1[7
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— ¢'(u) < 2¢'(0) sur [0;1],
— La fonction Kz(u) = ¢(u) [2¢'(0) — ¢'(u)] /¢’ (0)? satisfait Uinégalité f(u) < f'(0)Ky(u) pour 0 <u <1,
alors la vitesse de propagation asymptotique de (5.5) est linéairement déterminée, donc vaut 2+/df’(0).

Si on reprend le cas f(u) = au(l — u)(1 + au), ce résultat, permet de prouver que ¢y = ¢* pour 1 < a < 2, en
reprenant les notations de la section (5.1). En effet, on pose, pour 0 < v < 1,

¢(u) = u(l = yu).

La fonction ¢ est C!, s’annule en u = 0 et u = 1/y > 1 et est strictement positive entre ces deux valeurs. Enfin,
¢'(u) =1 —2yu < 2¢'(0) = 2. La fonction ¢ vérifie donc les trois premiéres conditions du théoréme 3. La fonction
K4 (u) sécrit

Kg(u) = uw(l—yu)[2—(1-2yu)],
u(l = yu)(1+ 2vu),
uw(l + yu — 2v%u?).

L’inégalité f(u) < f'(0)Ky4(u) sécrit :

(1—u)(1+au) < 14~yu—2v%u?,
—au? + (a—u < yu—2y%u’

Cette inégalité est vraie pour u = 0. Sinon, on obtient

—au+a—-1 < ~y—29%,
(a—2y)u+(y—a+1) > 0.

On voit déja que 0 < a < 1 donne le résultat si on prend v < \/g Pour « €]1;2], on peut prendre v = \/g <1, donc
le terme linéaire est nul. Le reste est bien positif, car

14

——v4+1 > 0
p vt = 0
124
= > y-1>0
\E = Ve i=n
> 22w+,

12
2
0 > 22—-5v+2.

C’est le cas entre les racines de ce polynéme, qui sont de maniére évidente % et 2. Donc on a le résultat pour v €]1;2].

Ainsi, quand on considére (1.1) avec 1 < a < 2, on peut majorer f(u) par aKy(u). Intuitivement, on voit que
I’hypothése selon laquelle sg.; garde la méme expression pour 1 < a < 2, par rapport au cas 0 < a < 1, est
certainement reliée au fait que ¢y = ¢* pour a < 2. On pourrait donc avoir la borne supérieure de sg; dans le cas
a €]1;2] si on arrivait a étendre les preuves des sur-solutions & des cas moins restrictifs que f Fisher-KPP, comme
f(u) < aKy(u). Néanmoins, construire des sur-solutions telles que N, (u) > u; — dugy — aFy(u) — SvP > 0 reste trés
difficile. I n’est pas certain que notre fonction ¢ soit la plus adaptée, car notre Ky(u) a en fait méme degré que f(u).

Conclusion

Au cours de ce rapport, nous avons déterminé la vitesse de propagation asymptotique dans un systéme de réaction-
diffusion avec un terme réactionnel f de type Fisher-KPP. Nous avons ensuite considéré un cas plus général f de
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type monostable, et avons montré sur un exemple que bien que la vitesse asymptotique puisse ne pas étre déterminée
de maniére exacte, il était possible de conclure & ’existence d’une vitesse anormale.

Ce stage m’a donné en premier lieu l'occasion d’acquérir des connaissances et de 'expérience en matiére de fronts
d’invasion. Mais surtout, ce stage m’a permis d’étre en contact avec différents chercheurs et doctorants, et ainsi d’avoir
une vision plus large des thématiques de recherche mathématiques, notamment en dynamique des populations et en
neurosciences.

Enfin, ce stage m’a procuré un éclairage sur les métiers de doctorant et d’enseignant-chercheur, et plus généralement
sur le monde de ’enseignement et de la recherche, ce qui a renforcé ma motivation a poursuivre dans cette voie.

Annexe

Calcul de la fonction de Green

On rappelle la théorie des fonctions de Green. SoitD un opérateur différentiel linéaire & coefficient constants. La
fonction de Green est définie par DG = §, avec ¢ la fonction de Dirac. Si la fonction de Green est déterminée, alors
la solution de 1’équation

est donnée par
u(w) = D F)(a) = (G + F) () = [ Glo— ) Flw)i

ce que traduit ’équation (3.2). On rappelle qu’on veut résoudre

(5 22 )G )= (5 )

avec L, : f € L3(R) = df" + sf' +af et L, : f € L2(R) — f" + sf’ + f. La fonction de Green est alors obtenue

par
(ﬁu—A B )(Gil G;2>_(5(y> 0 )
0  L,—A G3 G 0 &) )

On calcule G}! directement & partir de (£, — \)GA! = &. Pour £ € R%, on obtient
dOee Gy + s0:G)! + oGy — A =0,
dont la solution générale est
GAL(€) = Ae” § + Bevu,
avec v les deux racines de I’équation caractéristique D, (v) = dv? + sv + a — ), & savoir

vE(s,\) = —2—Sd + /52 — dda + 4d .

On a de méme pour £ € R* :
GiL(€) = Ce¥u € + De™u,

La transformation de Laplace est valide pour Re(\) > 1. Dans ce cas, on a Re(v, ) < 0 < Re(v,/). On impose aussi
que GA! soit bornée, sinon le produit de convolution de (3.2) n’aurait pas de sens. Ainsi, on doit avoir B = C' = 0.
Afin que (£, — \)Git = § en & = 0, il faut imposer deux autres conditions :

GiH(€) = Aemet , € €R,
GL1(6) = Devi¢ ,E R,
Gy (0T) = G3H(07),

O:GAH(0T) — 0GR (07) = 4.
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On a donc A= D et A(v; —v}) = 1. On obtient donc I'expression suivante :

_761/":5 f >0
Gll — d(l/u 71/3,—) ’ ’ 5.6
X (©) — L __emi€ <. (5.6)

d(vy —vq

De méme, on a

1 v, & §
— e ,€E>0,
GO =" (5.7)
ﬁe”jf 5 § < 0.
avec v les racines de I’équation caractéristique D, (v) = v + sv 4+ 1 — \.
Ensuite, il est clair que G5! = Ae’v ¢ + Be”jﬁ, en tant que solution de (£, — \)G3' = 0. De plus, A = B = 0 pour
avoir le caracére borné en ¢. Donc G3! = 0.
Pour G32, il est nul aussi quand 3 = 0. Mais si 8 > 0, Péquation vérifiée par G32 est : (L, — \)GX2 + BG3%2 = 0. On
obtient le résultat d’une maniére similaire :

(e = LV T T gt €20 6:9)
A c_(Neit — B L__oniE £, '
Vo —Va dy (Vg ,A)
avec
o - : (s o
+ (1/,771/{}') (Vv_—l/{,") D, (1/{}',)\) D,(vy, ) ’

0 = B Vi vy vy vy
T e =) (e — o) (DU@M) - Du(uv,A))

On a ainsi déterminé exactement la fonction de Green G5 = (Gil,G}\Q,G§\17G§2). En particulier, on voit que G}
admet des singularités pour les couples (s, A) tels que 'une des six égalités suivantes est vérifiée :

vt(s,\) = vy (s, M),
vy (s,A) =15 (s, M),
Vi (5,0) = vf (s, 0),
vE(s,\) = vE(s,\)

Notons que les expressions (5.6), (5.7), (5.8) sont valides seulement pour Re(A) > 1. Cependant, le lecteur pourra
vérifier que méme pour des valeurs de ) telles que les parties réelles de v, ou v, ne sont pas ordonnées comme dans
le cas Re(A) > 1, les singularités de G3 restent inchangées. Or, ce sont ces singularités qui déterminent le contour
qu’on peut prendre pour la transformation de Laplace inverse, et c’est la position du contour qui déterminent la
stabilité ou 'instabilité de u(¢, x) et v(¢, x).

Calcul de la vitesse linéaire dans le cas p # 1

On peut remarquer que le calcul se préte aussi bien au cas p = 1.

On cherche, pour chacune des équations (4.2)-(4.4), a savoir la valeur minimale sy > 0 telle que, pour tout s > sq,
les couples solutions (s,\) de cette équation sont tels que Re(A) < 0. On rappelle Iexpression des racines pour
(s,\) eERxC:

= IR S sy T
v (s, \) 2di2d\/s 4dd(a — N),
1

vE(s,\) = —215\/52—4(1—&.

On résout successivement pour chaque équation.
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Equation v} (s,A) = v, (s, A)

Cela revient a avoir

0 — —s+/s*—dda—A)  —s—/s* —dd(a—))
B 2d 2d ’
0 = /s?2—dd(a-N),

82
0 = Z—da—i—d)\.

. . 2 . ’ ’ . .
Comme d > 0, il faut avoir A = a — {7. Vu qu’on a raisonné par équivalence, les couples (s, A) solutions sont

(e )0

Finalement, la valeur minimale so pour laquelle on a Re(\) < 0 est sg = 2V da =: sy 1in

exactement :

Equation v} (s,\) = v, (s, A)

C’est le méme raisonnement que le cas précédent. Les couples solutions sont exactement, :

(15 oo}

Finalement, la valeur minimale sy pour laquelle on a Re(\) < 0 est sop = 2 =: s 14n

Equations v (s,p\) = pvF (s, \)

Des deux équations précédentes, on sait déja que §,, > max(2,2vda).

Conditions nécessaires sur les couples solutions On va résoudre les deux équations en méme temps, mais on

ne pourra plus raisonner par équivalence. C’est pourquoi, afin de mieux identifier les pertes d’équivalence réalisées,
A +4 _ v .

on va résoudre v (s,pA) = pr (s, A) :

=51, /82 —4dd(a—p\)  —spF,py/s?—4(1—)N)

2d 2
—s+, V82 —4d(a—p)\) = —sdpF,dpy/s?—4(1—N),
tuv/82 —4d(a—p\) = s—sdpF,dpy/s?—4(1—N).

On peut déja traiter le cas particulier d = 1/p. Dans ce cas, on a une condition nécessaire :

4
tur /82— —(a—pA) = Fo/s2—4(1-N),
p
4
2= —(a—p\) = s2—4(1-)),
p
TN = 1o
p
a = p.

Donc si d = 1/p, pour tous a # p, (s,A\) € RY x C, on a vE(s,pA) # prF(s,)\) : il n’y a aucun couple solution et ces
valeurs propres n’interviennent pas dans la vitesse de propagation. Si a = 1/d = p, alors on a

TuV/82—4(1 =) = F/s2—4(1-N),
22 —4(1-X) = 0,
s2—4(1-)) =
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Donc les couples solutions sont, comme dans le cas précédent, exactement :

(1) oo}

et la vitesse minimale est so = 2. On n’a donc aucune contrainte supplémentaire sur §;;,,. On traite maintenant le
cas d # 1/p et on perd 'équivalence en passant au carré :

2
s —4d(a—p)\) = (s—sdp:FU dp\/52—4(1—/\)> ,

s —dd(a—p)) = %+ 2d%p? + d*p*(s® — 4(1 — \)) — 2s%dp,
To2sdpy/s2 — 4(1 — \) £, 2sd?p?/s% — 4(1 = \),
—4d(a —p\) = 2s8%°d*p* — 4d*p*(1 — \) — 2s%dp,
+,2sdp(dp — 1)+/s2 — 4(1 = N),
+,2sdp(1 — dp)\/s2 —4(1 — \) = 25°d*p® — 4d*p*(1 — \) — 25%dp + 4d(a — p)),
+,2sdp(1 — dp)\/s2 —4(1 — \) = 2s%dp(dp — 1) + 4d(a — pA — dp* + dp? ),
+,5p(1 —dp)\/s2 —4(1 —A\) = —s*p(1 —dp) + 2(a — dp* — p(1 — dp)\).
a—dp® .

On divise par p(1 — dp) # 0, et on pose X = odpT

+,5¢/52 —4(1 —\) = —s> +2(X — \).

On passe une deuxiéme fois au carré pour obtenir :

252 —4(1 = X)) = s —42(X —\) +4(X = N2,
st =48t 1452\ = st — 482X 48PN F4(X — N)?,
—457 = 48X +4(X - N\)?,
0 = (X -)N)2-5s*(X-1).

Puis on pose
a —dp? — p + dp? _a—p

Y=X-1= =
p — dp? p—dp*’
ce qui donne
A=X)2-s%Y = 0,
A=—X—sVY)A=X+sVY) = 0.
On obtient donc
/\iZX:l:S\/?,
avec 02
a — ap a—p
p—dp < p—dp? ©

Cependant, on a raisonné par conditions nécessaires. En fait, chaque fois qu’on a mis au carré, on a perdu une des
informations +,, et #,. Ainsi, un couple (s, A1) est, pour une valeur s € R fixée, solution d’une des quatre équations
suivantes :
+ +
Vo (5:0A) = pry(s,A),
+
v (8,pA) = prj(s,A).

On voit que les deux premiéres équations ne font pas partie de (4.2)-(4.4), il faut donc uniquement s’intéresser aux
couples solutions (s, \) de vF = prF.
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Calcul explicite de v, ,(s,A1) Dans les faits, on peut calculer explicitement les valeurs Viv pour ces couples. En

effet :

,74,7\/32

s 1
2d  2d

sz(sva:t) dda + 4dpA s,

o — dp?
— 4do + 4dp p_dzj:sx/?,

s 1 ap — dp?
= 2t adpVY s+ ad [ LT
2d+2d K} p\ﬁer (p—dp2 al,

)
*(5a)

s 1
2d  2d

adp? — dp?
p — dp?

s2 4+ 4dpVY's + 4d (

S 1
— 2 =2 VY 2

d+2d s? +4dpVY s + 4d?p
= _74_

2d \/(Qd) p\Fs Y

ETRRUCEI G
{ip\/?

—5FpVY

en rappelant la convention qu’un signe + devant la racine implique qu’on considére la racine complexe telle que son
— Z; %], et qu'un signe — implique qu’on prend la racine complexe d’ argument dans |5; 37’7]
L’expression pour v, est similaire, le signe — ne fait au final qu’échanger les cas. Le calcul de prF (s, A1) est identique :

il suffit de remplacer « et d par 1. Finalement, comme d > 0 et s € R, on obtient les expressions suivantes, en fonction

, 81 Re(5 +pVY)
, 81 Re(5y :l:p\/?)

>0
<0

argument soit dans ]

de Y :=Re(VY) €R, :
+ 72 :Fp\/? ) sis S :F2de/7 - :l:p\/? ’ sis S :FdeY/a
vy (Svp)‘i) = . , vy (57p>‘:|:) = . ’
+pVY , st s > F2dpY’, -5 VY | sis > F2dpY’,
Fohs) = —spFpVY |, sis < F2Y, (s As) = +pVY . sis < F2Y,
o +pVY , sis > F2Y, v T —spFpVY | sis> TF2Y.

On s’intéresse donc aux couples (s, \) solutions d’une des deux équations vF = pvF. On peut calculer directement

les valeurs de v (s, pA\) — prF(s, \).

Le domaine {Y < 0} Pour des valeurs de (d,a) telles que Y < 0, on a VY € iR donc Y’ = 0. Cela améne au
tableau suivant :

’ Equation | Valeurs de s ‘ Couple (s,A\4) ‘ Couple (s,A\_) ‘
s<0 —5—2pVY #£0 | =3+ 2pVY #0
vk —pu, s=0 0 0
s>0 VY +5#0 | —2pVY +sp£0
s<0 —sp—2pVY #0 | —sp+2pVY #0
pvt — v, s=0 0 0
s>0 2VY + 540 = —2pVY £0

TABLE 1 — Résultats pour (d,a) € {Y <0}
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On a un couple solution si et seulement si la case en question vaut 0. Ce n’est pas le cas pour s # 0 car la partie
réelle de la case en question est non nulle, étant donné que Re(v/Y) = 0. Comme A1 (s = 0) = X, on a pour seules
solutions les couples (0, X). Autrement dit, on est stable pour toute fenétre qui bouge a une vitesse non nulle. Or, non
seulement on considére s > 0, mais de plus une condition telle que s # 0 n’apporte aucune contribution observable

anormale sur le domaine {Y < 0}.

a la vitesse linéaire, car §;;,, > max(2,2vda) d’aprés les deux premiéres équations. Il n’y a donc pas de vitesse

Le domaine {Y > 0} pour le couple (s,A;) Etant donné que Y’ > 0, on est cette fois obligé de séparer en
quatre cas : couples (s, A+) d’une part, et le signe de d — 1/p d’autre part. On va dans un premier temps traiter le
couple (s, A;). Dans le tableau qui suit, on notera, & Y et d fixés :

m = min(—2Y"’, —2dpY”’) < 0, M = max(—2Y’, —2dpY") < 0.

Equation ‘ Valeurs de s ‘ Couple (s,\y), d<1/p ‘ Couple (s,\y), d>1/p ‘

s<m — —2pVY #0 —= —2pVY #0
vi—pvy | m<s<M —54+sp#0 0
M<s 20VY —sp#£0 20VY —sp#£0
s<m —sp—2pVY #0 —sp—2pVY #0
prvi—v; | m<s<M 0 5—sp#0
M<s S +2pVY #£0 S +2pVY £0

TABLE 2 — Résultats pour (d,«) € {Y > 0} et le couple (s, A\})

A noter que les cases £(sp — 5) sont non nulles car cela arrive pour s < M < 0 et qu’on est dans le cadre d # 1/p.
Alors on a des couples solutions pour v, = v, dans le cadran

{Y>0}n{d<1/p} ={d<1/p,a>p},

et pour v = v, dans le cadran
{Y>0}n{d>1/p} ={d>1/p,a < p}.

Toutefois, dans les deux cas les vitesses qui interviennent sont négatives, et sortent donc de notre cadre s > 0. Ainsi,
les couples (s, A1) ne sont jamais solutions et ne donnent pas lieu & une vitesse anormale dans notre cas. Si toutefois
nos fronts se déplagaient vers la gauche, ce serait ces couples qu’il faut considérer.

Le domaine {Y > 0} pour le couple (s,A\_) On notera cette fois dans le tableau suivant :

m == min(2Y”’, 2dpY") > 0, M = max(2Y’,2dpY") > 0.

Equation ‘ Valeurs de s ‘ Couple (s,A\_),d < 1/p ‘ Couple (s,\_),d>1/p ‘

s<m —2 +2pVY #0 —2+2pVY #£0
vi—prvy | m<s<M 0 —5+sp#0
M<s —20VY —sp#0 —20VY —sp #£0
s<m —sp+2pVY #£0 —sp+2pVY #£0
pvf —v, | m<s<M 5—sp#0 0
M<s S —2pVY #0 = —2pVY #£0

TABLE 3 — Résultats pour le couple (s, A_)
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On a des couples (s, A_) solutions pour s > 0. On obtient ainsi les ensembles de solutions suivants pour les équations
(4.4) :
(5, X —sVY)|s € [2dpY";2Y"] ¢, siY >0etd < 1/p,

(5,X —sVY)|s € 2Y';2dpY’]} ,siY >0etd>1/p.

avec la premiére ligne pour 'équation v,;” = pr, et la deuxiéme ligne pour I’équation pv,” = v, . Il faut maintenant
regarder, & (d, «) fixés et pour chaque ensemble, s’il existe une valeur sy > 0 telle que pour tout s > sp, les couples
des ensembles solutions, s’ils existent pour ces valeurs de s, vérifient Re(A_) < 0.

Les trois sous-cas du domaine {Y >0} CommeY >0,onaY’ = VY € R’ . De plus, on peut utiliser 'identité
suivante :
¥ _ a — dp? _ a—p+p—dp? _

- - Y +1
p — dp? p — dp? h

ce qui donne
Re(A_) = Re(X)—sRe(vY)=Y +1—sVY.

Donc Re(A-) = 0 si sVY =Y 41, ou encore s = Sanorm = VY + 1/\/17 On verra plus loin que c’est bien une
vitesse anormale. Ainsi, pour tout § > Sgnorm, on a Re(A_) < 0. Mais il n’est pas toujours nécessaire d’aller jusque
la. On peut distinguer trois sous-cas différents :

— Cas 1 : Sgporm < min(2dpVY,2VY). Ici, tous les couples solutions (s, A\_) qu’on peut trouver vérifient
déja Re(A_) < 0. Il n’y a donc aucune condition supplémentaire pour §;;, (Figure 5.4). On a donc §j;, =
max(2, 2\/@).

— Cas 2 : max(2dpVY,2VY) < Sanorm. Donc pour les valeurs de s inférieures ou égales & max(2dpVY,2VY),
on a toujours Re(A_) > 0. On est donc obligés d’avoir s > maX(de\/?, 2\/37), mais pas plus, car & partir de
14, les couples (s, A_) ne sont plus solutions (Figure (5.5)).

— Cas 3 : min(2dpVY,2VY) < Sanorm < max(2dpyY,2v/Y). On est alors obligés d’avoir s > Supopm pour
garantir que Re(A_) < 0 dés que v* = vT (Figure (5.6)).

Selon les valeurs de (d, a), qui déterminent la valeur de Y, on est forcément dans un de ces trois cas. On va dans un
premier temps formuler quelques résultats préliminaires sur Sgnorm, avant de montrer que le cas 2 n’entraine pas de

vitesse anormale, puis on concluera en étudiant le cas 3.

Quelques résultats sur Sg,orm Pour Y > 0, on cherche les valeurs de (d, a) telles que Sgnorm > 2 0U Sanorm >
2v/da. Tout d’abord, la fonction f : z +— x + % vaut f(1) = 2 en son minimum pour z € R*.. O1, Sanorm = f(VY)
donc on a toujours sgnerm > 2 avec égalité si et seulement si :

VY = 1,
a—p
Y = = 1
p—dp? ’
a = 2p—dp*
Pour le cas sgnorm > 2V da, on démontre le résultat :
— — dp2
a-p p—ap > 2Vda >0,
p — dp? a—p
— — dp?
7P P79 > dda

29



> -45F

|

N

o]
N = - - - - - - - - -
O

3 35 4 45 5
S

N

Figure 5.4 — Variations des racines l/ui’v en fonction de s pour les paramétres p = 2, d = 0,4, @ = 4. En rouge
vt (s,pA_(s)), en bleu, v} (s,pA_(s)), en vert, pv, (s,A_(s)), et en jaune pr; (s, A_(s)). Les deux lignes bleues en
pointillés représentent s = 2 et s = 2vda. La ligne noire représente s = Sqnorm- A droite de cette ligne, on a

Re(A_(s)) <0, ce qui est, ici, le cas des valeurs de s pour lesquelles v;} = pv, .

Ce qui donne, comme (o — p)(p — dp?) > 0,

(a—=p)*+ (p—dp*)? + 2(a — p)(p — dp®) — 4da(p — dp®) (. —p) > 0,
(@ —p+p—dp*)* —4d(p — dp*)(a® —pa) > 0,

(a — dp?)? — 4d(p — dp®)a® + 4dp(p — dp®)ae > 0,

[1 —4d(p — dpz)] a? + [4dp(p — dpz) — 2dp2} a+d*pt > 0,

[1 — 4dp + 4d2p2] a? + [4dp2 —4d%*p3 — 2dp2} a+dp* > 0,
[(1—2dp)?] &® + [2dp*(1 — 2dp)] a + d*p* > 0,

[(1—2dp)a+dp*]* > 0.

Le cas d = p_1/2 donne d?p* = % > 0 donc on a Sgporm > 2V da. Pour d # p_1/2, ON & Sgnorm > 2V da avec égalité
si et seulement si o = o tel que

(1 —2dp)ag +dp*> = 0,

dp?
2dp —1°

Qp =

On remarque que ag > 0 si et seulement si d > % On a donc toujours Sgnorm = 2V da avec égalité si et seulement si

d > % et a= 2(;%1. On a donc en plus prouvé le résultat suivant :

Sanorm =2 Y =16 a=2p—dp> S senorm = 2Y, (5.9)
s covin ey =" o(d> L adaz T ) o = 2dpY” (5.10)
anorm - dp2 2p - 2dp _ 1 anorm — p M -
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Figure 5.5 — Variations des racines v,
v (s,pA_(s)), en bleu, v, (s,pA_(s)), en vert, pv, (s,A_(s)), et en jaune pv; (s, A\_(s)). Les deux lignes bleues en
pointillés représentent s = 2 et s = 2v/da. La ligne noire représente s = Sgporm-. A droite de cette ligne, on a
Re(A_(s)) < 0. Bien qu’on ait v = pv; pour s < Sgnerm, 0N a seulement besoin de 3, > 2Y’ = /2, car au-dela

de cette valeur on a v} # pv, .

en fonction de s pour les paramétres p = 2, d = 0,4, o = 2,2. En rouge
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FIGURE 5.6 — Variations des racines Viv en fonction de s pour les paramétres p = 2, d = 0,1, @ = 7,2. En rouge

vt (s,pA_(s)), en bleu, v} (s,pA_(s)), en vert, pv, (s,A_(s)), et en jaune pv; (s, A_(s)). Les deux lignes bleues en
pointillés représentent s = 2 et s = 2v/da. La ligne noire représente s = Sgnorm €|2Y”;2dpY’[. A droite de cette
ligne, on a Re(A_(s)) < 0. D’aprés la définition de §;;,,, on voit qu’il faut exactement avoir §y, > Sanorm-

Enfin, on dispose d’une autre expression pour Sgporm :
aVY + S ) - (VF =
p Ny v
— — dp? — — dp?
dp/ap2+gpp_ /ocp2+pp’
p—dp* p\ a-p p—dp a—p
«

o (l—dp. ] X=P ey (pd—dp)
= —(1—dp) p(1fdp)+(p 1) p—
_ _\/(a—p)(l—dp)+\/(a—1)(1—d)’

p p

= 0

Donc on a bien Sgnorm = VY + \/; =dpVY + %\/;

Résolution du cas 2 Gréice aux deux écritures de Sqpnorm, 1a condition max(2dp\/? , 2Y ) < Sanorm qui caractérise
le cas 2 peut se traduire de deux maniéres différentes :

1
VY < VY +—,
- VY
VY < 1,
Y < 1.
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Ainsi, on est dans le cas 2 si et seulement si Y < min(1, d‘)‘?). Mais dans ce cas, la condition s > max(2dpvY,2VY)

est nécessairement obtenue si
max(2dp &, 2V/1),
dp?

max(2Vda, 2),

max(Sy,jins Sv,lin)-

w
vV

>
>

On voit que la vitesse linéaire vérifie déja cette inégalité pour tous (d,«). Il n’y a donc pas d’influence du cas 2 sur
la vitesse anormale.

Cas 3 : Calcul de vF(San0rm,0) €t v (Sanorm,0) On se replace dans le cas 3. On rappelle que pour (d, ) tels
que Y > 0, on est dans le cas 3 si et seulement si

(Sanorm,0) € 3 (5, X — sVY)|s €2dpY;2Y [} ,siY >0etd < 1/p,

(Sanorm,0) € 3 (s, X — sVY)|s €2Y;2dpY [} ,siY > 0etd > 1/p,

avec la premiére ligne correspondant & des couples solutions de v;- = pr; et la seconde a des couples solutions de
pv;r = v, . On est donc dans le cas 3 si et seulement si

Vil (Sanorms0) = pvy (Sanorm,0) ,siY > 0etd < 1/p,
vy (Sanorm, 0) = vy (Sanorm,0) , siY > 0etd > 1/p,

a condition d’exclure les couples correspondant & Sanorm € {2dpY,2Y}, c’est-a-dire les courbes a = 2p — dp? et

@ = 2551 d’aprés (5.9)-(5.10).

Calcul de v (54n0rm,0) €t v (Sanorm,0) Etant donné que

{Y>0}n{d<1/p}
{Y>0}n{d>1/p}

{a>pyn{d<1/p},
{a<p}n{d>1/p},

on cherche donc les valeurs de (d, a) telles que l’on ait une des deux égalités :

v (Sanorms0) = v (Sanorm,0) , sia >petd < 1/p,
v (Sanorms0) = v (Sanorm,0) , sia <petd > 1/p.
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On peut alors calculer directement v (Sqnorm,0) €t v (Sanorm,0). A noter que comme Sgnorm > max(2,2v/da), ces
expressions sont bien réelles :

+
le/u (sanorma 0) = —Sanorm :l: Sanorm — 4d0[,

a?

1
= —Sgnorm \/d2 2y + —? + 2do — 4da,

202Y 2 1
~2anorm d —2d y
S + (%

= —dpVY —

(w—z&)i

a a_1 : a1
_ *dP\F ;T dpﬁ*gﬁ ,sidpVY > PV
—dpVY =& F (dpVY - 2] sidpVY < 2L

Si bien que l’'on a :

e —oVY ) o
+( 0) = dpf SZY>dp27 ~( 0) = p 78%Y2dp2’
V., (Sanorm, v, (Sanorm; X «

—pVY siY < g5, —@7ﬁ 7S’LYS—dpz.

On peut refaire le méme calcul pour v;F

remplacer % et dp par 1, on a :

en utilisant cette fois 'expression Sqnorm = VY + ﬁ Cela revient a

—L sy >1, VY [ siY >1,
V;i_(sanormao) = VY N Vv_(sanormao) = \/> B
VY L siY <1, 7# ,siY < 1.

Résolution du cas 3 On regarde I'égalité v;- = pr; . On est alors dans les hypothéses o > p et d < 1/p. On
cherche pour quelles valeurs de (d, @) on a v (Sanorm,0) = pvy (Sanorm,0)- On peut réécrire les conditions Y < 1 et
Y > %

dp?

Y < 1,
a—p
1,
p — dp?

@]
Y > —,
dp?
a—p «
> 7 9
p — dp? dp?

dp*(a—p) > alp—dp?),
a(2dp® —p) > dpP.

A partir de la, si 0 < d < 5, cette 1negahte n’est jamais vérifiée. Flnalement onayY > d si et seulement si d > 5~

et a > 57P—. On vérifie que pour - 5 < d < , on a toujours 2p — dp? < . On dénombre ainsi trois cas p0551b1es
dans le cadran {d<1/p,a>p}:

— les valeurs (d, «) sont telles qu’on ait o < 2p — dp?, donc en particulier a <

2dp

51d>— AlorsonaY <1

2dp 1
et Y < (1?7 ce qui donne v} (Sanorm,0) = —pVY et pvy (Sanorm,0) = —pﬁ. Comme 0 <Y < 1, ces deux
valeurs ne sont jamais égales. Il n’y a donc pas de vitesse anormale dans ce cas.
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— les valeurs (d, «) sont telles qu’on ait d > ﬁ et a > -9 donc en particulier a > 2p — dp?. Alors on a

2dp 1
Y>letY > d“?, ce qui donne v,/ (Sanorm,0) = _chT et pvy (Sanorm,0) = —pVY. Comme Y > 9, ces
deux valeurs ne sont jamais égales. Il n’y a donc pas de v1tesse anormale dans ce cas.
— les valeurs (d, ) sont telles qu’on ait o > 2 —d, et a < 57—~ p sid>s5-. Alorsonal <Y < d &>, ce qui donne

v (Sanorm, 0) = —pVY et pv; (Sanorm, 0) =—pVY.Ona alors egahte
L’étude est exactement la méme pour v, et v dans le cadran {d > 1/p,a < p}. Finalement, pour chaque cadran
{d <1/p,a >p}et {d>1/p,a <p},ona besom d’avoir 51, > Sanorm Si et seulement si :

{a22pdp2 ,

dp*? : 1
a§2dp71 ,51d>%.

Rappelons que pour étre dans le cas 3, il faut avoir a # 2p — dp? et a # 7 d’apres (5.9)-(5.10). Si on exclut ces

2dp
valeurs, on a alors Sgperm > max(2,2vda). On a donc Sy, > Sanorm poUr

{a>2p—dp2 ,

a < sid> 4+

2dp 2p’

et la vitesse Sgnorm €St une vitesse anormale pour ces jeux de paramétres.

Conclusion - valeur de s,

Finalement, on a que, pour une valeur de (d, o) donnée, §;;,, est égal au maximum des trois contributions sy, jin, S, iin

et Sanorms AVEC Sgnorm = 0 si (d, @) ne respecte pas les conditions ci-dessus, et Sgnorm = VY + ,/% sinon. Comme

Sanorm = Max(Sy lin, Sv lin), O0 Obtient :

2 ,sia < 2p —dp?,
S1in = { 2V da s1cl>—etoz>2dpQ1 ,

sanorm b S1n0n7

a—p
Sanorm = o — p
B [a—p Lo
p— dp p

> max(2,2Vd

avec la vitesse anormale

C’est bien exactement la valeur pour telle que pour tout s < sjip, les couples (s, \) solutions d’une des quatre
équations (4.2)-(4.4) vérifient tous Re(A) > 0. Cela termine la preuve.

Vitesse sélectionnée pour p > 0

La preuve du théoréme 2 repose sur le fait que chaque composante du systéme (1.1) vérifie le principe de comparaison,
ce qui permet de construire des sur- et des sous-solutions. On va d’abord montrer la borne supérieure.
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Sur-solutions

Pour plus de lisibilité, on écrira v, ,(s), voire seulement v, ,, & la place de v, ,(s,0). De plus, pour cette section, on
considére des domaines du diagramme (d, ) légérement différents :

I :{oz<2p—cpo}7
~ 1 dp?
I =<d>—
{ >2p’a>2dp1}’

T {d< ;}\(Tuﬁ),

IV = {d > ;} \(TUII),

~ 1
Vo= (d=a=p).
p

On va construire des sur-solutions pour chaque domaine.

Lemme 5.1. Pour tous (d,«) € IV, on a sy < max (2, 2V da).

Preuve. On adapte la preuve présentée dans [7]. On considére s > max(2,2vda) et (d,a) € IV. Alors pour tout
C, > 0, une sur-solution pour la composante v est donnée par

B(t,x) = min(1, Cpe’v @=st)).

Comme on a pris s > 2, on a en effet :

2 2
Ainsi, si on regarde la quantité
N,(T(t,x)) = Ty —Tpe —T+70°,
alors il est clair que, pour les (¢,z) tels que Cy,e’s )@= > 1 on a N,(v(t,z)) = —1 + 1 = 0. Dans le cas contraire,
on a
N,(B(t, ) = Cyper IE=s) [—sv; — ()" =1+ Cperr O]

_ 03621/; (s)(z—st) >0,

car D,(v,) = (1/;)2 + sy, + 1 = 0. De plus, U est également une sur-solution au point de non différentiabilité
Y=9 =" log(C,) car

0= lim 9,v > lim 9,0 € R™.
Y—=Yo Y=Y

Enfin, on sait que

— 1 I x S y’U)
PE=02) = {C eV (T x>y
v ) — v

Ainsi, comme y, est une fonction croissante de C,, et comme vo(x) €]0; 1] est une perturbation a support compact
de 1,<o, il existe C\, > 0 suffisamment grand pour que vo(z) < T(0,z). On a donc toujours v(t,z) < v(t,x) pour
tout s > max(2,2vda).

On va construire une sur-solution pour « de la méme maniére. On considére

Nu(u) = Ut — duw;c - f(u) - va(l - u) + au2'
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On cherche u(t, x) tel que Ny (@) > 0 pour tous ¢ > 0, x € R. On pose cette fois :

,(t ) , T — st S T,
) =
oo Cypevs =5t 4 O gePvs (B=st) gt > 7,

La démarche est que pour tout C,, > 0 (qui correspond a celle qu’on a prise pour v), il existe C%(C,,) > 0 tel que pour
tout Cy, > C il existe 7(Cy, C,) tels que & soit une sursolution. On vérifie aisément que pour tout 7, si  — st < 7,
on a N, (u) = N, (1) = 0. Dans le cas contraire z — st > 7, on obtient, en admettant que @ € [0;1] :

N,(@) = W — dug, — f(u) — BvP(1 — 1) + o,
> Uy — dliy, — ot — [P — BTF] — BuP + BoPT + ot
> |y — gy — T — 5CUeP”5<””‘5”} + [B(®P = vP) + BoPu + au’],

avec la derniére inégalité qui n’est vraie que pour Cye”» (*=5) < 1, soit x — st > y,, ce qu’on pourra avoir si on
choisit 7 > y,,.

Si on considére ’équation
U = dUgy + qu + ﬂCvep”vf(’“'_St)7

on voit qu’elle admet pour solution avec un certain & :
ﬂ(t, QE) = Cuel/; (z—st) + CerPV; (i—st).
En effet, on a

U = diige — 0l = (~vys—dv;? = a)Cye’s 07,
+H(—pry s —d (pry)" = a)Cyret”s =),
_Du(puv_ (S, A= 0)) . CerPV; (a:—st)7

Donc on a bien le résultat pour

—p -5

2
s s2 s §2
Du(pl/v_) = dp2 <_2_ 4_1> +Sp<_2_ 4_1>+Olv

Or,commed>%ets>2,ona

22
Du(pv;) > 5 (dp* —p)+a—dp,

= dp®—2p+a,

étant donné que o > 2p — dp?, on a bien D, (pv, ) > 0, donc k < 0.

Ainsi, le premier crochet de I’expression de N, (@) est nul si 7 > y, et @ € [0; 1]. On va montrer ce dernier point. Tout
d’abord, on a pv, < v, . En effet, D,(pv, ) > 0 implique que pv, < v, ou v, < pv, . Cependant, le second cas
est impossible, puisqu’on a pv, — —oo et v,7 — 0 quand s — co. On aurait donc existence d’'une vitesse s telle que
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pv, (s,0) = v, (s,0). Or, on a vu que cela ne pouvait arriver que dans le cadran {d < 1/p, a > p}, donc pas dans
le domaine IV. Donc pv, < v, < 0. Cela implique que u(t,2) > 0 pour z assez grand. On cherche maintenant le
maximum de 4(t, z) pour x — st € R. Or, étant donné que pv, < v, <0, 4, ne s’annule qu’en un point et ce point

est un maximum pour  :
1 —Cyvy,
T — St = Ymaz = —— —log — ).
Uy — Py Cykpry

Ainsi, si @ devait s’annuler en un point, comme il est strictement positif pour de larges valeurs de x, sa dérivée devrait

s’annuler en un minimum pour %. Comme ce n’est pas le cas, on en déduit que @ > 0, donc que u > 0.

Maintenant, quand C,, — 400, on a Ymax — —00. Donc il existe C*(C,) > 0 tel que pour tout C,, > CF, les
conditions suivantes soient satisfaites :

7 gmam < yv(Cv)a

— U(t, Ymax + St) > U(t, y, + st) > 1.
Alors, comme @(t,z) — 07 quand z — +oo, il existe 7(Cy, Cy) > ¥, tel que a(t,7 + st) = 1. Cela garantit la
continuité de w. Comme 4, < 0 pour x — st > Ymaez, 0N a 4 < 1 pour z — st > 7. Avec un tel choix de Cy et 7, on a
w € [0;1].
De plus, comme T > v, le second crochet de N, (@) est positif. Ainsi, N, (@) est positif pour tous (¢,z). On vérifie
également que u est une sur-solution au point x — st = 7.

Enfin, pour une condition initiale ug(x) € [0; 1] qui est une perturbation a support compact de 1,<g, on peut prendre
C} encore plus grand si besoin pour garantir que @(0,z) > u(0,z). Alors on a bien @(t,z) > u(t, z) pour tous ¢ > 0
et x € R. Comme u se propage vers la droite & la vitesse s, la vitesse sélectionnée vérifie s;; < s. Cette construction
est valide pour tout s > max(2, 2\/@). Cela termine la preuve. [

Cette premiére preuve a été trés détaillée. Les suivantes seront plus bréves et reprendront des éléments de la premiére.
Lemme 5.2. Pour tous (d,«a) € ﬁ, on a 35 < 2Vda.
Preuve. On peut refaire la méme preuve que précédemment, en posant s > 2v/da > 2. On doit seulement s’assurer
que pv, (s) < v, (s) <0, ce qui implique D, (pv, ) > 0. Ainsi, pour avoir la méme preuve, il suffit d’avoir :
pvy (2Vda) < vy (2Vda).
En effet, si s est pris suffisamment proche de 2v/da, on aura aussi
pv, (s) < v, (s),

et la méme preuve s’ensuit. On sait que v, (2v/da) = —@ = —2,/9. On résout :

pv, (2Vda) = —pVda —pVda—1 < — %,
1 1
1-— > — -1
da dp
Pour (d,a) € INI, comme on a exclu le point (d = 1/p,a = p), on est toujours au-dessus de la courbe o = 1/d. On le
voit bien pour d > 1/p sur la Figure 4.1. Ainsi, da > 1 et le membre de gauche est strictement positif. Si d > 1/p,
I'inégalité est vraie et on a le résultat. Si d < 1/p, on a

1
dp\/1—— > 1—dp>0,
da

1
d2p2<1—da) > 1—2dp+d°p?,
2
—d% > 1 — 2dp.
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On rappelle que d > 1/(2p) pour (d,a) € IL. On en déduit que 1 — 2dp < 0. On obtient alors

dp?> < (2dp—1)a,

dp?
2dp —1°
On est bien dans ce cas pour (d,a) € IL. On en déduit que sse; < 2vda pour (d,«) € IL. ]

A noter qu’exclure le point a = 1/d = p était nécessaire pour la preuve. C’est en partie pour cette raison qu’on a da
définir un domaine V.

Lemme 5.3. Pour tous (d,«) € ITI, 0N @ Ssel < Sanorm-

Preuve. La preuve est similaire & celle présentée dans [8]. On pose s > Sgnorm > max(2,2vda). Alors, de méme
que la preuve du lemme 5.1, on peut choisir C,, > 0 de telle sorte que

ﬁ(t,w) = min(l, Cvel’v_(s)(l’*st))’
soit une sur-solution et satisfasse (¢,z) > v(t,x). On notera que v change d’expression au point = — st = y, =
—-L log(Cy).

On s’intéresse maintenant a la composante u. On va prouver qu’il existe C*(C,) tel que pour tout C, > C il existe
un 7(Cy, C,) pour lequel

alt, z) = 1 , x—st < T,
HETTN 0Lt (et 4 g0 e (Na—s o g > )

est une sur-solution pour la composante u, avec

_ B
D (pvy )

R =

On rappelle que IIT est le domaine pertinent. Ainsi, on a vu que v,/ (Sanorm) = PV, (Sanorm) sur ce domaine. Etant
donné que v, (s) croit avec s et que v, (s) décroit, on en déduit que pr, (s) < v (s) < 0. On va prouver que
D, (pv,) <0, donc que k > 0.

On a vu pour le calcul de 3, que Sgnorm > 2V da sauf le long de la courbe o = dp2/(2dp —1). Pour les points de
IIT qui ne sont pas sur cette courbe, on a

Sanorm

Vz: (Sanorm) = - 2 - S?znorm - 4d0{,
Sanorm
< “Tod + V82 0rm — 4da,
— +
= Uy, (sanorm)-

Comme v, (Sanorm) < PVy (Sanorm) = Vi (Sanorm), on en déduit que pour des valeurs de s suffisamment proches de
Sanorm, o0 a v, < pv, < v, donc que D, (pv, ) < 0. Pour les points situés sur la courbe oo = dp?/(2dp — 1), on a
U (Sanorm) = Vg (Sanorm) = PVy (Sanorm) €t Sanorm = 2vda > 2, vu que o = 1/d = p a été exclu de II1. Mais on
peut montrer que

_ 1 s
Bsv; () B 2 s—2
1 vd
Osv, (2Vda) = N A €] — o0; 0],
2 da —1
ot  — +oo.
s—2vVda



Ce qui prouve que pour des valeurs de s proches de Sunorm = 2V da, on a encore v, < pv, < v,

Vu que k > 0, il est clair que @ est une fonction positive, décroissante, qui tend vers I'infini quand =z — st — —oo et
vers zéro quand x — st — 0o. On peut alors choisir 7 comme 'unique valeur qui rend @ continue. Ensuite, on choisit
C? suffisamment grand de telle sorte que pour tout C,, > C on a 7 > y,(C,) et u(0,z) > u(0, x).

On vérifie similairement au lemme 5.1 que N, (@) > 0 pour tous (¢, x) et que T est une sur-solution au point x — st = 7.

Finalement, on a u(t,x) < @(t,x) pour tous (¢,z). Comme T se propage vers la droite & la vitesse s, on en déduit
sset < 8. Une telle construction est valide pour tout § > Sanorm, donc sse; < Sanorm pour (d, «) € 111 n

2
Bien que sur la courbe o = 21@%1, Sanorm 1€ SOit pas une vitesse anormale & proprement parler, puisqu’égale & 2v/dc,
la preuve ci-dessus reste valide. L’expression de Sgnorm peut en fait étre définie sur les cadrans {d < 1/p, a > p} et

{d>1/p, a <p}.

Lemme 5.4. Pour tous (d, @) ET, 0N @ Sgel < Sanorm-

Preuve. On peut refaire la méme preuve que pour le lemme précédent, en posant s > 2 > 2v/da. On doit simplement
s’assurer que pv, (s) < v} (s) et Dy(pv, ) < 0. Il suffit donc d’avoir

vy (2) 2 pry (2) > vy (2).
En effet, comme v, croit avec s et v, décroit avec s, si s est suffisamment proche de 2, on a
vi(s) > pv, (s) > v, (s).

et la méme preuve s’ensuit. On sait que pv, (2) = —p. On résout donc

2)

1
VJ(?):E(flJr\/lfda) > —p,
VvV1—da > 1-—dp,

\Y

1
v, (2) = p (—1 —-V1- da) < -p,
V1—da > dp-—1.

On rappelle que da < 1 pour (d,«) € L On s’intéresse a la premiére inégalité. Si d > 1/p, elle est toujours vraie.
Sinon, on obtient la condition

1—da > 1-—2dp+ d*p?,
a < 2p—dp?

qui est bien vérifiée pour (d,a) € I Pour la seconde inégalité, si d < 1/p, elle est toujours vraie. Sinon, on obtient la

condition

1—da > d*p?—2dp+1,
a < 2p—dp?,

qui est 1a encore toujours vraie pour (d, ) € L. On en déduit que ss; < 2 pour tous (d,a) € 1. n

A noter que la méme preuve ne marche pas pour (d,a) € {d > 1/p, a = 2p — dp?}. En effet, pour ces valeurs, on
a v (Sanorm) = Py (Sanorm) €t Sanorm = 2. Ainsi, on a v (2) = pv; (2) = v, (2). Comme 2v/da < 2, pv; (s) a une
tangente verticale dirigée vers —oo. Donc v, (s) > pv, (s) quand s — 2. C’est pourquoi l'on a retiré cette courbe du
domaine L. On rappelle que cette courbe a été traitée avec le domaine IV.
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Lemme 5.5. Pour (d=1/p,a=p) €V, on a 3,4 < 2 = 2V/da.

Preuve. Comme o = 1/d = p, on a v;¥ = pvF pour tout s. Alors aucune des preuves précédentes ne fonctionnent

u
puisqu’on a toujours D, (pr,) = 0. On peut toutefois construire une sur-solution similaire.

y v

On pose s > 2, et v,(s) = —5 €|, (s) v (s)[. Comme D,(v,) < 0, la fonction
B(t, z) = min(1, Cpe” () @=st)),

est toujours une sur-solution de v pour tout C, > 0. En choisissant C,, suffisamment grand, on a aussi v(t,z) < v(t, z)
pour tous (¢,2). On a aussi, pour tout s > 2 = 2v/da,

v, (s) < pry(s) < vl (s).

Ainsi D, (pv,) < 0. Soit
alt, z) = ,r—st <,
u(t,r) = Cuey:r(s)(x—st) 4 Kcvepuu(s)(a:—st) T — st > T

On peut refaire la méme preuve que pour (d,a) € IIL. Ainsi, s, < 2 = 2v/da pour (d,a) € V. "

On a ainsi prouvé la borne supérieure du théoréme 2. On voit que ces preuves reposent énormément

Sous-solutions

On revient aux domaines I-IV définis par (4.7). Afin d’avoir la borne inférieure 2, on va prouver que Sz > 2 et
Ssel > 2V da pour tous (d, o), puis que Sse; > Sanorm pour (d,a) € IIL

Lemme 5.6. Pour tous (d,«), on a g > 2V da.

Preuve. On considére ’équation w isolée, c’est-a-dire

{U,t = du;uv + f(u)7 (5-11)

u(0,x) = up(x).

On sait que pour notre condition initiale g, la solution u du probléme de Cauchy (5.11) se propage asymptotiquement
a une vitesse 2v/da. On peut utiliser 4 comme une sous-solution pour le systéme (1.1) :

Nuy(uw) = w, —duy, — f(u) — BoP(1 —u),
751)1’(1 - Q) < 07

étant donné que u € [0;1] en vertu du principe de comparaison. On a de maniére évidente u(0, z) < ug(z), on a donc
w(t,x) < u(t,z) pour tous (t,z). On en déduit que ss; > 2vda pour tous (d, a). "

Bien que dans le lemme précedent on a construit une sous-solution en supprimant le couplage, on verra que celui-ci
est essentiel pour le lemme suivant.

Lemme 5.7. Pour tous (d,a), on a g > 2.

Preuve. 1l y a plusieurs fagons de le prouver. On présente ici une preuve trouvée au cours du stage. On pose s < 2.
On définit la fonction suivante en fonction de y = x — st :

P(y) = 1= Ach(B(y - 0)),
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avec A €]0;1[, B> 0 et C' € R. Le maximum de ¢ est ¥(C) =1 — A < 1, et il existe y; > C tel que

En fait, on a

Argch(1/A
. % L
Ainsi, on peut définir une fonction continue par
1-A | y<C,
u(t,r) =uly) = (¥ly) ,C=<y<ys,
0 v Y > Yt

Il est évident que u est une sous-solution quand y ¢]C, y [, y compris en les points de non différentiabilité y = C' et
Y = Y+, puisque

lim dy,u = lim Oy,
y—C— y—Ct
lim dy,u < lim Oyu.
- +
Y=Y, Y=yl

Ensuite, comme f(u) > 0, on montre que
Ny(u) = w —du,, —su, — f(u) = BvP(1 —uw),

< [dB* - BvP] Ach(B(y — C)) + sABsh(B(y — C)),
< [dB*+ sB — pv”] Ach(B(y — C)),

N

avec v < v une sous-solution de I’équation en v. On doit donc avoir dB? + sB — BuvP(t,y) < 0 quand y € [C, y]-

Comme s < 2, d’aprés 1’étude du portrait de phase réalisée en section (2.1), il existe un profil Vi (x — st) solution de
Péquation en v qui oscille autour de 0 quand x — st — oo. La situation est similaire & celle représentée Figure (2.1).
Ainsi, Vi(x — st) atteint la valeur 0 pour des valeurs = — st finies. Soit © le premier zéro de Vi(z — st). On définit
alors

v(x — st) =

Vs(x —st) ,z—st<0O,
, T —st>06.

Il est clair que c’est une sous-solution pour x — st > 0. Pour x — st < ©, on a

Ny(v) = v —v,, —v(l-uv),
= —sV{ -V -V, (1-Vy),

= 0.

L’étude du portrait de phase montre aussi que v, (07) < 0 = v,(07). C’est donc aussi une sous-solution au point
de non différentiabilité  — st = ©. Enfin, il reste a vérifier que v(z) < vo(x). D’une part, il est clair que pour
x — st <O, on a V(z— st) €[0;1]. D’autre part, ’étude du portrait de phase montre que, a s fixé, le profil V est
unique a translation prés. Plus précisément, dans tout ce qui a été fait plus haut, on peut remplacer Vy(z — st) par
Vi(x — st — m), avec m € R. Cela revient en fait & pouvoir choisir arbitrairement la valeur de ©. Vu que v, est une
perturbation & support compact de 1,<g, il suffit de prendre © suffisamment négatif pour que vo(x) = 1 pour tout
x < O. Comme vg(x) > 0, on aura donc vo(z) > v(x). On en déduit que v(x — st) < v(t,z) pour tous (¢,x) et on
peut le reporter dans l’expression de N, (u).
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Pour que u soit une sous-solution, il faut avoir dB? + sB — fv? < 0 pour y = z — st € [C;yy]. Tout d’abord, les
paramétres d, s, 3, p étant fixés, il est clair qu’on peut choisir B > 0 suffisamment petit pour que

1 p
cw%mB—BQJ <0.

Ensuite, comme Vi(y) — 1, il existe yo(s) < 0 tel que Vi(y) > % dés que y < yp. Ainsi, il reste & prouver qu’on
Yy——00

peut choisir y; < yo et la preuve sera terminée. Bien qu’on ait fixé B, on a y; — —oo quand C' — —oo. Comme g
ne dépend pas de C, on a bien le résultat. Donc u est une sous-solution.

Enfin, on doit veérifier que u(0,2) < ug(z). Comme u <1 — A, y; < 0, et w = 0 en dehors de (—o0,y4 ), on peut
choisir C' encore plus négatif si besoin, pour s’assurer que ug(z) =1 >1— A > u(x) pour z < y. Finalement, on a
u(x — st) < u(t, z) pour tous (¢,x).

Ainsi; pour tout s < 2, pour tout seuil h € (0,1 — A), on peut construire une sous-solution u qui se propage a la
vitesse s. Comme on peut choisir A arbitrairement proche de 0, on a sg; > s. La preuve est valide pour tout s < 2,
donc s, > 2. Cela termine la preuve. [

La derniére sous-solution a construire est sensiblement plus compliquée. Comme il s’agit de montrer 'existence d’'une
vitesse anormale Sge; > Sanorm, il faut des résultats plus fins. La preuve est adaptée de [8]. Dans un premier temps,
on va construire une sous-solution de 1’équation v pour un domaine réduit des valeurs (¢, ). C’est 'objet des deux
lemmes suivants :

Lemme 5.8. Pour tout o > 2, si on pose y = x — ot, et si on se donne qo(y) : Ry — [0;1] a support compact, alors
il eziste une fonction G(t,y) avec |G(t,y)| < C pour un C(o,qp) > 0 telle que

1—22y gy ¥
q(t,y) = e TITEV R Gt y)
est une sous-solution de la composante v pour t,y € R,..

Preuve. On travaille dans un référentiel y = x — ot. Une fonction ¢(t,y) est une sous-solution pour (¢,y) € Ry si
No(q) = ¢ — qyy —0qy — q + g% < 0. On considére le probléme & valeur initiale de I’équation en v linéarisée autour
de (0,0) avec une condition aux bord de Dirichlet imposée en y =0 :

~t q +OQy+q ) (t,y)ERJ,_ XR-Fa
q(0,y) = do(y) Yy ERY,
q(t,0)=0 , t>0.

Si on suppose que Go(y) est & support compact, cette équation a une solution explicite, obtenue & partir d’'un noyau
gaussien :

(1-22)t—gy = ei(yig/)Q — ei(ytg/)z Ndu'
i(t,y) = =T % i . 5.12
i(t,y) / — do(y)dy (5.12)

Comme G(t,y) est solution de 1’équation linéarisée ce n’est pas une sous-solution car N(G) = ¢ > 0. Cependant, on
peut construire une fonction A(t) > 0 telle que q(¢,y) = A(t)d(t,y) soit une sous-solution. Etant donné que I’on peut
majorer les deux exponentielles dans 'intégrale par 2 en valeur absolue, et que le reste est une fonction décroissante
de t et de y, on en déduit que |G(t,y)| < Ce™! pour un certain w > 0 et un certain C(qo) indépendant de y. Si de
plus on a

Al(t) = —Ce @ A(t)?,
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alors
N(qg) = Qt*ny*JnyquqQ?
= A/Cj"'A(q_‘jyy _0q~y _(j) +A2~27
A/q~+A2~2’
< Alce—wt+A2026—2wt7
0.

donc ¢(t,y) est bien une sous-solution. On peut calculer explicitement A :
Agw
A(t) = 0 :
w+ CAp(l —e«t)
On peut par exemple prendre Ag = 1, et on obtient qu’il existe A; > 0 tel que pour tout ¢ > 0, A; < A(¢) < 1. On
a donc lexistence d’une sous-solution ¢(t,y) de v pour y € [0; oo, qui s’écrit sous la forme (5.12) pour

y' (v —2y) v’ 2y+y")
A(t) /OO [ —e T B
G(t,y) = Ndy'.
et l'on observe que G(¢,0) = 0, et que |G(t,y)| < C(0,qo)- n

On a une sous-solution, mais son expression en fonction de o > 2 ne donne aucune indication quant a la vitesse
d’invasion de la composante v car ¢ ne se propage pas a la vitesse o, donc on ne peut pas calculer aisément sa vitesse
d’invasion. D’oul la présence du lemme.

Lemme 5.9. On pose o > 2, qo(y) : RY — [0;1] a support compact et G(t,y) défini comme dans le lemme précédent.
On pose 6 > 0. Alors il existe 71 (t;0,0,q0) et T*(0,0,q0) > 0 tels que la fonction v définie par

Q(t,$) — eyv’(U,O)(z—o't)e—ét7
soit une sous-solution pour y € [1_(t); 7+ (¢)] et t > T™*.

Preuve. On prouve le résultat en plusieurs étapes

Traduction de v(t,x) < ¢(t,z — ot) Dans les faits, on recherche les points tels que v(t, z) < q(¢,y) = q(t,z — ot).
On cherche donc les couples (¢,y) € R% x R, solutions de I’équation non linéaire :

a2 o y?
eI )te= 3V~ T G(t,y) = e"Ve O,

ol on a noté v pour v, (o,0). Par passage au logarithme, on a :

2

2
y o o _
T (§+u)y+ (1—4+6>t+10g(0(t7y))—0~

On fait le changement de variable z = 2= et on divise par —t. On obtient ainsi :

2 1 ~
224 (04 20) 2 — (1 - % +6) - glog (G(t,z)) =0.
Si on fait un nouveau changement de variable p = %, on peut définir la fonction H(p, z) de maniére implicite :
2
F(p,2) =22+ (0 +2v) 2z — (1 - UZ + 5) — p2log (pH(p, 2)) = 0.

Le calcul de H(p, z) donne :

Alt > (G (COR
G(t,y) = ﬂ%/o <6 ot e y2y> Go(y')dy’,
Gt,z) _24(p7%) [* W . -
H(p,z) = (p ) _ \;% )/0 e 3 2sinh (y'2) Go(y')dy'.
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Expression des (¢,z) ot on a égalité On remarque que H(p, z) est une fonction C' en p et z car A lest et H,
et H. sont continues, par convergence dominée sur des compacts de R} pour p et Ry pour z. Pour p = 0, on a un
polynéme du second degré en z, les solutions sont donc

o 1 9 o2
SR A 2w +4(1-Z 15).
Zy V=3 2\/(0'—|— l/)+< 4—|—5>

Comme on a v = v, et I'identité v? + ov + 1 = 0, alors

(c+20)° = o?+4(2 +ov),

= o2 -4,

si bien qu’on a :

1 1 2
2y = (;2 024)312\/024+4(104+5),
1
= 5\/02—4i\/5.

On rappelle que F(0,z+) = 0. De plus, F est clairement C! car H ’est. Enfin,

2
F,(0,2z+) = 32+(0+2u)z—<1—z+6)+0,
= F(0,z4) =0,
et
F,(0,z4) = 2z3+o0+2v+0,
224 — (24 + 2¢),
== Zi_z:':,
= 2V #0.

Le théoréme des fonctions implicites donne ’existence d’un p* > 0 tel que pour tout p € [0; p*|, il existe deux uniques
z(p) == z+ + R1(p) tels que F(p, z(p)) = 0. Ce sont les points en variables (p, z), tels qu’on ait v(t, z) = q(t,x — ot).
Si on revient aux variables de départ :

Z4 + R:I:(p)a
1
= 5\/02 —44+V5+ Ri(p),

%\/aﬂi\/g+Ri (\2)

qu’il faut multiplier par ¢ pour revenir au probléme de départ. Bien qu’on ait divisé par —t, le signe moins n’a aucune
influence puisqu’on cherche la nullité. On a donc

T (t) = %\/02 — 4t + V6t + Ry (\2) t.

z(p)

2
Finalement il existe T* = (m) tel que pour tout ¢ > T*ils existent deux uniques valeurs © — ot = y = 71 (t)

définies ci-dessus pour lesquels on a v(t,z) = q(t,z — ot).
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Expression des (¢,z) pour lesquels on a I’inégalité A partir de 13, on peut en déduire que v(t,x) < q(¢, z — ot)
pour y € [T—(t); 7+ (t)]. En effet, le théoréme des fonctions implicites nous assure que F'(p, z) change de signe dans
un voisinage d’un z4, donc il en est de méme pour (¢, x — ot) — v(t, z). Or, si on regarde les taux de décroissance
des deux fonctions quand y — oo &t > T™ fixé, on a

y2
qty) =0 (e‘“) :
Yy—00
v(t,z) = O (el’; (U)y) .
Y—00
Il est donc clair que pour les grandes valeurs de y, on a ¢(¢t,z — ot) < v(t,z). Ce qui permet d’affirmer que c’est pour
y € [m_(t); 74 (t)] qu’on a v(t,z) < q(t,z — ot). La preuve est conclue. "

Grace & cette sous-solution pour I’équation en v, on peut démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.10. Pour tous (d,«) € IV, on a Ssei > Sanorm.-

Preuve. La encore, le résultat sera prouvé a travers plusieurs étapes intermédiaires. On considére Max(2,2vda) <
s <0 < Sqgnorm €t y =1z — ot.

Forme des sous-solutions On va montrer qu’il existe une famille & un paramétre de fonctions u(t, x) telles que
N(u) =y — duy, — f(u) — BoP(t, z)(1 —u) <O.

On va montrer que ce parameétre peut étre pris tel que u(t,z) < w(t,x) pour une certaine valeur de ¢ > 0. La
sous-solution u consiste en :

— un front U,.(z — st) se propageant & la vitesse s, solution de 1’équation non linéaire découplée pour w :

AU’ + sU! + f(U,) = 0. Il est déterminé a translation prés et donc on le paramétrise a partir de r € R par

U.(r) = % Comme s > 2v/da, il s’agit d’un front et admet une décroissance spatiale en evu (3)y quand y — oo.

— une fonction ¢ (y, t) construite & partir d’une solution de I’équation suivante : u; = duy, +ou, +ou+ P (¢, y).

La famille de sous-solutions paramétrée par r est construite pour une fonction ©, (¢) > 0 bien choisie comme suit :

U, (z — st) , ¢ < ot,
u(t,z) = U.((0 — s)t)p(z — ot,t) , ot <z <ot+O,(t),
0 , x> ot +O4(t).

Afin de garantir la continuité en & = ot, il faut avoir ¢(0,t) = 1. De méme, il faut avoir ¥(0(t),t) = 0.

Expliciter ¢ Pour expliciter v, on résout d’abord ’équation
U = duyy + ouy + au + BePVv (7)Y =pot,

Par une séparation des variables, on voit que la solution la plus générale de cette équation s’écrit, pour A\ € C
quelconque :
u(t,y) = e (cle”;r(”my + CQ@”J(U’A)‘U) + P(t,y),

avec P(t,y) une solution particuliére de I’équation. Pour construire 1, on part d’une solution générale stationnaire,
en posant A = 0. Afin de pouvoir étre une sous-solution au point de non différentiabilité ot + O, (¢), on impose
c2 = 0. On a donc

ult,y) = cre’ @Y 4 P(t,y).
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On fait le changement d’inconnue u(t,y) = w(t,y)e % qui donne
wy = dwyy + owy + (a + d)w + fePrv ()Y,

La solution particuliére est obtenue en cherchant une solution sous la forme Ce*¥ :
(dk2 +ok+a+ 5) Cer + BePVv (Y =,

ce qui permet de trouver :
k= pv; (o),
C =

_ B
dk2+ok+a+d

En repassant aux coordonnées de base, la solution particuliére qu’on a trouvée s’écrit :

5 o
P - _ pv, (0)y ,—pot
e ) T G Ee S

On notera dans la suite D(v) = dv?+ov+a+4d. On rappelle qu’on est dans le cadre (d, ) € IV et que max(2, 2v/da) <
$ < 0 < Sanorm- On montre que v, (o) < v, (o) < pv, (c) < 0. En effet, la fonction
fz) = vi(z)—pr, (2),

1 1
= —2—Zd+%\/z2—4doz+gp+ §p\/02—4.

est une fonction C! en z. Comme (d,a) € IV, on a vu que, pour z > 0, f(z) = 0 si et seulement si 2 = Sunorm-
Calculons la dérivée de f en Sgnorm :

1 1 z 1 1 z

T2d T2dvE ada 2P TP o

1 Sas
! sano,’,m > 7 anorm _ 1 )
I ) 2d 52 4dda

anorm

f'z) =

1 SanOTm )
> — | ——-1] =0.
2d ( \% Sznorm
Ainsi, on a f(o) > 0 pour ¢ > Sanorm €t f(o) < 0 pour o < Sgnorm- Donc on a bien v (o) < prv, (o) < 0. Cela

implique nécessairement que dp?v, (0)? + opv, (o) + « > 0, donc en particulier comme & > 0, on a D(pv, (o)) > 0.
On va maintenant voir ¢; comme une fonction du temps :

vi(o IB v, (o —pdt
V(x —ot,t) = ¢ (t)evn (O — — L ___ePs (Jye—pit
D(pvy (o))

On a besoin que 9(0,t) = 1, ce qui impose que

ot) =14 — D vt

D(pvy (o))
Finalement, on a
B —pdt + 5 —pét v (o)
¢(y7t) = <1 +——e" eVu ()Y _ — e Pote¥w (Y,
D(pry (0)) D{pvi (@)
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De plus, comme v () < pv, () <0, on a at fixé ¢(y,t) — 0. Comme ¥(0,t) = 1, elle s’annule en au moins un
y—00

point y(t) > 0. Ce point est méme unique. En effet, la résolution de ¢ (y,t) = 0 donne :

vi(o 5 —pdt pv, (o)
c1 (t)e u( )y — — e p ep v y7
D(pvy (0))

e Ptepvy ()Y

log (Cl(t)D(gV (0))> +ul(o)y = —pdt+pv, (0)y,
(pvy (o) —vi(0))y = pot+log (W) |
- : (D (pvy (0)) e
v pl/u(U)—V;r(a)IOg< B )

On notera ce point ©4(¢). En tenant compte de ’expression de ¢;(t), on peut I’écrire :

0.(t) = Mlog <<1 n D(p,j—(g))epét) <D(PV§(0))GP&>> ,

B | Dy (0)) s
EEACE ui<o>10g< 8 * 1) ’

_ pd 1 D(pv, (o)) 0Pt
S @@ e ( g ) ’
=t Let+ Ro(t).

Sélectionner un § On a montré que pour tout § > 0, la fonction v est une sous-solution de l'intervalle [7_ (¢); 74 (t)].
Nous avons également construit pour tout > 0 une fonction 1 qui serait un bon candidat pour construire la sous-
solution de u, avec les propriétés suivantes :

'(/)(Oat) =1, '(/)(@-‘r(t)at) =0, ¢(y,t> > 0 pour tout 0 < y < ®+(t)
On va maintenant imposer une valeur pour 4. On pose

5= Y= (o (o) - v ) > 0.

On affirme que pour § = 4., il existe T5(c, qo) > 0 tel que
T_(t) < O4(t) < 74(t), pour tout t > Ts(o, qo)-

De plus, si o est suffisamment proche de Sunorm, on a 7—(t) > 0 pour t > Tys. On rappelle 'expression de 74 (t), pour
tout t > T*(o,d¢,q0) :

74 (t) = Vo2 — 4t £ 21/6,t + 2R, (1> t.

Vit
D’une part, les Ry sont les termes correctifs tels que z(p) = z3 + Ry(p) soient les points pour lesquels on a
v(t,x) = q(t,x — ot), avec z = 37 et p = % Par continuité de F(z,p) du lemme 5.9, on a que R (p) e 0, donc
p—

Ry (i) — 0. D’autre part, pour O4(¢t) = Lot + Ro(t), on a Re(t) — Cte. Finalement, on a les équivalents
Vt) tooo t—o0

suivants quand t — oo

ORES (\/0274:|:2\/a>t,
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6+ (t) ~ L@t7
N PO .

pvo (o) — v (o)

~ o2 — 4t,

On a donc bien, pour § = 4., lexistence d’'un Ts(o,q0) > T*(0,0.,qo0) tel que pour tout ¢ > Ts(o,qp) on ait
7_(t) < ©4(t) < 74(t). C’est encore vrai si Vo2 —4 — 2/5. = 0. Pour la derniére assertion du théoréme, on sait
que :

pv, (o) —vi(e) — 0.

0 —Sanorm

Doncé. — 0.1l vient que pour ¢ suffisamment proche de Sgnorm, on a vVo2 —4—24/3, > 0, donc que 7— (t) >0

T—Sanorm

pour t assez grand. En fait, le seuil dépend de o, 6. et de R+. Or, Ry dépend en fait de o, . et gy & travers p*. On
peut donc prendre T5(o, qo) suffisamment grand pour qu’on ait 7—(¢) > 0 pour t > Ts(c, qo).

Fracture de la droite réelle On rappelle qu’on a l'expression suivante pour u avec y = x — ot :

U,(z — st) ,y <0,
u(t,a) = A Uy ((0 = 9))p(a—at,t) ,0<y <O (t),
Il faut vérifier que pour tous (¢,z) on a N(u) = u, — du,, — a(u —u?) — Bv(t,z) < 0. On se place toujours dans une

fenétre y = x — ot, et pour t > Ts5(0, o), on décompose R en quatre domaines :

I, = ]—00;0],
Iy 10; 7 (1)),
I = Jm-(1);04()],
I = 104(t);00[.

A noter que sur I, on a v qui est une sous-solution de v, mais pas sur I,. On va prouver qu’il existe un Ty, (s, 0, qo) >
max(T*,Ty) et un r.(Ty, s, 0, qo) tels que pour tout r < r. la fonction u(t, z) soit une sous-solution de u pour ¢t > T,
et pour tout z.

Régions I, et I; Dans la région I, on a u(t,x) = U,(x — st) et dans la région I, on a u(t,z) = 0. Dans les deux
cas, on a u; — du,, — f(u) =0, donc N, (u) = —pv(t,2)P(1 —u) <0.

Expression de N,(u) dans les régions I, et I. On rappelle l’expression de u dans ce cas, et les propriétés de

P

u(t,z) = Uy (0 — s)t) vlx — ot, 1),

vi(o 5 v, (o —pdet
’L/}(x_a—t7t):cl(t)e u( )y_ — epq;( )ye pc7
D(pvy (0))
Yo — GO = diy, + oty + o+ Bu.
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La fonction u a la méme expression dans les deux régions I, et I.. L’expression de N, (u) est également similaire
dans les deux cas. Dans la suite, on écrit U, a la place de U,.(ot — st) et de méme pour U, :

Nu(u) = w —dug, — f(u) — pvP(1 —u),
= w —du,, —ou, — f(u) = Bu(t,y)P(1 —w),
= (0= 8)Upb + Uy (b — dibyy — otby) — f(U) — Bu(t, y)P (1 — Ur¥),
= (0—9s)U+U; (0’1 (£)e" Y 4 o) + By”) = f(U) = Bu(t,y)P (1 = Upp).

On regroupe alors les termes de la fagon suivante :
Nuw) = (o= )0+ U (G0 + 807 ) + 0 (Un) = [ (Uy) = Bo¥ + Bo Uy

Or, le front U, est solution de I'équation dU” + sU. + a(U, —U?2) = 0. Le portrait de phase donne le résultat suivant :
la facon dont le front U, relie I’état 1 a I’état 0 permet, localement au voisinage de U,. = 0, de définir U, comme une
fonction de U,.. On sait aussi que U, ~ vy quand y = x — st — oco. Ainsi, on a le developpement limité suivant :

U=, vaUn O,
= U (vf(s)+R(U,)).

avec |R(U,)| < KU, pour un K > 0si U, est suffisamment proche de zéro. On peut donc regrouper les termes comme
suit :

Nu(w) = [(o—s)vi(s)+Be" + (0 — )R(U,)] Uyt
+ (U e O] + [0 Uy) - FU)] + B U0 — o).

Région I, =|7_(t);©4(t)] Comme on a choisi ¢ et t > T; tels que 7_(t) < O4(t) < 74(¢) alors pour y € I, on a
que v est une sous-solution de u. Donc, comme U, < 1, on a
U,vP <P,

Donc le dernier terme de N, (u) est strictement négatif. Il en est de méme pour le deuxiéme terme :

B

c1 = — Pt ,
(t) 1+ Dipve (o)) >0
c - ﬂ§ 67p5t

e A Co

On regarde maintenant le premier terme. On sait que (0 — s)v;5(s) est un nombre strictement négatif fixé car on a
pris s < 0 < Sgnorm- De plus, comme U, en décroissant strictement, on sait que pour ¢t > Ts(0,qp), on a

U, (ot — st) < U.(cTs — sTs).

De plus, pour tout ¢ > 0 il existe 7¢(s, 0, qo), 0. étant lui-méme fonction de o, tel que pour tous r < ro(s,0,qo) et
t>Ts, on a

UT(Jt—St)) < UT((TT(;—ST(;)7
< €

30



Alors, € suffisamment petit, ou T suffisamment grand, on a
R(U, (ot —st)) < CU, (ot — st) < Ce,
a(U) — fU) = a(U) = fOU+0 (U0))
= o(wwy)

si bien que pour r < ro(s,0,qo) et t > T5, on a

S0 = S (5) + v (5) R(U ot — s1))
< é(a —s)v(s) + vl (s)Ce <0,
30 = WS+ [0 (U) ~ ST,
U |50~ )i () + OU) |
< 0,

pour e suffisamment petit et pour tout  — ot € I.. A partir de 1a, comme o > 2, on sait que SvP(t,ot) t—) 0 donc
— 00

il existe un T éventuellement encore plus élevé tel que pour tout ¢ > Ty, on ait
1 + P 0
g(a —s)v(s) + BuP(t,at) < 0.

Puis, comme v est strictement décroissant en y = z — ot, cette inégalité reste valable pour y € I, U I. = [0; O (t)].
Les premier et troisiéme termes additionnés dans N, (u) forment donc un résultat négatif pour ¢ et r bien choisis.
Donc on a N(u) <0 sur I..

Région I, =]0;7_(t)] Pour les trois premiers termes de N,(u), la méme discussion que pour la région I, est
valide. Par contre, on a besoin de controler le dernier terme S [U,v? — vP], qui n’est plus nécessairement positif pour
x — ot € I,. Dans les faits, il suffit de controler SU,vP. On sait que dans la région I, on a ¥(x — ot,t) > 0 car
x — ot < O4(t). On peut donc diviser ce terme par ¢(z — ot,t) :

BU,.vP BU,.ePVs (0)(z=at) g=pdet
m N c1 (t)el’;r (o)(x—0ot) _ %BPV; (o)(xz—ot) e—p(SCit7
PV, (O
_ BU.,.
- 01(t)e[l’i(”)fp”“i(U)](I*‘”)epﬁct ___ B8
D(pvy (o))

On rappelle que c; est strictement positif, borné, a une limite 1 en +o00 et que v, — pv, < 0. Pour (x — ot) € I, =
10; 7—(¢)], on va montrer que ce terme peut étre rendu aussi petit qu’on veut pour ¢ suffisamment grand. Pour cela,
on étudie 'expression dans ’exponentielle, qui est la seule dépendance temporelle de ce terme :

v —pv, | (x —ot) +poct > [v,

Il
<
=

|
i
et

|

[\
)

(e}
+

[N}

s
—
N

N—
~



Or, quand t — oo, on a R_(t) — 0. Donc il existe 7' > 0 tel que pour tout ¢ > T, on a —2/5. +2R_(t) < 0. Comme
v —pu,; <0, il vient que pour tout M > 0 il existe 7" > T tel que pour tout t > 7" on a [v,;} — pv, | (x—ot)+pd.t >
M. Donc le terme % peut étre rendu aussi petit qu’on veut pour (z,t) € I, en prenant ¢ assez grand.
Finalement, il existe T, (s, 0, qo) > max(T", Ts) tel que pour tout t > T, on a N(u) < 0, donc u est une sous-solution

de u sur I.

Conditions sur les dérivées On vérifie que u est une sous-solution aux points de non différentiabilité. C’est
évident au point y = ©, (), car ¥(y,t) étant positive & gauche de ce point, on a

ou oY
lim — = U,(ot—st) lim —
B3y Aot =) lig By
. Ou
< lim — =
y—>®+8y

a :

ou 0
lim — = lim — (U.(z — st)),
y—l)I(r)l* 6y azfaltril)O* ay <U (x 5 ))
= lim — (U,(y + ot — st)),
y—0—

= lim U/ (y + ot — st),
y—0—

= lim v} (s)U,(y + ot — st) [l + R(U,(y + ot — st))],

y—0—

= v (s)U, (ot — st) [1 + R(U, (ot — st))] .

u

Tandis que dans la région I, on a

ou .0
Jm 5, ylgggafy (Ur(at = st)i(y,1)),
: oY
= 1 _ —
yl}rg_*_UT (O't St) 8y (y7 t)a
.0 + B - _
= - = ve(@y _ P ey, (0)y—pdct
U, (ot st)yli%{r a9 (cl(t)e Dlwe (O))e e ) ,
= U.(ot — St)yl_i,%h (Z/J(a)cl(t)ev,j(a)y _ D(plj(o))y;(a)epuv(a)ye—péct) 7
B — ()= t)
= U,(ot—st <1/ch t) — ———pv, (0)e” P2 ||
(ot =st) (v @)er(t) = s ()
= U, (ot — st) (VJ(U) <1 + ﬁ_ep‘u) — 75_ pl/,u(a)ep‘sct> ,
D(pvy (o)) D(pvy (0))
+ _ —
= U, (ot — st) (1/;[(0) + (v (0) Pl (9)) Be_péct) < 0.
D(pvy (2))
On est bien négatif car v (o) < pv; () <0, et D(pv, (o)) > 0. A partir de 13, comme s < o et que
o . 1 s
%I/U = ﬁ (1 + - ,782 — 4da> > 0,

pour tout s > v2da, on en déduit que v (s) < v (o). Ainsi, avec un T, (s, 0, qo) éventuellement encore plus grand,
on peut assurer que pour t > T, :

vt (s) < v (o) + WO =P (DB st

h h D(pvy (9))
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De plus, comme o —s > 0 et U,.(y) — 0, pour tout ¢t > T, on a U, ((0 — s)t) < U, ((¢ — s) Ty,). Aprés quoi, comme
y—00
U-(y) — 0, pour tout € > 0, il existe r.(Ty, s,0,q0) < ro(s, 0, qo) tel que pour tout r < r. et pour tout t > T, on
r——00

a U, (ot —st) < e. Alors, comme R(U,.) U—>O 0, il suffit de prendre ¢, et donc r, suffisamment petits de fagon & ce que
r—r

vi(s)[1+ R(U, (ot —st))] < vi(o)+

< vli(o)+ e

ce qui permet de vérifier la condition souhaitée :

ou

li U < i u
m — m —.
y—0— 8y y—0+ 6y

On a donc bien une sous-solution pour tous t > T, r < r. et z € R.

Une sous-solution intermédiaire Au lieu de montrer que u(0,z) < up(z) comme on ’a fait jusqu’ici, on va
montrer que u(T,,z) < u(Ty, ), ce qui suffira pour montrer que u(t,z) < u(t,z) en temps long. Comme la vitesse
sélectionnée est une vitesse asymptotique, cette méthode est bien valide. Afin de montrer cela, on va construire une
autre sous-solution pour I’équation en wu.

On considére un front sous-critique ues.(z — Sct) qui se propage vers la droite & une vitesse s, = 2vVda — € < 2v/da.
On sait par une étude du portrait de phase que de tels fronts oscillent autour de 0. Comme pour le lemme 5.7, on
va garder uniquement la partie & gauche du premier zéro de u,g., noté 6, et on prolonge & droite par 0 sur R tout
entier :

Upse (T — 8et) @ — st < 0,
uel@ = set) = 0 T —s.t>0
) - oebl Z V.

Par invariance par translation, on peut choisir # comme on le souhaite. Comme u,. € [0;1], c’est une sous-solution
du systéme :

Ny(ue) = (ue), —d(ue),, —auc(l —u) — po(l —u),
= —fu(l—wu.) <0.

et pour 0 suffisamment négatif, on a aussi u(0,z) < ug(x). Par le principe du maximum, on a aussi u,s. < 1, donc
ue(0, ) < ug(z) sur un ouvert de R, en fait une demi-droite. Le principe du maximum donne alors u¢(t, x) < u(t, z)
pour tous 0 <t < T, et x € R.

Minoration u(7T,,z) < u(T,,x) sur I,Ul; Comme u = 0 est une sous-solution de ’équation en u, et que ug(z) > 0
sur un ouvert de R, en fait une demi-droite, on en déduit par le principe du maximum que u(T,,x) > 0 pour tout z.
Comme u = 0 sur I4, on a déja la minoration sur /.

At =T,,silesupport de u.(Ty, ) coupe I, =]0; 7_(t)], alors ue > 0 sur I,. On peut affirmer 'existence d'un r; < r.
tel que pour tout r < r1, on a pour tous les (T, x) € I, i.e. pour les x < 0T, :

w(Ty, ) = Up(x — sTy) < te(® — $scT) < u(Ty, x).

En effet, pour (¢,z) € I,, on a ponctuellement u(t,z) = U,(x — st) — 0. Il suffit donc de vérifier les taux de
r——o00

décroissance en —oo. Les fronts u,s. et U, sont respectivement solutions de dU" + sU’ + f(U) = 0, pour 5 € {s,, s}.
En linéarisant autour de 1’état 1 instable, on obtient : dU" 45U’ + f'(1)U = 0, donc 1—U décroit comme exp(u; (3)z)
quand x — —oo avec



car f/(1) < 0 par hypotheése. On voit que :

d 1 S
+lz)
ZprE) = — 14— ] <0
2ot )= o4 ( + 52_4df,(1)> :
ce qui entraine que pu; (s¢) > p.t(s), donc que la convergence vers 1 pour u,. est plus rapide que celle pour U,.. Donc

pour un ¢ fixé, il existe une demi-droite en z allant vers —oo sur laquelle on a U, < u,s.. On peut ensuite choisir
r1 < 1. suffisamment petit de fagon a ce que pour tous r < rq et (Ty,z) € I,, on a

Ur(x —sT,) < min uese(® — 85¢Tw)s

x<oT,
S uosc(m - SscTu)7
< w(Ty,x).
Toujours en t = T, si le support de wu,s. est disjoint de I, on peut tout de méme trouver une demi-droite

] — 00520 (8e, Uose)[ sur laquelle on a wyse > % Alors 1a encore pour r < 7. assez petit, on a U, < uys. sur
] — 00;20(8e, Upsc)[. Ensuite, comme u > 0 par le principe du maximum, elle est minorée par une constante
(8,0, Ty, Upse, Sse) sur intervalle compact [zg; 0Ty]. Il suffit donc de prendre r < r. assez petit pour que U, (z —

sTy) < ¢ pour x € [xg;0T,]. On a donc u(Ty,x) < u(Ty,z) sur I, dans tous les cas.

Minoration u(7Ty,z) < u(T,,z) sur I, UI. Pour la région I U I. =]oT,;©0(Ty) + oT,], on peut faire de meéme
car O, (T,) ne dépend pas de r. Comme u(T,,z) > 0, on a donc encore u minorée par une constante sur I, U I... Or,
pour tous (T,,x) € I, U1, on a

@(Tﬂm .T) = Ur(<0 - S)Tu)l/J(l” — oy, Tu)

On va montrer que ¥(y,T,) < 1 sur I, U I.. Si on calcule la dérivée en y :

B —p6. T | it (@) p (o) y—p6. T,
’(/}(y7Tu) — <1 + — e POctly e’/u g)y __ — epV,u a ye POc u,
D(pvy (0)) D(pvy (o))
B —ps.T, + Bpv, (o) ~(0)y ,— ST,
Uy (y, Ty) = <1—|— — e Plu ) (g)eVu ()y _ 20 77 opvy (0)ye—pdeTu
! D(pvy (9)) D(pvy (o))
On voit déja que lim v, (y) = —oc et lim ¢, (y) = 0T. Ainsi, 1), s’annule en changeant de signe au moins une fois.
De tels points doivent nécessairement vérifier ¢, (y, T,,) = 0. Si on résout cette équation, on trouve :
0 = (1 + ﬂ epécTu) V;r(o_)eui'(a)y o 5PV; (0) epl/v_ (o')yefpzicTu’
D(pvy (0)) D(pvy (o))
i@y (D(p%_("))epacn N 1) i(9) it
Yy, (0
B (o)
D - +
pv, (0)y = log (W’(U))em“ + 1) T10g 24t oy,
B py (0)
1 { D(pv, (9)) ps.7 vy (o)
Yo = — log< ePoetn 4+ 1) +log——=|.
pvy (o) = vi (o) g pvo (o)

Donc le seul point ot 1, (y,T,,) = 0 est yo et ¢, change de signe en ce point. Plus précisément, 1, (y,T,) < 0 pour

y < yo et Yy(y,T,) > 0 pour y > yo. Or, la fonction ¢ vérifie (0, (Ty),T,) = 0 et lim ¢(y,T,) = 0~, donc elle
Yy—00

admet un minimum dans |©, (7T},); +00[. Ce minimum est forcément un point critique, donc forcément yo. Ainsi, on

a 04 (T,) < yo. Finalement, v est strictement décroissante sur ]0; ©(Ty,)] = I, U I, donc comme ¢(0,7T,) = 1, on a
bien ¥(y,T,) < 1 sur I, U I.

Ainsi, on a u(T,,z) < Up((c — $)Ty,) sur I, U I.. I suffit 1a encore de prendre r suffisamment petit en fonction de
s,0,T, pour qu’on ait

w(Ty,z) < Up((c — 8)Ty) < a:GHIliLrJlI (u(Ty,x)) < u(Ty,x)

pour tout (T, x) € I UI,.
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Preuve du lemme Les valeurs 2vda < s < 0 < Sanorm €tant fixées, on a montré I'existence d’une fonction ¢,
d’un Ty, (s, 0,q0) > 0 et d'un r1(s, 0, qo, Tw) € R de telle sorte que la fonction v qu’on a construite est une sous-solution
pour t > T, et € R. On a ensuite montré que u(T,,z) < u(Ty,z) pour tout z. C’est donc bien une sous-solution
du probléme de Cauchy avec la condition initiale prise en ¢t = T, qui vaut u(7,,«). Donc pour tout ¢t > T, on a
u(t,x) < u(t,z). Or, la stricte décroissance de u pour x < ot + O, (t) montre que le point d’invasion £(t) de la
fonction u est caractérisé par :

ult,5(0)) = 5

Il en va d’ailleurs de méme pour tout seuil strictement comprise entre 0 et 1. La vitesse sélectionnée définie par (1.4)
implique qu’on peut ne regarder x(t) que pour des grandes valeurs de ¢. Or, comme s < o, pour ¢ suffisamment grand
on ar+st < ot, donc u(t,r + st) = U.(r) = 3 par hypothése. Ainsi, on a directement (t) = r + st pour les grandes
valeurs de ¢.

Or, avec k(t) le point d’invasion de u, on a immédiatement que k(t) < (¢) pour t > T, si bien qu'on obtient
I’inégalité voulue pour la vitesse sélectionnée :

t t
fim E® o g 2O
t—oo t t—oo ¢
S S Ssel-

Cette inégalité est vraie pour un s quelconque pris dans |2v/de; Sanorm[- Finalement, pour (d, ) € IV on a Sanorm <
Ssel- A noter que si on avait pris une valeur seuil h # % dans la définition du point d’invasion (1.3), on peut refaire
la méme preuve en paramétrisant la famille U, par U, (r) = h. Cela termine la preuve. ]

On peut vérifier que la preuve du théoréme 2 est obtenue en regroupant les résultats établis par tous les lemmes de
cette section.
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