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Définitions et stabilité

Opérateur d'évolution

@ Soit x = f(x), f est C* une EDO autonome.
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Définitions et stabilité

Opérateur d'évolution

Soit X = f(x), f est C' une EDO autonome.
On ne considére que des temps continus : t € R.
o' X — X est tel que xt = p'xp, xo état initial, X espace d'état.

@' peut ne pas étre défini pour tout (t,x) € R x X.
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On ne considére que des temps continus : t € R.
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Définitions et stabilité

Opérateur d'évolution

Soit X = f(x), f est C' une EDO autonome.

On ne considére que des temps continus : t € R.

o' X — X est tel que xt = p'xp, xo état initial, X espace d'état.
@' peut ne pas étre défini pour tout (t,x) € R x X.

Si ' est défini pour tout t € R, 'opérateur est dit inversible.

©'xo peut n'étre défini que localement en temps: 0 < t < to (explosition
en temps fini).

@ Deux hypotheses:

Q =1/
Q o =pfop

Définition (Systéme dynamique)

Un triplet {R, X, "}, X espace d’état, et ' est une famille d'opérateurs
d’évolution paramétrée par t et satisfaisant les deux conditions précédents
s'appelle un systéme dynamique.
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Définitions

Définition (Orbite)

Une orbite partant de xo est |'ensemble

X € X 1 x = p'x,Vt €R, p'x est défini
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Définitions

Définition (Orbite)

Une orbite partant de xo est |'ensemble

X € X 1 x = p'x,Vt €R, p'x est défini

Définition (Equilibre)

x% est un équilibre (point fixe) si p'x° = x° pour tout t.

Définition (Cycle)

Un cycle est une orbite périodique Ly telle que pour tout xo € Lo,
@t Toxy = @txy pour un Ty > 0, pour tout t € R.
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Définitions et stabilité

Définitions

Définition (Orbite)

Une orbite partant de xo est |'ensemble

X € X 1 x = p'x,Vt €R, p'x est défini

Définition (Equilibre)

0 — )0 pour tout t.

x% est un équilibre (point fixe) si @'

Définition (Cycle)

Un cycle est une orbite périodique Ly telle que pour tout xo € Lo,
@t Toxy = @txy pour un Ty > 0, pour tout t € R.

Définition (Portrait de phase)

| A

Le portrait de phase d’'un systeme dynamique est une partition de I'espace
d’état en orbites.
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Définitions et stabilité

Ensembles invariants

Définition (Ensemble invariant)

Un ensemble ensemble invariant d'un systéme dynamique {R, X, ¢'} est un
sous-ensemble S C X tel que si xo € S alors ' € S pour tout t € R.
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Ensembles invariants

Définition (Ensemble invariant)
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Définitions et stabilité

Ensembles invariants

Définition (Ensemble invariant)

Un ensemble ensemble invariant d'un systéme dynamique {R, X, ¢'} est un
sous-ensemble S C X tel que si xo € S alors ' € S pour tout t € R.

Définition (Stabilité des ensembles invariants: Lyapunov)

Un ensemble invariant S est dit Lyapunov stable si pour tout voisinage U de S
suffisamment petit il existe un voisinage V' de S tel que p'x € U pour tout
x € V ett>0.(X est un Banach)

Définition (Stabilité des ensembles invariants: asymptotique)

Un ensemble invariant S est dit asymptotiquement stable si il existe un
voisinage Uy de S tel p'x — S pour tout x € Uy quand t — +oo.

Remarque

L’asymptotique stabilité n'implique pas la stabilité au sens de Lyapunov.
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Définitions et stabilité

Théoreme de stabilité

Théoreme

Soit x = f(x), x € R", f est C!, un systéme dynamique continu.
Si xo est un point fixe (f(xo) = 0), alors si les valeurs propres de
Df (xp) sont de partie réelle négative, xy est asymptotiquement
stable.

Preuve: exercice classique de prépa?
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Equivalence topologique

Définitions

Définition

Un systéme dynamique {R,R", ¢} est dit topologiquement équivalent au
systéme {R,R", 1} s'il existe un homéomorphisme h : R” — R" transformant
les orbites du premier systéme en les orbites du second tout en préservant la
direction du temps.

G. Faye / O. Faugeras



Equivalence topologique

Définitions

Définition

Un systéme dynamique {R,R", ¢} est dit topologiquement équivalent au
systéme {R,R",1'} s'il existe un homéomorphisme h : R” — R" transformant
les orbites du premier systéme en les orbites du second tout en préservant la
direction du temps.

Définition (Définition locale)

Un systéme dynamique {R,R", ¢} est dit localement topologiquement
équivalent au voisinage de I'équilibre xo au systéme {R,R", 4"} au voisinage de
I'équilibre yo s'il existe un homéomorphisme h : R" — R"

G. Faye / O. Faugeras 22 / 42



Equivalence topologique

Définitions

Définition
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Equivalence topologique

Définitions

Définition

Un systéme dynamique {R,R", ¢} est dit topologiquement équivalent au
systéme {R,R",1'} s'il existe un homéomorphisme h : R” — R" transformant
les orbites du premier systéme en les orbites du second tout en préservant la
direction du temps.

Définition (Définition locale)

Un systéme dynamique {R,R", ¢} est dit localement topologiquement
équivalent au voisinage de I'équilibre xo au systéme {R,R", 4"} au voisinage de
I'équilibre yo s'il existe un homéomorphisme h : R" — R"

@ défini dans un petit voisinage U C R" de xo,

@ qui satisfait yo = h(xo),
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Equivalence topologique

Définitions

Définition

Un systéme dynamique {R,R", ¢} est dit topologiquement équivalent au
systéme {R,R",1'} s'il existe un homéomorphisme h : R” — R" transformant
les orbites du premier systéme en les orbites du second tout en préservant la
direction du temps.

Définition (Définition locale)

Un systéme dynamique {R,R", ¢} est dit localement topologiquement
équivalent au voisinage de I'équilibre xo au systéme {R,R", 4"} au voisinage de
I'équilibre yo s'il existe un homéomorphisme h : R" — R"

@ défini dans un petit voisinage U C R" de xo,
@ qui satisfait yo = h(xo),

@ qui transforme les orbites du premier systéme dans U en les orbites du
second dans V = h(U) tout en préservant la direction du temps.
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Equivalence topologique

Equilibres hyperboliques

Soit X = f(x), x € R", f réguliere, xo un point d’équilibre. Soit Df (xo) la
matrice Jacobienne en xg et soient n_, nyp et ny le nombre de ses valeurs
propres de partie réelle < 0,= 0 et > 0, en comptant leur multiplicité.
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Equivalence topologique

Equilibres hyperboliques

Soit X = f(x), x € R", f réguliere, xo un point d’équilibre. Soit Df (xo) la
matrice Jacobienne en xg et soient n_, nyp et ny le nombre de ses valeurs
propres de partie réelle < 0,= 0 et > 0, en comptant leur multiplicité.

Définition

Un équilibre est dit hyperbolique si no = 0, c'est un col hyperbolique si
n_ny # 0.

Question: Existe-t-il un lien entre les solutions de X = f(x) et de sa
linéarisation £ = Df(xp){ au voisinage d'un équilibre?
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Equivalence topologique

Equilibres hyperboliques

Soit X = f(x), x € R", f réguliere, xo un point d’équilibre. Soit Df (xo) la
matrice Jacobienne en xg et soient n_, nyp et ny le nombre de ses valeurs
propres de partie réelle < 0,= 0 et > 0, en comptant leur multiplicité.

Définition

Un équilibre est dit hyperbolique si no = 0, c'est un col hyperbolique si
n_ny # 0.

Question: Existe-t-il un lien entre les solutions de X = f(x) et de sa
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Equivalence topologique

Equilibres hyperboliques

Soit X = f(x), x € R", f réguliere, xo un point d’équilibre. Soit Df (xo) la
matrice Jacobienne en xg et soient n_, nyp et ny le nombre de ses valeurs
propres de partie réelle < 0,= 0 et > 0, en comptant leur multiplicité.

Définition

Un équilibre est dit hyperbolique si no = 0, c'est un col hyperbolique si
n_ny # 0.

Question: Existe-t-il un lien entre les solutions de X = f(x) et de sa
linéarisation £ = Df(xp){ au voisinage d'un équilibre?
Réponse: Oui si I'équilibre est hyperbolique.

Théoréme (Théoreme de Hartman-Grobman)

Au voisinage d’un équilibre hyperbolique xo, le systéme dynamique est
localement topoligiquement équivalent a sa linéarisation £ = Df (x)§.
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Equivalence topologique

Variété stable et instable

Soit xo un équilibre, son ensemble stable W*(xo) est défini par:

We(x) = {x: . IiT o'x =xo0}

son ensemble instable W'(xo) est défini par:

Wi(x0) = {x: . lim ©'x = xo}
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Equivalence topologique

Variété stable et instable

Soit xo un équilibre, son ensemble stable W*(xo) est défini par:
W2(x0) = {x: lim ¢'x =xo}
t—+o0
son ensemble instable W'(xo) est défini par:

Wi(x0) = {x: . lim ©'x = xo}

Théoreme (Variété stable locale)

Soit xo un équilibre hyperbolique. Les intersections de W*(xo) et de W'(xo)
avec un voisinage suffisamment petit de xo contiennent des variétés réguliéres
Wige(xo) et W/ (x0) de dimension n_ et n; respectivement. De plus, Wige(x0)
(resp. Wi,.(x0)) est tangent en xo au sous-espace vectoriel T° (resp. T')
correspondant 3 I'union des valeurs propres \ de Df (xo) telles que Re(\) < 0
(resp. Re(\) > 0).
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Equivalence topologique

Variété centrale

On suppose nyp > 0.

@ Soit Eg le sous-espace vectoriel de R" correspondant aux valeurs propres
de partie réelle nulle de la Jacobienne Df (xp).

@ Toutes les solutions bornées de € = Df(xo)¢ (équilibre et cycle) sont dans
Eo.
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Variété centrale

On suppose nyp > 0.

@ Soit Eg le sous-espace vectoriel de R" correspondant aux valeurs propres
de partie réelle nulle de la Jacobienne Df (xp).

@ Toutes les solutions bornées de € = Df(xo)¢ (équilibre et cycle) sont dans
Eo.

Si ng > 0, savoir si il y a localement équivalence topologique entre le systeme
dynamique X = f(x) et sa linéarisation £ = Df(xo)¢ au voisinage de I'équilibre
Xo est un probléme assez compliqué en général.
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Equivalence topologique

Variété centrale

On suppose nyp > 0.

@ Soit Eg le sous-espace vectoriel de R" correspondant aux valeurs propres
de partie réelle nulle de la Jacobienne Df (xp).

@ Toutes les solutions bornées de € = Df(xo)¢ (équilibre et cycle) sont dans
Eo.

Si ng > 0, savoir si il y a localement équivalence topologique entre le systeme
dynamique X = f(x) et sa linéarisation = Df (x0)€ au voisinage de I'équilibre
Xo est un probléme assez compliqué en général.

Question: Est-ce que le systtme dynamique X = f(x) posséde une variété ayant
des propriétés similaires 3 celles qu'a Ey pour £ = Df (x0)&7
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Equivalence topologique

Variété centrale

On suppose nyp > 0.

@ Soit Eg le sous-espace vectoriel de R" correspondant aux valeurs propres
de partie réelle nulle de la Jacobienne Df (xp).

@ Toutes les solutions bornées de € = Df(xo)¢ (équilibre et cycle) sont dans
Eo.

Si ng > 0, savoir si il y a localement équivalence topologique entre le systeme
dynamique X = f(x) et sa linéarisation = Df (x0)€ au voisinage de I'équilibre
Xo est un probléme assez compliqué en général.

Question: Est-ce que le systtme dynamique X = f(x) posséde une variété ayant
des propriétés similaires 3 celles qu'a Ey pour £ = Df (x0)&7

Réponse: Oui! Pliss 1964, Kelley 1967, Hirsch et al. 1977.
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Equivalence topologique

Théoreme de la variété centrale en dimension finie

Théoreme (Théoreme de la variété centrale)

Il existe une fonction W € C*(Ey, T°® T'), W(x0) = DV(xp) =0 et un

voisinage U de xo tel que la variété W5 = {x + V(x) | x € Eo} a les propriétés
suivantes.
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Théoreme de la variété centrale en dimension finie

Théoreme (Théoreme de la variété centrale)

Il existe une fonction W € C*(Eo, T* @ T'), W(x0) = DW(x0) = 0 et un
voisinage U de xo tel que la variété W5 = {x + V(x) | x € Eo} a les propriétés
suivantes.

@ Sixc WE.NU etp'x e Upourtel, alors o'x € W5, pourt € I, otr |
est un intervalle contenant t = 0.
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Equivalence topologique

Théoreme de la variété centrale en dimension finie

Théoreme (Théoreme de la variété centrale)

Il existe une fonction W € C*(Eo, T* @ T'), W(x0) = DW(x0) = 0 et un
voisinage U de xo tel que la variété W5 = {x + V(x) | x € Eo} a les propriétés
suivantes.

@ Sixc WE.NU etp'x e Upourtel, alors o'x € W5, pourt € I, otr |
est un intervalle contenant t = 0.

@ Sin_ny >0, alors WS, contient toutes les solutions de X = f(x) restant
dans U pour tout t € R. C'est a dire, si x € U et p'x € U pour tout
t € R alors x € WS, .
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Equivalence topologique

Théoreme de la variété centrale en dimension finie

(Théoreme de la variété centrale)

Il existe une fonction W € C*(Eo, T* @ T'), W(x0) = DW(x0) = 0 et un
voisinage U de xo tel que la variété W5 = {x + V(x) | x € Eo} a les propriétés
suivantes.

@ Sixc WE.NU etp'x e Upourtel, alors o'x € W5, pourt € I, otr |
est un intervalle contenant t = 0.

@ Sin_ny >0, alors WS, contient toutes les solutions de X = f(x) restant
dans U pour tout t € R. C'est a dire, si x € U et p'x € U pour tout
t € R alors x € WS, .

@ Siny =0, W, est localement attractive. Plus précisément, toutes
solutions de X = f(x) restant dans U pour tout t > 0 tendent
exponentiellement vers une solution de x = f(x) dans W}..
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Equivalence topologique

Théoreme de la variété centrale en dimension finie

me (Théoreme de la variété centrale)

Il existe une fonction W € C*(Eo, T* @ T'), W(x0) = DW(x0) = 0 et un
voisinage U de xo tel que la variété W5 = {x + V(x) | x € Eo} a les propriétés
suivantes.

@ Sixc WE.NU etp'x e Upourtel, alors o'x € W5, pourt € I, otr |
est un intervalle contenant t = 0.

@ Sin_ny >0, alors WS, contient toutes les solutions de X = f(x) restant
dans U pour tout t € R. C'est a dire, si x € U et p'x € U pour tout
t € R alors x € WS, .

@ Siny =0, W, est localement attractive. Plus précisément, toutes
solutions de X = f(x) restant dans U pour tout t > 0 tendent
exponentiellement vers une solution de x = f(x) dans W}..

@ La dimension de W, est no.
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Equivalence topologique

Théoreme de la variété centrale en dimension finie

(Théoreme de la variété centrale)

Il existe une fonction W € C*(Eo, T* @ T'), W(x0) = DW(x0) = 0 et un
voisinage U de xo tel que la variété W5 = {x + V(x) | x € Eo} a les propriétés
suivantes.

@ Sixc WE.NU etp'x e Upourtel, alors o'x € W5, pourt € I, otr |
est un intervalle contenant t = 0.

@ Sin_ny >0, alors WS, contient toutes les solutions de X = f(x) restant
dans U pour tout t € R. C'est a dire, si x € U et p'x € U pour tout
t € R alors x € WS, .

@ Siny =0, W, est localement attractive. Plus précisément, toutes
solutions de X = f(x) restant dans U pour tout t > 0 tendent
exponentiellement vers une solution de x = f(x) dans W}..

@ La dimension de W, est no.

Objectif du cours: définir une variété centrale pour des systémes
dynamiques en dimension infinie.
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