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Résumé

Cette theése est consacrée a 1’étude asymptotique d’objets liés au mouvement brownien sur
le groupe unitaire en grande dimension, ainsi qu’a 1’étude, dans le cadre des probabilités libres,
des versions non-commutatives de ces objets. Elle se subdivise essentiellement en trois parties.

Dans le chapitre 2, nous résolvons le probleme initial de cette these, a savoir la convergence
de la transformation de Hall sur le groupe unitaire vers la transformation de Hall libre, lorsque la
dimension tend vers I'infini. Pour résoudre ce probleme, nous établissons des théoremes d’existence
de noyaux de transition pour la convolution libre. Enfin, nous utilisons ces résultats pour prouver
que, pareillement au mouvement brownien sur le groupe unitaire, le mouvement brownien sur le
groupe linéaire converge en distribution non-commutative vers sa version libre. Nous étudions
les fluctuations autour de cette convergence dans le chapitre 3. Le chapitre 4 présente un
morphisme entre les mesures infiniment divisibles pour la convolution libre additive d’une part
et multiplicative de I’autre. Nous montrons que ce morphisme possede une version matricielle
qui s’appuie sur un nouveau modele de matrices aléatoires pour les processus de Lévy libres
multiplicatifs.

Mots-clefs. Matrices aléatoires, Mouvement brownien, Transformation de Segal-Bargmann-
Hall, Groupe unitaire, Groupe linéaire, Grande dimension, Probabilités libres, Convolution libre,
Mesures infiniment divisibles.

Abstract

This thesis focuses on the asymptotic of objects related to the Brownian motion on the
unitary group in large dimension, and on the study, in free probability, of the non-commutative
versions of those objects. It subdivides into essentially three parts.

In Chapter 2, we solve the original problem of this thesis: the convergence of the Hall
transform on the unitary group to the free Hall transform, as the dimension tends to infinity. To
solve this problem, we establish theorems of existence of transition kernel for the free convolution.
Finally, we use these results to prove that, exactly as the Brownian motion on the unitary group,
the Brownian motion on the linear group converges in noncommutative distribution to its free
version. Then we study the fluctuations around this convergence in Chapter 3. Chapter 4 presents
a homomorphism between infinitely divisible measures for the free convolution, in respectively
the additive case and the multiplicative case. We show that this homomorphism has a matricial
version which is based on a new model of random matrices for the free multiplicative Lévy
processes.

Keywords. Random matrices, Brownian motion, Segal-Bargmann-Hall transform, Unitary
group, Linear group, Large dimension, Free probability, Inifinitely divisible measures.
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CHAPITRE 1

Introduction

Cette these est composée de trois textes principaux, les chapitres 2, 3 et 4, qui forment autant
d’articles publiés ou destinés a I’étre, et qui sont par conséquent rédigés en langue anglaise.
L’objectif de cette introduction est de présenter de maniere synthétique les différents résultats
qui les composent. Je me suis efforcé de dégager deux axes de lecture : d’'une part, le parallélisme
entre la théorie des probabilités classiques et celle des probabilités libres ; d’autre part, I’analogie
entre le cadre additif et le cadre multiplicatif.

Nous allons commencer par examiner un exemple simple, le mouvement brownien, exemple
qui illustre parfaitement cette lecture & double entrée. Notons que cet objet sera au coeur des
différents développements qui suivront.

1. Le mouvement brownien
1.1. Les mouvements browniens classiques. Pour tout réel ¢ > 0, la gaussienne de
variance t est la mesure A; dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue est

_2?
e 2tdx.

Ni(de) =

2rt

DEFINITION 1.1. Un mouvement brownien réel standard est un processus stochastique
(Wi)ter,, & valeur dans R, tel que :

(1) Wy =0;
(2) pour tous temps 0 < s < ¢, 'accroissement Wy — W a pour loi la gaussienne N;_; ;
(3) pour tous temps 0 < ¢; < --- < ty, les accroissements Wy, , Wy, — Wy, ..., Wy, — W, |

sont indépendants ;
(4) (Wi)er,. est presque stirement continu.

Les différents mouvements browniens que nous allons rencontrer possédent tous des accroisse-
ments indépendants et stationnaires, mais c’est la nature différente de ces accroissements qui fait
leurs particularités. Le mouvement brownien réel standard que nous venons de définir possede
des accroissements additifs qui sont indépendants pour ’indépendance classique. Nous pouvons
généraliser cette définition dans deux directions. D’une part, remplacer les accroissements addi-
tifs par des accroissements multiplicatifs, d’autre part remplacer I'indépendance classique par la
liberté, encore appelée indépendance libre.

Que se passe-t-il si nous imposons au processus des accroissements multiplicatifs indépendants
et stationnaires ? Le morphisme e : z + €' de R vers le cercle unité U = {z € C : |z| = 1}, et qui
transforme ’addition en multiplication, nous permet de répondre simplement a cette question.
Notons e,(N;) la mesure image d’une gaussienne A par e, caractérisée par I'intégrale de toute
fonction borélienne bornée f sur U :

[ fdte.) = [ e i),

1



2 1. INTRODUCTION

Prenons un mouvement brownien réel standard (W;):cr, . Le processus (€M) 1er . est un mou-
vement brownien sur U au sens suivant.

DEFINITION 1.2. Un mouvement brownien sur U est un processus stochastique (V;)ser, , &
valeur dans U, tel que :

(1) Vo =1;

(2) pour tous temps 0 < s < t, Paccroissement V;V, ! a pour loi e,(N;_s);

(3) pour tous temps 0 < t; < --- < t,, les accroissements th,VtQV;l_l, e thV};L sont
indépendants;

(4) (Vi)ter, est presque stirement continu.

1.2. Espace de probabilité non-commutatif. Nous allons maintenant remplacer I'indé-
pendance classique par l'indépendance libre. Pour cela, nous devons considérer la théorie des
probabilités non-commutatives. Cette théorie a été créée par Dan-Virgil Voiculescul™ dans les
années 80 pour étudier certaines algebres d’opérateurs en théorie des groupes libres, en utili-
sant le formalisme de la mécanique quantique. Présentons brievement cette théorie, variante
non-commutative des probabilités classiques.

Un espace de probabilité non-commutatif est la donnée d’une algebre unitaire A munie d’une
involution antilinéaire A — A* et d’une trace positive 7. En d’autres termes, 7 est une forme
linéaire telle que 7(14) = 1, pour tous A, B € A, 7(AB) = 7(BA) (tracialité), et pour tout A € A,
T(A*A) > 0 (positivité). Les éléments de A sont appelés variables aléatoires non-commautatives.
Remarquons qu’étant donné un espace de probabilité classique (£2,P), l'algebre L (€2, P) munie
de 'espérance E est un espace de probabilité non-commutatif.

Selon le degré de complexité de 1’algebre A, il est possible d’y définir un calcul fonctionnel
de plus en plus fin. Le calcul polynomial est le calcul fonctionnel le plus basique. Si A est une
C*-algébre et T est continue, on peut y définir un calcul fonctionnel continu pour tout élément
normal, ¢’est-a-dire tel que AA* = A*A. On dit alors que (A, 7) est un C*-espace de probabilité.
Un C*-espace de probabilité est un W*-espace de probabilité si A est une algebre de von Neumann
et 7 est continue pour la topologie ultra-faible. Nous pouvons alors y définir un calcul borélien
borné pour tout élément normal. Dans ce qui suit, les variables aléatoires non-commutatives
seront considérées dans un méme W*-espace de probabilités non-commutatif (A, 7).

La condition de positivité imposée a 7 permet d’associer une distribution a ces variables
aléatoires non-commutatives. Prenons une variable normale A € A. Il existe une unique mesure
ua sur C telle que, pour tout polynéme P a deux variables,

7(P(A, A%)) :/(CP(Z,E)dpA(z).

La mesure 4 est appelée distribution de A. Bien entendu, on a alors plus généralement pour
toute fonction borélienne f bornée sur le spectre de A,

(f(4) = /@ F(2)dua().

Si A est auto-adjointe, c’est-a-dire que A = A*, cette distribution est une mesure sur R, et si A est
unitaire, c’est-a-dire que A* = A~ elle est concentrée sur U. Dans le cadre de notre précédent
exemple, la distribution d’une variable aléatoire de L>°(2,P) coincide avec sa distribution au
sens des probabilités classiques’. Cette notion de distribution est généralisée de la facon suivante.

[76l D.-V. VoIcULESCU, Symmetries of some reduced free product C*-algebras (1985).
! Remarquons que si nous gardons dans une certaine mesure la notion de distribution en probabilités non-
commutatives, nous perdons en revanche toute notion de réalisation.
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Soit I un ensemble d’indices arbitraire et C(X; : i € I) I’algébre des polynémes a variables non-
commutatives indexées par I. La distribution® d’'une famille A = (A;);cs de variables aléatoires
non-commutatives est la forme linéaire sur C(X; : i € I) donnée par

pa(P) =7(P(A)).
Nous arrivons a la définition de I'indépendance libre, notion centrale dans cette these.

DEFINITION 1.3. Soit I un ensemble d’indices. Pour tout i € I, soit B; une sous-algébre
de A. Ces algebres sont dites librement indépendantes, ou libres, si pour tout n € N*, et tous
indices i1 # ... # iy, les conditions A; € B;; et 7(A;) = 0 pour tout 1 < j < n entrainent que

Cette notion d’indépendance est un analogue non-commutatif de 'indépendance classique,
pour différentes raisons que nous n’expliquerons pas ici. Naturellement, une famille de variables
aléatoires non-commutatives est dite libre si les algebres respectivement engendrées par ces
différentes variables aléatoires sont libres.

1.3. Les mouvements browniens libres. Nous sommes désormais presque en mesure
d’énoncer la définition du mouvement brownien réel libre. Tout d’abord, il nous faut définir la
mesure semi-circulaire, qui est ’analogue libre de la gaussienne®. Pour tout réel ¢t > 0, la mesure
semi-circulaire S de variance t est la mesure dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue
est

1
Si(dx) = 57V 4a — x? - Lo 2vg (@)da.

Remarquons qu'une particularité remarquable qui distingue la mesure semi-circulaire de la mesure
gaussienne est qu’elle est supportée par un compact. Nous pouvons transposer directement la
définition du mouvement brownien réel standard dans ce cadre libre, a ’exception de la condition
de continuité des trajectoires. En effet, cette notion n’a pas d’équivalent en probabilités libres.

DEFINITION 1.4. Un mouvement brownien réel libre est une famille (X;);cr, de variables
aléatoires non-commutatives de A, auto-adjointes, telle que :
(1) Xo=0;
(2) pour tous temps 0 < s < t, I'accroissement X; — X5 a pour distribution une mesure
semi-circulaire S;_g ;
(3) pour tous temps 0 < t; < --- < tp, les accroissements X;,, Xz, — X¢,,..., Xp, — X4,
sont libres.

Reste donc a définir le mouvement brownien multiplicatif libre. Soit (X¢)¢cr, un mouvement
brownien réel libre. Malheureusement, notre morphisme e : z — ¢ de R vers U ne nous
permet pas de définir un processus a accroissements multiplicatifs stationnaires et librement
indépendants. En effet, I’absence de commutativité nous empéche d’écrire un accroissement
multiplicatif e!Xte~*Xs comme I'image e!(X1=Xs) de I'accroissement X; — X par la fonction e.

Reprenons notre exemple dans le cas classique. Soit (Wj)icr, un mouvement brownien

réel standard. Le processus (V;)icr, = (€M) ier . est un mouvement brownien sur U. Une

2 Pour une variable normale, nous identifions donc sa distribution avec la forme linéaire donnée par l'intégration
des polynoémes par rapport a cette distribution.

3 La mesure semi-circulaire est la mesure limite qui apparait dans le théoréme central limite lorsque 'indépendance
libre remplace I'indépendance classique.
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Cas additif Cas multiplicatif
Probabilités classiques Brownien (W;)er., Brownien unitaire (V;):cr,
Probabilités libres Brownien libre (X¢);cr, Brownien unitaire libre (Uy)icr,

TABLE 1. Les quatre mouvements browniens

application de la formule d’Ité6 nous permet d’affirmer que (V;);ecr, est en fait la solution de
I’équation différentielle stochastique linéaire suivante :

Vo L,

AV, = idWV;, — $Vdt.
Philippe Biane et Roland Speicher ont développé la notion de calcul stochastique libre[m, ce
qui nous permet d’écrire 1’équation correspondante et d’affirmer que 1’équation différentielle

stochastique libre

UO - 17
AUy = idXyU; — §Udt
possede une unique solution dans le W*-espace de probabilité A. Pour tout temps t, Uy est

unitaire, et sa distribution sera notée B;. Le processus (U;)icr, est un mouvement brownien
unitaire libre au sens suivant.

DEFINITION 1.5. Le mouvement brownien unitaire libre est une famille (Ut)teR+ de variables
aléatoires non-commutatives de A, unitaires, telle que :

(1) Uo = 1a;
2) pour tout temps 0 < s < t, l'accroissement U;U; ! a pour loi B;;
S
(3) pour tout temps 0 < ¢; < --- < t,, les accroissements Uy, , UtQUtjl, e UtnUtjil sont
indépendants.

Il n’existe malheureusement pas d’expression simple de la distribution B; de U;. Nous connais-
sons en revanche ’expression de ses moments : pour tout ¢ > 0 et n € Z,

[ #naBi(z) = r(Up) = i = e
p o o E TR =e 2t k1)

Nous pouvons résumer la situation dans le tableau 1. Nous avons déja vu que cette double
correspondance somme/produit d’une part et indépendance/liberté d’autre part n’est pas parfaite,
et qu’il faut adapter notre point de vue sur les objets considérés pour obtenir, parfois tres
indirectement, les objets analogues dans chacune des situations. Précisons que 'objectif n’est
pas de développer de fagon parallele quatre théories différentes. En réalité, il existe d’étroits
lien entre ces quatre situations. Le lien principal qui va nous intéresser, et qui fait ’objet de la
section suivante, s’exprime par le biais de I’étude asymptotique de matrices aléatoires.

1.4. Matrices aléatoires. Un résultat d’Eugene Wigner[79] stipule que la loi spectrale
d’une matrice hermitienne dont les coefficients sont des gaussiennes de variances bien choisies
converge vers la mesure semi-circulaire lorsque la dimension de la matrice tend vers 'infini.
Dans les années 1990, Dan-Virgil Voiculescul™! approfondit ce lien entre probabilité classique
et probabilité libre lorsqu’il montre que deux de ces matrices, si elles sont indépendantes, sont
asymptotiquement libres.
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Cas additif Cas multiplicatif
(V) calcul (N)

Probabilités Brownien hermitien (X;"/);er,  —— Brownien unitaire (U, )ser,
classiques stochastique

l N — o0 J{ N — o0

calcul

Probabilités Brownien libre (X¢)er, —  Brownien unitaire libre (U;)icr,
libres stochastique

TABLE 2. La limite des browniens matriciels

Présentons ce résultat. Pour tout N € N* soit My(C) 'espace des matrices carrées de
dimension N, et Hy C My(C) I'espace des matrices hermitiennes, c’est-a-dire des matrices H
telles que H = H*. Nous noterons Tr(-) la trace usuelle et tr(-) = & Tr(-) la trace normalisée
telle que tr(Iy) = 1. Nous allons considérer un mouvement brownien sur #Hpy, et pour cela nous

fixons un produit scalaire (-, )7, sur cet espace :
VA, B € Hn, (A, B)y, = NTr(A*B).

Considérons un mouvement brownien sur l’espace des matrices hermiciennes muni de ce produit
. . N R . .
scalaire. C’est le processus gaussien (Xt( ))te]R+ A valeurs dans Hy de covariance suivante* :

Vst € Ry, VA, B € Hu, B [(A, XMy - (B, XM )| = s At (4, By

THEOREME!™). Soit (X;)ier, un mouvement brownien réel libre. Le processus (Xt(N))teR+
converge vers (Xi)ier, en distribution non-commutative. En d’autres termes, pour tout entier
n > 1, pour tout polynome non-commutatif P en n variables, et tout choix de n temps positifs
t1,...,tn, nous avons la convergence suivante :

n

lim E [t (P (x5, X)) | = (P (X, X)),

Le pendant multiplicatif de ce résultat s’obtient en considérant un mouvement brownien
sur le groupe unitaire U(N) C My (C) composé des matrices unitaires, c’est-a-dire des matrices
U telles que U*U = Iy. Encore une fois, nous pouvons construire ce mouvement brownien
multiplicatif a partir d’'un mouvement brownien additif a ’aide du calcul stochastique. En

effet, en reprenant le processus (Xt(N))teR ., a valeurs dans les matrices hermitiennes, I’équation
différentielle stochastique multidimensionnelle

v = Iy,
™ = aaxMul™h — LufNag

4 De maniere équivalente, soit (B, Ck,i, Dk )k1>1 des mouvements browniens réels standards indépendants entre
eux. Alors Xt(N) a la méme distribution que la matrice aléatoire hermitienne dont les coefficients diagonaux sont
les \/—%Dk (t) et les coefficients au-dessus de la diagonale sont les ﬁ(Bk,z(t) +iCl,(t)).

1] P BIANE et R. SPEICHER, Stochastic calculus with respect to free Brownian motion and analysis on
Wigner space (1998).

51 D, VoicuLescu, Limit laws for random matrices and free products (1991).

™1 E. P. WIGNER, On the Distribution of the Roots of Certain Symmetric Matrices (1958).



6 1. INTRODUCTION

a une unique solution (U;)ser,, & valeur dans U (V). C’est en fait une des définitions du mouvement
brownien sur le groupe unitaire. Le résultat suivant, dii a Philippe Biane, compléte la situation
décrite dans le tableau 2.

TuEorREME!NT. Soit (Uy)ier, un mouvement brownien unitaire libre. Alors, (Ut(N))teR+
converge vers (Up)ier, en distribution non-commutative. En d’autres termes, pour tout entier
n > 1, pour tout polynéme non-commutatif P en n variables, et tout choix de n temps positifs
t1,...,tn, nous avons la convergence suivante :

lim %E [ (P (U, U] = (P (U, UL))

L’analogie qui existe entre les probabilités classiques et les probabilités libres n’est donc
pas uniquement formelle. Elle se concrétise au travers des matrices aléatoires. C’est dans cette
démarche que s’inscrit la plupart des résultats de cette theése : obtenir les structures définies
dans le cadre non-commutatif comme limite en grande dimension de ces mémes structures dans
le cadre matriciel.

2. Transformation de Segal-Bargmann-Hall sur le groupe unitaire en grande
dimension

La transformation de Segal-Bargmann est un outil mathématique important en mécanique
quantique et en théorie des champs quantiques. Elle a été développée par Valentine Bargmann!®! et
Irving Segal[%] dans les années 60. Nous allons en présenter ici les quatre versions correspondant
aux quatre situations déja décrites.

2.1. Transformation de Segal-Bargmann classique et libre. Fixons ¢t > 0. La trans-
formation de Segal-Bargmann opére sur l’espace L?(R, N;) des fonctions de carré intégrable par
rapport & une gaussienne A; de variance t. Pour toute fonction f € L?(R, N;), la fonction

1 (@—2)
Z —— z)e” 2t dz,
vV 2mt /Rf( )

définie sur R en convolant f avec Ny, peut en fait s’étendre en une fonction entiere S¢(f) sur
C, donnée par la méme formule. Cette fonction entieére Sy(f) est intégrable par rapport a une
gaussienne complexe de variance t, c’est-a-dire la mesure A;° dont la densité par rapport a la
mesure de Lebesgue est

2
NE(dz) = %ef%dz.

L’image de f par la transformation de Segal-Bargmann est par définition cette fonction S;(f).
La propriété importante de la transformation de Segal-Bargmann est d’étre un isomorphisme
d’espaces de Hilbert entre L2(IR, ;) et le sous-espace fermé de L?(C, N,F) composé des fonctions
entieres®.

Nous allons prendre ici un point de vue légeérement différent, qui n’est probablement pas le
meilleur pour aborder la transformation de Segal-Bargmann, mais qui a ’avantage de mettre en
valeur le parallélisme entre le monde classique et le monde libre. Prenons une variable aléatoire

[l V. BARGMANN, On a Hilbert space of analytic functions and an associated integral transform. Part I
(1961).

(17l P, BIANE, Free Brownian motion, free stochastic calculus and random matrices (1997).

6] 1. E. SEGAL, Mathematical characterization of the physical vacuum for a linear Bose-Einstein field (1962).
® La transformation de Segal-Bargmann a été initialement introduite pour entrelacer deux représentations des
relations canoniques de commutation entre position et moment en mécanique quantique. La principale raison
réside dans le fait que S: échange les opérateurs 0, et x — t0, contre les opérateurs 0. et z.
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W; de distribution A;. L’espace L?(R, N;) est alors isomorphe en tant qu’espace de Hilbert &
I’espace de variables aléatoires

LX(Wy) = {f(Wy) : f € L*(R,N)}.
Prenons une variable aléatoire W,° de distribution NF. Définissons I’espace de Hilbert
L3 (WE) = {f(WE) : f fonction entiere de L*(C,N)}.

Dans le théoreme qui suit et son corollaire, nous présentons deux visions probabilistes possibles
de la transformation de Segal-Bargmann.

THEOREMES!. Soit f € L2(R,N;). La fonction z — E[f(z + W;)] s’étend en une fonction
enti¢re F telle que F € L?(C,N%). De plus, la transformation linéaire

Syt f(Wy) = F(W[)

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert entre L*(Wy) et LE (W) que nous appellerons la
transformation de Segal-Bargmann.

COROLLAIRE 2.1. Soit W; une variable gaussienne réelle et W une variable gaussienne
complexe de variance t qui sont indépendantes entre elles. La transformation linéaire

P(Wy) = B [P(W; + WE) |WE]

est une isométrie qui s’étend en un unique isomorphisme d’espaces de Hilbert entre L>(W;) et
L (WE). De plus, cet isomorphisme est la transformation de Segal-Bargmann.

Dans la suite de ce document, nous avons choisi de conserver ce point de vue probabiliste,
ou les fonctions boréliennes de carré intégrable par rapport a une mesure sont vues comme des
variables aléatoires. Bien que cette formulation ne soit pas celle couramment utilisée, elle lui est
équivalente et présente un avantage : les énoncés analogues en probabilités libres s’expriment
plus facilement dans ce formalisme probabiliste. Il y a deux raisons pour cela. D’une part, la
convolution libre d’une fonction avec une mesure n’a pas de sens, au contraire de la convolution
classique d’une fonction avec une mesure®. D’autre part, la distribution d’une famille de variables
aléatoires non-commutatives n’est en général pas une mesure, ce qui rend impossible I’expression
analytique de la transformation de Segal-Bargmann libre & plusieurs variables.

Présentons maintenant la transformation de Segal-Bargmann libre sur R. L’analogue libre de
la gaussienne complexe est la variable circulaire. De la méme fagon qu’une gaussienne complexe
est la somme de deux gaussiennes indépendantes, une variable aléatoire non-commutative Z; €
A est dite circulaire de variance t si (Z; + Z})/V2 et (Zy — ZF)/(\/2i) sont deux variables
libres de distribution semi-circulaire de variance t. Plus généralement, un mouvement brownien
circulaire libre est une famille (Z;)¢>o de variables aléatoires non-commutatives de A telles que
(1/V2)(Zi + Z})i>0 et (1/3/2i)(Zy — Z})i>0 sont deux mouvements browniens libres qui sont
libres entre eux.

Soit X; une variable aléatoire non-commutative semi-circulaire, et Z; une variable aléatoire
non-commutative circulaire. Les espaces L*(X;,7) et L (Z:,7) désigneront respectivement
les espaces de Hilbert complétés de la x-algébre engendrée par X; et de ’algebre engendrée
par Z; pour la norme || - ||z : A — 7(A*A)'/2. La transformation de Segal-Bargmann libre,
définie par Philippe Bianel'”) est un isomorphisme entre L2(X,, ) et L% (Z;, 7). Pour la décrire,

6 Cela est dii au fait que la convolution libre des mesures n’est pas linéaire.
(19 P, BIANE, Segal-Bargmann Transform, Functional Calculus on Matrix Spaces and the Theory of Semi-
circular and Circular Systems (1997).
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introduisons les polynémes de Tchebycheff (T,ﬁ)nGN de deuxieme espéce, entierement déterminés
par leur fonction génératrice : pour tout |z| <1 et —2 < z < 2,
= t
T (z) = ———.
z_: n(7) t—xz+ 22
n=0

Soit U; 'endomorphisme de C[X] défini pour tout n € N par U (T%) = X".
TutorEME! . La transformation linéaire P(X;) — (Up(P))(Z;) est une isométrie qui
s’étend en un unique isomorphisme d’espaces de Hilbert entre L*(Xy,7) et L2 (Z,T) appelée la

transformation de Segal-Bargmann libre.

Nous proposons une description alternative de la transformation de Segal-Bargmann libre
a l'aide de 'espérance conditionnelle. Si B C A est une sous-algébre de von Neumann, il existe
une unique espérance conditionnelle de A vers B par rapport a 7 que 'on dénotera 7(-|B). C’est
une contraction faiblement continue, complétement positive, qui préserve 'identité, et qui est
caractérisée par la propriété suivante : pour tout A € A et B € B, 7(AB) = 7(7(A|B)B). Bien
entendu, si A = (A;)ier est une famille de variables aléatoires non-commutatives, 7(-|A) désignera
lespérance conditionnelle de A vers I’algebre de von Neumann engendrée par les variables (4;);cr.
La description de la transformation de Segal-Bargmann libre du théoréme suivant est trés proche
de la description classique de la transformation de Segal-Bargmann telle que formulée dans le
corollaire 2.1.

THEOREME (CF. TH.10.1). Soit X; une variable semi-circulaire et Z; une variable circu-
laire de variance t et qui sont libres entre elles. La transformation linéaire
P(Xt) — T (P(Xt + Zt> ’Zt)
est une isométrie qui s’étend en un unique isomorphisme d’espaces de Hilbert entre L?(X;,T) et
L%ol(Zt,T). De plus, cet isomorphisme est la transformation de Segal-Bargmann libre.

La procédure décrite précédemment pour construire la transformation de Segal-Bargmann
classique sur R fonctionne en remplacant R par un espace de Hilbert quelconque et C par son
complexifié. Nous allons prendre comme cas particulier I'espace H des matrices hermitiennes.
Le complexifié de Hy est 'espace My (C) des matrices complexes. Le mouvement brownien

*
que l'on considere sur My (C) est le processus (Zt(N))tzo tel que (1/\/5)(2,5(]\[) + Zt(N) )i>0 et

*
(1/ \/ﬁi)(Zt(N) - t(N) )i>0 sont deux mouvements browniens sur Hy indépendants entre eux’.

Soit (XtN))teR . un mouvement brownien sur Hy. Posons
2
LQ(Xt(N)) = {f(Xt(N)) : f fonction borélienne sur Hy telle que E Uf(Xt(N))‘ ] < —i—oo} )

Soit (Zt(N) )tcr, un mouvement brownien sur My (C). Posons

2
Lﬁol(Zt(N)) = {F(Zt(N)) : F fonction holomorphe telle que E UF(Zt(N))‘ } < —|—oo} .

TutorEMES®!. Soit f une fonction borélienne sur Hy telle que f(Xt(N)) € LZ(Xt(N)). La
fonction z — E[f(z + Xt(N))] s’étend en une fonction entiére F' telle que F(Zt(N)) € Lﬁol(Zt(N)).

De plus, la transformation linéaire

Sy fXIN) e F(ZY)

7 De maniére équivalente, soit (Bk,i, Ck,i)k,1>1 des mouvements browniens réels standards indépendants entre eux.
Alors Z™) a la méme distribution que la matrice aléatoire dont les coefficients sont les ﬁ(Bk,l(t) + iCl,(t)).
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est un isomorphisme d’espaces de Hilbert entre L2(Xt(N)) et L%OI(Zt(N)) que nous appellerons la
transformation de Segal-Bargmann.

Pour étudier la transformation de Segal-Bargmann S, en grande dimension, Philippe Bianel'?!
a l'idée de considérer des variables aléatoires matricielles plutét que des variables aléatoires
scalaires. En 1997, il tensorise S; en S; ® Idy,(c) dans la perspective d’étudier l'action de
St®Idpy () sur les variables aléatoires matricielles obtenues par le calcul fonctionnel des matrices.
Plus précisément, munissons My (C) du produit scalaire (X,Y) s ) = Tr(X*Y). Pour tout
N > 0, identifions ’espace de Hilbert

2
{f(Xt(N)) : f fonction borélienne de Hy vers My (C) telle que E {Hf(Xt(N))HM (C)] < +oo}
N

avec L2(Xt(N)) ® Mp(C) et l'espace de Hilbert

{F(Zt(N)) : I fonction holomorphe de My (C) vers My (C)

telle que E [HF(Z}N))H;[N(C)] < —i—oo}

avec Lﬁol(Zt(N))(@MN((C). Nous noterons St(N) I'isomorphisme S; ®1dz, () de LQ(Xt(N)) ®@Mn(C)

vers L%OI(Zt(N)) ® My (C). Biane parvient a montrer que cette transformation St(N) approche la

transformation de Segal-Bargmann libre en grande dimension. Nous allons présenter une version
édulcorée de son résultat ou nous ne prenons en compte que les variables aléatoires obtenues par
le calcul polynomial sur les matrices. Intuitivement, nous pouvons interpréter ce résultat de la
fagon suivante :

(1) le sous-espace {P(Xt(N)

(2) le sous-espace {P(Zt(N)

20y N) 2 .
)}PeC[X] C L*(X;") ® Mn(C) converge vers L*(X;,7);

)}PE(C[X] C Lﬁol(Zt(N)) ® My(C) converge vers L2 (Z;,7);
(V)

(3) asymptotiquement, la transformation de Segal-Bargmann S; "’ envoie isométriquement

ces deux espaces 1'un sur 'autre, et I'isométrie limite est la transformation de Segal-
Bargmann libre de L?(Xy, 7) vers L (Z;, 7).

Alors que les deux premiers points sont une application directe du résultat de Voiculescu, le
troisieme point est original aussi bien dans sa forme méme que dans sa preuve. Voici maintenant
une version plus rigoureuse de ces différents points.

TutorEME!. Soit t > 0.
(1) Pour tout n € N, et tout polynome P € C[X], nous avons
lim [P (x:)

N—oo

2

— 2 .

(2) pour tout n € N, et tout polynome P € C[X], nous avons

lim HP (Zt(N))‘

N—oo

2
L (2@ My (C

)= 1P (Z)I22 (zm)

(8]

(1961).
[19]

V. BARGMANN, On a Hilbert space of analytic functions and an associated integral transform. Part I

P. BIANE, Segal-Bargmann Transform, Functional Calculus on Matrix Spaces and the Theory of Semi-
circular and Circular Systems (1997).
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(8) Pour tout polynome P € C[X], nous avons lorsque N — oo

[P (7)) ~wem (7))

En réalité, Biane parvient par un argument d’approximation a généraliser ces résultats pour
des classes plus générales de fonctions.

= O(1/N?).

12, (zN)eMy (C)

2.2. Transformation de Hall classique et libre. En 1994, Brian Hall prouve que la
transformation de Segal-Bargmann existe toujours lorsque 'on remplace 'espace de Hilbert
par un groupe de Lie et son complexifié par le complexifié du groupe de Lie. Pour nous, la
transformation de Hall fera donc intervenir d’une part un mouvement brownien sur U (NV), d’autre
part un mouvement brownien sur le groupe linéaire GLyx(C) qui est 'ensemble des matrices
inversibles de My (C).

Définissons le mouvement brownien sur GLy(C). C’est le processus matriciel (GgN))tZO
solution de I’équation différentielle stochastique multidimensionnelle suivante

™ = Iy,
g™ = az™Ma™.

Le processus (G,SN))QO est inversible en tout temps ¢ > 0. Pour ¢ > 0, nous noterons Lz(Ut(N))
I’espace de Hilbert

2
{f (Ut(N)) : f est une fonction borélienne sur U(N) telle que E “f (Ut(N))‘ ] < —i—oo} ,

et nous noterons Lﬁol(GgN)) I’espace de Hilbert

2
{F (GgN)> : I est une fonction holomorphe sur GLy(C) telle que E UF (GgN))‘ } < +oo} .

Le fait que L%OI(G,EN)) soit un espace de Hilbert est non-trivial. C’est une partie du résultat de
Hall qui peut étre exprimé de la fagon suivante.

TuitorEME* . Soit f une fonction borélienne sur U(N) telle que f(Ut(N)) € LQ(Ut(N)).
La fonction U — E [f (Ut(N)U)} posséde une extension analytique F' sur GLn(C). De plus,
F(GgN)) € Lﬁol(GgN)) et Uapplication linéaire
B s (U™ o P (6V)

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert entre LQ(Ut(N)) et Lﬁol(G,(fN)).

La transformation B; est connue sous le nom de transformation de Segal-Bargmann-Hall,
ou plus simplement transformation de Hall. Gross et Malliavin ont montré qu’il est possible de
construire la transformation de Hall comme restriction d’une version infini-dimensionnelle de la
transformation de Segal-Bargmann, ce qui établit un lien entre le cas additif et le cas classique.
En transposant le raisonnement de Gross et Malliavin dans le cadre des probabilités libres, Biane
définit la transformation de Hall libre comme restriction d’une version infini-dimensionnelle de
la transformation de Segal-Bargmann libre.

Ici encore nous devons présenter ce qui jouera le role du "complexifié" du mouvement brownien
unitaire libre. Soit (Z;)¢>¢ un mouvement brownien circulaire libre. Définissons le mouvement

[ B. C. HALL, The Segal-Bargmann "Coherent State" Transform for Compact Lie Groups (1994).
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brownien multiplicatif circulaire libre'™. Cest le processus non-commutatif (Gt)t>0 dans A
solution de I’équation différentielle stochastique suivante

Go = 1d,
th == dZth.

[17]

Le processus (Gt)¢>0 est inversiblel') en tout temps ¢t > 0, en revanche, il n’est pas normal, au

sens ou G; G # GiGf.

Soit (U;),;~ un mouvement brownien unitaire libre, et (Gy),~, un mouvement brownien
multiplicatif circulaire libre. Fixons ¢ > 0. Les espaces L2(U;, ) et L} (G, 7) désigneront
respectivement les espaces de Hilbert complétés de la x-algebre engendrée par U; et Ut_1 et de
I’algébre engendrée par Z; et Z; ' pour la norme || - ||z : A+ 7(A*A)'/2. La transformation de
Hall libre, définie par Philippe Bianel'”], est un isomorphisme entre L?(Uy, 7) et L2 (Gy, 7). Un
moyen rapide de la définir est de décrire son action sur les polyndémes. Introduisons les polynémes

t s s . P .
(Pp) pen» définis par la série génératrice

ot |t

1— Z@Q(iti)x

Z 2"Pl(z) =
n=0

Nous désignerons I’espace des polyndmes de Laurent par C[X, X ~!]. Pour tout ¢t > 0, soit G;
'opérateur linéaire sur C[X, X ~!] tel que, pour tout n € N, G; (P} (X)) = X" et G; (PL{(X 1)) =
X,

TutoriME!Y. Soit t > 0. Llapplication F; : P(Uy) + (Gi(P))(Gy) pour tout P €
C[X, X 1] est une isométrie qui s’étend en un isomorphisme F; d’espace de Hilbert entre L*(Uy, T)
et Lﬁol(Gt,T) appelée transformation de Hall libre.

Dans le théoréme suivant, nous donnons une description alternative de la transformation de
Hall libre, description intrinseque a rapprocher du corollaire 2.1.

THEOREME (CF. TH.10.7). Soit t > 0. On suppose les variables Uy et Gy libres entre elles.
La transformation linéaire
P(Ut) = T (P(Uth) |Gt)

est une isométrie qui s’étend en un unique isomorphisme d’espaces de Hilbert entre L?(Uy, 7) et
L% (G, 7). De plus, cet isomorphisme est la transformation de Hall libre.

2.3. Résultat principal. Nous allons maintenant présenter notre résultat principal, qui
fait le lien entre la transformation de Hall classique sur U(N) et la transformation de Hall libre.
Pour tout NV > 0, identifions

{f (Ut(N)) : f fonction borélienne de U(N) vers My (C)
telle que E [Hf (Ut(N)) HZN((C)] < —i—oo}

avec Lz(Ut(N)) ® Mp(C) et Iespace

{F (GgN)) : F fonction holomorphe de GLx(C) vers My (C)
telle que E {HF (GgN)) Hi/[N((C)] < +oo}

7]
[19]

P. BIANE, Free Brownian motion, free stochastic calculus and random matrices (1997).
P. BIANE, Segal-Bargmann Transform, Functional Calculus on Matrix Spaces and the Theory of Semi-
circular and Circular Systems (1997).
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Cas additif Cas multiplicatif

Probabilités classiques Transformation de Transformation de
Segal-Bargmann St(N) Hall B§N)
J{ N — o0 J/ N — o0

Probabilités libres Transformation de Transformation de

Segal-Bargmann libre U, Hall libre G;

TABLE 3. Transformations de Segal-Bargmann-Hall

avec Lﬁol(GgN))GE)MN((C). Nous noterons BEN) I'isomorphisme B;®Id s, (c) de L2(Ut(N))®MN((C)

vers Lﬁol(G,(fN)) ® My (C). En 1997, dans l'article présentant la transformation de Hall libre[*],

Biane suggere qu’elle est la limite de la transformation de Hall sur U(N) de la méme maniére que
la transformation de Segal-Bargmann libre est la limite de la transformation de Segal-Bargmann
sur Hy :

(1) le sous-espace {P(Ut(N))}PeC[X] C LQ(Ut(N)) ® My(C) converge vers L?(U;, ) ;

(2) le sous-espace {P(G,EN))}PGC[X] C Lﬁol(GEN)) ® My (C) converge vers L2 (G, T);

(3) asymptotiquement, la transformation de Hall B§N) envoie isométriquement ces deux
espaces I'un sur l'autre, et I'isométrie limite est la transformation de Hall libre de
L2(Uy, 1) vers L2 (Gy, 7).

Le premier point est un corollaire de la convergence en distribution du mouvement brownien

unitairel!”. Une des motivations principales de la présente thése est de prouver que les deux

autres points sont vrais, dans le sens direct et quantitatif du théoreme suivant.

THEOREME (CF. TH.7.4). Soitt > 0.
(1) Pour tout n € N, et tout polynéme P € C[X, X '], nous avons

N CR -

2
= 1P Ol
(2) pour tout n € N, et tout polynéme P € C[X, X 1], nous avons

lim [P (GiV)]

N—oo

2
L2, (G eMy(©)

[F(en] amenes

(3) Pour tout polynéme P € C[X, X Y], nous avons lorsque N — oo

|50 (P ()~ t@en (@)

= O(1/N?).
L2 ,(GM)@ My (C) (/N7

Parallelement a I’élaboration de la démonstration de ce théoreme, les trois auteurs Driver,
Hall et Kemp ont également travaillé sur cette conjecture, et ont démontré le troisiéme point
de ce théorémel8). Bien que certaines parties de nos travaux soient conceptuellement proches,
les deux preuves sont indépendantes et présentent chacune leur intérét propre : alors que nous
faisons une utilisation cruciale de résultats de probabilités libres, la démonstration de Driver
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Hall et Kemp est nettement plus analytique. Les deux preuves2>38) ont finalement été publiées
simultanément dans le méme numéro de Journal of Functional Analysis.

2.4. Laplacien, orientation et normalisation. Une autre maniére de définir les différents
mouvements browniens que nous venons de décrire consiste a se donner leurs générateurs. En
tant que processus de Markov, ils possedent tous un générateur qu’on appelle le laplacien, et que
nous allons décrire dans le cas des mouvements browniens sur U(N) et sur GLy(C).

L’algebre de Lie u(NV) du groupe unitaire est composée des matrices anti-hermitiennes :

u(N) = {X € My(C): X* + X = 0}.

C’est cette algebre qui parametre les opérateurs différentiels invariants du premier ordre. Plus
précisément, pour tout X € u(N), nous définissons le champ de vecteur invariant & gauche X'
qui agit sur les fonctions f dérivables sur U(N) de la fagon suivante : pour tout g € U(N), on a

d
X'flg)=—| flge™).
dt |¢=o
De la méme fagon, nous définissons le champ de vecteur invariant a droite X" qui agit sur les
fonctions f dérivables sur U(N) de la fagon suivante : pour tout g € U(N), on a

Xfe) = 5| 1)

On munit u(N) du produit scalaire

Ce produit scalaire est invariant par action de la conjugaison par un élément de U(N). Ainsi,
il induit une métrique riemannienne bi-invariante sur U(N) et un laplacien bi-invariant Ag(y-
Pour toute base orthonormale 3 de u(N), le laplacien Ay (ny est Uopérateur différentiel du second

ordre
Apavy = D (XD =Y (X7~
Xep Xep

Un mouvement brownien (Ut(N))tzo sur U(N) est un processus de Markov partant de l'identité,

et dont le générateur est (1/2)Ay(n)-

La situation du groupe linéaire GLy(C) est quasiment identique. L’algebre de Lie gl (C)
est composée de I'ensemble des matrices My (C). Pour tout X € gly(C), nous définissons le
champ de vecteur invariant & gauche X' (respectivement a droite X") qui agit sur les fonctions
f dérivables sur GLy(C) de la fagon suivante : pour tout g € U(N), on a

Xi(g) = 5| S6e) (e X0 = 5 1e¥9).

On munit gly(C) du produit scalaire réel®
(X,Y) = (X,Y)

t=0 t=0

(17]
(19]

P. BIANE, Free Brownian motion, free stochastic calculus and random matrices (1997).
P. BIANE, Segal-Bargmann Transform, Functional Calculus on Matrix Spaces and the Theory of Semi-
circular and Circular Systems (1997).

25 G. CEBRON, Free convolution operators and free Hall transform (2013).

81 B. K. DRIVER, B. C. HALL, et T. KEMP, The Large-N Limit of the Segal-Bargmann Transform on
Un (2013).

8 Bien que défini sur le méme espace gl (C) = My (C), ce produit scalaire réel (-, -) (c) ne doit pas étre confondu

sln
avec le produit scalaire hermitien (-, -) My (©) défini précédemment.
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Ce produit scalaire n’est pas invariant par action de la conjugaison par un élément de GLy(C).
Ainsi, il induit deux métriques riemanniennes sur GLy(C), une métrique invariante a gauche
et une métrique invariante a droite. Soit Agy,(c) le laplacien correspondant a la métrique
invariante a droite. Pour toute base orthonormale 8 de gl (C), c’est I'opérateur différentiel du
second ordre

Agrye) = > (X2
Xep

Un mouvement brownien a droite (GgN))tZO sur GLy(C) est un processus de Markov partant
de l'identité, et dont le générateur est (1/4)Agqy,(c)- Nous insistons sur cette définition du
mouvement brownien qui inclut un facteur inhabituel de 1/4, suivant la convention de Halll*4,
De cette manictre, le mouvement brownien avance & une vitesse réduite de moitié? sur GLx(C).

Les mouvements browniens que ’on a considérés jusqu’a présent sont des mouvements
browniens a droite, suivant la convention de Biane. Il semble que la littérature soit plus encline
a travailler avec des mouvements browniens a gauche. Bien heureusement, il existe une dualité
parfaite entre les deux situations, et nous laissons aux lecteurs consciencieux le soin de faire les
modifications mineures nécessaires pour retrouver les résultats correspondant aux mouvements
browniens a gauche.

REMARQUE 2.2. Dans les situations précédemment décrites, il y a essentiellement deux
endroits ou la normalisation joue un role crucial. D’une part, il faut que les normalisations des
mouvements browniens sur U(N) et sur GLy(C) a N fixé soient ajustées pour que la transfor-
mation de Hall soit une isométrie. D’autre part, il faut que les normalisations des mouvements
browniens sur U(N) soient ajustées lorsque la dimension N varie pour que la limite en grande
dimension existe. Malgré cette absence de latitude, on retrouve dans la littérature différents pro-
duits scalaires, différentes vitesses et différents générateurs pour décrire les mémes mouvements
browniens que nous avons présentés. Cette apparente contradiction disparait lorsqu’on comprend
la propriété de changement d’échelle du mouvement brownien : si ¢ > 0, A est le laplacien
pour une métrique (-,-) et (g¢)r>0 un mouvement brownien dont le générateur est (1/2)A, alors
(1/¢)A est le laplacien pour une métrique c(-,-) et (g;/c)i>0 est un mouvement brownien dont le
générateur est (1/2¢c)A. Avec cette liberté, nous pouvons décrire un méme mouvement brownien
avec autant de métriques, autant de générateurs et autant de vitesses différentes qu’il y a de
réels positifs.

3. Opérateurs de convolution libre

Dans I’étude de la transformation de Segal-Bargmann libre, ou de la transformation de Hall
libre, nous nous sommes intéressés au calcul de quantités de la forme 7(P(A + B)|B), ou encore
T7(P(AB)|B). Nous pouvons nous inspirer du cas classique, mais nous allons voir que la situation
s’avere tres différente dans le cas non-commutatif.

3.1. Noyaux de transition pour les différentes convolutions. Soient A et B deux
variables aléatoires complexes indépendantes de distributions pa et up. La loi conditionnelle
de A + B sachant B est k(y,dz) = dpa(x — y) ; c’est le noyau de transition tel que, pour toute

9 De la méme facon, le mouvement brownien standard complexe sur C est souvent défini comme étant le processus
de Markov de générateur (1/4)(92 + 85), de sorte qu’au temps 1, sa variance soit égale a 1. Bien entendu, il est
toujours possible de voir le générateur du mouvement brownien sur GLy(C) comme (1/2)A, avec A = Agr . (c)/2
étant le laplacien associé a la métrique 2 (-, -) oly (O
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fonction f borélienne et bornée, on a'’

E[f(A+ B)|B] = [ f(a)k(B.do).
Nous pouvons le vérifier par le calcul suivant. Pour toutes fonctions f, g boréliennes et bornées,

L 16+ wawaina@anst) = [ ([ r@dnat - ) oo)dun().

Bien entendu, ce noyau de transition ne dépend que de la distribution de A. Intuitivement, &
chaque fois que 'on fixe une valeur y de B, la mesure de probabilité k(y,dz) nous donne le
moyen de choisir de maniére aléatoire un point z pour A + B.

En probabilités libres, nous ne pouvons pas fixer une réalisation d’une variable B, puis espérer
comprendre le comportement de A + B lorsque A est libre avec B. Dans un article de 1998,
Bianel’] réussit pourtant & mettre au jour de telles lois conditionnelles. Le résultat suivant est
en pratique accompagné d’une caractérisation du noyau de transition qui entre en jeu.

TuEOREME!S]. Soient A, B € A deuz variables aléatoires non-commutatives qui sont auto-
adjointes et libres entre elles. Il existe alors un noyau de transition k(y,dz) sur R x R tel que
pour toute fonction f borélienne et bornée sur R,

7(f(A+B)|B) = /Rf(x)k(B,dx).

Revenons au cas classique. Si A et B sont indépendantes, la loi conditionnelle de AB sachant
B est k(y,dz) = dua(xy™!) siy # 0 et & si y = 0. La encore, le noyau de transition ne dépend
que de la distribution de A. La version multiplicative du théoréeme de Biane est la suivante.

THEOREME!!'S!. Soient U,V € A deux variables aléatoires non-commutatives qui sont uni-

taires et libres entre elles. Il existe alors un noyau de transition k(y,dz) sur U x U tel que pour
toute fonction f borélienne et bornée sur U,

FUUVIV) = [ F@k(V,d).

Une caractéristique importante distingue le cas classique du cas libre. Les noyaux de transition
dépendent des deux variables aléatoires a la fois. Pourtant, un exemple simple nous montre que
le calcul de 7(P(A + B)|B) peut étre fait sans tenir compte de B.

EXEMPLE. Soit t > 0 et S; une variable semi-circulaire de variance t. Pour toute variable
B libre avec S, on a
7((S; + B)?|B) = B3 + 2tB + t1(B).
En effet, pour toute variable A de I’algebre engendrée par B,
7 ((S+ B)* A) =7(SPA) + 7(S2BA) + (8, B*A) + (B A)
+ 7(S;BS;A) + 7(BS?A) + 7(BS; BA)
=0+ t7(BA) + 0+ 7(B3A) + t7(B)7(A) + tr(BA) + 0
=7 ((B® +2tB +tr(B)) A)

ce qui nous permet d’identifier B3 + 2tB + t7(B) comme I'espérance conditionnelle de (S; + B)?
par rapport a B.

10 Tei, f c )k(B,dx) doit étre interprété comme la fonction y +— f c z)k(y, dz) appliquée & B.
(18l p, BIANE Processes with free increments (1998).
(44 B. C. HALL, The Segal-Bargmann "Coherent State" Transform for Compact Lie Groups (1994).
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Dans I’exemple ci-dessus, bien que le polynéme X3 4 2tX + t7(B) dépende de B, le calcul a
pu étre effectué sans la donnée de B. Cela suggere qu’en changeant de paradigme, il est possible
de s’affranchir de la donnée de B. La stratégie est la suivante. Nous allons définir des objets
abstraits généraux sur lesquels effectuer les calculs, puis ces objets pourront étre évalués en B.
Dans le cadre de I’exemple, cela nous mene & un objet "X? + 2¢tX + t tr(X)", puis I’évaluation’!
nous méne comme voulu & B3 + 2tB + t7(B).

La section suivante est consacrée a la définition de ’ensemble de ces objets abstraits, ce qui
nous permettra ensuite de définir des opérateurs de transition.

3.2. L’espace C{X; : i € I}. L’algebre de polyndémes non-commutatifs C(X; : i € I)
possede la propriété suivante : pour toute famille (A;);e; d’une algebre A, il existe un unique
morphisme d’algebre ¢ : A — C(X; : ¢ € I) tel que p(X;) = A;. Ce morphisme est donnée par
la substitution des A; aux indéterminées X; d’un polynéme. Cette propriété définit I’algebre
C(X; : i € I) a isomorphisme prés : on dit que C(X; : i € I) est la solution d’un probléme
universel. Intuitivement, peu importe la fagon dont on a codé C(X; : i € I), c’est sa propriété
sus-citée qui nous intéresse.

De la méme fagon, nous allons définir I'espace C{X; : i € I} comme solution d’un probléme
universel similaire, mais auquel s’ajoute une structure supplémentaire. Soit A une algebre unitaire.
Le centre de A est ’algébre unitaire Z 4 constituée des éléments de A qui commutent avec tous
les autres éléments de A. La structure additionnelle est la suivante. On appelle espérance a
valeurs centrales toute application linéaire 7 de A & valeurs dans son centre Z 4, et telle que :

(1) pour tout A,B € A, ona 7(1(A)B) =1(A)7(B);
(2) 7(La) = 1a.
Cette structure nous permet de définir le probléme universel suivant.

PROBLEME UNIVERSEL 8.1. Soit I un ensemble quelconque d’indices. Soit X une algébre
munie d’une espérance d valeurs centrales tr, et de I éléments (X;);c;. Le triplet (X, tr, (Xi),c;)
est solution du probléme universel 8.1 pour les indices I si pour toute algébre A munie d’une
espérance a valeurs centrales 7, et de I éléments (A;);cp, il existe un unique morphisme d’algébre
f de X vers A tel que

(1) pour touti € I, on a f(X;) = A;;
(2) pour tout P € X, on a 7(f(P)) = f(tr(P)).

On dira que f est le I-morphisme canonique de X vers A. Le I-morphisme d’une solution
du probléme universel 8.1 vers une autre solution est bijectif : dans la pratique, on identifie
volontiers deux solutions du probleéme universel, et on parle de la solution du probléme univer-
sel 8.1. Dans 'appendice du chapitre 2, nous montrons qu’il existe une solution a ce probleme
universel, et c’est cette solution (unique & isomorphisme canonique prés) que nous noterons
(C{X; :i € I}, tr,(X;),c;) ou plus simplement C{X; : i € I}.

La notation de X; pour ’élément correspondant a i € I de C{X; : i € I} semble entrer en
conflit avec la notation de X; comme élément de C(X; : i € I). Ce choix de notation est justifié
par 'injectivité du morphisme d’algebre ¢ : C(X; : i € I) — C{X; : i € I} défini par ¢(X;) = X;.
L’algebre C(X; : ¢ € I) peut donc étre identifiée & une sous-algebre de C{X; : ¢ € I}, et c’est
exactement ce que nous ferons dans la suite de cette these :

On a par exemple X]2 € C{X;:i €1} sijel. En utilisant la fonction tr, on a aussi tr(ij) €
C{X; : i € I}, ou encore X; tr(XJZ) € C{X; : i € I}. Plus généralement, nous prouvons que

1 1¢valuation consiste & remplacer formellement tr par 7 et X par B.
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I’ensemble
{Motr My ---tr M,, : n € N, My,..., M, monémes de C(X;:71 € I)}

forme une base de C{Xj; : i € I}, appelée la base canonique.

Nous allons maintenant décrire le calcul fonctionnel associé a I’espace C{X; : i € I'}. Ce calcul
fonctionnel est appelé C{X; : i € I}-calcul et est défini & partir de la propriété universelle de
C{X, : i € I}. Soit A une algebre munie d’une espérance & valeurs centrales 7, et de I éléments
A = (Ai);cr- Soit f: C{X; :i € I} — Ale I-morphisme canonique de C{X; : i € I} vers A.
Pour tout P € C{X; :4 € I}, on dit que f(P) est '’élément de A obtenu par substitution'? de
T a tr, et des A; aux indéterminées X;, dans P, et on note cet élément P(A). Concrétement,
le C{X; : i € I}-calcul est donné par son action sur la base canonique : pour tout n € N et
My, ..., M, monoémes de C (X, :i € I),

(MO tr My ---tr Mn)(A) = M()(A)T(Ml(A)) R T(Mn(A))

Dans la section 8.2, on définit de la méme fagon les algébres C{X;, X; ! :i € I}, C{X;, X} :
i€ I} et (C{XZ-,XZ-*,Xfl,X;‘_1 : 4 € I}, ainsi que les substitutions associées. Par exemple,
pour tout algebre A munie d’une involution * et de I éléments inversibles, on peut définir un
morphisme d’algébre P+ P(A) de C{X;, X, X; ', X! : i € I'} vers A par les seules conditions
Xi(A) = A, X7(A) = A7, X7 H(A) = A7, X771 A) = A7 et (tr P)(A) = 7(P(A)).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre théoreme d’existence d’opérateurs de
transition pour la somme de variables aléatoires libres. Nous le ferons dans la section 3.4. Toutefois,
celui-ci mettant en scéne les cumulants libres, coefficients dont 'importance en probabilités non-
commutatives n’est plus a démontrer, nous leur consacrons d’abord la section qui suit.

3.3. Les cumulants et log-cumulants libres. Les cumulants libres ont été définis par
Roland Speicher!™ pour étudier de maniére combinatoire Paddition de variables aléatoires libres.
Ils consistent en un ensemble de coefficients indexés par tous les n-uplets d’éléments de A, ou n
parcourt N*. Autrement dit, c’est une fonction x : | e« A™ — C.

Le point de départ habituel pour définir les cumulants libres est I’ensemble des partitions non-
croisées. Soit n € N*. Une partition de {1,...,n} posséde un croisement s’il existe quatre entiers
1,7, k,l entre 1 et n tels que 7 et k appartiennent a un méme bloc alors que j et [ appartiennent
a un autre bloc. L’ensemble des partitions de {1,...,n} qui ne possédent pas de croisements,
encore appelées partitions non-croisées, est noté NC(n).

DEFINITION 3.1. Les cumulants libres sont définis par la relation suivante. Pour tout n € N*
et tout Ay,..., A, € A, on a

T(A1"'An): Z H[W](Al,...,An)a

meNC(n)
ou ’%[ﬂ-] (Ala s 7An) = H{i1<---<ik}€7r K/(Aila s 7Alk)
Cette relation peut en effet étre inversée de maniere implicite, et (A, ..., A,) exprimé
comme un polynoéme en les variables 7(A4;,,...,4;, ), avec 1 <ij; < ... < i < n. Nous donnerons

plus de détails sur la théorie des cumulants libres dans la section 9.2.2 ; par ailleurs, nous renvoyons
aux nombreux travaux de Nica et Speicher sur le sujet/%?l. Pour le moment, contentons-nous de

2 Bien entendu, lorsque P € C (X; : i € I), la substitution dans P vu comme un élément de C{X; : i € I'} coincide
avec celle dans P vu comme un élément de C (X; : i € I).

[60] A, N1ca et R. SPEICHER, Lectures on the Combinatorics of Free Probability (2006).

("] R. SPEICHER, Multiplicative functions on the lattice of noncrossing partitions and free convolution
(1994).
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décrire la nouvelle caractérisation de la liberté a travers la proposition suivante. Son corollaire
est immédiat : les cumulants libres linéarisent la somme de variables libres.

PROPOSITION 3.2. Soit (B;),.; des sous-algébres de A. Ces algébres sont libres si et seule-
ment si leurs cumulants croisés sont nuls. Autrement dit : pour tout n € N*, tout i1,...,i, € 1
et tout Ay, ..., An € A tels que chaque A; appartient a B;;, Uexistence de j et J' tels que ij # ijr
entraine que k(Ai,...,A,) =0.

COROLLAIRE 3.3. Pour tout Aq,..., A, € A libres avec B1,...,B, € A, on a
K(A1+B1,...,An+Bn) :I{(Al,...,An)+I{(Bl,...,Bn).

EXEMPLE. Soit ¢ > 0 et S; une variable semi-circulaire de variance t. Les cumulants libres
de Sy sont donnés par k1(S¢) =0, k2(S;) =t et k,(S¢) = 0 pour n > 2. Ainsi, pour tout n < 1,

o ], si n impair,
TENC(n)

ou Cy o, len /2-iéme nombre de Catalan, est le nombre d’appariements non-croisés de n éléments.

Bien que la notion de cumulants libres permette dans une certaine mesure de traiter le cas
de produits de variables libres, nos calculs font plusieurs fois apparaitre d’autres coefficients.
Ces nouveaux coefficients, étudiés pour la premiére fois par Mastnak et Nical®8l, jouent le réle
des cumulants libres pour le produit. La compréhension et I’étude de ces coefficients, que nous
avons baptisés les log-cumulants libres, constituent une part non-négligeable de cette these. La
section 9.4 reprend leur construction de maniere plus détaillée — et illustrée!

Encore une fois, la définition des log-cumulants libres est combinatoire et fait intervenir
Pensemble NC'(n). Nous allons définir successivement dans les trois prochains paragraphes la
relation de finesse <, la complémentation de Kreweras et la notion de chaine dans NC(n). Nous
pourrons ensuite définir les log-cumulants libres.

L’ensemble NC'(n) est un treillis pour la relation de finesse < définie comme ceci : pour o
et m € NC(n), o est plus fine que 7, ce qui se note o < 7, si tout bloc de ¢ est inclus dans un
bloc de 7.

Dans le cas ou ¢ =< m, il est alors possible de définir le complémentaire de Kreweras
K:(0) de o par rapport a w. C’est une bijection K, de l’ensemble {o € NC(n) : 0 < 7} sur
lui-méme. Il en existe plusieurs définitions équivalentes. En voici une qui a le mérite d’étre
succinte. Munissons l'ensemble {1,1’;...,n,n'} de lordre cyclique (1,1;...,n,n’). Lorsque
o’ € NC(n), nous pouvons former la partition o U o’ de {1,1’,...,n,n'} en identifiant ¢’ & une
partition de {1’,...,n’}. Décomposons m = {V1,...,V;} € NC(n). Pour tout 1 < i <[, notons
V! c {1,...,n'} 'image de V; par I'isomorphisme (1,...,n) ~ (1/,...,n/). Enfin, notons 7 la
partition non-croisée 7 = {Vi UV/,... .V, UV} de {1,1’,...,n,n'}. La partition K (o) est par
définition le plus grand élément de NC(n) tel que o U K (o) soit une partition non-croisée de

[52]

{1,1,...,n,n'} et soit plus fine que 7.
Enfin, une chaine dans le treillis NC'(n) est un (I + 1)-uplet de la forme I' = (7, ..., m) avec
70, -..,m € NC(n) et tel que mg < w1 < - -+ < m. L’entier positif [ est alors appelé longueur de

la chaine et on le notera |I'|. Si, pour tout 1 < i <[, K, (m—1) a exactement un bloc qui possede
plus de deux éléments, la chaine I' est dite simple.

B8] M. MASTNAK et A. N1ca, Hopf algebras and the logarithm of the S-transform in free probability (2010).
2] G. KREWERAS, Sur les partitions non croisées d’un cycle (1972).
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Cas additif Cas multiplicatif

Probabilités libres Cumulants libres Log-cumulants libres

TABLE 4. Les cumulants libres

DEFINITION 3.4. Les log-cumulants libres sont les coefficients Lk(Ay, ..., Ay,), indexés par
tous les n-uplets d’éléments de A, et définis comme suit. Pour tout A € A tels que 7(A) # 0, on
pose

Lk(A) = Log(7(4)),
ou Log désigne la branche principale du logarithme dont la partie imaginaire appartient a

I'intervalle (—m,7|. Pour tout n > 2, et Ay,..., A, € A tels que 7(4;),...,7(4,) sont tous
non-nuls, on pose

! >
T(Al) e T(A”) I" chaine dans NC(n)
D=(70,...,m|1|)
7T0:0n,7l"p|:1n

Ofl H[W](Al, . ,An) = H{i1<"'<ik}€ﬂ /{(Ail, . 7‘4%)

Le nom de log-cumulants est justifié par le résultat suivant, dii & Mastnak et Nical®®l. En
le comparant au corollaire 3.3, on peut en effet interpréter les log-cumulants libres comme les
analogues multiplicatifs des cumulants libres.

PROPOSITION (CF. PrROP.9.11). Soit A, B € A libres et tels que T(A) et T7(B) sont non-
nuls. On a Lk1(AB) = Lk1(A) + Lk1(B) (mod 2i7), et pour tout n > 2 :

Lkn(AB) = Lin(A) + Lin(B).

(_1)14—\1“\ ||

’F| gﬁ[Kﬂ—i(T(@‘_lﬂ (Al,...,An),

LH(Al, ce ,An)

Mastnak et Nica ont aussi montré que les log-cumulants libres peuvent étre utilisés pour
caractériser la liberté, exactement comme dans la proposition 3.2.

PROPOSITION (CF. PROP.9.10). Soit (B;),.; des sous-algébres de A. Ces algebres sont
libres si et seulement si leurs log-cumulants croisés sont nuls. Autrement dit : pour tout n € N*,
tout i1,...,in € I et tout Ay,..., Ay € A tels que T(A1) = ... =T1(A4,) = 1, et tels que chaque
Aj appartient a B;;, Uexistence de j et j' tels que ij # ij entraine que Lk(Ai, ..., An) = 0.

La donnée des log-cumulants libres détermine entierement la distribution des variables aléa-
toires. Dans la proposition suivante, nous avons méme pu donner l’expression exacte de la
distribution & ’aide des log-cumulants libres.

PROPOSITION (CF. COR.9.9). Soit n > 1. Pour tous Ay,..., A, € A tels que 7(A1),...,
7(Ay) sont tous non-nuls, on a

I
[T L[ Ky (mion)] (Ar,. . A0

ti=1

(A Ap) = elr(A1) || gLr(An) Z

T’ chaine simple dans NC(k)
P=(m0,...,7||);T0=0n

1
!

ou, {i1 < -+ <} étant Vunique bloc de K, (mi—1) qui posséde plus d’un élément,

Lk K (mio1)] (A1, Ap) = Li( Ay, Ay,
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EXEMPLE. Soit ¢ > 0 et U; un mouvement brownien unitaire libre au temps t. Les log-
cumulants libres de Uy sont donnés par Lki(Uy) = —t/2, ko(S:) = —t et k,(St) = 0 pour n > 2.
On retrouve bien la distribution de U; : pour tout n > 1,

n nLk(Uz) 1 a 7Ln7l*1 (7t)k k—1 n
r(Up) = ent) 3 W[[LK[KM(M_Q} () =3 3 mnt )
T" chaine simple dans NC(k) =1 k=0
I'=(mo,...;m|1|);T0=0n

En effet, le nombre de chaines simples dans NC(n) de longueur k est exactement n*~! (kzl)

3.4. Opérateurs de transition. Reprenons le fil de la section 3.2. Notre préoccupation
reste l'existence d’opérateurs de transition sur 'espace C{X; : i € I'} pour I'addition de variables
aléatoires libres.

THEOREME (CF. TH.9.4). Soit I un ensemble quelconque d’indices. Soit A = (A;)ier € Al.
Il existe un opérateur Aa sur C{X; : i € I} tel que, pour tout P € C{X; : i € I}, et tout
B = (Bj)ier € Al libre avec (4A;)ic,

7(P(A+B)|B) = (¢*4P) (B).

Avant de décrire Aa, comparons ce résultat avec le résultat de Biane de la section 3.1.
Comme nous I’avions annoncé, 'opérateur de transition e*4 ne dépend plus des variables B. La
distribution de B n’intervient qu’a posteriori, lors de I’évaluation de 1’élément e*A P en B. En
revanche, nous perdons la généralité d’un calcul borélien pour un calcul seulement polynomial'® :
c’est le prix a payer pour pouvoir traiter plusieurs variables non-commutatives a la fois, et qui
ne sont pas forcément normales. L’opérateur A associé a A est de la forme suivante. Pour tout
neNeti(l),...i(n) €1,

Aa <Xi(1) EE Xi(n)) = > K (Az‘(kl)a e 7141‘(/%)) Xiy  Xik—1)
1<m<n
1<k <...<km<n -tr Xi(kl-i-l) v Xi(k‘z—l)
AT X (kor1)  Xi(hg—1)

“tr (Xi(km,wl) - 'Xi(kmq))
Kilkm+1) * Xi(n)-
De plus, pour tout My, ..., My monoémes de C(X;:i € I), on a

k
AA (M(]tl"Ml s ~t1"Mk) = ZMoter SRR § (AA(Ml)) c -tI‘Mk.
1=0

EXEMPLE. Soit S; une variable semi-circulaire de variance ¢t. On calcule Ag, X3 = 2tX +
ttr(X) et (Ag,)?X3 = Ag, (2tX + ttr(X)) = 0. Ainsi, €25 (X3) = X3 + Ag, X3 +0 = X3 +
2tX 4 ttr(X). Le théoréme assure alors que, pour tout B € A libre avec Sy,

7 ((Se+B)*|B) = (As(X%)) (B) = B>+ 2B + t7(B).

Voici le théoréme d’existence d’un opérateur de transition dans le cas multiplicatif. Pour
tout A = (A;)ies € Al et B = (B;)ier € Al, on notera AB la famille (A;B;);c; € AL

13 Rappelons que C(X; :i € I) C C{X;:i € I}.
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THEOREME (CF. TH.9.13). Soit I un ensemble quelconque d’indices. Soit A = (A;)icr €
Al tel que, pour tout i € I, 7(A;) # 0. Il existe un opérateur Do sur C{X; : i € I} tel que, pour
tout P € C{X; :i € I}, et tout B = (B;)icr € A libre avec (A;)icr et vérifiant 7(B;) # 0 pour
1 €1, alors
7(P(AB)|B) = (ePAP) (B).
L’hypothése d’une trace non nulle pour les éléments entrant en jeu n’est pas étonnante. C’est
une hypotheése technique assez courante lorsqu’il s’agit d’étudier le produit de variables aléatoires

non-commutatives libres'. L’opérateur Do associé & A est de la forme suivante. Pour tout n € N
et i(1),...i(n) €1,

Da (Xi(l) x 'Xi(n)) = > Lk (Ai(k1)7 o 7Ai(km)) Xi) " Xiky—1)
1<m<n
1<k; <...<km<n -tr Xz(kl) e .Xi(kgfl)
0 (( Xiho) - Xi(hs—1)
o (Xt Ktk 1))
Kithkm) * Xin)-
De plus, pour tout My, ..., M monoémes de C(X;:7 € I), on a
k
Da (Motr My« tr M) =Y Motr My -~ tr (Da(M;)) - - - tr M.
1=0

EXEMPLE. Soit ¢t > 0 et Uy un mouvement brownien unitaire libre au temps ¢t. On calcule
Dy, (X?) = —tX? —tX tr X, Dy, (X tr X) = —tX tr X. Ainsi, eP% X2 = 72 (X2 — tX tr X) . Le
théoreme nous dit alors que, pour tout B € A libre avec Uy,

7 ((U:B)’|B) = 7 (B* ~ tB7(B)) .

4. Mouvement brownien sur le groupe linéaire en grande dimension

L’espace C{X } ainsi que ses variantes nous offrent un cadre agréable pour calculer la distribu-
tion non-commutative de variables aléatoires définies par un calcul stochastique. Nous allons voir
que ce formalisme nous permet d’étudier la limite en grande dimension du mouvement brownien
sur le groupe linéaire lorsque la dimension tend vers l'infini.

4.1. Générateurs des mouvements browniens en grande dimension. Soit (Ut):>0
un mouvement brownien unitaire libre et (G¢):>0 un mouvement brownien circulaire multiplicatif
libre. Rappelons que 'existence des opérateur Dy, et Dg, nous permet de calculer la distribution
de Uy et de Gy a chaque temps t. En effet, pour tout polynéme P € C[X] et tout temps ¢t > 0,

(P (U2) = 7 (P (Ui1)] 1) = (P P) (1a).

En utilisant une preuve completement différente grace au calcul stochastique libre, il est possible
de renforcer ce résultat pour obtenir la *-distribution jointe de (Uy, U ') et de (Gy, G7Y).

PROPOSITION (CF. PROP.10.4) ET PROP.10.6). Il existe deux opérateurs Ay et Agr,
sur C{X, X*, X~1 X*~11 tels que, pour toutt >0, on ait

7 (P(U) = (220 P) (1) et 7(P(Gy)) = (726 P) (1a).

14 1ci, nous pourrions éventuellement nous en passer pour la famille B par un argument d’approximation.
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Nous décrivons l'action de Ay et de Agy sur C{X, X* X1 X*7!1 aux sections 10.4.1
et 10.5.1. Bien entendu, les opérateurs (¢/2)Ay et (t/4)Agr restreints au sous-espace C{X } ne
sont autres que les opérateurs Dy, et Dg,.

Les preuves des théorémes énoncés dans la section 2 reposent sur une observation élémentaire
qui a son origine dans ’approche du laplacien donnée par Thierry Lévyl53l. Cette observation
peut étre résumée de la facon suivante : lorsque la dimension N tend vers l'infini, les opérateurs
Ay (ny et Agry(c) sont respectivement égaux aux opérateurs de transition Ay et Ag. Donnons
une version plus précise de ce fait. On désignera par U la fonction identité sur U(N). Puisque la
trace normalisée agit sur I'algébre C?(U(N),My(C)) comme une trace & valeurs centrales'®, on
peut considérer la fonction P(U) obtenue par substitution de la trace normalisée a tr et de U a
X pour tout P € C{X, X 1}.

LEMME (CF. LEM.11.1). Il existe un opérateur Ay sur C{X, X'} tel que, pour tout
PeC{X, X1},

Buo) (PO) = ({80 + 5550)P) ).

Ce lien entre le générateur Ag(yy/2 du mouvement brownien (Ut(N))tZD sur U(N) et le géné-
rateur Ay/2 du mouvement brownien libre (U;):>o rend limpide la convergence en distribution
de (Ut(N))tzo vers (U)i>0. En effet, moyennant quelques justifications simples, nous pouvons
écrire la convergence suivante pour tout polynéme C[X, X ~!] lorsque N tend vers I'infini :

(1) Elo (PO™M))] = <65<AU+N12AU>(U(P))) (In) — (€220 (t2(P))) (1a) = 7(P(UL)).

De la méme maniére, nous désignerons par G la fonction identité de GLx(C). Pour tout P €
C{X,X*, X1, X*71}, on peut considérer la fonction P(G) € C?(GLy(C),My(C)) obtenue par
substitution de la trace normalisée a tr et de G a X.

LEMME (cF. LEM.11.3). Il existe un opérateur Aqr sur C{X, X*, X1 X*"1} tel que,
pour tout P € C{X, X*, X1, X*71},

Agry(c) (P(G)) = ((AGL + ]\;AGL)P> (G).

Un calcul analogue au calcul (4.1) nous conduit au résultat suivant.

THEOREME (CF. TH.11.6). Pour tout N € N*, soit (GgN))tZO un mouvement brownien
sur GLn(C) et soit (Gt)t>0 un mouvement brownien circulaire multiplicatif libre. Alors, pour
tout n € N, tout Py, ..., P, € C(X, X*, X1, X*1) et tout t >0, on a

E [tr (PO (G,ﬁN))) Coetr (Pn (G,Em)ﬂ =7 (Py(Gy))---7 (Pa(Gy)) + O(1/N?)

-1

lorsque N tend wvers linfini. En particulier, (GIEN),GEN) ) converge en x-distribution non-
commutative vers (Gy, Gy 1).

Ce théoréme répond & une question posée par Philippe Bianel!¥) en 1997. Peu de temps aprés
la prépublication de ce résultat] sur le site d’archivage arXiv, Todd Kemp proposa deux autres

-1

preuves®?1 de la convergence en #-distribution non-commutative de (G,EN) ,G,EN) ). Nous
avons ensuite décidé d’étudier la question naturelle des fluctuations du mouvement brownien

autour de sa moyenne (GEN))QO. La suite de cette section expose le théoréme limite central qui
résulte de cette collaboration.

15 1] faut pour cela identifier C & la sous-algébre C - Iy de Mn(C).
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4.2. Fluctuations browniennes (en collaboration avec Todd Kemp). Thierry Lévy
et Myléne Maida ont établi le théoréme limite central suivant pour les fluctuations de tr( P (Ut(N)))
en grande dimension.

TuiOREMEPS . Soit (Ut(N))tZO un mouvement brownien sur U(N). Soient Py,..., P, €

C[X, X 1] des polynomes de Laurent, et T > 0. Lorsque N tend vers l'infini, le vecteur aléatoire

N (tr (Pi(U:(FN))> —E [tr (Pi(U;N)>)D1gign
converge en loi vers un vecteur gaussien.

Il faut préciser que le théoreme de Lévy et Maida porte en réalité sur une classe de fonctions
plus générale, celle des fonctions de C'*(U) dont la dérivée est lipschitzienne. Remarquons I’ordre
de grandeur inhabituel des fluctuations : il est de 1/N au lieu du classique 1/ V/N. C’est Pordre
de grandeur standard pour les fluctuations de matrices aléatoires. Le calcul de la covariance
est intéressant. Il fait apparaitre trois mouvements browniens unitaires libres (ut)¢>0, (vt)t>0
et (wg)i>0 qui sont libres entre eux. Pour deux polynoémes de Laurent P,Q € C[X, X !], la
covariance des variables aléatoires TrP(Uj(ﬂN)) — E[Tr P(U}N))] et Tr Q(U}N)) — E[Tr Q(U}N))]

est asymptotiquement égale'® &

T
(4.2) /0 7 (P (or—u)(Q (wr—yu))*) dt,

ott les dérivées P’ et Q' des polynémes P et @ sont les dérivées sur U, données'” pour tout entier
k par (X*) = ikX"* et (X7F) = —ikX K,

La preuve de ce théoreme repose en partie sur la compacité du groupe unitaire et n’est
pas transposable directement au groupe linéaire. Trés récemment, Antoine Dahlqvist a proposé
une preuve combinatoire de ce théorémel®!l, ce qui lui permet de prouver un résultat similaire
pour deux autres groupes compacts : le groupe orthogonal et le groupe symplectique. Dans
le chapitre 3, nous utilisons une troisieme approche, également combinatoire, dans 'optique
de prouver le théoréme limite central suivant pour les fluctuations de tr(P(GgN))) en grande
dimension.

THEOREME (CF. TH.15.1). Soit (GIEN)),:ZO mouvement brownien sur GLy(C). Soient
P, P, e C{X, X1, X* X*1} et T >0. Lorsque N tend vers l’infini, le vecteur aléatoire

N (tr (P(G) —E [t (R(GY))])

converge en loi vers un vecteur gaussien.

1<i<n

De maniere remarquable, la covariance est semblable & celle du théoreme de Lévy et Maida.
En effet, fixons deux polynémes de Laurent P et Q € C[X, X !]. La covariance des variables

16 Te théoreme de Lévy et Maida porte sur des fonctions réelles sur U. La linéarité d’un systéme gaussien nous
permet d’étendre le résultat & des fonctions complexes, et en particulier & des polynémes de Laurent.
7 La dérivée d’une fonction f sur U est la fonction f' : z — limp,_o(f(ze™) — £(2))/h.

(199 p. BIANE, Segal-Bargmann Transform, Functional Calculus on Matrix Spaces and the Theory of Semi-
circular and Circular Systems (1997).

25 G. CEBRON, Free convolution operators and free Hall transform (2013).

(31 A. DAHLQVIST, Dualité de Schur-Weyl, mouvement brownien sur les groupes de Lie compacts classiques
et étude asymptotique de la mesure de Yang-Mills (2014).

(501 T, KEMP, Heat Kernel Empirical Laws on Uy and GLx (2013).
511 7. KeMmp, The Large-N Limits of Brownian Motions on GLy (2013).
5 . LEvVyY, Schur-Weyl duality and the heat kernel measure on the unitary group (2008).
51 T, LEvy et M. MAIDA, Central limit theorem for the heat kernel measure on the unitary group (2010).
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aléatoires Tr P(G%N)) — E[Tr P(G%N))] et Tr Q(G(TN)) — E[Tr Q(G(TN))] est asymptotiquement
égale & (4.2), ol (ut)e>0, (Vt)e>0 et (wy)e>0 désignent cette fois-ci trois mouvements browniens
multiplicatifs circulaires qui sont libres entre eux. Lorsque P et () ne sont plus des polynémes
mais des éléments quelconques de C{X, X1}, la covariance peut aussi s’exprimer & l'aide de
trois mouvements browniens, mais son expression exacte n’a pas de formulation simple.

La preuve de ce théoréme repose encore une fois sur la décomposition Agy, + ﬁAGL de

Agry(c)- En effet, 'égalité

%(AGL-&-ﬁAGL) z

1 (T 1A < Tt
e — exlar 4 / ciBertyzAcr) AGL,eTAGLdt

N2 Jo
appliquée a E[(tr P tr Q*)(G(TN))] = e%(AG“LﬁAGL)(trPtr Q*)(In) nous permet d’'une part
d’identifier 'ordre de grandeur de 1/N, d’autre part de rendre explicite le terme qui demeure
apres recentrage. Remarquons que cette explication rapide rend également compréhensible le
terme de covariance (4.2). En effet, 'opérateur limite

T LN ~ Tt A
e1=CL . Agr - e 1 T6Edt
0

appliqué a tr Ptr Q* se décompose heuristiquement en :

(1) €¥AGL, qui correspond a I’évolution de deux mouvements browniens libres dans res-
pectivement tr(P) et tr(Q)* jusqu’au temps T' — ¢,

(2) Aqr, qui fait apparaitre tr(P'Q™) & la place de tr P tr Q*,

(3) eiAGL, qui correspond a I’évolution d’un troisiéme mouvement brownien pendant un
temps t.

Précisons que 'analogie avec le théoreme de Lévy et Maida n’est pas fortuite. En réalité, la
preuve de ce théoreme central limite fonctionne pour une classe de mouvements browniens sur
GLy(C) qui contient le mouvement brownien sur le sous-groupe U(N) C GLx(C). Mentionnons
également que le théoreme dans toute sa généralité permet de traiter une famille de mouvements
browniens sur GLx(C) arrétés en des temps différents.

5. Mesures infiniment divisibles

Une maniere de généraliser la table 1 consiste a remplacer les différents mouvements brow-
niens par des processus de Lévy, c’est-a-dire des processus & accroissements indépendants et
stationnaires. Bien entendu, les accroissements seront additifs ou multiplicatifs, et 1’'indépen-
dance sera classique ou libre selon la situation. Au niveau des distributions, ’addition ou la
multiplication de variables aléatoires se traduit par des opérations de convolutions. Il y a alors
une correspondance entre les processus de Lévy et les distributions infiniment divisibles pour ces
convolutions. Le dernier chapitre de cette these est consacré aux liens entre les quatre situations,
tantot au niveau des distributions, tantot au niveau des processus de Lévy.

5.1. Les convolutions classiques et libres. Soient i et v deux mesures de probabilités
sur R. La convolution classique des mesures u et v est définie comme 'unique mesure p * v sur
R telle que pour toute fonction mesurable bornée f,

L1 = [ ra+pdut)avy)
R R2

Observons que la convolution classique peut étre obtenue concretement comme la distribution
d’une somme de deux variables aléatoires indépendantes. Plus précisément, soient A et B deux
variables aléatoires indépendantes de distributions respectives p et v. La distribution de A + B
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Cas additif Cas multiplicatif

Probabilités classiques Convolution classique * sur R Convolution classique ® sur U

Probabilités libres Convolution libre H sur R Convolution libre X sur U

TABLE 5. Les quatre convolutions

est p *x v, la convolution de p et de v. Pour définir la convolution libre, il suffit de remplacer
I'indépendance par la liberté.

Soit p et v deux mesures de probabilités & support compact. Prenons A et B € A deux
variables aléatoires non-commutatives auto-adjointes libres de distributions respectives'® p et v.
Ici encore, la distribution pa4p de A + B est déterminée de maniere unique par p et v. Cette
mesure de probabilité sur R est appelée la convolution libre de p et v, et elle est notée p B v.
Définie comme ceci, la convolution libre H est une opération sur les mesures de probabilités a
support compact, mais cette définition peut étre étendue a ’ensemble des mesures de probabilités
sur R par continuitél,

Bien entendu, nous définissons les convolutions multiplicatives classiques et libres de la méme
fagon. Soient p et v deux mesures de probabilités sur U. Soient A et B deux variables aléatoires
indépendantes de distributions respectives i et v. La distribution de AB ne dépend que de p et
v. C’est la convolution de u et de v, définie comme 'unique mesure p ® v sur U telle que pour
toute fonction mesurable bornée f,

[ dwen) = [ raydueave)
U U2

Prenons maintenant A et B € A deux variables aléatoires non-commutatives unitaires libres de
distributions respectives p et v. La distribution de AB est également déterminée de maniére
unique par p et v. On appelle la convolution libre de 1 et v et on la note pu X v.

5.2. Morphismes entre convolutions. Introduisons tout d’abord quelques définitions.
Nous dirons qu’une suite de mesures finies (py,)nen sur C converge faiblement vers une mesure
W, et on notera!®

Hn @} )
n—-+00

si, pour toute fonction complexe continue bornée f,

lim/dn:/d.
n%ocf“ Cfﬂ

Une mesure de probabilité sur R est dite *-infiniment divisible si, pour tout entier n € N*, il
existe une mesure de probabilités u, telle que

Mo % =k oy = L.
—_——
n fois

L’ensemble des mesures *-infiniment divisible est un semi-groupe pour l'opération * que 1’on
notera ZD(R, ), et on définit de la méme facon les ensembles ZD(U, ®), ZD(R, B) et ZD(U, X).

18 (rest justement pour pouvoir réaliser p et v comme distributions de variables aléatoires non-commutatives que
celles-ci doivent étre a support compact.

(141 H. Bercovicl et D. VoIcULESCU, Free convolution of measures with unbounded support (1993).
19 T lettre w fait référence au terme anglais "weak convergence".
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En 1999, Bercovici et Pata publient un article™ avec un appendice de Biane sur le lien entre
les mesures infiniment divisibles pour les convolutions * et pour H. Ce lien peut étre reformulé?®
dans les termes qui suivent.

Soit u € ZD(R, ). Il existe alors un unique n € R, un unique a > 0 et une unique mesure p
sur R\ {0} tels que, pour toute suite de mesures (i )nen, les deux assertions suivantes soient
équivalentes :

(1) la mesure p" converge faiblement vers p,
(2) on a les convergences

v’ ), [_2° .
pn(dz) | —> p(dz) +ady | et lim n/ xdpy(z) =n.
[_171]

=3 2
xs+1 n—+oo \ x4+ 1 n—00

De plus, ceci reste vrai en remplagant la convolution classique * par la convolution libre X. Le
triplet (1, a, p) sera respectivement appelé le triplet *-caractéristique, ou B-caractéristique®' de pu.
En associant a chaque mesure p € ZD(R, %) dont le triplet -caractéristique est (1, a, p) la mesure
A(p) € ID(R,B) dont le triplet H-caractéristique est (7, a, p), on définit alors un isomorphisme A
entre ZD(R, *) et ZD(R,H) qui a le bon gotit de préserver les théorémes limites au sens suivant.

THEOREME!S). La bijection de Bercovici-Pata A a les propriétés suivantes :

(1) pour toute suite (tn)nen= de mesures de probabilités sur R et toute mesure p € TD(R, ),

on a
(w) (w)
N — n—+o0o ———— 7+
n fois n fois

(2) pour tout p,v € ID(R,*), A(u*v) = A(pn) BA(v).

Le théoreme de Bercovici et Pata est le premier d’une série de théoremes infinitésimaux du
type : « si la n-iéme convolution de u,, pour une certaine convolution converge faiblement lorsque n
tend vers 'infini, alors la n-iéme convolution de u, pour une autre convolution converge également
faiblement.» C’est dans cette démarche que s’inscrit le travail de Chistyakov et Gotze, qui
s'intéressent aux convolutions multiplicatives. Malheureusement, la situation est plus complexe.
On désignera par M, I'ensemble des mesures de probabilités sur U telles que mq(u) # 0. En
2008, Chistyakov et Gotze ont montré que la convergence d’une suite (u2),cn vers une mesure
p € ID(U,X) N M, entraine la convergence de la suite (u¥),cn vers une mesure de p € ZD(U, ®)
ne dépendant que de g, et que on notera I'(y). Puisque ZD(U, X) \ M, se réduit!’® & la mesure
uniforme A sur U, nous pouvons étendre la définition de I' & ZD(U,K) par I'(\) = A. Nous
obtenons alors le résultat suivant.

THEOREME!?S). La fonction T a les propriétés suivantes :

20 La formulation équivalente originelle est faite & ’aide d’une paire caractéristique au lieu d’un triplet caractéris-
tique.
21 Te triplet caractéristique peut également se lire sur la transformée de Fourier (resp. la R-transformée) de p,
mais nous préférons cette présentation qui identifie (1, a, p) comme une sorte de générateur infinitésimal. Le réel
n correspond & une dérive, le réel a & la partie brownienne (resp. semi-circulaire), et la mesure p représente la
composante poissonnienne.

3 g, Bercovici, V. PATA, et P. BIANE, Stable laws and domains of attraction in free probability theory
(1999).

[15] H. BERCOVICI et D. VoIcULEScU, Lévy-Hincin type theorems for multiplicative and additive free
convolution. (1992).

28] G. P. CHISTYAKOV et F. GOTZE, Limit theorems in free probability theory II (2008).
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(1) pour toute suite (fin)nen+ de mesures de M, et toute mesure p € ZD(U,K) N M., on a

i X B g, ﬂ b= U ® - ® Uy ﬂ ()
—_—

n—+oo — ——— N>+
n fois n fois
(2) pour tout pu,v € ID(U,X), T(uXRv) =T(u) ® T'(v).

La fonction I' n’est pas injective, et par conséquent, la réciproque de ce théoreme est fausse :
la convergence faible de u&™ n’implique pas forcément la convergence de 2",

Nous allons nous intéresser a l’existence de morphismes analogues reliant les convolutions
additives aux convolutions multiplicatives. Dans le cas classique, le morphisme e : z +— e*
de (R,+) vers (U, x) nous permet de transformer les théorémes infinitésimaux relatifs a la
convolution * en des théorémes relatifs a la convolution ® & travers la notion de mesure image ;
pour p mesure de probabilité sur R, la mesure image e,(u) désigne la mesure de probabilité sur
U caractérisée par I'intégrale de toute fonction borélienne bornée f :

[ et = [ £edu)

Pour une variable aléatoire réelle A de distribution g, la distribution de €4 est la mesure
image e,(u). Ainsi, pour deux variables aléatoires A et B réelles et indépendantes, ’égalité
etdeiB — ¢iA+B) implique que la fonction e, est un morphisme. Le théoréme suivant n’est que
la conséquence de ce fait, et de la continuité de e, pour la convergence faible.

THEOREME 5.1. La fonction e, dont la restriction & ZD(R, x) est a valeurs dans TD(U, ®),
a les propriétés suivantes :

(1) pour toute suite (fn)nen+ de mesures de probabilités sur R et toute mesure p € TD(R, %),
on a

(w) LON :
P ¥ ok iy = f = €(ftn) ® - ® ex(in) e«(1) ;
N——+00 n—+oo
n fois n fois

(2) pour tout p,v € ID(R, *), e (pu*v) = e.(n) ® ex(v).

Bien siir, pour deux variables aléatoires A et B auto-adjointes et libres, la non-commutativité
entraine que e*de'B £ ¢!A+B)  La fonction e, n’est donc pas un morphisme : pour deux mesures
de probabilités p et v sur R, e,(u B v) n’est pas forcément égale a e,(u) X e.(r). En nous
restreignant aux mesures infiniment divisibles comme nous y incite le théoreme de Bercovici
et Pata, nous pouvons tout de méme définir un morphisme entre H et X. Commengons par
présenter ce qui joue le role de triplet caractéristique pour les mesures de ZD(U, X), en reprenant
le résultat du corollaire 19.9.

Soit u € ZD(R, *). 1l existe alors un unique w € U, un unique b > 0 et une unique mesure v
sur U\ {1} tels que, pour toute suite de mesures (un)nen, les deux assertions suivantes soient
équivalentes :

(1) la mesure p;" converge faiblement vers p,
(2) en notant w, 'angle mq(py)/|m1(ps)| on a les convergences

n(1 = RONn(n¢) (1= R +501) et lim wh =

n—-+0o00

Le triplet (w,b,v) sera appelé le triplet K-caractéristique®? de p.

22 Le triplet caractéristique peut également se lire sur la S-transformée, ou sur les log-cumulants. L’angle w
correspond a une dérive, le réel a & la partie brownienne libre, et la mesure v représente la composante poissonnienne.



28 1. INTRODUCTION

Cas additif Cas multiplicatif

€
Probabilités classiques ZD(R,x) —— ID(U,®)

|4 E

em
Probabilités libres ID(R,@) ——> ID(U,K)

TABLE 6. Les morphismes entre les quatre convolutions

DEFINITION 5.2. Pour tout p € ZD(R,H) dont le triplet B-caractéristique est (n, a, p), on
définit em(p) comme la mesure X-infiniment divisible sur U dont le triplet X-caractéristique est

(w,b,v) = (eXp <i77 +i/R(Sin($) — 1y (@)7) P(dl?)) 7ave*(p)U\{l}> :

La fonction eg est lié aux morphismes I', A et e, par la commutativité du diagramme de se-
migroupe présenté en table 6. Il a ceci de naturel qu’il préserve aussi les théoremes infinitésimaux.

THEOREME (CF. TH.17.1). La fonction eg : ZD(R,B) — ID(R,X) a les propriétés
suivantes :

(1) pour toute suite (i )nen= de mesures de probabilités sur R et toute mesure p € ZD(R, H),
on a

(w) (w)
pn BBy —5 p = e(pun) B---Be(un) — emlpn);
n fois n fois

(2) pour tout p,v € ITD(R,H), emg(nBr) = egm(pn) Nez(v).

EXEMPLE 5.3. Nous avons déja rencontré quatre exemples importants de mesures infiniment
divisibles. Ce sont les distributions des différents mouvements browniens. C’est ainsi que, pour
tout ¢ > 0, la gaussienne N; est x-infiniment divisible. De la méme fagon, S; € ZD(R,H),
B, € ID(U,X) et e.(N;) € ZD(U, ®). Nous avons alors

A e T
Ny — & — B — e.(M).

Les différents théoremes de cette section nous affirment donc que les mesures S; et B; vérifient des
propriétés similaires & ceux d’une gaussienne classique. En particulier, fixons une suite (1, )nen«
de mesures de probabilités sur R. Des trois assertions suivantes, les deux premieres assertions
sont équivalentes et impliquent la troisieme :

(1) la mesure u" converge faiblement vers N ;
(2) la mesure p" converge faiblement vers S ;
(3) la mesure (e (uy))¥" converge faiblement vers B;.

5.3. Modeéles matriciels. Nous allons maintenant retrouver le morphisme e comme limite
en grande dimension d’un morphisme entre espaces de matrices.

On notera * la convolution additive sur I’espace vectoriel des matrices hermiciennes H y : pour
deux mesures de probabilités p et v sur Hy, la mesure p*v est définie comme 'unique mesure sur
Hn telle que pour toute fonction mesurable bornée f, [;,  f d(uxv) = fH?v flz+y)dp(x)dr(y).

De la méme fagon, la convolution multiplicative ® de deux mesures p et v sur le groupe unitaire
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U(N) est 1’unique mesure [ @ v sur U(N) telle que pour toute fonction mesurable bornée
f, fU y [ dlpxv) = fU f(zy)dp(z)dr(y). Nous noterons respectivement ZD(Hy,*) et
ID(U (N ), ®) ensemble des mesures infiniment divisible pour ces deux convolutions.

La fonction e a encore une signification dans ce contexte : pour tout x € Hy, on a e(x) =
e’ € U(N). Comme précédemment, pour toute mesure p sur H, nous noterons e, (1) la mesure
image de u par e, définie sur U(V). Nous n’avons pas en toute généralité e(z + y) = e(x)e(y),
et par conséquent la fonction e, n’est pas un morphisme : pour deux mesures de probabilités
p et v sur Hy, eq(u * v) n'est pas forcément égale a e.(u) ® e.(v). Nous pouvons nous en
sortir grace aux mesures infiniment divisibles. L’idée de base est classique¥ : multiplier les
accroissements multiplicatifs obtenus par notre exponentielle e & partir d’accroissements additifs
de plus en plus petits. Toute mesure u € ID(H N, %) s’inscrit dans un unique *-semigroupe
(*t)>0 faiblement continu et tel que u** = &y et u*! = p. Pour toute mesure p € ZD(Hy, ), la
suite de mesures (e, (1*1/™))®" converge faiblement vers une mesure sur U(N) que nous noterons
En. Malheureusement, nous n’avons toujours pas 1'égalité En(u*v) = Ex (1) ® En(v). Nous nous
en sortons grace a un ultime subterfuge, qui consiste a nous restreindre aux mesures unitairement
invariantes. Une mesure sur Hy (ou U(N)) est unitairement invariante si pour tout g € U(N)
et toute fonction mesurable bornée f,

/f dp = /f(gwg*)du(x)-

Nous désignerons respectivement par ZDiny (Hn, *) €t ZDiny (U(N), ®) les mesures de ZD(H v, *)
et ZD(U(N),®) qui sont unitairement invariantes. Cette fois-ci, pour p et v € IDin(Hn, %),
nous avons 'égalité En(u *x v) = En(u) ® En(v). Nous pouvons résumer la situation dans la
proposition suivante.

PROPOSITION-DEFINITION (CF. PROP.22.2). Pour tout u € ID(Hn,*), la suite de

“L/M))En converge faiblement vers une mesure Ex(p) sur U(N). La fonction

En 1 ID(Hy, %) — ID(U(N), %)

mesures (€, (p

est appelée l’exponentielle stochastique, elle préserve linvariance unitaire, et pour tout pu, v €
IDinV(HNa *); on a
En(pxv) =En(p) ® En(v).

En 2005, Florent Benaych-Georges!'?l et Thierry Cabanal-Duvillard?3! définissent simul-
tanément un modeéle pour les mesures *-infiniment divisibles. Plus précisément, pour tout
p € ID(R, H), ils construisent une mesure de ZDjn, (H v, *), que nous appellerons Iy (x), comme
limite faible des mesures (v,,)*", ou v, est la distribution de

An,1 0
g 9!
0 An,N
avec A\p1,...,Ap, N variables réelles distribuées selon uw/ " et indépendamment de la variable

g € U(N) distribuée uniformément. Dans la section 23.1, nous donnons plus de détails®® sur la

F. BENAYCH-GEORGES, Classical and free infinitely divisible distributions and random matrices (2005).
A. ESTRADE, Exponentielle stochastique et intégrale multiplicative discontinues. (1992).

T. CABANAL-DUVILLARD, A Matrix Representation of the Bercovici-Pata Bijection (2005).

23 En particulier, nous y décrivons sa transformée de Fourier et son générateur infinitésimal. Mentionnons que
le triplet caractéristique de (1, a, p) de p nous donne respectivement une dérive qui dépend de 7, un mouvement
brownien hermitien qui dépend de a et une partie poissonnienne qui dépend de p.
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Cas additif Cas multiplicatif

EN
Probabilités classiques ZDj,,(Hy,*) — IDiny(U(N), ®)

oo [ T e v ([ Ty

2
Probabilités libres ZD(R,BH) ——  ID(U,K)

TABLE 7. Modeles matriciels

définition de Iy (u). Outre la particularité d’étre un morphisme, IIx posseéde plusieurs caracté-
ristiques intéressantes, dont la suivante.

TukorEME!223]. Soit 1 € TD(R,B). Pour tout N € N*, soit Hy une matrice aléatoire
distribuée selon I (u). Alors p est la limite faible en espérance de la mesure spectrale de Hy .
Autrement dit, pour toute fonction f continue bornée sur R, on a

1
/ fdp= lim E |~ 3 £V
R N—voo N A wvaleurs propres de H
(avec multiplicité)

La situation décrite est schématisée dans la partie gauche de la table 7. Pour le cas particulier
N =1, nous avons II; = A1 et & = e,. La table 7 n’est alors que la table 6. Nous allons mainte-
nant compléter ce schéma, et en particulier définir une fonction I'y : ZD(U,X) — ZDin (U(N), ®)
telle que, pour tout pu € ZD(U, ), la mesure spectrale d’une matrice aléatoire distribuée selon
'y (u) converge faiblement vers p en espérance.

Soit u € ID(U, K), et soit (w, b,v) son triplet K-caractéristique. Nous allons définir la mesure
I'y(p) comme étant la distribution au temps 1 d’un processus de Lévy. Pour cela, introduisons
successivement trois termes qui dépendent respectivement de w, de b, et de v.

e Soit Y € u(N) tel que ¥ = wiy. L'opérateur différentiel du premier ordre Y! va
correspondre a une dérive déterministe qui aboutit au temps 1 en wliy.
e Soit D l'opérateur différentiel du second ordre

bN b )
mAU(N) + m((ZIN)l)Q-

Cet opérateur va correspondre & la partie brownienne du processus. On pourrait plus
simplement prendre D = gAU( ~) pour retrouver le mouvement brownien unitaire déja
rencontré dans les autres sections. Dans ce cas-la, on conserverait la bonne limite en
grande dimension, mais on perdrait la relation I'y oeg = Ex o [y

e Soit vy la mesure image de Nv ® Haar par la fonction de U x U(N) vers U(N) définie

par
¢ 0 -0

0o 1 " | _

Co=g| . g "
: .0
0 -~ 0 1

(12l F. BENAYCH-GEORGES, Classical and free infinitely divisible distributions and random matrices (2005).
(23] T. CABANAL-DUVILLARD, A Matrix Representation of the Bercovici-Pata Bijection (2005).
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Ce dernier terme va correspondre a la partie saut du processus. Heuristiquement, vy
désigne l'intensité des sauts effectués. Remarquons que lorsque N augmente, notre
processus fera de plus en plus de sauts a cause du facteur /N, mais que ceux-ci seront

de plus en plus proches de l'identité, car il n’y a qu'une valeur propre qui est différente
de 1.

DEFINITION 5.4. La mesure I'y(u) est la distribution d’un processus de Lévy au temps 1
dont le générateur L est donné par

Lf(h)=Y'f(h)+Df(h)+ /U(N) f(hg) = f(h) = (i3(9))' f(h) vn(dg).

La fonction I'y est un morphisme lié aux morphismes Ily, £y et eg par la commutativité du
diagramme de semigroupe présenté en table 7. Nous pouvons interpréter le théoréme de matrices
aléatoires suivant par le fait que eg est la limite de £y en grande dimension.

THEOREME (CF. COR.23.8). Soit u € ZD(U,X). Pour tout N € N*, soit Uy une matrice
aléatoire distribuée selon T'n (). Alors p est la limite faible en espérance de la mesure spectrale
de Uy . Autrement dit, pour toute fonction f continue bornée sur U, on a

1
dpy= lim E |— A
/Uf 8 N—roo N A valeurs przopres de Un f( )
(avec multiplicité)

5.4. Processus de Lévy. Dans ce dernier paragraphe, nous allons utiliser notre résultat
asymptotique sur I'y(u) pour montrer lexistence d’'un modeéle de matrices aléatoires pour les
processus de Lévy multiplicatifs libres. Notons que le résultat de Benaych-Georges et Cabanal-
Duvillard permet de la méme fagon de construire un modele de matrices aléatoires pour les
processus de Lévy additifs libres.

Nous appellerons processus de Lévy multiplicatif libre une famille (Uy);cr, de variables non-
commutatives unitaires de A telle que?*

(1) Up=1a;

(2) pour tous 0 < s < t, la distribution de U;U; ! ne dépend que de ¢ — s;

(3) pour tous 0 <t; < ... < ty, les variables Uy, , UtzUtzl, . UtnUtjil sont libres;
(4) la distribution de U; converge faiblement vers d; lorsque ¢ tend vers 0.

Le mouvement brownien unitaire libre est un cas particulier de processus de Lévy multiplicatif
libre. Le théoréme suivant peut donc étre vu comme une généralisation du théoreme de Biane
concernant la convergence du mouvement brownien unitaire vers le mouvement brownien unitaire

libre.
THEOREME (CF. TH.17.3). Soit (Up)ier, un processus de Lévy multiplicatif libre de distri-

butions marginales (jit)ier, dans M. Pour tout N > 1, il existe un processus de Lévy (Ut(N))tE]R+
sur le groupe unitaire de distributions marginales (I'n(j1¢))ier., ; et dans ce cas-la, la distribution

non-commutative de (Ut(N))te]R+ converge en grande dimension vers celle de (Uy)icr, , au sens
ot pour tout entier n > 1, pour tout polynéme non-commutatif P en n variables, et tout choix

de n temps positifs t1,...,t,, nous avons la convergence suivante :
__ (V) (M)] =
Jim —E [ﬁ (P (Utl s U ))] = 7(P(U,,...,U.)).

24 11 n’est pas nécessaire ici de préciser une orientation. Puisque 7 est une trace, les processus & accroissements mul-
tiplicatifs a gauche unitaires, libres et stationnaires sont les mémes que les processus a accroissements multiplicatifs
a droite unitaires, libres et stationnaires.
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Pour établir ce théoreme, on procede de la facon suivante. En usant de la qualité de morphisme
de I'y, on remarque que (I'n(pt))icr, est un semigroupe, et on en déduit I'existence d'un

processus de Lévy (Ut(N))teI[{+ de marginales (I'v(4¢))ier, - On observe alors que la convergence

en distribution non-commutative de Ut(N) vers U; n’est que la conséquence du théoreme limite
déja établi, car pour tout polynéme P € C[X], on a

1 1
Jim LE[(Pw)] = jim E |+ T PO :/Updut:Tuj(Ut))-
A valeurs propres de Uz(N )

(avec multiplicité)

On en déduit la convergence en distribution non-commutative de chaque accroissement. On
conclut en remarquant que les accroissements de (Ut(N))teR . sont asymptotiquement libres?®, car
indépendants et unitairement invariants, d’apres un résultat classique de Voiculescu.

La derniére partie de la preuve est plus délicate qu’elle ne le semble. En effet, tous les
théoremes du type «l’invariance par conjugaison unitaire associée a l'indépendance implique
la liberté asymptotique» requiérent une condition de concentration, telle qu'une convergence
presque siire, ou un controle de la covariance. La démonstration donnée au chapitre 4 ne permet
pas de prouver la convergence presque siire. En revanche, elle met en lumiere une propriété de

factorisation qui nous permet de conclure[53’80]. Pour tous polynoémes P, ..., P, € C[X], on a
(N) =
Jim E { & Tr (PuU™)) - ¥ Ly (P ] / Pydpy - / Podpy.

6. Conclusion et perspectives

En guise de conclusion, je vais reprendre les travaux les plus importants de cette these, et je
vais y associer des développements possibles. En particulier, je vais mentionner quelques énoncés
vraisemblablement exacts, mais dont les preuves restent pour le moment hors de portée.

(1) Le premier résultat est la convergence de la transformation de Hall sur le groupe unitaire
vers la transformation de Hall libre lorsque la dimension du groupe tend vers l'infini.
Ce probleme a été la motivation principale du début de cette these, et j’y ai répondu
positivement pour les fonctions polynomiales. Souvenons-nous cependant que Biane a
réussi a étendre la convergence de la transformation de Segal-Bargmann pour une classe
de fonctions plus générales grace & un argument d’approximation. Cet argument échoue
dans notre situation car le controéle de la convergence dépend trop du degré du polyndome
considéré. Pour étre précis, il s’agit de trouver une norme sur C{X} pour laquelle les
actions de Ay et de Ay soient bornées, et ainsi d’étendre nos résultats a un espace
plus large que C{X}. Les normes agréables seraient par exemple des normes de type
Sobolev. Pour le moment, aucune norme répondant au probléme n’est suffisamment
indépendante du degré des polynémes pour étre intéressante.

(2) Le second résultat va de pair avec le premier. Il concerne la convergence en distribution
non-commutative du mouvement brownien sur le groupe linéaire en grande dimension.
Cette these contient la démonstration de cette convergence, et méme, en collabora-
tion avec Todd Kemp, I'existence de fluctuations infinitésimales. Une question se pose
naturellement. La mesure spectrale d’un mouvement brownien sur le groupe linéaire

25 La liberté asymptotique ne signifie rien d’autre que la convergence en distribution vers des variables libres.
B3 T, LEvy, Schur—Weyl duality and the heat kernel measure on the unitary group (2008).
8] g, XU, A random matrix model from two-dimensional Yang-Mills theory (1997).
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converge-t-elle en grande dimension ? Pour des matrices normales et bornées?%, la conver-
gence en *-distribution non-commutative suffit a assurer la convergence de la mesure
spectrale. Dans le cas de matrices non normales, la convergence de la mesure spectrale
n’est pas immédiate, et les méthodes existantes reposent sur I'indépendance des coeffi-
cients de la matrice. Les techniques pour étudier le spectre du mouvement brownien sur
le groupe linéaire restent donc a inventer. Tout au plus peut-on avancer un candidat
pour la limite : la mesure de Brown du mouvement brownien circulaire multiplicatif
libre. C’est la mesure qui joue le role de la mesure spectrale pour des variables aléatoires
non-commutatives qui ne sont pas normales.

(3) Vient ensuite la construction de C{X} et de ses variantes, ainsi que les théorémes
d’existence d’opérateurs de transition. Ces objets me semblent particulierement adaptés
a I’étude des processus en probabilités libres. Yoann Dabrowski a déja exposé dans une
conférence®” en 2014 une utilisation possible d’une version de C{X} dans I’étude du
transport optimal libre, et j’ai pour ma part 1’idée que cet espace pourrait étre au coeur
de futurs développements concernant le calcul de Malliavin libre. Mais attendons la
suite...

(4) Le résultat du dernier chapitre concernant ’existence d’un morphisme entre les convolu-
tions libres H et X est dans la lignée du travail de Bercovici et Pata. Il serait intéressant
de savoir dans quelle mesure ce morphisme s’étend a des mesures non nécessairement
infiniment divisibles. Mentionnons que cette question est liée a la recherche d’une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'une suite de coefficients soit une suite de cumulants
libres, ou dans le cas multiplicatif, pour qu'une suite de coefficients soit une suite de
log-cumulants libres.

(5) Enfin, la derniére contribution de cette these est la construction d’un modeéle de matrices
aléatoires pour les processus de Lévy multiplicatifs libres. La convergence de la mesure
spectrale est alors a comprendre au sens de la convergence faible en moyenne de la
mesure spectrale d’une matrice distribuée selon I'y(u) lorsque N tend vers l'infini. En
examinant la démonstration de cette convergence, nous pouvons controler la vitesse de
convergence par 1/N. Par une utilisation classique de 'inégalité de Markov, ce taux
de convergence est suffisant pour en déduire la convergence faible en probabilité de la
mesure spectrale. En revanche, pour la convergence faible presque stre de la mesure
spectrale, il faudrait un controle en 1/N2, afin d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli.
Mes tentatives en ce sens ont pour le moment échoué. Par ailleurs, cette vitesse en
1/N est peut-étre le signe que, pour ce modeéle de matrices aléatoires, les fluctuations
sont d’ordre 1/v/N, et non d’ordre 1/N comme c’est habituellement le cas en matrices
aléatoires.

26 (est le cas du mouvement brownien sur le groupe unitaire.
2T Free Probability and the Large N Limit (IV), organisée par Guionnet, Shlyakhtenko, et Voiculescu. Berkeley,
Californie. Mars 2014.






CHAPTER 2

Free convolution operators

This self-contained chapter has been taken from the article [25].

ABSTRACT. We define an extension of the polynomial calculus on a W*-probability space by
introducing an algebra C{X, : ¢ € I} which contains polynomials. This extension allows us to
define transition operators for additive and multiplicative free convolution. It also permits us to
characterize the free Segal-Bargmann transform and the free Hall transform introduced by Biane,
in a manner which is closer to classical definitions. Finally, we use this extension of polynomial
calculus to prove two asymptotic results on random matrices: the convergence for each fixed time,
as N tends to oo, of the #-distribution of the Brownian motion on the linear group GLy(C) to
the *-distribution of a free multiplicative circular Brownian motion, and the convergence of the
classical Hall transform on U(N) to the free Hall transform.

Contents
7. Introduction 35
8. Functional calculus extension 39
9. Computation of some conditional expectations 42
10. Free Segal-Bargmann and free Hall transform 60
11. Random matrices 74
12. Appendix. The construction of C{X; :i € I} 85

7. Introduction

Conditional expectations. Throughout this paper, (A, 7) will denote a W*-probability
space, two random variables A, B € A will be said to be free if the von Neumann algebras
generated by A and B are free, and 7 (-|B) will denote the conditional expectation from A to
the von Neumann algebra generated by B (see Section 9.1).

In [18], Biane shows how to compute some conditional expectations in free product of von
Neumann algebras: let us recall Theorem 3.1 of [18], which is in practice accompanied by a
characterization of the Feller Markov kernel involved.

THEOREM (Biane [18]). Let (A, 7) be a W*-probability space. Let A,B € A be two self-
adjoint random variables which are free. Then there exists a Feller Markov kernel K = k(x, du)
on R x R such that for any Borel bounded function f on R,

T(f(A+B)|B) = Kf(B)
(where K f(x) = [g f(u)k(z,du)).

In this theorem, the Feller Markov kernel K depends on both A and B € A. Informally, we
might expect that for any Borel bounded function f on R, there exists an object R4 f which
depends only on A such that, for all B € A free from A,

7 (f(A+ B)| B) = Raf(B).
35
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Let us summarize how we partly answer this question in Section 9.

We extend the notion of polynomial calculus to a more general calculus. Let A € A. We are
more interested in random variables of the type 7 (P (A))---7 (P, (A)) - Py (A), with n € N,
and Py,..., P, € C[X], than in random variables of the type P (A) with P € C[X]. One could
object that the random variables are exactly the same. However, the interest resides in the fact
that, for all n € N, P, ..., P, € C[X], the map

A7 (PL(A)) -7 (Po(A)) - Po(A)

cannot be represented by a polynomial calculus nor by a functional calculus, but these sorts of
maps are essential in the following development.
Let us denote by C{X} the vector space generated by the formal vectors

(Potr(P)--tr(P,) :neN, Py, ..., P, € C[X]}.

For P = Pytr(Py)---tr(P,) € C{X} and A € A, let us denote by P(A) the random variable
P(A) =7 (P1(A)---7 (P, (A)) - Py(A) and we extend this notation to all C{X} by linearity.
We construct the vector space C{X} and the C{X }-calculus more precisely in Section 8. In the
same section, we construct similarly the space C{X, X!} (which naturally contains the space
of Laurent polynomial C [X, X ~!]) and the C{X, X ~!}-calculus. More generally, for any index
set I, we construct the space C{X; : i € I'} and the C{Xj : i € I}-calculus. We are now able to
formulate the following theorem, which is a version of Theorem 9.4 for one variable.

THEOREM 7.1. Let A € A. There exists a linear operator Ay : C{X} — C{X} such that,
for all polynomials P € C[X], and all B € A free from A, we have

7(P(A+B)|B) = (¢*+P) (B).

Theorem 7.1 (or Theorem 9.4) has two advantages. Firstly, it deals with arbitrary non-
commutative random variables, and not only with self-adjoint variables. Secondly, it introduces
a transition kernel e®4 which depends only on the variable A with which we are concerned with.

In [18], Biane established multiplicative versions of his theorem. There is also a multiplicative
version of Theorem 7.1 in Theorem 9.13. Let us formulate a version for one variable.

THEOREM 7.2. Let A € A. Then there ezists a linear operator Da : C{X} — C{X} such
that, for all polynomials P € C[X], and all B € A free from A, we have

(P (AB)|B) = (®4P) (B).

Section 9 is devoted to the proofs of Theorems 9.4 and 9.13, which are multivariate versions
of Theorems 7.1 and 7.2.

Free Hall transform. In Section 10, we use and extend Theorems 9.4 and 9.13 to give
another description of the free Segal-Bargmann transform in Theorem 10.1 and of the free Hall
transform in Theorem 10.7. Let us explain the result for the Hall transform.

Classical Hall transform. Let N € N*. We endow the Lie algebra u(N) of the unitary
group U(N) with the inner product (X,Y),ny = NTr(X*Y), and the Lie algebra gly(C)
of the linear group GLx(C) with the real-valued inner product (X,Y), ) = NRTr(X*Y)
(see Section 11). These scalar products determine right-invariant Laplace operators Ay and

Agry(c) respectively. The Brownian motion on U(N) is a Markov process (Ut(N))tZO on U(N),
starting at the identity, and with generator %AU( N)- For all t > 0, we denote by LQ(Ut(N)) the
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Hilbert space
2
{f (Ut(N)> : f is a complex Borel function on U(N) such that E Uf (Ut(N))‘ } < —I—oo} .

The Brownian motion on GLy(C) is a Markov process (G,(fN))tZO on GLy(C), with generator
iAG Ln(C), and starting at the identity. Observe that, for convenience, we have taken a definition
of the Brownian motion on GLy(C) which includes an unusual factor of 2 in its generator. In
such a way, the Brownian motion proceeds at "half speed" on GLy(C), just as a standard complex

Brownian motion on C is sometimes defined to be a Markov process with generator (92 + 83)

For all ¢t > 0, we denote by wal(G,EN)) the Hilbert space

2
{F (GgN)> : I is a holomorphic function on GLx(C) such that E “F (GEN))‘ } < +oo} .

The fact that L%Ol(GgN)) is a Hilbert space is not trivial. It is a part of Hall’s theorem which
may be stated as follows (see [36], [44] and Section 11.3).

THEOREM (Hall [44]). Lett > 0. Let f be a Borel function on U(N) such that f(Ut(N)) €

LQ(Ut(N)). The function e%AUU\’)f has an analytic continuation to a holomorphic function on

GLN(C), also denoted by ez20) f. Moreover, (e%AU(N)f)(GgN)) € Lﬁol(GEN)) and the linear

map
B+ £ (U)o (e52von ) (6
is an isomorphism of Hilbert spaces between LQ(Ut(N)) and Lﬁol(GEN)). In particular, for all

bounded Borel function f, we have Bt(f(Ut(N))) = F(G,EN)), where F is the analytic continuation
of U E [f (Ut(N)U)] to all GLy(C).

The transform By is referred to as the Segal-Bargmann transform, the Segal-Bargmann-Hall
transform, or the Hall transform. We choose to use the third name. It should be remarked that
this formulation of Hall’s theorem is quite different (but equivalent) from the original one: the
point of view from which it is considered is a probabilistic one. Indeed, we identify the space

of square integrable Borel functions with respect to the law of Ut(N) with LQ(Ut(N)), and the

space of square integrable holomorphic functions with respect to the law of GgN) with Lﬁol(GgN)).
This identification between random variables and their functional representations is described in
Section 11.3.2.

Free Hall transform. Let (A, 7) be a W*-probability space. Let (U;),~, be a free unitary
Brownian motion, and let (G),~, be a free circular multiplicative Brownian motion (see [19],
or Section 10.3). Let t > 0. We denote by L?(Uy,7) the Hilbert completion of the *-algebra
generated by U; and U;! for the norm || - [|a : A — 7 (A*A)Y2 and by L2 (Gy,7) the Hilbert
completion of the algebra generated by Gy and G;* for the same norm || - 5.

In [19], Biane defined the free Hall transform. This definition is based on a restriction of the
free Segal-Bargmann transform in infinite dimensions, as Gross and Malliavin did in the classical
case in [42]. In Theorem 7.3, a simplified version of Theorem 10.7, we give a description of the
free Hall transform that is more direct and very close to the classical description thanks to the
space C{X, X!} (see Section 10.6 for more details about those two theorems).

THEOREM (Biane [19]). Lett > 0. There exists a linear transform G; of the space of Laurent
polynomials C [X, Xfl] such that Fy : P(Ut) — Gi(P) (Gt> s an isometric map which extends
to a Hilbert space isomorphism F; between L?(Uy,7) and L (G, ).



38 2. FREE CONVOLUTION OPERATORS

THEOREM 7.3. Let t > 0. For all P € C[X], Fi(P(U;)) = (ePUt P)(GY), where Dy, is given
in Theorem 7.2. Moreover, if (Ut)~o and (Gt),q are free, for all P € Cc{x,x 1,

F(PUy) = 7(PUGH)|Gr).

Random matrices. Section 11 contains an application of our formalism and of our previous
results to random matrices. The two main results are summarized in Theorem 7.4: the large-N
limit for each fixed time of the non-commutative distribution of the Brownian motion (GIEN))QO
on GLN(C), and the large-N limit of the Hall transform for U(N). It should be mentioned that,
at the same time as the author, Kemp has studied the first question in [50] and [50], and Driver,
Hall and Kemp have studied the second question in [38]. While the approaches are quite similar,
they do not entirely overlap.

In [19], Biane suggests boosting B; to By ® Idpzy(c) with the aim of studying the action of
B @ 1d sy (c) on random variables given by the functional calculus for matrices. Let us explain
how the space C{X, X !} allows us to better understand the action of B; ®Id My (C) On variables
given by the polynomial calculus. For all N € N*, we endow My (C) with the inner product
(X,Y) my(c) = % Tr(X*Y). Let us identify the space

{f (Ut(N)) : f is a Borel function from U(N) to My(C)
such that E [Hf (Ut(N)) Hj\/[N(C)] < +oo}

with L2(Ut(N)) ® Mp(C) and the space

{F (GgN)) : F' is a holomorphic function from GLx(C) to My(C)
sueh that B[ (61} < ool

with Lﬁol(GgN)) ®@ Mpy(C). For all t > 0 and N € N*, we denote by Bt(N) the Hilbert space
isomorphism B ® Idy, () from LQ(Ut(N)) ® My(C) into Lﬁol(GEN)) ® Mn(C).

Unfortunately, the space of random variables {P(Ut(N))} Pec[x,x-1] s not transformed by

BILFN) into the space {P(G,EN))}peC[XX_l]. The C{X, X ~!}-calculus offers us larger spaces which
are stable under BgN). Indeed, the space of random variables {P(Ut(N))}PG(C{X7x—1} is trans-

formed by Bt(N) into the space of random variables {P(GgN))}pec{XJ(—l} (Proposition 11.5).

The use of the C{X, X ~!}-calculus also allows us to study the limit in large dimension.
It is already known that the free unitary Brownian motion is the limit in distribution of the
Brownian motion on U(N) (see [17], [53], [63] and [67]), which is the first item of the following
theorem. For the two other items, see Theorem 11.6 and Theorem 11.7. As mentioned above,
the concurrent papers [38] and [50, 51] address respectively the third item and the second item
with complementary techniques and points of view.

THEOREM 7.4. Lett > 0.
(1) For allm € N, and all Laurent polynomials Py, ..., P, € C[X, X 1], we have

Jim Bt (B (UF)) - tr (P (U))] =7 (B (U) -+ 7 (P (U1)).
(2) For alln € N, and all polynomials Py, ..., P, € C(X, X*, X1, X*™ 1, we have
lim E [t (P (GIV))otr (B (GI))] = 7 (R0 (Go)) -7 (P (GU)).

N—oo
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(3) For all Laurent polynomial P € C[X, X '], and t > 0, as N — oo, we have

|5 (P (7)) - ()],

= O(1/N?).
12,(GN)@ My (C) (/N7

In fact, the second item can be strengthened to the convergence of the full process (GiN))tZO to
(Gt)gsp (i-e. the convergence of all finite dimensional distributions). Indeed, since the increments

of (Gt); are free, it remains to prove that the increments (GIEN))QO are asymptotically free,

which is a consequence of the Ad(U(N))-invariance of the law of each increment of (GgN))tZO. A
complete proof is presented in [50].

8. Functional calculus extension

In this section, we define the algebra C{X; : i € I}. We denote by C (X, : ¢ € I) the space
of polynomials in the non-commuting indeterminates (X;);c;. The algebra C{X; : i € I} is an
extension of the algebra C (X, : i € I). Intuitively, C{X; : i € I} is the free algebra generated by
I indeterminates (X;);cr and an indeterminate center-valued expectation tr.

We also define a C{X; : i € I}-calculus which extends the polynomial calculus, but which
depends also on the data of another center-valued trace 7. This algebra C{X; : i € I'} and its
functional calculus is the basis of all others sections.

8.1. The algebra C{X; :i € I'}. The algebra C{X; :i € I} will be defined by a universal
property, which allows us to forget about its construction and to focus on its properties.

We present first the universal property and its immediate consequences before introducing
the algebra C{X; : ¢ € I} as its unique solution.

8.1.1. Universal property. Let A be a unital complex algebra. The center of A is the unital
complex algebra Z 4 formed by elements of A which commute with all the elements in .A. The
algebra A is then a Z4-module. A center-valued expectation 7 is a linear function from A to Z 4
such that

(1) for all A, B € A, we have 7(7(A)B) = 7(A)7(B);

(2) 7(La) = La.
Let us remark that the restriction for 7 to be a morphism of Z 4-modules is not required, since
it is not needed in this paper.

UNIVERSAL PROPERTY 8.1. Let I be an arbitrary index set. Let X be an algebra en-
dowed with a center-valued expectation tr, and with I specified elements (X;),c;. The triplet
(X, tr, (Xi)z‘el) possesses Universal property 8.1 for index set I if for all algebras A endowed
with a center-valued expectation T, and with I elements (A;), ;. there exists a unique algebra
homomorphism f from X to A such that

(1) for alli € I, we have f(X;) = A;;
(2) for all X € X, we have 7(f(X)) = f(tr(X)).

Such a homomorphism will be called an I-adapted homomorphism from (X, tr, (X;),c;) to
(A, 7, (As);e;), or more simply from X to A. If an I-adapted homomorphism is bijective, we will
call it an I-adapted isomorphism.

The nature of Universal property 8.1 induces some properties on its solutions summed up in
the following proposition.

PROPOSITION 8.2. Let I be an arbitrary index set, and let (X, tr, (Xi)z‘el) possess Universal
property 8.1 for I.
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(1) The I-adapted isomorphism idy is the unique I-adapted algebra automorphism on X .
(2) (X,tr,(Xi),c;) is unique in the following sense: if (y,fr, (Y;)ZEI) also possesses Uni-
versal property 8.1 for I, there exists a unique I-adapted isomorphism from X to ).

(3) There exists a unique algebra homomorphism f, which is injective, from C(Y; :i € I)
to X such that f(Y;) = X; for allie I.

Thus, if I is an arbitrary index set, and (X, tr, (Xi);e ;) possesses Universal property 8.1 for
I, we will always see C (X : i € I) as a subalgebra of X.

PRrROOF. The first assertion is immediate.

Let (y, tr, (Yi);e I) also possess Universal property 8.1 for I. There exist a unique I-adapted
homomorphism f from X to ) and an I-adapted homomorphism ¢ from ) to X. Then go f is
an I-adapted homomorphism from X to X, and consequently, g o f = idy. Similarly, f o g = idy,
and therefore, f is an I-adapted isomorphism from X to ).

For the third assertion, we endow C (Y; : i € I) with the center-valued expectation 7 such that
7(M) =1 for all monomials M € C(Y; :i € I). There exists a unique algebra homomorphism
f from C(Y;:i € I) to X such that f(Y;) = X; for all ¢ € I. There exists an [-adapted homo-
morphism g from X to C(Y; : 4 € I). Finally, g o f is an algebra automorphism on C(Y; : i € I)
such that g o f(V;) = Y; for all i € I, and thus it is equal to idc(y;.icry- We deduce that f is
injective. (|

8.1.2. Definition. We now state an existence result in the following proposition.

PROPOSITION-DEFINITION 8.3. Let I be an arbitrary index set. There exists an object
satisfying Universal property 8.1 for I. This unique (up to an I-adapted isomorphism) object
will be denoted by (C{X; : i € I},tr,(X;),c;). Furthermore,

{Motr My ---tr M, : n € N, My, ..., M, are monomials of C(X; :i € I)}
is a basis of C{X; :i € I}, called the canonical basis.

Let us recall that C (X, : i € I) is viewed as a subalgebra of C{X; : i € I'}. Thus, the set
{Mytr My ---tr M, : n € N, My, ..., M,, are monomials of C(X; :i € I)}

is unambiguously defined in C{X; : i € I'}. Furthermore, an I-adapted isomorphism does not
modify the definition of this set. Thus, Proposition-Definition 8.3 tells us that this set forms a
basis in one particular realization and consequently, forms a basis in any realization of Universal
property 8.1.

PROOF. We will present a construction of (C{Xj : i € I'},tr, (X;),c;) in the appendix, which
satisfies the characterization of the canonical basis, and a proof of its universal property. O

PROPOSITION 8.4. Let J C I be two arbitrary index sets. There exists a unique J-adapted
morphism, which is injective, from (C{X; :i € J}, tr, (X;),c;) to (C{X; :i € I}, tr, (X;),c;)-

If J C I are two arbitrary index sets, we will always see C{X; : i € J} as a subalgebra of
C{X;:1e1I}.

PROOF. Let (Y;);c; be elements of C{X; : i € J} such that ¥; = X; for all i € J (one can
set Y; = leyx,uieny fori & J).

There exists a unique J-adapted morphism f from C{X; : ¢ € J} to C{X; : i € I'}. There ex-
ists an J-adapted homomorphism g from (C{Xj : i € I'},tr, (X;);c;) to (C{X; : i € J}, tr, (Yi);cf)-
Finally, go f is a J-adapted automorphism on C{X; : i € J}, and thus go f is equal to idcx, e} -
We deduce that f is injective.
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O

8.1.3. Degrees. Let us define a notion of degree on C{X; : i € I}.

Let n € N, and My,...,M, € C(X;:7 € I) be monomials whose degrees are respectively
ko,...,kn, € N. The degree of Mytr (Mj)---tr (M) is defined to be kg + ... + k,. For all
P € C{X; : i € I}, the degree of P is defined to be the maximal degree of the elements of its
decomposition in the canonical basis.

For d € N, we denote by C4{X; : i € I} the subspace of C{X; : i € I} whose elements have
degrees less than d. We have C{X; : i € I} = U2 ,Cy{X; : i € I}. If I is finite, each space
Cy4{X; : i € I} is a finite-dimensional space. In particular, the space C{X; : ¢ € I} is the union
of finite-dimensional spaces:

C{Xi:iel}= |J CyXi:ielJ}

deN
JCI, J finite

8.1.4. Another product. Let us define on C{X; : i € I} a second product which is bilinear
and associative.

For all P,@Q € C{X, :i € I}, the product P, @ is defined by P ;@ = P tr Q. The bilinearity
is due to the linearity of tr and the associativity is simply due to the fact that, for all P,Q and
R e C(X;:i€l), we have

P (Q«R)=Ptr(Qtr(R)) = PtrQtrR= (PtrQ)trR = (P ¢t Q) '« R.

Thus, (C{X; :i € I}, ) is a unital complex algebra. Moreover, this algebra is generated by the
monomials of C (X, :4 € I). Indeed, for alln € N, Py,..., P, € C{X; : i € I}, we have

P()trpl"'trpn:PO'trPI'tr""trPn-

8.2. The C{X; : ¢ € I}-calculus. Let A be a unital complex algebra, and 7 be a linear
functional on A such that 7 (14) = 1.

We define a C{X; : i € I}-calculus on (A, 7) in this way. Let A = (A;),.; be a family
of elements in A. Viewing C as contained in A as C - 14, the algebra A is endowed with a
center-valued expectation 7, and with I elements (A;), ;. Thus, there exists a unique algebra
homomorphism f from C{X; : i € I} to A such that

(1) for all ¢ € I, we have f(X;) = A;;

(2) for all X € C{X;:i € I}, we have 7(f(X)) = f(tr(X)).
For P € C{X; :i € I}, we say that f(P) is the element of A obtained by substitution of (4;);;
for the indeterminates (X;);.; and the substitution of 7 for tr in P, and we denote this element
by P(4; :i € I)= f(P). Thus, the map P+ P(A; : ¢ € I) is the unique algebra homomorphism
from (C{X;:i € I},-) to A such that

(1) for all j € I, we have X;(A;:i €)= Aj;

(2) for all P € C{X;:i €I}, we have 7(P(A;:i€l)) = (tr P)(A;:i€el).

8.2.1. The algebra C{X;, X : i € I'}. From an arbitrary index set I, we construct the index
set I = IU (I x {x}). For all i € I, the element Xix €EC{X; i€ I} will be denoted by X},
and the algebra C{X; : i € I} will be denoted C{X;, X} : i € I'}. We define a *-algebra structure
on C{X;, X/ : i € I} with the involution * given naturally by taking for all ¢ € I, (X;)* = X,
and for all P € C{X;, X :i € I}, (tr P)* = tr(P*).

Let A be a unital complex *-algebra, and 7 be a linear functional on A such that 7(14) = 1.
Let us define a C{X;, X; : i € I'}-calculus on (A, ) in this way. Let (4;);c; € A’. For alli € I,
set A4 = Aj. For P € C{X;, X : i € I}, let us denote P(4; : i € I) by P(A; :i € I). Thus,
the map P +— P(A; :i € I) is a *-algebra homomorphism from (C{X;, X :i € I},-) to A.
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8.2.2. The algebra C{Xi,Xi*,le,Xf_l 4 € I}. Similarly, from an arbitrary index set I,
we construct the index set T = TU (I x {x})U (I x {=1})U (I x {—x}). For all i € I, the element
X(i) € C{X; :i € I} will be denoted by X7, the element X(; _1) € C{X; : i € I'} will be denoted
by X; !, and the element X; _,) € C{X; :i € I} will be denoted by X;~'. Finally, the algebra
C{X; :i € I} will be denoted by C{X;, X}, X; ', X; 7' :i € I'}. We define a *-algebra structure
on (C{XZ-,X;*,Xi_l, Xy~ 14 € I} with the involution * given naturally by taking for all i € I,
(X;)* = Xf and (X;1)* = X and for all P € C{X;, X}, X; ', X7 i € I}, (tr P)* = tr(P*).

Let A be a unital complex *-algebra, and 7 be a linear functional on A such that 7 (14) = 1.
Let P € (C{Xi,Xi*,Xi_l,Xi*_1 ci e I}, and (Ay);c; € A! be a family of invertible elements.
For all i € I, set Ay = Af, A1) = A;' and A .y = A7 For P € C{X;, X} : i € I},
let us abuse notation slightly and denote P(A; : i € I) also by P(A; : i € I), as this should
cause no confusion. Thus, the map P — P(A4; : i € I) is a *-algebra homomorphism from
C{Xi, X, X; L, X rie I} to A

8.2.3. Factorization by the distribution. There exists a useful factorization of the C{X; : i €
I'}-calculus by the C (X : i € I)-calculus. Let us explain how it works.

Let A be a unital complex algebra, and 7 be a linear functional on A such that 7 (14) =1
and 7 > 0 (i.e. 7(aa*) > 0 for all a € A). Such a space is called a non-commutative probability
space. Elements of A are called (non-commutative) random variables. Let A = (4;),c; be a
family of non-commutative variables of 4. The map

pa: C(X;:iel) — C
P — 7(P(A))

will be called the distribution of A. The algebra C (X, :i € I) is then endowed with a center-
valued expectation 4, and with I specified elements (X;),.;. Thus, there exists a unique algebra
homomorphism f from C{X; : 7 € I} to C(X, :4 € I) such that

(1) for all ¢ € I, we have f(X;) = X;;

(2) for all X € C{X; :i € I}, we have pa(f(X)) = f(tr(X)).
For P € C{X; :i € I}, we say that f(P) is the element of C (X, : i € I) obtained by substitution
of ua for tr in P, and we denote this element by P|,.

However, we can now use polynomial calculus, by substitution of (A;),c; for (X;);c; in P|y.

Because the homomorphism from C{X; : i € I} to A given by P +— P|, (A) is an I-adapted
homomorphism, we have that P|, (A) = P(A) using the universal property of C{X, : i € I}.

9. Computation of some conditional expectations

In this section, we show the existence of operators on C{X; : i € I'} which play the role of
transition kernels in the context of free convolution. The first result, Theorem 9.4, deals with
additive free convolution whereas the second one, Theorem 9.13, deals with multiplicative free
convolution. Despite the analogy of the two theorems, the proofs are completely different. This
is to be expected, since the non-commutativity means that the direct connection e**¥ = e* . ¢¥
between addition and multiplication is lost.

9.1. Generalities.
9.1.1. W*-probability spaces. Let (A, T) be a non-commutative probability space such that
A is a von Neumann algebra, and 7 is a faithful normal tracial state. That is to say 7 is a linear
functional such that 7(14) = 1, and
(1) for all A€ A, if A> 0, then 7(A) > 0 (positivity),
(2) for all A,B € A, 7(AB) = 7(BA) (traciality),
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(3) 7 is continuous for the ultraweak topology (normality),

(4) for all A€ A, if 7(A*A) =0, then A = 0 (faithfulness).
We call (A, 7) a W*-probability space. For all A = (4;);e; € A!, we denote by W*(A) the von
Neumann subalgebra of A generated by (A;);er.

9.1.2. Freeness. Let I be a set of indices. For all ¢ € I, let B; be a von Neumann subalgebra
of A. These algebras are called free if, for all n € N, and all indices i1 # i3 # ... # i, whenever
Aj € B;; and 7(4;) =0 for all 1 < j <n, we have 7(A;--- A,) = 0.

For all (4;);e; € A, we say that the elements A; are free for i € I if the algebras W*(A4;)
are free for ¢ € I. For example, the operators 14 and 04 are free from all A € A.

9.1.3. Conditional expectation. If B C A is a von Neumann subalgebra, there exists a unique
conditional expectation from A to B with respect to 7, which we denote by 7 (.|B). This map is
a weakly continuous, completely positive, identity preserving, contraction, and it is characterized
by the property that, for any A € A and B € B, 7(AB) = 7(7(A|B)B) (see e.g. [1] and [73]).
For any index set I, and A = (A;);e; € A!, we denote by 7 (:|A) the conditional expectation
(W (A)).

9.2. Free cumulants. This section contains a succinct presentation of the theory of the
free cumulants due to Speicher (see e.g. [60], [71], [70] and [69]).

9.2.1. Non-crossing partitions. Let S be a totally ordered set. A partition of the set S is
said to have a crossing if there exist i, j, k,l € S, with ¢ < j < k < [, such that ¢ and k belong to
some block of the partition and j and I belong to another block. If a partition has no crossings,
it is called non-crossing. The set of all non-crossing partitions of S is denoted by NC(S). It
is a lattice with respect to the fineness relation defined as follows: for all m; and my € NC(S),
m = mo if every block of 71 is contained in a block of ms.

Let n € N. When S = {1,...,n}, with its natural order, we will use the notation NC(n).
This set has been first considered by Kreweras in [52]. We denote by 0,, and 1,, respectively the
minimal element {{1},...,{n}} of NC(n), and the maximal element {{1,...,n}} of NC(n).

9.2.2. Free cumulants. For allm € N, S C {1,...,n}, 7 € NC(S), and A;,..., A, € A, set

T[m] (Ag, ..., Ay) = H 7 (Ay)
Ver

where Ay = A, -+ Aj, it V = {j1,...,jr} is a block of the partition 7, with j; < jo < ... < ji.
This way, 7 [r] is an n-linear form on A.

We use now the theory of Mébius inversion on lattices (see e.g. [72]). We denote by p the
Mébius function of the poset (NC(n), =), which is defined on

{(o,m):0 <7} C NC(n) x NC(n).

For all n € N, and Ay,..., A, € A, the free cumulant x (A4, ..., A,) is defined by

k(AL ..., Ay) = Z p(m, )7 7] (A1, ... Ap) .
TeNC(n)

IfA =---=A,=A4, wecall kK(Ay,...,A,) the free cumulant of order n of A, and we denote
it by K, (A). Foralln e N, S C {1,...,n}, m € NC(5), and A;,..., A, € A, set

k7] (As,. . An) = [] #(Av)
Ver

where Ay = (A;,,..., A, ) if V = {ji1, ..., jr} is a block of the partition 7, with j; < jo < ... < jp.
Similarly to 7, &[] is an n-linear form on A. If 4} = --- = A,, = A, we denote & [r] (A1,...,An)
by & [7] (A).
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Foralln e N, S C{l,...,n}, 7 € NC(S), and Ai,..., A, € A, we have (by the definition
of the Mébius functions) the following relations

(9.1) T[] (A1,..., Ap) = Z ko] (A1,..., An),
ceNC(S)
o=
(9:2) Rl (A A = S o)) (Ar . A
cENC(S)
o=
The importance of the free cumulants is in large part due to the following characterization of
freeness.

PROPOSITION 9.1. Let (B;);c; be subalgebras of A. They are free if and only if their mived
cumulants vanish. That is to say: for alln € N*, alliq,...,i, € I and all Aq,..., A, € A such
that A; belongs to some B;; for all 1 < j < n, whenever there exist some j and g with i # iy,
we have k(A1,...,A,) =0.

By linearity, this property has the following consequence for the computation of cumulants.
COROLLARY 9.2. For all Ay,...,A, € A free from B1,...,B, € A, we have
,‘Q(Al + By,..., A, +Bn) = K(Al,... 7An) —|—/€(Bl,...,Bn).

9.2.3. Semi-circular variables. Let t > 0. A non-commutative random variable S; is called
semi-circular of variance ¢ if S; is self-adjoint and the free cumulants of S; are x1(S;) = 0,
ko(Sy) =t and Kk, (S;) =0 for all n > 2.

The distribution of S is given by (9.1): for all n € N*, we have 7(S1') = > rcnc ) K[T](St).
The terms in the sum which are non-zero correspond to the non-crossing partitions composed
of pairs of elements. For all n € N*, we denote by NC(n) the subset of NC(n) of non-crossing
partitions composed of pairs of elements. The cardinality of NC2(2n) is called the n-th Catalan
number, and is