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Examen
Simulations aléatoires
Durée 2 heures

Note de cours autorisées

1 Chico

On considére X une variable aléatoire de loi de Cauchy. On rappelle que X a pour densité

1
f(x):m

1. Calculer les fonctions de répartition et de quantile de X.

, (z €eR).

2. Montrer que X et % ont la méme loi.

3. Pour n € N,, on considére les variables i.i.d. Xy, --- , X,, de méme loi que X. On
pose, X(,) = max;—;,.,X;. Calculer la fonction de répartition et la densité de
Xn)

4. Monter que —* converge en loi vers une loi limite portée par R* dont on précisera
la densité.

5. On pose maintenant Y; := |X;|, (i =1,---,n) et Yq) := min;—y_, ¥;. En utilisant
les questions précédentes montrer qu’il existe une suite décroissante de nombres
réels strictement positive (a,) telle que a,Y(1) converge en loi vers une loi dont on
précisera la densité.

6. Ecrire un petit programme qui illustre la convergence en loi de Y.

2 Branché en cellule

Pour 6 €]0, 1], soit X une variable aléatoire dont la loi est concentrée sur {0,2} avec
P(X =0) =1 — 6. Une population de cellules a la dynamique suivante :
— Dlinstant 0 il y a seulement une cellule.
— A D'instant ¢t € N, chacune des cellules vivantes donne naissance a 0 cellule avec
probabilité 6 ou a 2 cellules avec probabilité 1 — 6 puis meurt.
— Les nombres de descendants de toutes les cellules sont indépendants.

1. Pour quelles valeurs de # la population s’éteint presque siirement ?

2. On suppose que la population ne s’éteint pas presque stirement. Quelle est alors la
probabilité d’extinction ?
3. On appelle Z; le nombre de cellules vivantes & 'instant ¢ € N. Montrer que (gtzgt

est une martingale. Cette martingale converge-t-elle dans L??

4. Fcrire un programme pour illustrer le point 2) & 'aide d’une courbe et de la droite
y=x.



3 Intégrale de Ito-Wiener

Soit (By)i>0 le mouvement brownien standard. Pour n € N, et j = 0,...,n, on pose

(n) . . ) . )
t; 1= j/n. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. On pose

L(f) =" FE)(Byw — Byw).

Jj+1 J

1. Soit Z, un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de variance covariance
C,. Montrer que si la suite de matrices (C),)nen, converge vers C' ot C' est symé-
trique définie positive, alors la suite (Z,)nen, converge en loi vers une gaussienne
bidimensionnelle centrée de matrice de variance covariance C.

(Dans la suite de l'ezercice, on pourra utiliser ce résultat si nécessaire).
2. Soit g1, g deux fonctions continues sur [0, 1]. Quelle est la limite en loi de la suite
[n(gl)

I,(g2)
méme lieu dans L? et I'on pose

de vecteurs aléatoires ( ) ? En fait on peut montrer que la convergence a

1
/ g(O)dB, = lim L,(g).
0 n—oo
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E (/ t*dB, / cos(27rt)dBt> :
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3. Calculer




