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1. INTRODUCTION

La topologie est la branche des mathématiques qui s’intéresse a la “forme
des espaces”. On définit un espace topologique d’une maniere tres abstraite,
et on définit une relation d’équivalence sur ces espaces ( “étre homéomorphes”)
qui est a la fois faible et restrictive. On plaisante parfois que pour un topo-
logue une sphere et un cube sont la méme chose : plus formellement ils sont
homéomorphes. Cette relation est donc faible car elle oublie toute propriété
géométrique des espaces. Mais en méme temps elle est fine car elle donne
lieu & des distinctions entre les espaces ayant différentes formes (pour un
topologue une sphere n’est pas la méme chose qu'un tore).

L’intéret d’étudier une relation si faible est la force de la topologie qui
désormais est appliquée et utilisée en plusieurs domaines méme hors des
mathématiques pures. Par exemple en la théorie de la computation quan-
tique I'on utilise la théorie des tresses (des particuliers objects topologiques)
comme un des modeles pour 'ordinateur quantique exactement parce-qu’en
déformant une tresse on ne la change pas (“stabilité topologique”). En statis-
tiques l'on étudie la “forme” des nuages des points par leur “homologie per-
sistente”, parce que les informations qu’on en tire ne dépendent pas des

métriques qu’on a choisi sur les données (unités, échelles). En physique de
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la matiere récemment un prix Nobel a été attribué a des chercheurs ayant
obtenu des nouveaux résultats sur les “états topologiques de la matiere”.
En relativité générale la forme de ’espace temps est objet d’étude aussi par
le biais des relations entre géométrie et topologie en petite dimension. En
physique théorique plusieurs modeles pour la gravité quantique sont basés sur
des “théories topologiques des champs” exactement car elles ne dépendent
pas de la géométrie.

En mathématique la topologie est a la base des études d’analyse fonction-
nelle, de topologie algébrique, de géométrie algébrique, théorie des catégories,
de topologie différentielle et de géométrie riemannienne et symplectique.

Dans ce cours nous allons d’abord rappeler les notions de base d’espace
topologiques (et ses différents axiomes de séparabilité, dénombrabilité, com-
pacité et connexité) et de fonctions continues. La plus part de ces notions
aura été déja vue en le cours de topologie en L3 mais surtout dans le con-
texte des espaces vectoriels topolgiques qui ne représentent qu’un échantillon
tres restreint de ce que peut étre un espace topologique : i¢i nous nous
intéresserons donc a des nouveaux exemples.

Dans la deuxieme partie nous montrerons comment la topologie interagit
avec 'algebre : 'exemple principal de cela est le groupe fondamental. Nous
définirons la notion d’homotopie d’applications continues, de lacet, et de com-
position de lacets. Puis nous étudierons le groupe fondamental et comment
le calculer. Enfin nous définirons la notion de revétement, qui est strictement
liée a celle de groupe fondamental, et nous définirons le revétement universel
d’un espace topologique.

Dans la derniere partie, apres avoir rappelé des résultats de base sur les
fonctions en plusieurs variables réelles, nous allons définir la notion de variété
différentiable, de fonctions entre variétés, de différentiel d’'une fonction et
d’espace tangent. Nous allons définir la notion de variété a bord et prouver
le théoreme du point fixe de Brouwer; puis nous définirons le dégré d’une
fonction entre variétés et prouverons son invariance par homotopie.

Si le temps nous le permettra nous nous intéresserons a la théorie de
I'homologie simpliciale et/ou singuliere, qui est a la base de la topologie
algébrique.



NOTES DU COURS DE TOPOLOGIE EN M1 ESR UPS 2019 3

2. RAPPELS DE TOPOLOGIE GENERALE

2.1. Définitions de base. Dans cette section nous allons d’abord définir les
“objets de base” : les espaces topologiques. Puis nous définirons leurs “mor-
phismes” : les fonctions continues. Puis leurs “sous-objets”, leurs “objets
quotients” et le produit d’espaces topologiques. Nous donnerons des pre-
miers exemples d’espaces topologiques particulierement “joli” : ceux venant
d’espaces métriques.

Définition 2.1 (Espace topologique). Soit X un ensemble; on note P(X)
I’ensemble des parties de X, c¢’est a dire I’ensemble des sous-ensembles de X.
Une topologie sur X est un un sous ensemble 7 C P(X) dont les éléments
sont dits les “ouverts” de X qui satisfait les conditions suivantes :

(1) X,0 e T;

(2) SiU;,i €l e T alors Uy U; € T

(3) Sity,...,U, €T alorsU;N---NU, €T.
Un espace topologique est une couple (X,7) ot T est une topologie sur X,
(mais en général on parle d'un espace topologique X, sans expliciter un nom
pour 7.) Si U € T alors U° est dit un fermé.

Exemple 2.2. La topologie triviale sur X est T = {0, X} Cc P(X). La
topologie discrete sur X est T = P(X).

Exercice 2.3. Faire la liste de toutes les topologies possibles sur I’ensemble
Xy = {1,2} et puis sur 'ensemble X5 = {1, 2, 3}.

Définition 2.4 (Métrique). Une métrique sur un ensemble X est une ap-
plication d : X x X — Rsq telle que : d(z,y) =0 <= z =y, d(z,y) =
d(y,z) Yo,y € X et d(z,y) + d(y,z) > d(z,z), Vx,y,z € X. Pour tout
x € X et r € R on appelle boule ouverte de centre x et rayon r l’ensemble
B(z;r) ={y € X|d(z,y) < r}. Un espace métrique est une couple (X, d) ou
d est une métrique sur X.

Lemme 2.5. Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’un sous-ensemble
U de X est “ouvert” siVax € U il existe r > 0 tel que B(x;r) C U. Alors,
I’ensemble des ouverts forme une topologie sur X, dite la topologie induite
par la métrique.

Exercice 2.6. Prouver le lemme.

Exemple 2.7. Si on prend X = R” et d la métrique associée a la norme
euclidienne sur R™ alors on trouve la topologie“standard”. Mais si on prend
une autre norme sur R” et d la métrique qui lui est associé, grace au fait que
deux normes sur R” sont équivalentes, on a que les topologies induites sont
les mémes : la topologie de R™ donc est “plus fondamentale” que la métrique
qui 'induit.
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On a la suivante :

Définition 2.8 (Espaces topologiques métrisables). On dit qu’un espace
topologique (X, 7") est métrisable s’il existe une metrique d dont la topologie
induite est 7.

Remarque 2.9. En général les espaces topologiques ne sont métrisables que
s’ils satisfont certaines conditions que nous détaillerons par la suite. Les
espaces topologiques métrisables sont donc particulierement plaisants.

Définition 2.10 (Fonctions continues). Soit X, Y deux espaces topologiques.
Une fonction continue f : X — Y est une application telle que YU € T (Y)
son image inverse f~!(U) est un ouvert de X.

Exercice 2.11. Montrer que l'identité ¢d : X — X est une application
continue et que si f : X — Y est continue et g : Y — Z est continue alors
go f: X — Z est continue.

Si les fonctions continues sont les “morphismes” de “la catégorie des es-
paces topologiques”, les homéomorphismes en sont les “isomorphismes” :

Définition 2.12 (Homéomorphismes). Un homéomorphisme f: X — Y est
une bijection continue avec inverse continue.

2.2. Operations avec les espaces topologiques.

Définition 2.13 (Topologie induite). Soit Y C X un sous-ensemble. La
topologie induite sur Y est celle dont les ouverts sont U NY,VU € T.

Exemple 2.14 (Des exemples importants d’espaces topologiques). Les suiv-
ants, munis de la topologie induite par celle de R™ sont des espaces topologiques
remarquables qui seront souvent utilisés dans la suite :
(1) S™ = {(zo,...,x,) € R™S" (27 =1} (la sphere de dimension n).
(2) B™ = D" = {(x¢,...,x,) € R*™| 3" 27 < 1} (la boule ou
disque de dimension n + 1).
(3) I" =A{(x1,...,x,) € R"|z;| <1 Vi} (le cube de dimension n).

Exercice 2.15. Montrer que la topologie induite sur Y est bien une topologie
sur Y et que l'inclusion 7 : Y — X est continue si 'on munit Y de cette
topologie.

Exercice 2.16. Montrer que B""! et D"*! sont homéomorphes. (Aide : on
pourra utiliser le fait qu’ils sont les boules unité de deux normes sur R™"*1.)

Définition 2.17 (Topologie quotient). Soit x ~ y une relation d’équivalence
sur un espace topologique X et soit Y = X/ ~. Notons [z] € YV la classe
d’équivalence d'un point x € X et 7 : X — Y la projection au quotient. La
topologie quotient sur Y est celle dont les ouverts sont les U C Y tels que
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77 1(U) C X est un ouvert. De fagon équivalente, ce sont les projections dans
Y des ouverts saturés par la relation d’équivalence.

Exercice 2.18. Montrer que la topologie quotient est bien une topologie et
que l'application 7 est continue si ’'on munit Y de cette topologie.

Exemple 2.19. Sur Rsoitz ~y <= xy > 0ouz =y = 0. Le quotient a 3
points {[—1], [0], [1]} ou {[0]} est un fermé et {[1]} et {[—1]} sont des ouverts.
Cette topologie n’es pas T'1 (voir apres) car {[1]} n’est pas un fermé.

Exemple 2.20. Sur R” soit z ~ y ssi x —y € Z". Alors R"/ ~ est le tore
de dimension n noté T™.

Définition 2.21 (Produit d’espaces topologiques). Soit I un ensemble et
pour tout ¢ € I soit X; un espace topologique; la topologie produit sur X =
[Lic; Xi (le produit cartésien des ensembles sous-jacents X;) est celle dont
les ouverts sont les unions de sous-ensembles de la forme Hz U; ou U; C X;
est un ouvert pour tout i et U; # X; seulement pour un nombre fini de i.

Exercice 2.22. Montrer que la topologie produit est la topologie moins fine
parmi toutes les topologies qui rendent les projections p; : X — X; continues.

2.3. Prebases et bases.

Exercice 2.23. Montrer que si 7;,7 € I sont des topologies sur X alors aussi

Mics Ti Vest.

Définition 2.24 (Prebase). Soit A C P(X) un ensemble. On défini la
“topologie engendrée par A” comme l'intersection de toutes les topologies
qui contiennent A (pourquoi existe-t-il de telles topologies?). On appelle A
une prebase de cette topologie.

Exercice 2.25. Avec la notation ci-dessus, soit B C P(X) I'’ensemble formé
par les intersections finies d’éléments de A et soit T celui formé par des
unions (quelconques) d’éléments de B. Montrer que la topologie engendrée
par A coincide avec T .

Exercice 2.26. Soit (X,d) et A C P(X) l'ensemble des boules ouvertes
dans X. Montrer que la topologie engendrée par A est celle induite par la
métrique d.

Exemple 2.27. La topologie standard de R" (celle induite par la métrique
euclidienne) est engendrée par les boules ouvertes.

Définition 2.28 (Bases et voisinages). Soit (X,7) un espace topologique.
On dit qu’'un sous-ensemble V' C X est un woisinage d’un autre ensemble
E C X ¢’il existe un ouvert U tel que £ C U C V. En particulier, Vz € X
on note V(z) 'ensemble des voisinages de x.
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Une base de X est un ensemble B d’ouverts de X tel que tout ouvert est

une union d’éléments de B. Une base locale autour de x € X est un sous
ensemble B(z) C V(z) tel que VV € V(x) 3b € B(x) tel que b C V.

Définition 2.29 (Adhérence, partie intérieure, et frontiere). L’adhérence
d’un ensemble £ C X, notée E, est I'intersection des fermés qui contiennent
E. Sa partie intérieure, notée E est Punion des ouverts contenus dans E. La
frontiere de E est OF = E \ E. Un point x est d’accumulation pour E si
tout ouvert U qui contient x contient aussi un point y € E'\ {z}.

Exercice 2.30. Montrer que tout point de OF est d’accumulation et que £
est I'ensemble des points d’accumulation de F.

2.4. Axiomes de separabilité et de dénombrabilité. Comme on I’a re-
marqué avant, pas tous les espaces topologique sont “joli”. Notamment en
opérant des quotients topologiques on peut obtenir des espaces plus com-
pliqués. Afin de définir proprement ce qu’on entend par “joli” nous allons
par la suite donner une liste de propriété que l'on souhaite d’un espace
topologique.
Définition 2.31. Soit X un espace topologique. On dit que X est :
(1) T1Vx #y e X, 3U € T qui contient x mais pas y.
(2) T2 ou “Haussdorf” si : Vo # y € X il existe ouverts disjoints U, V
tels que x € U,y € V.
(3) T3 s’il est T'1 et de plus Vo € X et pour tout fermé C' C X t.q.
x ¢ C, il existe des ouverts disjoints U et V tels que z € U et C C V.
(4) T4 sl est T'1 et de plus VCp, Cy C X fermés disjoints, il existe ouverts
U,V disjoints et contenant respectivement C et Cs.

Exercice 2.32. Prouver que X est T'1 ssi tous ses points sont des fermés.

Exercice 2.33. Prouver que si X est T2 alors il est aussi T'1, s’il est 73 il
est aussi T2 et que s’il est T4 il est aussi 1'3.

Exercice 2.34. Montrer qu'un sous-espace d’un espace Haussdorf est Hauss-
dorf.

Lemme 2.35 (Lemme de Urysohn). Soit X un espace T4, et Cy,Cy C X
deux fermés. Alors il existe une fonction continue f : X — R telle que

f|00:06tf|01:1'

Proof. Idée : on va construire des ouverts U,,p € Q tels que Cy C Uy,
Uy =X\C)etVp<gqonal,C U, puis on définit f : X — [0,1] comme
f(z) = inf{q|r € U,}. On vérifie ensuite que f est continue et a la propriété
souhaitée.

D’abord on numérote les rationnels dans [0, 1] de sorte que ¢o = 0,¢; = 1.
On définit Uy comme un ouvert qui sépare Cy de C et Uy = X \ C;. Puis
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U,, comme un ouvert qui sépare Unaz{gg<gni<nt 4€ X \ Unin{q,lgi>qn,i<n} -
On remarque que U,, contient tout U,,q < ¢, et est contenu dans tout
Uy @ > ¢n. Maintenant f(z) est continue car Ve < f(x) < d on peut
trouver qp, g2 € Q tels que ¢ < ¢; < f(x) < g2 < d et un ouvert contenu dans
(e, d]) est Uy, \ Uy, O

Définition 2.36 (Axiomes de dénombrabilité et séparabilité). On dit qu'un
espace est ('l si Va € X il existe une base locale dénombrable autour de x.
Il est C'2 ¢’il existe une base dénombrable de X. Il est séparable s’il existe
un sous-ensemble dénombrable de X qui est dense, c’est a dire qui intersecte
tout ouvert non-vide de 7.

Exercice 2.37. Montrer que R" avec sa topologie standard est C2 et séparable.

Exercice 2.38. Montrer qu’un sous-espace fermé d’un espace a base dénom-
brable est a base dénombrable.

2.5. Existence de métriques.

Exercice 2.39. Montrer qu’un espace métrique est T'1,72,T3. Puis, mon-
trer qu’il est aussi T4. Montrer qu’il est aussi C'.

Exercice 2.40. Montrer que tout espace C2 et T3 est aussi T4. (Idée:
Puisque T3 = T3 donné deux points = € C et y € 5 on peut les séparer
par des ouverts U, et V,, de la base dénombrable. En prenant I'union de ces
ouverts lorsque x et y varient on trouve des unions dénombrables d’ouverts de
la base qui couvrent respectivement C'; et C5. Mais qui ne sont pas forcement
disjoints il faut donc modifier cette construction...)

Théoréme 2.41 (Urysohn). Soit X espace topologique T'3 et C2. Alors il
est metrizable.

Proof. Nous en donnons un esquisse. D’abord on remarque que tout espace
C2 et T3 est aussi T4. Puis on utilise le Lemme [2.42] et on obtient une
collection dénombrable {f,,n € N} de fonctions continues f, : X — [0, 1].
L’application f: X — [0, 1]Y ainsi obtenue est injective. De plus [0, 1]N avec
la métrique do((2n)nen, (Yn)nen) := sup({|z; — v;|}) est un espace métrique.
On montre que f est continue (exercice) et que pour tout ouvert U C X
f(U) c [0,1]N est ouvert. En effet si 29 = f(xo) € f(U), alors il existe n € N
tel que f,(xo) # 0 et f,]|x\v = 0. Mais alors 'ouvert W, := f(X)Nm, (0, 00)
(ot 7, : [0, 1]N — [0,1] est la projection sur la n°™“coordonnée) est contenu
dans U et contient zg, ce qui prouve que f(U) est ouvert. L’application f
est alors un plongement: on définit alors une métrique sur X par d(z,y) :=

do(f (), f(y))- O

Lemme 2.42. Soit X un espace C2 et T4. Alors il existe une famille
dénombrable de fonctions continues f, : X — [0, 1] telle que pour tout zq € X
et tout voisinage U de xq il existe unn € N tel que fn(x) # 0 et fulx\v = 0.
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Proof. Puisque X est C'4 on peut trouver deux ouverts By, et B, dans la base
dénombrable tels que © € B, C B, C U. Alors par le Lemme d’Urysohn
il existe une fonction continue f,,, qui vaut 1 sur B,, et 0 a l'extérieur de
B,. O

Remarque 2.43. Le lemme d’Urysohn done une condition suffisante mais pas
nécéssaire. En effet si on prend par exemple R avec la topologie discrete il
est métrisable mais pas C2.

2.6. Compacité et connexité.

Définition 2.44. Un recouvrement d’un espace topologique X est un ensem-
ble d’ouverts U;,i € I tel que U;efU; = X. 1l est localement fini si Vo € X
#{ilx € U;} est fini. 1l est fini si [ est fini. Un sous-recouvrement de {U;}
est un ensemble {U,},j € J C I.

Définition 2.45 (Compacité). Un espace topologique est quasi compact si
tout recouvrement contient un sous-recouvrement fini et compact s’il est quasi
compact et Haussdorf. Il est paracompacte si tout recouvrement contient un
sous-recouvrement localement fini. Il est localement compact si tout x € X
admet une base de voisinages relativement compactes (c’est a dire dont la
clotuire est compacte).

Exercice 2.46. Si C' C X est un sous-ensemble compact et X est Haussdorf,
alors C' est fermé.

Exercice 2.47. Montrer que si f : X — Y est une application continue et
X est quasi-compact alors f(X) est compact. De plus si X, Y sont Haussdorf
alors f(X) est compact. Trouver un exemple ou Y n’est pas Haussdorf et
f(X) n’est pas compact.

Exercice 2.48. Montrer que si X est un espace métrique alors un compact
C C X est fermé et borné (i.e. contenu dans une boule de rayon fini).
Montrer que la réciproque est vraie dans R. En déduire qu’'une application
continue f : [a,b] — R admet un maximum et un minimum.

Exercice 2.49. Montrer que si X est un espace métrique localement compact
alors un fermé borné compact C' C X est compact.

Exercice 2.50. Montrer que si X est un espace métrique compact, alors
toute suite (z,)neny @ au moins un point d’accumulation.

Exercice 2.51. Soit X = L?([0,1]) montrer que la boule unité¢ de X n’est
pas compacte.

Lemme 2.52 (Lemme de Baire). Soit X un espace topologique Haussdorf lo-
calement compact. Alors lintersection d’une quantité dénombrable d’ouverts
denses est dense.
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Proof. Soit z € X et Cy un voisinage compact de x. Alors il existe z; € Con
U, et un voisinage compacte C de x; contenu dans cn U,. Par récurrence,
on définit z,, € é’n_l NU,N---NU, et son voisinage compact C,, C Co'n_l N
Ui N---NU,. On a donc une suite emboitée de compacts. Leur intersection
est non-vide car autrement {C' \ C;,i € N} serait un recouvrement de C
par ouverts n’admettant pas un sous-recouvrement fini. Un point dans leur
intersection est donc dans 'intersection de C' et de tous les U;. O

Remarque 2.53. L’énoncé est faux si on ne fait pas I’hypothese de denombra-
bilité de I’ensemble des ouverts : prenez X =R et U, = R\ {z}: les ouverts
{U,,z € R} sont denses mais leur intersection est vide.

On a le suivant :

Théoréme 2.54 (Théoreme de Tychonoff). Le produit de n’importe quelle
quantité d’espaces topologiques compacts, est compact.

2.7. Connexité.

Définition 2.55 (Connexité). Un espace topologique X est connexe s’il n’est
pas 'union de deux ouverts disjoints.

Exercice 2.56. e Six € X et C;,i € I sont sous-ensembles connexes
de X qui le contiennent, alors | J,.; C; est connexe.

e Si C C X est connexe alors C' est connexe.

Solution 2.57. 1). Si |JC; = U UV alors pour tout i € [ on a U NC; et
V' N C; sont deux ouverts disjoints qui couvrent C; donc I'un des deux doit
étre vide, disons V N C;. Donc C; C U et donc € U. Mais alors U contient
tout C; et donc leur union et alors V = 0. 2). SiC =UUV,UNV = () alors
UNC et VNC sont ouverts disjoints qui couvrent C' et donc C' C U (par
exemple). Mais alors si V # (@ ona V C C'\ C et donc C'\ V serait un fermé
strictement plus petit que C et qui contient C'. Absurde.

Définition 2.58 (Composante connexe). Grace a 'exercice tout point
de X est contenu dans un connexe maximal qui le contient et ce connexe est
un fermé : c’est ce qu’on appelle une composante connexe de X.

Exercice 2.59. Deux composantes connexes distinctes de X sont disjointes.

Remarque 2.60. Grace a cet exercice, on a que les composantes connexes
de X forment une partition de X en fermés. S’il y a un nombre fini de
composantes connexes pour X alors chaque composante connexe est aussi
ouverte. On observe enfin qu’'un espace topologique X est connexe si sa
seule composante connexe est X.
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Définition 2.61. Un espace topologique est localement conneze si tout point
admet une base de voisinages connexes.

Un espace topologique est connexe par arcs si Vrx,y € X il existe une
application continue « : [0, 1] — X telle que a(0) = z,a(1) = y.

Il est localement connexe par arc si tout point admet une base de voisinages
connexes par arcs.

Exercice 2.62. Exhiber un exemple d’espace qui soit localement connexe
mais pas connexe.

Exercice 2.63. Montrer que ’espace
1
[07 1] X {0} Unen {_} X [07 1] U {O} X [07 1] - RQ
n

est connexe et connexe par arcs mais pas localement connexe ni localement
connexe par arcs.

Exercice 2.64. Exhiber un exemple d’espace qui soit connexe mais pas
connexe par arcs.

Exercice 2.65. Montrer que dans un espace localement connexe les com-
posantes sont des ouverts.

Exercice 2.66. Montrer que si X est un espace connexe et f: X — Y est
continue alors f(X) est contenu dans une seule composante connexe de Y.

Exercice 2.67. Montrer qu'un espace connexe par arcs est aussi connexe.
En conclure qu’un espace localement connexe par arcs est aussi localement
connexe.

Exercice 2.68. Montrer qu'un espace qui soit connexe et localement connexe
par arcs est aussi connexe par arcs.

2.8. Espaces métriques complets. Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 2.69. Une suite (z,),en est de Cauchy si
Ve >0 3N t.q. d(zp, ) < € ¥n,m > N.

Une suite (x,)nen converge vers x € X si lim,, o d(x,z,) = 0. Un espace
métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy converge vers un point
limite dans X.

Proposition 2.70 (Completion métrique). Soit (X, d) un espace métrique.
Il existe un espace métrique (X', d’) complet et une applicationi : X — X' qui
est isométrique (i.e. d'(i(x),i(y)) = d(x,y) Ya,y € X ). De plus parmi tous
les triplets (X', d',i) comme ci dessus, il y en a un “universel” au sens que

si (X", d",i") est un autre triplet alors il existe une application isométrique
f: X' — X" telle que foi=1".
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Proof. 1dée de preuve. Soit
X' ={(xp)nen € X de Cauchy}/ ~

ou deux suites de Cauchy (z,)nen €t (Yn)nen sont équivalentes si Ve IN s.t.
d(p, Ym) < € Vn,m > N. On définit une métrique sur X’ par

d/((xn>n€N’ (yn>n€N> - nh—>IEo d(xm yn)

(exercice: c’est bien défini et c’est une métrique).

On plonge X dans X’ par les suites constantes (qui sont bien de Cauchy !)
: on vérifie immédiatement qu’on a un plongement isométrique 7 : X — X'.
De plus i(X) est dense dans X’ en effet si p € X' es représenté par une
suite de Cauchy (uy,)nen alors on montre que la suite i(u,) de points de X'
converge vers p (exercice: attention a ne pas confondre les points de X’ qui
sont des classes d’équivalence de suites et les suites de points de X', qui donc
sont des suites de classes d’équivalence de suites...).

Enfin on montre que X’ est complet : si (p,)nen est une suite de points
de X’ (une suite de classes d’équivalence de suites de Cauchy dans X) alors,
puisque i(X) est dense, pour tout n € N il y a un point de la forme i(u,,)
tel que d(pp,i(uy,)) < 27". Mais alors la suite (u,)nen est de Cauchy car
d(Upy ) < d(Up, pr) + d(Pry Pm) + APy Um) < 27"+ d(pp, pm) +27™ et par
hypothese p,, est de Cauchy. On vérifie alors que le point ¢ de X' représenté
par la suite (u,),en est la limite de (py,). O

Remarque 2.71. La construction ci dessus est la généralisation de celle qui
définit R a partir de Q!

Lemme 2.72 (Lemme de Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet.
Alors 'intersection d’une quantité d’ouverts denses est dense.

Proof. 1l s’agit d’imiter la preuve de la version donnée pour les espaces locale-
ment compactes : au lieu des C; prenez des boules de rayons décroissant vers
0 et emboitées. La suite de leurs centres est de Cauchy donc elle converge a
un point qui est dans tous les Us. U

2.9. Exemples clés.

2.9.1. FEspaces de Banach. Soit V un R-espace vectoriel. On rappelle quune
norme est par définition une application telle que :

|zl =0 <= = 0,[[Az[| = [A[[|][, [lz+yl| < [|lz|[+][y]], Y2,y € V.VA € R.

La métrique induite par la norme est d(v, w) := ||v —wl|; la topologie induite
par cette métrique est aussi dite “topologie forte”. Un espace de Banach est
un espace vectoriel normé, qui est complet par rapport a la métrique de la
norme.
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Exercice 2.73. Deux normes sur V sont équivalentes s’il existe des con-
stantes positives telles que ¢;||v|];y < [[v]|l2 < ef|v||1 Vv € V. Montrer que
les topologies induites par deux normes équivalentes sont les mémes.

Exercice 2.74. Montrer que deux normes sur R" sont équivalentes.

Exercice 2.75. Soit V = C°([0,1]; R). Montrer que les norme ||-||; et || -]|2
ne sont pas équivalentes.

Exercice 2.76. Montrer que si (X, d) est un espace métrique et C' C X est
un compact, alors toute suite (z,),en de points de C' admet une sous-suite
convergente dans C'.

Exercice 2.77. Montrer que la boule unité de L?*(R) n’est pas compacte.

Définition 2.78 (Topologie faible). La topologie faible sur L*(R) est celle
engendrée par les ouverts f~!(Ja,b[) ou f : L?*(R) — Rest f(y) = (z,y) pour
quelque z € L*(R).

Exercice 2.79. Montrer que tout ouvert de la topologie faible est aussi un
ouvert de la topologie forte.

Exercice 2.80. Montrer que la boule unité est fermée dans L*([0,1]) avec
la topologie forte et aussi avec la topologie faible.

Exercice 2.81 (Théoréme de Banach-Alaouglu). Pour tout f € L%([0,1])
soit (f,-) : L*([0,1]) — R l'application linéaire de produit scalaire avec f.
Soit aussi B la boule unité de L*([0,1]). Montrer que z — X sep(f, ) est un
homéomorphisme de L?([0, 1]) muni de la topologie faible avec son image dans
RZ(01) et que image de B est contenue dans [—1, 1]%°(01) En appliquant
le théoreme de Tychonoff en conclure que la boule unité est compacte par
rapport a la topologie faible de L?([0, 1]).

Remarque 2.82. Nous avons formulé le théoreme de Banach-Alaouglu seule-
ment pour un space de Hilbert mais en général il dit que la boulé unité du
dual d'un espace de Banach est compacte pour la topologie faible x.

Exercice 2.83. Montrer que la topologie faible est strictement plus faible
que la topologie forte sur L*(]0,1]).

2.9.2. Topologie de Zariski. Soit k un corps (pensez a C pour faire simple)
et k[xy,...x,]. On défini une topologie sur k™ par: les fermés sont les lieux
de zero d’un idéal de polynémes dans k[xy, ... x,].

Exercice 2.84. Montrer que cela défini bien une topologie.

Exercice 2.85. Montrer que pour k = C cette topologie n’est pas Haussdorf,
donc pas métrisable.
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Exercice 2.86. Montrer que si K = C ou k = R la topologie de Zariski est
moins fine que la topologie standard sur C™ (resp. R"), c’est a dire tout
ouvert de Zariski est aussi un ouvert standard, mais pas la réciproque.

La topologie de Zariski est cruciale dans la géométrie algébrique, la branche
de la géométrie qui étudie les “variétés algébriques” définies par des équations
polynomiales. Remarquez que k peut étre un corps quelconque, par exemple
F,. L’étude des courbes sur un corps fini a plusieurs applications, comme la
cryptographie ou la théorie des codes a correction d’erreurs.

Un autre exemple important est la topologie qu’on peut donner au spectre
d’un anneau commutatif R. On rappelle que

spec(R) = {P C R, P ideal premier}

et on défini une topologie sur spec(R) dont les fermés sont ceux de la forme
F(I) avec I idéal de R définis par F(I) = {P € spec(R)|I C P}. On
vérifie qu’il s’agit bien d’une topologie (non séparée). En général les points
fermés sont les ideaux maximaux mais donc il peut y avoir aussi des points
non fermés. Cette construction, qui est a la base de la géométrie algébrique
moderne peut étre comprise en lisant le ler chapitre du livre de Atiyah-Mc
Donalds “Introduction to commutative algebra” (cf. Exercice 15 dans le
livre).

2.9.3. Graphes.

Définition 2.87 (Graphe non orienté). Un graphe non orienté G est un
couple (S, A) ou S est un ensemble de “sommets” et A est une liste de sous
ensembles de S de ou ou deux éléments, les arétes. Les arétes correspondantes
a des sous-ensembles a un seul élément sont des “boucles”. Si G est un graphe
il est simple si il n’a pas de boucles et si deux arétes distinctes correspondent
a deux sous ensembles de S distincts.

Exercice 2.88. Montrer que si S et A sont finis, on peut décrire G par une
matrice symétrique a coefficients entiers a #S colonnes. Comment 7

Définition 2.89 (Graphes orientés). Un graphe orienté G est la donnée d’un
triplet (S, A,0+) ou S est un ensemble de “sommets”, A est un ensemble
d’“arétes orientées”, et d1 : A — S. (On imagine une aréte a € A comme un
segment orienté qui va de 0_(a) a d;(a) et donc dra sont les “sommets de
a”). Les arétes telles que _a = d,a sont dites des “boucles”. A priori deux
arétes peuvent avoir les mémes sommets.

Donné un graphe orienté on peut lui associer un ensemble G qui est le
quotient de SUA x [—1, 1] par la relation d’équivalence qui identifie a x {£1}
avec 0ra. On munit cet ensemble de la topologie définie par C' C G est fermé
ssi CNm(a x [—1,1]) est fermé pour tout a € A (ou7: SUA X [-1,1] = G
est la projection au quotient).
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Exercice 2.90. Soit G; = (S, A,01) et Gy = (S, A,92) deux graphes ori-
entés tels qu'il existe € : A — {£1} telle que 9% (a) = 861(a)ia,Va € A. Mon-
trer qu’alors G; et Gg sont homéomorphes par I'application ¢ : A x [—1, 1] U
S — A x [—1,1]U S définie par ¢(s) =s Vs € S =5 et ¢(a,t) = €(a)t.

Si G = (S, A) est un graphe non orienté, on peut lui associer un espace
topologique G en choisissant de facon arbitraire une orientation des arétes
(i.e. pour tout a € Asia = {s1, so} on définit arbitrairement 0,a = s5,0_a =
s1 et si a = {s} alors dra = s) et en considérant G comme 'espace sous-
jacent au graphe orienté ainsi obtenu. Par I'exercice précédent, cet espace ne
dépend pas (& homéomorphisme pres) de l'orientation choisie.

En particulier si on a un graphe simple fini, on peut considérer le sous
espace de R obtenu en prenant I'union des segments liant deux vecteurs de
la base canonique indexés par deux sommets d’une aréte :

Exemple 2.91. Si S = {1,2,3} et A = {{1,2},{2,3},{1,3}} alors G est un
graphe simple et la construction ci dessus donne le triangle affine dans R? de
sommets (1,0,0),(0,1,0) et (0,0,1).

2.10. CW-complexes.

Définition 2.92. Un C'W-complexe est un espace topologique construit in-
ductivement comme suit. Soit X° un ensemble de points (dit le O-squelette
de X), muni de la topologie discrete. Pour tout n > 0 on se donne une
collection ¢?,i € I,, d’applications continues ¢ : S"™' — X,,_; et on définit

X, = Xp_q Ugn I, x D"

ou le quotient identifie le point (i,x) € I, x S™ C I, x D™ (ou on voit
Sl = 9D") avec ¢?(x) € X,,_1; soit 7 la projection au quotient. L’image
dans le quotient de la i“"*-copie de int(D") est dite la “cellule e!'”. On définit
une topologie sur X, en stipulant qu'un ensemble C' C X, est fermé si pour
toute cellule (i.e. Vk < n,Vi € I},) on a 7 1(C) Ni x DF est fermé dans DF
(o1 on utilise la topologie standard de D).

De facon similaire, la topologie de X est définie par C' C X est fermé si

C' Ne} est fermé pour tout ef'.

Remarque 2.93. Attention : un espace peut admettre plusieurs structures de
CW-complexe différentes.

Exemple 2.94. On peut réaliser S' comme C'W-complexe en un nombre in-
fini de manicre différentes. Par exemple on peut prendre Xo = {€?,... €%}, k >
0et X; = {e),...,ep} avec ¢; : de; = {£1} — X; définie par ¢} (1) =

0 1 0
€it1 mod k> € ¢; (—1) = ¢€j.

Exercice 2.95. Montrer que tout complexe simplicial est un CW complexe.
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Remarque 2.96 (La structure de C'W-complexe est plus flexible que celle
de complexe simplicial). Montrer que le cube dans R? a une structure de
C'W-complexe mais que sa cellularisation structure standard (i.e. celle avec
6-faces de dimension 2) n’est pas une structure de complexe simplicial.

Remarque 2.97. Pas tout espace topologique admet la structure d’'un CW
complexe. Par exemple tout CW complexe est Haussdorf. Mais méme cela
n’est qu'une condition nécéssaire : pensez par exemple a S = {%, n e N}U
{0} avec sa topologie induite par R. S’il était un CW complexe alors sa
topologie serait la discrete mais ce n’est pas le cas. En effet : §’il était un
CW complexe il n’aurait que des 0-cellules car il est dénombrable et I'union
de celles différentes de 0 serait un fermé dans la topologie du CW-complexe,
mais ce n’est pas un fermé dans S.

Définition 2.98. Soit X,Y deux CW-complexes. Une application cellulaire
f X — Y est une application continue telle que f(X,) C Y,Vqg € N (en
particulier elle envoie les O-cellules de X en les 0-cellules de Y).

Théoréme 2.99 (Cellular approximation). Soit X, Y deux CW-complezes.
Si f: X =Y est continue alors elle est homotope a une application cellulaire.

Les CW-complexes avec les applications cellulaires constituent une “caté-
gorie” d’espaces topologiques particulierement flexible et large et donc ex-
tremement utilisée en topologie.

3. LE GROUPE FONDAMENTAL ET LES REVETEMENTS
3.1. Homotopie.

Définition 3.1. Une couple d’espaces topologiques est une couple (X, A) ou
X est un espace topologique et A C X. Une application f : (X, A) — (Y, B)
est une fonction continue f: X — Y telle que f(A) C B.

Exemple 3.2. Si A = () alors on retrouve les espaces topologiques. Si
A = {pt} alors on a un espace topologique pointé, le point pt est dit le “point
base de X”.

Définition 3.3 (Homotopie). Soient (X, A), (Y, B) deux couples d’espaces
topologiques et fo, fi : (X, A) — (Y, B) des fonctions continues. Elles sont
homotopes s'il existe une application F' : X x [0,1] — Y continue telle que
F(z,0) = fo(x) et F(z,1) = fi(x), Vo € X et pour tout t € [0,1] on ait
F(A,t) C B. On notera fy ~ fi.

Exercice 3.4. Prouver que “étre homotopes” est une relation d’équivalence
sur les fonctions continues entre (X, A) et (Y, B). Ses classes d’équivalence
sont notés [f] et appelés “classes d’homotopies”.
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Définition 3.5 (Equivalence homotopique). Deux paires (X, A) et (Y, B)
sont “homotopiquement équivalents” s’il existe f : (X, 4) — (Y, B) et g :
(Y,B) — (X,A) telles que fog ~ Idy et go f ~ Idx.(On dira que g
est 'inverse homotopique de f). Un espace X qui est homotopiquement
équivalent a un point est dit contractible.

Exercice 3.6. Prouver que la relation “equivalence homotopique” est une
relation d’équivalence sur les paires d’espaces.

Solution 3.7. Montrons la transitivité (le reste est plus simple). Si f; :
(X,A) —» (Y,B) et fo : (Y,B) — (Z,C) sont équivalences homotopiques
avec g : (Y, B) = (X, A) et g2 : (Z,C) — (Y, B) les “inverses homotopiques”
respectives, alors nous allons montrer qu’on a que f; o f; a comme inverse
homotopique g; 0 go. En effet fo0 fiogiogs: (Z,C) — (Z,C) est égale a
foo(fiogi)ogaet (fiogr) est homotope a Idy. Si F:Y x[0,1] = Y est
I'homotopie entre (f; o g1) et Idy alors on a que

Gy = (faoFol(gsxIdoy)):Zx[0,1] = Z

est une homotopie de fyo fi0g;0¢9 avec foogs. Si Gy : Z % [0,1] — Z est une
homotopie de fyogs avec Idy alors 'homotopie cherchée est H : Zx[0,1] — Z
definie par H(z,t) = G1(z,2t) sit < 5 et Gy(z,2t — 1) autrement.

Exercice 3.8. Prouver que (R, 0) est homotopiquement équivalent & ({pt}, {pt}).

3.2. Le groupe fondamental. Rappelons que S! est la spheére de dimen-
sion 1 que nous allons voir comme les nombres complexes de norme 1. En
particulier elle contient 1 € S que nous utiliserons comme son point base.
Dorenavant nous analyserons plus en détail la catégorie des espaces pointés
(i.e. paires ou A = {zo}, le “point base”). Puisque le quotient de [0, 1] par
la relation d’équivalence qui identifie {1} et {0} est homéomorphe & S* nous
allons aussi utiliser I'intervalle [0, 1] pour paramétrer S*.

Définition 3.9. Soit X un espace topologique et «, § deux “chemins en X”
(c’est a dire applications continues [0,1] — X) telles que 8(0) = «(1). La
concatenation de a et 3, notée - est application «- 3 : [0, 1] — X définie
par

~Ja(2t) sit <
(O"/B)(t)_{ﬁ(zt—n sit>

Si X est muni d'un point base g, une boucle est un chemin « : (S, 1) —
()(7 [L'()).

Lemme 3.10. Si o,a’ : (S',1) — (X, x¢) sont homotopes et 3 :[0,1] — X
est tel que B(0) = xq alors a5 ~ -5 en tant qu’applications ([0, 1],{0,1}) —
(X, {z0,B(1)}). De fagon similaire, si 5(1) = xq alors B-a ~ [ -a en tant
qu’applications ([0, 1],1) — (X, {xq, 5(0)}).

N = N



NOTES DU COURS DE TOPOLOGIE EN M1 ESR UPS 2019 17

Proof. Nous allons prouver le premier énoncé, le deuxieme étant tres simi-
laire. Soit F(s,t) : [0,1] x [0,1] — (X, z¢) 'homotopie entre o et o’. Alors
I'homotopie cherchée est G : [0, 1] x [0, 1] — (X, zo) définie par

) F2x,t)  siz <
Gz, t) = {5(295 ~1) siz>

N N[

g

Lemme 3.11 (Associativité a homotopie pres de la concatenation). Si«, 3,7 :
[0,1] = X sont trois chemins tels que a(1) = B(0) et (1) = v(0) alors on a

((@-B)-7)=a-(8-7).

Proof. Les chemins ((« - ) - y) et a - (5 - ) différent seulement par leur
paramétrisation. Nous allons alors prouver que si g1,g9o : [0,1] — [0,1]
sont deux fonctions continues bijectives et croissantes alors pour tout lacet
§:(SY1) — (X,z0) on aque dog; =~ dogy. En effet 'homotopie cherchée
est :

F(x,t) = 0(tgi(z) + (1 — t)ga(7)).
O

Lemme 3.12 (Existence de I'inverse a homotopie pres). Si « est une boucle
dans (X, o) alors o™t : (S',1) — (X, x¢) la boucle définie par o~ '(z) =
alz™). Alors a-a !t ~ a™t-a ~ const ol const est la boucle constante
const : (S',1) — (X, o) définie par const(x) = xy Yz € S.

Proof. L’homotopie cherchée est :

) a(exp(4mi(l —t)x)), x €0, %]
Flz,t) = {a (exp(4mi(l —t)(1 —z))), z€[3,1]

g

Définition 3.13 (Groupe fondamental d’un espace pointé). Le groupe fon-
damental de (X, ), noté m (X, zo) est 'ensemble des classes d’homotopie
de (S',1) dans (X, z). Il est muni de la structure de groupe induite par
le produit de concatenation : ce produit est bien défini grace au Lemme
3.10, associatif grace au Lemme [3.11] et chaque élement a un inverse grace
au Lemme [3.12] 1’élément neutre étant le lacet constant.

On dit qu'un espace est simplement connexe si m (X, xg) = Id.

Lemme 3.14. Soit f : (X, z0) — (Y, v0) une application continue; alors il y a
un morphisme de groupes induit par post-composition des lacets avec f, noté
fe : m(X,20) = m(Y,90). En particulier si (X,xq) est homotopiquement
équivalent a (Y, yo) alors (X, zo) est isomorphe a m (Y, yo).
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Proof. Définissons f.([a]) := [f o a] pour toute boucle . Remarquons que
si a ~ o alors foa >~ foda donc I'application est bien définie. En effet si
H est une homotopie entre « et o alors f o H est une homotopie entre f o«
et fod.

De plus f.(a - B) = fiu(a) - fo(B) donc elle induit bien un morphisme de
groupes. Si enfin g : (Y,yo) — (X, x0) est I'inverse homotopiques de f,
alors g. : m1 (Y, vy0) — (X, o) est un morphisme que nous allons prouver étre
I'inverse de f,. En effet on a Idx ~ go f relativement a x,. Donc pour toute
boucle « ona a = Idxoa ~ go foa = g, o f,oa. Donc le morphisme f, est
injectif. De facon similaire, puisque Idy ~ fog on a que f, est surjectif. [

Remarque 3.15. Pour ceux qui connaissent les catégories, le lemme précédent
peut étre reformulé en disant que le groupe fondamental est un “foncteur de
la catégorie des espaces topologiques pointés et leurs applications continues
a homotopie pres, dans la catégorie des groupes et leurs morphismes”.

Corollaire 3.16. m (R",0) = Id.

Lemme 3.17. Un lacet o : (S*,1) — (X, o) est trivial dans m (X, xq) si et
seulement si il existe une application continue f : (D?[0,1]) — (X, z0) qui
[’étend.

Proof. Si « est trivial alors il existe une homotopie F : S* x [0, 1] qui sur
St x {1} vaut zg. Mais alors F' descend & une application continue sur D?
définie par f(pe?) = F((1—1t)e®). Réciproquement donnée f : (D2, [0,1]) —
(X, ) alors f|g1 est nulle homotope d’homotopie trivialisante : F(6,t) =

F((1—=t)e?). O

Lemme 3.18. Soit zy, z;, € X deux points dans la méme composante conneze
par arcs ety : [0,1] — X un chemin continu t.q. v(0) = zo,v(1) = 1. Alors
m (X, ) = 71 (X, 7o) et un isomorphisme est induit par [o/] — [y~'-a’ - 7].

Proof. Par le Lemme I’application est bien définie, et par le Lemme |3.12
son inverse est [a] — [y-a-~7!. 1l s’agit d’un morphisme de groupes car
par le Lemme 3.12lon a [yt -a/ vy t-a/ -] =[yt-ad o - O

3.3. Groupes et leurs presentations. Soit S un ensemble et S~! un autre
ensemble en bijection avec S par 'application (formelle!) s — s~!. Un
mot dans Iensemble est une suite finie d’éléments de S U S~!. Deux mots
sont équivalents s’ils peuvent étre obtenus I'un de I'autre par une suite fini
d’insertions/éliminations de sous-mots de la forme ss~! ou s~1s pour quelque
seSs.

Exemple 3.19. Si S = {a,b,c} alors un mot est a,b,a,b~' b,a. 1l est
équivalent a a, b, a, a.
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Lemme 3.20. L’ensemble F(S) des classes d’équivalences des mots (y inclut
le mot vide) est le groupe libre engendré par S. 1l est muni de la loi de
composition induite par la concatenation des mots.

Exemple 3.21. Si S = {a,b, ¢} alors I'inverse de a, b, a,aest a™*, a=, b1 a™ L.
En effet en les concatenant on obtient un mot équivalent au mot vide.

Lemme 3.22. Soit G un groupe est S C G un sous-ensemble d’éléments.
Alors il existe un morphisme de groupes i : F(S) — G qui envoie chaque
s € S dans l’élément correspondant.

Définition 3.23. Soit S un ensemble et R C F(S) un sous-ensemble (dit
des “relations”). Alors le groupe de générateurs S et relations R est :

< S|R >= F(5)/{(R))
ou ((R)) est le plus petit sous-groupe normal contenant R.

Exercice 3.24. Prouver que tout groupe est isomorphe a un < S|R > pour
certains S et R.

Solution 3.25. Prenons comme S = G et comme R toute la table de mul-
tiplication de G c’est & dire I'ensemble des mots de la forme g, h, (gh)™!.

Définition 3.26. Un groupe G est finiment engendré s’il est de la forme
< S|R > pour S fini. Finiment présenté s’il est de la forme < S|R > avec R
et S finis.

Définition 3.27. Soit A, G, G2 groupes et i; : A — G}, 7 = 1,2 homomor-
phismes. L’amalgame de G et G5 au dessus de A, noté G x4 Go est le
groupe présenté par S = G U G, et :

(9,0, (gh)™")  Vg,he G

(g,h,(gh)™")  Vg,h € Gy

lg, ou 1g, est l'identite de G
(i1(a),iz(a)™t) Vae A

Si A =1 on appelle G; x G5 le produit libre.

R:

Remarque 3.28. Pour j = 1ily a un morphisme canonique p; : G; = G1%4G
donné par p(g) = g. Il n’est pas forcement injectif : si Go =1, A = Gy, et
11 = Id alors G1 x4 G5 = 1.

Proposition 3.29. [Propriété universelle de l’amalgame] Soient Gy, Gy, A, T
groupes supposons i; : A — G et p; : Gj — T morphismes tels que py 0 i; =
p2oiy. Alors il existe un morphismep : GixaGy — T t.q. pj = pop;,j =1,2.
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Proof. Le groupe G x4 G4 est par définition engendré par les éléments de
(1 U Go. Définissons alors p : F(G; UGs) — T par p(g) = pi(g) si g € Gj.
Pour montrer qu’il est bien défini il faut controler que son noyau contienne les
relations R de la Definition . Cela est évident car p; sont des morphismes
(donc les premieres trois types de relations sont dans le noyau de p) et ps o
19 = p1 o141 ce qui implique qu’aussi le dernier type de relations est dans le
noyau. U

3.4. Le théoreme de Seifert-van Kampen.

Théoreme 3.30. Soit X; U Xy un espace topologique décomposé en ['union
de deux ouverts connexes par arcs X1, Xo t.q. X1 N Xy soit connexe par arcs
et soit xg € X1 N Xy un point base. Alors il y a un diagramme commutatif
de groupes i; : m (X1 N Xo,x0) = m(Xj,20),5 = 1,2 et p; : m(Xj,20) —
m (X1 U Xo,z0) ot i; et p; sont induits par les inclusions. On a alors, avec
la notation de la Proposition |3.29

P m( X1, T0) Hr (X111 Xa,20) T1 (X2, 20) = T (Xy U Xo, 20)
est un isomorphisme.

Proof. Surjectivité. Soit v : ([0,1],0,1) — (X; U X5, 20) un chemin. Les
préimages par v de X; et de X, forment un recouvrement ouvert de [0, 1]

par compacité de [0, 1] nous pouvons en extraire un sous-recouvrement
fini. Choisissons alors un nombre fini de points tq,...t; € [0,1] tels que
Y[ts, tiv1] € X7 ou Xy et pour chaque ¢; soit 5; : [0,1] — X un chemin reliant
v(t;) & xo en restant dans chaque des ouvert X; contenant 7(¢;) (il existe car
X1, Xo et X5 N X, sont connexes par arcs). Alors [y] est I'image du produit
Hz[él] ou 61 = 61'_;,_1 . 7|[ti7ti+1] . ﬁl_l € 7T1(XZ',.T0),Z. =1 ou 2.

Injectivité. Soit F' : [0,1] x [0,1] — X une homotopie d'un lacet 7.
On a F(0,s) = F(1,s) = zy Vs, et F(t,1) = xg Vt et F1(X;) est un
recouvrement ouvert de [0, 1] x [0, 1]. On peut trouver n assez grand tel que
tout carré C;; := [£, B x [L, 2114 j € {0,...n — 1} est contenu dans I'un
des F~1(X;). (Exercice : sinon utiliser le Lemme [3.39])

Nous allons montrer qu’on peut modifier F' pour obtenir une homotopie
F' telle que F'(%, %) = x0,Vi,j € {0,...n}.

En effet, a moins de reparametriser /' on peut supposer que dans un disque

de rayon € (¢ << ) autour de chaque point (£,2) F est constante. Soit

alors §; ; : [0,1] — X un chemin reliant F’ (%, %) a x en restant dans chaque
%, %) (il existe car X7, X5 et X7 N X, sont connexes
par arcs) et tel que si F/(*,2) = x alors f3;; est constant. On peut alors
remplacer F' par 'homotopie F” qui est identique a F' hors de | |; i B(%, 1)

‘n

ouvert X; qui contient F'(
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et qui sur B.(£, L) est (en coordonnées polaires centrées en (£, 1)):

F'(r,0) = Bi;( ).

Maintenant on a que la restriction de F’ & chaque segment horizontal
{%} x [0, 1] est un chemin écrit comme produit de chemins soit dans X soit
dans X,. De plus F'(C;;) C X3 ou X,. Soit alors v, ; == F’ (£, 5L () et
Bij = F' (4}x[2,221) On A que Y ; € (X1, zo) ou mp (X, xo) et, si F'(Ci_1 ;)
et F'(C; ;) sont dans un Xj, différent alors 5, ; € m1 (X5 N Xo, x0).

Donc pour chaque C; ; on voit que ’homotopie F” réalise la relation v, ; ~
@111, i Yig+1Big (qui est dans la presentation de I’amalgame car c¢’est une rela-
tion parmi les mots d'un des X;) et si F'(C; ;) et F'(C;_; ;) sont contenus dans
deux X; différents, alors on peut utiliser la relation (i1).(8;;) - (i2)+(Bi )
qui est aussi dans les relations de I'amalgame pour exprimer F”([0, 1] x {]%1})
en fonction de F'([0,1] x {Z}).

€E—T

€

g

3.5. Revétements. Dorénavant tous les espaces que nous considérerons se-
ront connexes et localement connexes par arcs.

Définition 3.31. Un revétement d’'un espace topologique connexe X est
une application continue surjective p : Y — X (Y esp. topologique) telle
que Vx € X il existe un “voisinage de trivialisation” U, C X connexe par
arcs tel que p~(U,) = U, U est 'union disjointe d’ouverts US C Y tels que
p: UY — U, est un homéomorphisme pour chaque a. L’espace Y est dit
I'espace total du revétement, et pour tout z € X l'ensemble p~'(z) est la
fibre sur x.

Remarque 3.32. Souvent dans la literature on assume Y connexe.

Lemme 3.33. Soit p : Y — X un revétement et U C X un ouvert trivial-
isant connexe. Alors chaque composante connexe de p~(U) est homéomorphe
a U par p.

Proof. Puisque U est trivialisant alors p~*(U) = U,U® et chaque U® est
homéomorphe a U par p donc connexe par arcs donc connexe. Puisque
ces ouverts sont disjoints et connexes ils sont exactement les composantes
connexes de p~(U). O

Corollaire 3.34. La cardinalité de p~'(z) est localement constante donc
constante sur X. On ['appelle le nombre de feuillets du revétement.

Exemple 3.35. (1) z — 2" est un revétement de S* par S' & n feuillets.
(2) exp: R — St est un revétement.
(3) & — 7 est un revétement a deux feuillets de S™ a RP".
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Définition 3.36. Soit p; : Y7 — X et py 1 Y5 — X deux revétements. Un
morphisme f : (Y1,p1) — (Ya,p2) est une application continue f :Y; — Y3
telle que py o f = py.

3.6. Relevés des applications. Donné un revétement p : ¥ — X et une
fonction continue f : Z — X, il est important de décider s’il existe un relevé
g de f, c’est a dire une application continue g : Z7 — Y telle que po g = f:

(1) Y

7
g7 , »
%

7. . x
f

D’abord observons que s’il existe alors il est unique sur chaque composante
connexe.

Lemme 3.37. Soit p: Y — X un revétement et Z un espace connexe. St
go, 91 - 4 — Y sont applications continues telles que p o go = p o g1, alors
l’ensemble

A={z€Z:90(2) =qn(2)},
est soit vide soit Z.

Proof. Puisque Z est connexe, il suffit de montrer que A est ouvert et fermé
dans Z.

Soit @ € A ety = go(a) = g1(a). Choisissons un ouvert trivialisant
U > p(y) et soit V l'unique composante connexe par arcs de p~'(U) qui
contient y. Alors, g5 '(V)Ng; *(V) est un voisinage ouvert de a qui est contenu
dans A (parce-que sur ce voisinage on a go = p|,'o(pogo) = p| o(pogi) = g1).
Donc, A est ouvert.

Soit z € Z tel que go(z) # ¢g1(z). Soit U un voisinage ouvert trivialisant
de p(go(z)) = p(g1(2)). Pour i = 0,1, soit V; la composante connexe par
arcs de p~H(U) contenant g;(z). Alors, g5 (Vo) N gy ' (V1) est un ouvert de Z
contenant z et disjoint de A. Donc, Z \ A est ouvert. U

Les revetements ont la propriété de “relevement des chemins.”

Proposition 3.38 (Relevement des chemins). Soitp : Y — X un revétement
etxg € X et yp €Y tels que p(yo) = xo. Alors, pour tout chemin a: I — X
qui commence a X, il existe un unique relévé B : I —'Y de o qui commence

a Yo-

Proof. L'unicité de 8 suit du Lemma Pour tout ¢t € [0, 1], soit U; un
ouvert trivialisant connexe de a(t). Alors, (a™(U;)), est un recouvrement
ouvert de [0, 1] et par compacité de [0, 1] nous pouvons trouver un nombre fini
d’intervalles [t;, t;11] tels que a([t;, t;41]) C U; ou U; est un ouvert trivialisant
connexe de p. Sur [0, ], soit Vj la composante connexe de p~*(Up) contenant
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Yo; on peut relever av sur [0, ;] par & := (p|y;,) ' o a. Supposons avoir relevé
jusqu’a ty et soit Vi la composante connexe de p~!(Uy,1) contenant é(ty).
On peut étendre & sur l'intervalle [ty, t;.1] par & := (p|y,) "' o . O

Puis nous allons prouver que les revetements on la propriété de “relevement
des homotopies.” Pour cela nous aurons besoin du suivant :

Lemme 3.39 (Le lemme de Lebesgue). Soit X un espace métrique compact
et U un recouvrement ouvert de X. Alors il existe n > 0 (dit le nombre de
Lebesgue pour U ) tel que tout S C X de diametre < n doit étre contenu dans
un U eU.

Proof. Pour tout z € X, il existe n(z) > 0 t.q. la boule B(x,2n(z)) centrée
en = de rayon 2n(z) est contenue en un U(x) € Y. Puisque X est compact,
on peut trouve x1,...,x, € X t.q.

X = B(a1,n(x1)) U+ U Bz, n(n))-
En utilisant I'inégalité triangulaire, on voit que

n = min{n(x1),...,n(x,)}
satisfait la theése. O

Proposition 3.40 (Relévement des homotopies). Soit p : Y — X un
revétement et Z wun espace connexe et localement connexe par arcs. Soit
F:Z x1— X une homotopie et gy : Z — Y un relevé de F(—,0). Alors il
existe un unique rélévé G : Z x I =Y de F tel que G(—,0) = go.

Proof. L’unicité de G suit du Lemma [3.37] Pour tout z € Z, Proposition
montre que le chemin F'(z,—) : I — X a un unique rélévé commencant
en go(z). Cela définit une application G : Z x I — Y telle que po G = F
et G(—,0) = go, mais nous devons encore en prouver la continuité. Nous
pouvons déduire du Lemma I’énoncé suivant.

Claim 3.41. Soit A un recouvrement ouvert de Z x I et zg € Z. Alors il
existe € > ( et un voisinage ouvert N de z; tel que

VJ C [0,1],diam(J) <e = JAe€ A, N x J C A.
Soit zy € Z et prouvons que G est continue sur un voisinage de 2o X I. Pour

tout (2,t) € Z x I, soit Uy, un voisinage trivialisant ouvert de F'(z,t). En
appliquant Claim [3.41| au recouvrement ouvert A := (F ’1(U(th)))

zt)eZxI’
nous trouvons un voisinage ouvert connexe par arcs NV de 2y et un enti(er)n >1
tels que F(N x[i/n, (i+1)/n]) est contenu dans un ouvert trivialisant U; pour
tout i =0,...,n — 1. Pour prouver que GG est continue sur N x I, procédons
par induction. Supposons G continue sur N x [0, i/n| et prouvons la continuité
de G sur N x[i/n, (i+1)/n]. Soit V; 'unique composante connexe par arcs de
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p~1(U;) qui contient G(N x {i/n}) (qui doit étre connexe par arcs parce-que
G est continue sur l'espace connexe par arcs N x {i/n}). On voit facilement
que G doit coincider sur N x [i/n, (i +1)/n] avec (p|y;,)" o F. Donc, G est
continue sur N X [i/n, (i + 1)/n]. O

On a l'application suivante de Proposition [3.38| et Proposition [3.40]

Corollaire 3.42. Soitp: Y — X un revétement qui envoie yo sur xo. Soient
o,y des chemins dans X qui commencent en xq et soit By, P1 leurs uniques
rélévés commencant en yo. Si les chemins ag et oy sont homotopes, alors [
et By le sont. De plus si ap(1) = oy (1) et ’homotopie ne bouge pas ce point,
on peut supposer cela aussi de sa relevé.

Par conséquent le morphisme p, : w1 (Y, yo) — m1(X, xq) est injectif.

Proof. Soit A : I x I — X une homotopie entre ag : I — X et a1 : [ — X
relative & {0,1} et B : IxI — Y leseul relevé de A t.q. B(—,0) = /5y (Propo-
sition . L’unicité prouvée en Proposition a trois conséquences.
D’abord, B(0,—) = yo puisque le chemin B(0, —) satisfait p o B(0,—) = x
et commence en yo. Puis, B(1,—) = y; ou 41 := [o(1) puisque le chemin
B(1,—) satisfait p o B(1,—) = 7 et commence en y;. Enfin, B(—,1) = ;
puisque le chemin B(—,1) satisfait p o B(—,1) = «; et commence en .
Donc, fo(1) = B(1,1) = (1) et B est une homotopie entre 5y : [ — Y et
B1: I — Y relative a {0,1}. Le dernier énoncé s’en suit. O

Nous pouvons enfin prouver que m;(S?) = Z. Pour cela considérons le
revétement p : R — S défini par p(t) = exp(2int). Soit o : [0,1] — ST un
chemin fermé dont le seul rélévé en R commencant en 0 est noté 3. Alors,
B(1) € Z =p~'(1) et d’apres Corollaire 3.6 dépend seulmement de la classe
d’homotopie de [a]. Nous le noterons deg(«).

Théoreme 3.43. L’application “degré”
deg : m(S*, 1) — Z, [a] — deg(a)
est un isomorphisme de groupes.

Remarque 3.44. Pour le lacet a(z) = 2™ on a deg(a) = n : voila pourquoi on
I’appelle degré.

Proof. D’abord prouvons qu’il est un homomorphisme. Soit « et o’ chemins
fermés 1 ~» 1, dont les relévés commencant en 0 sont respectivement [ et 3.
Alor = (8" + (1)) (ou + denote une translation dans R) est un rélévé de
axa’ et commence en 0. Nous en déduisons que deg(axa’) = f'(1)+5(1) =
deg(a) + deg(a’).

Prouvons maintenant que deg est bijective. Pour tout n > 1, soit «, :
St — S defini par a,(z) = 2™. Alors on a deg(a,) = n d’olt on voit que
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deg est surjective. Pour prouver l'injectivité, soit & un chemin fermé t.q.
deg(a) = 0. Alors, son unique relevé 5 commencgant en 0 est fermé et nous
pouvons écrire p;([B]) = [a], ot py : T (R,0) — m1(S, 1) est induit par p.
Puisque R est contractible, on en déduit que [a] = 1. O

Nous pouvons maintenant donner une réponse complete a notre probleme
initial ([I]).

Théoréme 3.45 (Critere de relevement des applications). Soit p: Y — X
un revétement avec p(yo) = xg, et f: Z — X une application continue t.q.
f(20) = @, ot Z est connexe et localement connexe par arcs. Alors il existe
un relévé g : Z —Y de f t.q. g(z0) = yo ssi fu(m1(Z, 20)) C pe(m(Y,0)).
De plus, si g existe il est unique.

Proof. L'unicité de g est donnée par le Lemme [3.37] et I'implication “=" suit
de la fonctorialité du groupe fondamental. Prouvons I'implication “<=".

Pour tout z € Z, nous choisissons un chemin « : zg ~ z. Alors, f o «
est un chemin xy ~» f(2), dont le seul rélévé qui commence en y, est noté f.
Posons ¢g(z) := B(1). Pour montrer que g(z) est bien-définie, considérons un
autre chemin o’ : z5 ~ z, et notons ' le seul relevé de f o’ commencant en
yo. Par hypothese, la classe d’homotopie de v := (foa)* (fod!) : mg ~ 2
est dans p.m (Y, yo), donc son seul relévé v qui commence en y, est fermé.
Remarquons que v * 3" est un relevé de (foa)* (foad/)*(fod') ~ (foa) et
il commence en yy. Donc, nous avons  ~ v * ' qui implique 8(1) = g'(1).
Donc nous avons une application

g:4—Y

qui satisfait po g = f et g(zy) = yo : nous devons encore prouver qu’elle est
continue.

Soit z € Z un point ou on veut prouver que g est continue. Choisissons
un chemin « : zg ~» z et soit 3 le seul rélévé de f o a qui commence en .
Soit U un voisinage trivialisant de f(z), W un voisinage connexe par arcs
de z t.q. f(W) C U et soit V la composante connexe par arcs de p~1(U)
qui contient g(z). Pour tout w € W, soit v : z ~» w un chemin contenu
W. Alors, 8% (pl;! o f o) est un rélévé de f o (a*y) qui commence en yp,
donc g(w) = (B (ply; o fo7))(1) = (p|;* o f)(w). Nous concluons que g|w
coincide avec p|{/1 o flw, ce qui implique qu’elle est continue. U

3.7. Le revétement universel. Soit X un espace connexe, localement con-
nexe par arcs et localement relativement simplement conneze c’est a dire t.q.
Vz € X il existe un voisinage U, connexe par arcs de = t.q. i, : m(Uy, ) —
m (X, x) est triviale.

Nous allons prouver qu'il existe un et un seul (& isomorphisme pres) revéte-
ment 7 : X — X tel que X est simplement connexe. Il s’appellera le
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revétement universel de X car si p: Y — X est un revétement alors, grace
au Théoreme on peut relever 7: X — X amy : X =Y de facon a que
T = poTy. En particulier il est unique & homéomorphisme prés car si X’
est un autre revetement universel, on aurait des morphismes de revétements
applications 7y : X — X' et mx : X’ — X telles que 7xs o Ty et Ty o Ty
sont des automorphismes des revétements.

Théoreme 3.46. Si X est connexe, localement connexe par arcs et locale-
ment simplement connexe alors il existe un (et un seul a isomorphisme
pres) revétement universel de (X, xzg). Plus en général, si G C m (X, xo)
est un sous-groupe, il existe un revétement p : (Xa, %) — (X, x0) tel que
p.(m(Xa, To)) = G.

Proof. Soit X¢ := {(z,7)|z € X,y : 2g ~ x}/ ~ ou (¢/,7) ~ (x,7) <
z=a"ety-(y)'€Getp: Xg— X définie par p([(z,7)]) = z. Pour tout
voisinage connexe par arcs U, de z tel que 'image de i, : w1 (U, x) — m (X, x)
est triviale, posons Uy = {y,7 - YWy € Us,vy @~y C Uy} et soit T
la topologle sur X engendrée par les U[m - Remarquons que Vg € G on a
Uiy = U[ggg7 (par définition de X¢), donc la fibre sur x est {[z, G7]} i.e.
elle a la méme cardinalité que I’ensemble des classes latérales de G dans X.

Puisque U, est connexe par arcs alors aussi chaque U, 2y I'est. De plus on
a que U[:m’] N U[x,y] =0 sivy-y" ¢ G. Eneffet si[y,v-v,] = [y,7 -] alors
par définition de X on a

/I\—1

Goalyov - (Vv =0 ()" N=h-"

parce que 7y, - (v,) " € i.(m (U, z)) = 1.

Nous prétendons que p est continue : en effet les U, forment une base de
la topologie de X et il est donc suffisant de voir que p~(U,) = Ujy 4 U, Ol
les v varient sur un représentant pour chaque classe latérale de G et chaque
Ul ) est ouvert par définition. De plus il est évident que p est un revétement
et ses ouverts trivialisants sont par construction les U,.

Prouvons que X est connexe par arcs : si [x,7] € Xg alors il est lié &
[0, triv] par le chemin 7 : [z, 20] ~ [x,7] donné par Y(t) = [v(), ¥|0,4)-

Enfin p,(m(Xa, %)) = G: si a : [0,1] — X est un lacet basé en
représentant une classe non triviale dans m; (X¢, Zo) tel que p.([a]) ¢ G alors
le point [zq,p(a)] € Xg est un relevé de zy différent de Z, par définition
de Xg. Cela est absurde car « et [p o a(t),p o aljp,] sont deux relevés de
p o« qui commencent en Ty mais on avait supposé que « était un un lacet
tandis-que le bout final de [po a(t), po afjpy] est [zg, po o # [z, triv]. Cela
montre que p,(m(Xa, #o)) C G. De I'autre coté si a est un lacet dans (X, o)
représentant une classe dans G'\ {e} alors son relevé & := [a(t), ajoy] est
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un lacet fermé dans (Xg, Zp). Il y est donc non nul homotope car autrement
p(&) = « serait aussi nulhomotope dans X.

Pour 'unicité : si (X', Z() avec p’ : X, — X est un autre revétement de
(X, o) tel que p(mi(X¢,T5)) = G alors on peut relever p' : (Xg, %) —
(Xa, 7o) (grace au Théoreme [3.45). Et de méme pour p : (Xg, &) —
(X{, &p); mais a cause du Lemme les conditions p'(Zy) = To et p(Zg) = T,
impliquent que pop' = Idg, et p'op = Idy.

U

3.8. L’action du groupe fondamental sur le revétement universel.
Sip: (X,%) — (X,z0) est le revétement universel, alors pour tout [a] €
(X, o), soit o - a le point final du chemin relevant v a partir de &y. Par
le Théoreme il existe un et un seul (par le Lemme automorphisme

de po de (X, &) tel que pa(io) = o - a. On peut vérifier que application
deck = m(X,x0) — Aut(X,Fy) associant & a l'automorphisme p, est un
isomorphisme de groupes. Cela munit (X, %) d'une action de m (X, o) dite
de “deck transformations”.

Plus en général, le méme raisonnement montre que si (X , o) est un revete-
ment quelconque, .

G = p.(m(X, %)) C m (X, x0)

et [a] € m (X, xz0) est telle que [@]Gla™!] = G (donc [a] est dans le nor-
malisateur de G, noté Norm(G)) alors grace au Théoreme il existe un
automorphisme p, de X envoyant Z, sur & - . Si on prend o/ = ga pour
quelque g € G il est clair que ’on obtient le méme automorphisme parce-que
Zo-g-a = i-a. Donc on a une application Norm(G)/G — Aut(X¢). 11
s’avere qu’elle est un isomorphisme de groupes.
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4. CALCUL DIFFERENTIEL DANS R”

4.0.1. Le théoréme d’inversion locale. Soit f : R™ — R™ une fonction lisse
et p € R (donc f(Z) = (fi(Z),..., fm(Z)). Le Jacobien de f en p est la
matrice m X n dont 'entrée (i, j)-éme est %(p).

J

Définition 4.1 (Difféomorphismes). Un difféomorphismes entre ouverts U
et V dans R" est une bijection ¢ : U — V de classe C*° dont l'inverse est
aussi de classe C'°.

Exercice 4.2. La derniere condition dans la définition est bien nécéssaire :
exhiber un homeomorphisme C* f : R — R dont I'inverse n’est pas lisse.

Théoréme 4.3 (d’inversion locale). Soit U C R™ un ouvert, f : U — R
une application lisse et p € U tel que Jacy(f) est inversible. Alors il existe
un voisinage ouvert V de p et un voisinage ouvert W de f(p) tels que f|y :
V — W est un difféomorphisme.

4.0.2. Le théoréme de la fonction implicite.

Théoréme 4.4 (Théoreme de la fonction implicite). Soit U C R™ un ouvert
et f:U — R™ une fonction lisse et p € U un point ot Jac,(f) € M(m x n)
est une matrice de rang m (donc, forcement n > m). (Dans ces conditions,
a moins de reordonner les coordonnées de R"™ on peut supposer que le mineur
m x m formé par les derniéres m colonnes de Jac,(f) soit inversible.)

Alors il existe un voisinage W C U de p € R™ de la forme W = W, _,, xW,,
ot W, est un voisinage de f(p) € R™ et W,_,, un voisinage de m, ,,(p) €
R™™ (ot mp_p = R® — R™™ est la projection sur les premeéres n — m
coordonnées) et une fonction lisse ¢ : W,,_,,, — R™ telle que

{z e W[f(x) = F(p)} = {(t, o(1)), VL € Wi}

Définition 4.5. Soit f : R® — R™ une fonction lisse. Un point critique est
un point p € R" tel que rang(Jac,(f)) < m; I'ensemble des points critiques
est noté Crit(f). Un point régulier est p € R™ \ Crit(f). Une valeure v € R™
est critique si v € f(Crit(f)) et réguliere autrement.

Remarque 4.6. Si n < m tout point de R™ est critique. Aussi, si f~1(y) =0
alors y est réguliere.

Définition 4.7 (Domaine). Nous allons dorenavant appeler “domaine” un
compact D C R"™ qui est la cloture d'un ouvert et tel que Vp € 9D il existe
un voisinage U,, de p dans R™ et fonction lisse f : U, — R telle que f~'({z <
0,z € R}) = DNU, et grad,f # 0.

Nous dirons qu’une fonction a : D — R* est lisse si sur D elle coincide
avec une fonction a : U — R¥ ot U est un ouvert contenant D.
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4.0.3. Le lemme de Sard.

Lemme 4.8 (de Sard). Soit U C R" un ouvert et f : U — R? (n>0,p>1)
lisse ; 'ensemble des valeurs critiques a mesure nulle.

Remarque 4.9. Si n < p toute valeur dans I'image de f est critique et donc
le lemme dit que I'image de f a mesure de Lebesgue nulle.

Proof. On va suivre de pres le chapitre 3 de [4] et travailler par récurrence
sur n. Remarquons que I’'énoncé est clair si n = 0. Supposons-le vrai pour n
et prouvons-le pour n + 1. Notons i € N® un multiindex et |i| € N la somme
de ses entrées et soit

Ci={z¢€ U|g£($) =0 Vi s.t.|i| <i}.
On a clairement Crit(f) 2 C; 2 Cy-+- 2 Cf 2 ---. On va prouver que :

(1) f(Crit(f) \ C1) a mesure nulle ;
(2) f(C;\ Ciy1) a mesure nulle ;
(3) f(C) a mesure nulle pour k assez grand.

Cela sera suffisant car alors f(Crit(f)) = f(Crit(f) \ C1) U, f(Ci\ Ciy1) et
la mesure de Lebesgue est o-additive.

f(Crit(f) \ C1) a mesure nulle. On peut supposer p > 2 car autrement
Crit(f) = Cy. Par le théoréme de Fubini, un ensemble A C R? a mesure nulle
s'il intersecte tous les plans {pt} x RP~! en un ensemble de mesure nulle. Pour
tout = € Crit(f) \ Cy on trouvera un ouvert V- C R™ tel que f(V N Crit(f)) a
mesure nulle. Puisque Crit(f)\ C est couvert par une quantité dénombrable
de tels ouverts cela conclura le premier cas.

Puisque = ¢ C; alors il existe une dérivée premiere de f qui n’est pas
nulle en x. A moins de permuter les composantes de f et les coordonnées
on peut supposer qu’il s’agit de g—fs(x) # 0. Alors lapplication h(x) :=
(fi(x),za,...,x,) a Jacobien inversible en x et donc est un difféomorphisme
local d’un ouvert V' autour de x avec un ouvert W C R™. On va alors prouver
que foh Y (W NR(Crit(f)\ C1)) = f(V NCrit(f)\ C1) a mesure nulle. Cela
est plus simple car f o h ™t (z1,...2,) = (z1, foo h"Hz),... fuo h™l(2)) =
(71, g(x)) ou la derniere égalité définit une fonction g : R™ — RP~1.

Le Jacobien de (x1, g(z)) est de la forme :

1 X eee ok
Jae((mg@)) = | O T
0 S

donc un point = = (x1,...x,) est critique pour (xy, g(z)) ssi (xa,...x,) est
critique pour la restriction de g a '’hyperplan m,, ou la premiere coordonnée
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est z1, qui a dimension n — 1. Par récurrence g(m,, N Crit(g) \ C1(g)), qui est
contenu dans ’hyperplan de R? ou la premiere coordonnée est x; a mesure
0. Par le théoreme de Fubini alors (z1, g)(Crit(g) \ Ci(g)) a mesure nulle.
f(C; \ Ciy1) a mesure nulle. Comme avant soit x € C; \ C;1; et soit
w(x) une dérivée partielle i€ de f dont dérivée premiere n’est pas nulle en

x. On peut supposer que g—;”l(a:) # 0. Comme avant soit alors i : R" — R”

définie par h(z) = (w(z),zq,...,2,). Alors h est un difféomorphisme local
entre un voisinage ouvert U de x et un ouvert V' de R" car son Jacobien en x
est inversible. Soit alors g = foh™! et g.(zo,...,7,) = foh ™ c, a9, ... 2,)
la restriction de g a I'hyperplan 7, . ou 21 = c. Il est claire que g, est une
fonction lisse de R"~! — RP et donc, par récurrence, I'image de ses valeurs
critique a mesure nulle. Mais les points de 7, . N C; sont critiques pour
ge, donc leur image par ¢g. est de mesure nulle. Alors on conclut encore far
Fubini que 'image de tout h(C; \ C;41) par ¢ a mesure nulle. Mais cette
image coincide avec I'image par f de C; \ Ciy1.

f(Cy) a mesure nulle pour k assez grand. Soit § < \/n ', I C R" le
cube [—4,0]" et k > % — 1. Si € Cy on va prouver que f(z +1NCy) a
mesure nulle. Par le théoreme de Taylor on a que

f(x+h) = f(z) + R(z, h), 1Rz, h)[| < cl[][*

pour une constante c. Divisons le cube I en r™ cubes d’aréte g et soit x+1, le

cube contenant x. Alors tout point de x + I, differe de x d’un vecteur ayant
norme au plus n% et donc son image differe de f(z) d’au plus c\/ﬁkﬂfiﬂ

et donc f(z + I,,) est contenu dans le cube de R? centré en f(x) et d’aréte

20(@@?“. Alors f(Cy, Nx 4+ I) est contenu dans I'union d’au plus 7" cubes

p
dont le volume est 20% . Leur volume total est donc au plus :

o (v/nd)Pty
(QC)pT’ W < (QC)p

p
rpk+p—n < (26) rl+p

qui tend vers 0 lorsque r — oo. U

4.1. Formes différentielles sur R". Soit U un ouvert de R". Rappelons
que I"“algebre Grassmanienne” est l'algebre extérieure d’un espace vectoriel

A (R™) = R[dxy, ..., dzv,]/{dx; N dz; = —dxj N\ dx;, Vi, j}

: le produit est associatif mais pas commutatif. L'unité est 1. Elle est graduée
en stipulant que chaque dz; ait degré 1. On note A¥(R") le sous-espace des
vecteurs de degré k, donc on a A*(R") = @_, AF(R").

Définition 4.10. Une k-forme différentielle sur U est un élément de

C=(U;R) ®g A*(R™).
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C’est a dire une expression de la forme :

w= Z @iy (@)dxy, Ndgy - N dxy,
1<i1 <9< <ip<n

ou a;, ;. () € C®(U;R). On notera QF(U) 'ensemble des k-formes diffé-
rentielles et Q* = @;_, *(U). (En particulier remarquons que Q°(U) =
C>(U;R).) Le support de w € Q* est 'ensemble des « € U tels que w(x) # 0.

Remarquons le produit de A*(R") s’étend par C'*°(U;R)-linéarité a un
produit associatif non commutatif sur Q*(U) qui est donc une algebre graduée
(de dimension infinie !). Et il est facile de vérifier que

wAn=(=1)"nAw Yw e Q5U),Vn € Q(U).

On définit un opérateur d : Q*(U) — Q*(U) R-linéaire de degré 1 qui a les
propriétés suivantes :

(1) d(f) = df = 3L, ghdui,¥f € Q°(U)

(2) d(dw) =0, Yw € Q*(U).

(3) d(wAn) =dwAn+ (=1)kw A dn Yw € QF(U),Vn € Q(U).
Explicitement si w = a(z)dzi A- - - Adxy, alors dw = ), %dmi/\dxlw < Adxy,
et on I'étend par lindarité aux k formes générales. La vérification que d? = 0
est une conséquence directe du Lemme de Schwartz.

Exercice 4.11. Prouver que d o d(w) =0 VYw € Q*(U).

Définition 4.12 (Pull-back). Soit V' C R™ et U C R™ des ouverts et f :
V — U une application lisse. Soit aussi w € Q¥(V') donnée par :

w(z) = Z aiy i (X)dxy, N Ndz,, xeV

1<i1<ig < <1, <n

pour des fonctions a;, . (x) € C*(V;R). Alors on définit le “pull-back”
o QFU) — QF(V) par :

fH(w) = Z i, (f (@) dfiy Ndfiy -+ N dfyy.

1< <o << <n
On Détend ensuite a f*: Q*(U) — Q*(V') degré par degré.

Lemme 4.13. On a :
(1) f*(wAn) = fw) A f(n) YweQXU),¥neQ*(U)
(2) f*(dw) = d(f*(w)) Yw € QX(U)
(3) et si g: W — V est une autre application lisse alors (f o g)*(w) =
g (f"(w))-
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Proof. Le premier énoncé est une vérification directe. Pour le deuxieme, il
est suffisant de le vérifier pour w = a(x)dzy A --- A dzxy, (les autres cas sont
similaires). On a :

Frldw) = O g—adxi Adxy -+ Aday) = Oa

— Jx; — Jx;
1 1

(f(@))dfi Ndfy - A dfy

@) = da(r@) A+ A = 3 P i o n s =
Oa

ox;
j J

Z %(f(x))a—fdxz ANdfy A= ANdfy, =

0 (f(@)df; Adfy A=+ A dfy.

,J
Enfin pour le troisieme, encore une fois, grace aux points précédents il est

suffisant de le vérifier seulement pour les 0 formes (ou c’est trivial) et les
1-formes. La on a par exemple pour w = a(x)dx;:

(fog)"(w) = a(f(g(x)))d(fi o g(x)) = a(f(g(x)))dfi(g(x))dg(x) =

= g"(a(f(x))dfi(x)) = g"(f" ().
O

Remarque 4.14. En particulier si U’ C U est un autre ouvert et i : U’ — U
est l'inclusion, on défini w|y: := i*(w) Yw € Q*(U).

Lemme 4.15. Soit V.U C R" des ouverts et w = dxy A\ --- Ndzx, € Q"(U).
Soit f:V — U une application lisse; alors

[ (w) = det(Jac(f))(x)dzy A -+ A dxy,.

Proof. Par définition on a f*(w) = df; A--- Adf, ou f; sont les composantes
de f. Donc on a :

8f1 an afn
* _ de: N 222 de A .. dp: —
ff(w) g . Tiy N e Tiy A A o, xi,

. io
11,82, +in n

= Z afl...afn (il’...7in>d‘r1/\.../\dajn

€
8302-1 8xzn

11,82, in

ou €(iy, -+ ,i,) = 0si 3j # k,i; = i) et cest le signe de la permutation
(i1, ,i,) autrement. O
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4.2. Integration de n-formes et une premieére version du théoreme
de Stokes.

Définition 4.16 (Intégrale d’'une n-forme). On définit I'intégrale d’une n-
forme w(z) = f(x)dx; - - - dz, sur un domaine compact D C R™ comme

/Dw:/Df(x)dxl---dxn.

Le suivant lemme a été vu en License :

Lemme 4.17 (Formule de changement de variable dans les intégrales mul-
tiples). Soit f : V. — U une application C' entre deuzr ouverts de R™ et
g : U — R une fonction intégrable au sens de Lebesque sur U. Alors g o f
est intégrable sur Vet

/ g(x)dzy -+ - dx,, = / (go f)(x)|det Jacf|dzy - - - dz,.
U v

Corollaire 4.18. Soit U,V C R™ deux ouverts et f : V — U de classe C* et
telle que signdet,(Jac(f)) =€ Vp € V (c’est a dire le signe est constamment
+ ou constamment — ). Alors, pour toute w € Q*(U) on a:

[rer=c ]

Définition 4.19 (Cubes et leurs faces). Soit @ C R™ un cube aux arétes
paralleles aux axes coordonnés et soit C,, en particulier celui dont les sommets
sont (£1,---,41). Puisqu’il existe une seule composition d’une homothétie
de rapport positif et d’une translation qui transforme C,, en @), nous allons
paramétrer () par cette transformation affine et donc noter ses sommets par
(£1,---,%1). La face F'\n € {£},1 < k < n de Q est le n — l-cube
dont les sommets sont (+1,---,£1,n,+1,--- ,£1) ou 7 est en position k,
soit alors ¢ : Cy,_; — F! la paramétrisation affine de cette face qui envoie
(£1,...,£1) en le sommet (£1,...,+1,n,£1,...,4+1) (ot n est en position
k). Nous avons donc que :

0Q = U
ne{*£1},1<k<n

Nous définissons le signe de F}' comme (—1)*~1n.

Soit U C R™ un ouvert et w € Q"(U). Soit @ C U un cube d’arétes
paralleles aux axes coordonnés. Posons :

[Lo=S3 [ s

nex k=1

Alors on a :
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Lemme 4.20 (Formule de Stokes dans un cube).

v € (V) /dw—/aQ

Proof. Par linéarité de I'intégrale, il suffit de le prouver pour une forme w =
a(x)dzy A -+ Ndxg_1 ANdxgii A - dx,. Dans ce cas on a :

o=, toTer e [ 0o =

- / (— 1R 1 () —(67))(w) = /C (1) (6} () —al@y (2))das - diyr.

De l'autre coté
/ / k Yoy Adxy A - “ANdxg Ndrgiq N - - day,
ﬁxk

ce qui par Fubini Tonelli (en integrant le long de xj) est égal a la formule
précédente. O

Lemme 4.21. Soit w € Q""Y(U) a support compact (c’est a dire que w =
0 hors d’un compact contenu dans U). Alors pour tout domaine D C U
contenant le support de w on a fD dw = 0.

Proof. Par compacité on peut couvrir D par des petits cubes en obtenant
un domaine a faces cubiques D’ qui contient D. En particulier on aura
oD' N supp(w) = 0. On a que fD, dw est égal a la somme des intégrales de
dw sur chaque cube composant D’. Mais par le Lemme pour chaque
cube f c., dw = f ac, W et ce dernier est défini par une somme sur les faces du
cube. En sommant cette égalité sur tous les cubes qui composent D', nous
observons que lorsque une face d’un cube est contenue dans int(D’), alors
elle est aussi face d'un autre cube “de l'autre coté” et alors son intégral est
compté deux fois avec signes différents, donc il ne contribue pas a la somme
totale. De l'autre coté si une face est dans 9D’ alors elle est dans U \ supp(w)
donc l'intégrale de w sur la face est nul. On a donc fD dw = fD, dv=0. O

Lemme 4.22. Soit R, = {(x1,...,2,) € Rz, < 0} et soit D C R, un
domaine contenu dans un ouvert U C R™. Soit i : R"! < R" linclusion
standard (i(z1,...,0p1) = (v1,...,2,-1,0)) et D,y C R*! =i Y(Dn
R x {0}). Soit enfin w € Q" 1(U) telle que supp(w) N R, C D. Alors on

Proof. La preuve est tres similaire a celle du Lemme . on couvre D
par des petits cubes dans R et on appelle D’ le domaine a faces cubiques
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ainsi obtenu. On note que [, dw = [, dw (car supp(w) "R, C D) et ce
dernier est la somme des intégrales de dw sur chaque cube composant D’;
par le Lemme on a alors que [ o dw est la somme des intégrales de w
sur chaque face de chaque cube composant D’. Mais que seules les faces au
bord de D’ contribuent a cette somme car les autres comptent deux fois avec
signes opposés. Mais alors puisque supp(w) "R C D C D’ alors seules les
faces dans ¢(R""!) = R"! x {0} contribuent et I'intégrale sur ces faces est
exactement || b, (W) O
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5. VARIETES DIFFERENTIABLES ET VARIETES A BORD
5.1. Variétés différentiables.

Définition 5.1. Un espace topologique M est dit une “variété topologique
de dimension m € N”, g’il est Haussdorf, a base dénombrable et il est “lo-
calement homéomorphe a R™” c’est a dire Vx € M il existe un voisinage U
de = (dit une “carte” autour de x) et un homéomorphisme ¢ : U — V ou V
est un ouvert de R".

Exercice 5.2. Prouver qu'une boule ouverte B(xg,r) C R™ est homéomorphe
a R™.

Remarque 5.3. Grace a ’exercice précédent on peut remplacer V' par R™ dans
la Définition [5.1]

Remarque 5.4. Les deux premieres hypotheses sont indépendantes de la troisieme
: comme contre-exemple on peut prendre I’ensemble

M = (R\{0}) u{0'} u{0"}
muni de la topologie engendrée par les ouverts de R\ {0} et par les ensembles
de la forme
| — a,0[L{0"}U]0, b] et | — a, 0[L{0"}I]0, b]

ou a,b > 0. Alors tout ouvert de M est homéomorphe a un ouvert de
R par l'application ¢ : M — R définie par ¢(x) = z, Vo € R\ {0} et
#(0") = ¢(0”") = 0. Si on prend une union disjointe d’une quantité non
dénombrable de copies de M on obtient alors un espace topologique qui ne
satisfait ni la premiere ni la deuxieme condition mais qui est localement
homéomorphe a R™.

Remarque 5.5. 1l existe un théoreme non trivial dit “de I'invariance du do-
maine” qui prouve qu'un ouvert de R™ n’est jamais homéomorphe a un ou-
vert de R™,m # n : cela montre que la notion de dimension d’une variété
topologique est bien définie. Si le temps nous le permettra nous le prouverons
apres avoir parlé d’homologie singuliere.

Exercice 5.6. Prouver qu’'un ouvert de R n’est jamais homéomorphe a un
ouvert de R", n > 1.

Exemple 5.7. Tout ouvert dans R" est une variété de dimension n.

Exemple 5.8. Soit S" = {# € R""!||Z]| = 1} ot || - || dénote la norme
euclidienne. Alors S™ est dit la sphere de dimension n. Pour prouver qu’il
s’agit bien d’une variété de dimension n observons qu’il s’agit d’un espace
Haussdorf et a base dénombrable (car ¢’est un sous-espace fermé de R™). De
plus, VZ € S™ notons U, = {¢ € S"|(¢,Z) > 0} et notons m, : U, — x*
la projection orthogonale sur I'’hyperplan 1 (qui est homéomorphe a R™).
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Alors 7, est clairement continue (car restriction d’une application continue
de R™™ — 1) et est un homéomorphisme entre U, et l'ouvert dans xt
formé par les vecteurs ayant norme < 1. En fixant une base de z* on trouve
un homéomorphisme entre U, et la boule ouverte de rayon 1 dans R".

Nous ne prouverons pas la suivante:

Proposition 5.9 (cf [4], Appendix). Une variété de dimension 1 conneze
est homéomorphe ¢ R ou a S*.

Remarque 5.10. L’inconvenient de I’exemple précédent est qu’on a trouvé un
ensemble infini de carte lorsqu’un effet deux cartes suffisent pour décrire S™.

Soient N = (0,0,---,1) et S = (0,0,---,—1) et soient Uy = S™\ S et
Us = S™\ N. Soit my : Uy — R" I'application définie par
1
TN (T1, . Tpyr) = Y (1, ... 2y)
et ms(z1,. .. Tpy1) = m(m, ...x,). Alors my (resp. mg) est un homéo-

morphisme entre Uy (resp. Usg) et R™. De plus UyUUg = S™ et mn(UnNUs)
et mg(Uy N Usg) sont des ouverts de R™ (a l'occurrence ils coincident avec

R™\ 0)
La remarque précédente motive la définition suivante :

Définition 5.11 (Atlas). Soit M un espace topologique Haussdorf et a base
dénombrable. Un atlas sur M est un ensemble A = {(U;, ¢;),i € I} ou
{Ui,i € I} C M est un recouvrement ouvert de M et chaque ¢; : U; — V; C
R™ est un homéomorphisme avec un ouvert V;.

Remarque 5.12. (1) Dans la définition précédente remarquons que si (U, ¢)
et (U, ¢") sont deux cartes alors ¢(U NU’) (resp. ¢'(U NU')) est un
ouvert dans V' (dans V’). De plus ¢/ o ¢~ : ¢(UNU') — ¢ (UNT")
est un homéomorphisme.

(2) Si A et A’ sont deux atlas sur M alors AU A" l'est aussi. Un atlas
est maximal s’il n’est pas contenu strictement dans un autre atlas :
grace a la remarque qu’on vient de faire, un tel atlas existe toujours.

Rappelons que pour tout ouvert V' de R™ on dénote C*(V) les fonctions
analytiques réelles.

Définition 5.13 (Atlas C*). (1) Un atlas sur M est de classe C* k €
N U {oo} U{w} si pour tout (U, ¢), (U, ¢') € A on a

$ oo oUNU) = ¢(UNU)

est de classe C*. Un atlas ext maximal s’il n’est pas contenu stricte-
ment dans un autre atlas.



38 F. COSTANTINO

(2) on dit que des atlas A;,7 € I sont compatiblessiV(U, ¢) € A;, (U', ¢') €
Aj alors ¢o (¢) ey wrrn : ¢'(UNU') = d(UNU') est de classe C*.
Remarquons qu’alors U;c;A; est un atlas C*.

(3) Une variété M de classe C* est une variété topologique munie d’un
atlas maximal de classe C*.

Remarque 5.14. A est un atlas sur M et A;,i € I sont tous les atlas compat-
ibles avec A alors A U;c; A; est un atlas maximal. Donc les atlas maximaux
existent toujours.

Exemple 5.15. Toute ouvert V' C R" a une structure de variété analytique
: il suffit de prendre l'atlas A = {(V, Id)} : il est clairement analytique (car
il n’y a qu'une carte!) et peut donc étre étendu a un atlas maximal qui le
contient.

Exemple 5.16. L’atlas A = {(Uy,7n), (Us, ms)} sur S™ est de classe C*°.
En effet I'application 7y org! : R\ 0 — R™\ 0 est lisse car elle est (exercice

N ,

= z.

172
Alors il existe un atlas maximal qui contient A : cela munit S™ de la structure
de variété lisse (C*).
Lemme 5.17. Soit f : R*™ — R une fonction lisse et v € R une valeure
réguliére alors f~1(v) est une variété de dimension n.

—

Ty o g (%)

Proof. Commengons par remarquer que f~!(v) est un fermé et donc il a
base dénombrable et est Haussdorf. Nous allons maintenant construire un
atlas lisse A pour f~1(v) en construisant une carte autour de chaque point.
Soit p € f~1(v) alors p ¢ Crit(f) et donc il existe une coordonnée z; telle
que g—i(p) # 0. A moins de re-ordonner les coordonnées de R"*! on peut
supposer que ¢ = n+ 1. Par le Théoreme de la fonction implicite il existe un
voisinage W de p € R*™! de la forme W,, x W; ot W,, est un voisinage de
mn(p) € R™ et W, un voisinage de f(p) € R et une fonction lisse ¢ : W,, — R
telle que
{z e W|f(z) = f(p)} = {(t,0(1)),Vt € Wy}

Alors soit (U, ¢) := (W N f~1(v),m,). Si (U',¢') est une autre carte ainsi
construite, alors sur ¢(UNU’) on a que ¢'od™ ! : ¢(UNU") — ¢'(UNU’) est la
composition de (t,1(t)) et de 7/, ot 7/, est la projection sur les n-coordonnées
correspondantes a la carte (U’,¢’) et donc le changement de carte est une

fonction lisse. U

Exemple 5.18. Soit f(Z) := [|Z]|?; alors d,f = 2(p,) et S™ = f~1(1) est
une variété lisse car le seul point critique de f est 0 et donc la seule valeur
critique est f(0) = 0.



NOTES DU COURS DE TOPOLOGIE EN M1 ESR UPS 2019 39

5.2. Fonctions lisses entre variétés. Soient M et N deux variétés lisses
de dimensions respectives m et n.

Définition 5.19. Une fonction f : N — M est lisse si Vp € N il existe
une carte (U, ¢) de I'atlas de N autour p et une carte de atlas de M (V)
autour de f(p) telle que

o fog t:p(U) = o(V)
est une fonction lisse.

Remarque 5.20. Le choix des cartes dans la définition n’impacte pas sur le
fait que f soit lisse en p : en effet si I'on change (U, ¢) par (U’,¢') et (V, 1))
par (V/,4) alors on a que

Yo fog = (o )o(ofogp)o(pog )

et puisque (¢’ o1p™1) et (¢ o ¢'!) sont lisses, la fonction de gauche est lisse
ssi celle de droite l'est.

Remarque 5.21. De la méme maniere on peut définir la notion de fonction
analytique réelle si M et N le sont.

Remarque 5.22. En particulier si M = R on peut prendre (V,v) = (R, Id).
Dans ce cas, puisque R est une algebre commutative (un espace vectoriel muni
d’un produit associatif, commutatif et avec unité) alors aussi C*°(M; R) lest.

Définition 5.23 (Difféomorphismes). Une fonction C* f: N — M est un
difféomorphisme si elle est un homéomorphisme et son inverse est C'*°.

5.3. L’espace tangent a une variété. Dans cette sous-section nous allons
définit I'espace tangent a une variété et re-formuler de plusieurs facons cette
définition. Puis nous donnerons la définition de différentiel d'une fonction
lisse entre variétés.

Définition 5.24 (Premiere définition : “pratique”). Soit M une variété lisse
de dimension n, {(U;, ¢;),i € I} un atlas. Alors pour tout p € M, soit J C I
I'ensemble des chartes qui contiennent p; on définit 7,M = [] jes R” / ~ ou
v € R? (ot nous notons R} la copie de R™ indexée par j) est équivalent a
w e Ry siw = Jacy,p)(dpo@;') - v.

Lemme 5.25. T,M est un espace vectoriel isomorphe a R™.

Proof. Nous prétendons que T}, M est en bijection avec R’ (cela pour n’importe
quel j € J) ce qui montre la thése. Pour chaque j, k& comme dans la
definition on a une identification par un isomorphisme linéaire R} — R}
donnée par Jacg, () (o 0 ¢;1) (qui est une matrice inversible par définition de
difféomorphisme en R"™). Du coup T, M est un quotient de RY}. Maintenant
nous pretendons que si v ~ v" avec v,v" € R alors v = v'. En effet §'ils sont
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équivalents alors par définition de la relation d’équivalence il devrait exister
une suite de chartes i = ji,J2,...,Jn-1,Jn = @ et de vecteurs wy, € R} tels
que Wiy, = Jac¢jk(p)(¢k+1 o (/bj_kl) cwp,k=1...netw; =v et w, =1". Mais
alors la composition de tous les changements de chartes :

V= (dnodyt) o (drprod; ) o0 (drogr!) =duodr = Id

sur un petit ouvert autour de ¢;(p) parce que par hypothese j; = i = j,.
Mais alors on a :

V' =w, = Jacg, | (¢no Gply) W =

= Jacy, (p)(On o dpl1) - Jacs, o) (Gn-10 Gplo)Wpo =+ =
= Jacd)nfl(p) ((bn o Qb’r:il) ’ Jac¢n72(p) (an*l © (b;iQ) st Jac¢1(p)((b2 o ¢;1>w1 =
= Jacy, (YY) - v=1Id-v="0

ou dans la derniere ligne nous avons utilisé la régle de la chaine (différentielle
de la fonction composée). U

La définition ci-dessous est un peu plus “savante”, mais elle est équivalente
a la précédente.

Définition 5.26 (L’espace tangent a une variété en un point : définition sans
chartes). Soit M une variété lisse de dimension m et p € M. Une dérivation
en p est une application D : C*°(M;R) — R linéaire, satisfaisant :

(1) laregle de Leibniz : D(fg) = D(f)g(p)+f(p)D(g) Vf,g € C=(M;R)
(2) si f =0 en un voisinage de p alors D(f) = 0.

L’ensemble des dérivations en p est noté T,,M et appelé I'espace tangent a
M en p.

Lemme 5.27. L’espace tangent a M en p est un R-espace vectoriel de di-
mension m.

Proof. 1l est clair que puisque toute combination linéaire de deux dérivations
est une dérivation, alors 7T, M est un espace vectoriel. Fixons une carte locale
(U, ) centrée en p ie. ¢ : U — R™ un difféomorphisme tel que ¢(p) = 0 €
R™; soit aussi B C R™ la boule unité. Soit C5°(U) = {f € C°(M)|supp(f) C
U} et Cpun(M) = {f € C®(M) t.q. fls-1(sy = 0}. Remarquons que grace
A la condition 2) de la Définition [5.26) on a D(f™!) = 0 VD € T,M et
vl e 0% (M). De plus si ¢ € C*(M) est une fonction constante alors
D(c) =0VD € T,M car D(c) =cD(1) =cD(1-1) =2c¢D(1) = 0.

Soient z; € C*(R"),i = 1,...n les fonctions coordonnées et définissons
des fonctions 7; € Cg°(R™),i = 1,...n a support compact telles que T;|p =
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x;, Vi. Soient alors Z; € C3°(U) définies par Z; := T;0¢. Nous allons montrer
que Vf € C*°(M) il existe g; € C5°(U) telles que

<f(33) — f(p) — ' fzﬁz(@) € Cou(M).

7

En effet soit f := fo ¢t € C>°(R"). Alors on peut écrire

st [ (76@) = [ Sagomu= S [ 5o

Alors en choisissant des fonctions g;(z) € C2°(R") qui sur B coincident avec
1 9f
0 Ox;

=L (tZ) on a que

f(z) (Z 17191) 7
—null

ot f € C®°(R") est nulle sur B et f = f(p) +7m sur une boule de rayon
suffisamment grand. Mais alors en posant g; = g; 0 ¢ on a:

p) + Z Tigi(a) + fm

ou fmil e ¢ (M) et donnée par f(z) — f(p) — >, Tigi(z).
Par conséquent VD € T,M on a

(2)  D(f)= +ZD p) + Zi(p ZD

Cela montre que la valeur d’une dérivation D sur f est déterminé par ses
valeurs sur les m fonctions Z; et donc que l'espace T,M a dimension au
plus m. Dans ce qui suit nous allons exhiber m dérivations indépendantes.

Définissons m dérivations en p, notées z2- comme suit

o)=L )

Il est facile de vérifier qu’il s’agit bien de dérivations en p :
Dy = Ao O e Mg
= A2 )90 6@ + 2e )7 0 671)(0) =

= () 0) + 5 (9)  S)
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Et si f est zéro autour de p alors f o ¢! est 0 autour de 0 donc -2-(f) :=

ox;
O(fo -1 =,
Ao () = 0.

Maintenant on vérifie directement que %(@) := 0, j; en effet :
0 _0&jo¢™") = 0¢(x)r; ~ O o

oll on a utilisé que par définition Z; = z; o ¢ sur ¢ '(B) (et donc dans un
voisinage de p).
Il

Une troisieme définition de 7, M peut étre obtenue a ’aide des dérivations
le long de courbes. Soit ¢: (—1,1) — M une courbe lisse telle que ¢(0) = p.
Alors toute fonction lisse f € C*°(M;R) se tire en arriere & une fonction sur
|—1,1[: f— foce C®(]—1,1[;R). On peut alors considérer la dérivation

D. donnée par D.(f) := d];jc]tzo.

Lemme 5.28. L’ensemble des dérivations ainsi obtenues coincide avec T,,M .

Proof. Puisque dans la définition de D, nous n’avons utilisé que les valeurs
de ¢(t) pour t autour de 0 alors on peut supposer que im(c) soit contenu dans

une carte (U, ¢) centrée en p. Du coup en composant avec la carte on a que
poc:(—1,1) - ¢(U) CR™ On a

df o df op oo
D) = L2,y = OO0 Jae(f o675 Jacld o 0)0)

Mais il existe des constantes 1, ...z, telles que Jac(¢ o ¢)(0) = Y1, ;€
et donc on a

Dc(f) = wiJac(f o ¢ )sé:.
=1

Mais les applications linéaires f — Jac(f o ¢~1)5¢; sont facilement vérifiées
étre des dérivations en p de C*°(M) donc des éléments de T,M et étre
linéairement indépendantes (car il suffit de les tester sur des fonctions C'*
qui localement coincident avec les fonctions z; o ¢). Elles sont alors une base
de T,(M). O

Lemme 5.29. Les trois définitions de T,M sont équivalentes.

Proof. On a déja discuté dans la preuve du Lemme que la troisieme
définition est équivalente a la deuxieme. De l'autre coté ’ensemble des
vecteurs de R™ dans une charte choisie coincide avec les vitesses possibles
en p des courbes en p dans la charte. Donc la troisieme définition est aussi
équivalente a la premiere. O
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Remarque 5.30 (Explication de la terminologie “espace tangent”). Suite a la
troisiéme définition on remarque ce qui suit. Soit M C R™'! une variété
donnée par f = 0 ot f : R™"' — R est une fonction lisse pour laquelle
0 est une valeur réguliere. Alors Vp € M on a que T,M est isomorphe au
n-plan affine en R™*! tangent & f = 0 en p par 'application qui envoie une
dérivation D € T,M en le vecteur tangent a la courbe qui induit D par
l'isomorphisme du Lemme [5.3]

Définition 5.31 (Différentiel d’une fonction lisse). Soit f : N — M une
fonction lisse et p € N. Alors il existe une application linéaire dite “le
différentiel de f en p, et notée d,f : T,N — Ty M définie par

dp(f)(D)(g) = D(g o f) Vg € C=(M;R).
(11 est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une application linéaire).

Exercice 5.32. Soit N, M et f comme ci dessus. Montrer que si D € T,N
alors d, f (D) est une dérivation en f(p) pour C*°(M) au sens de la Définition
0.26l

Les définitions ci-dessus ont 'avantage de ne pas dépendre du choix de
cartes autour de p et de f(p). Cependant il est utile de comprendre la nature
de d,f en utilisant des cartes.

Soit f: N — M une fonction lisse, p € N (U, ¢) une carte pour N autour
de p, et (V,4) une carte pour M autour de f(p). Soient 0; € T,N,i=1,...n
(resp. 0; € Ty M) les dérivations définies par

o= 2800 ), vk e =i,
resp. 9} = PE2 V) (g v e >0 R)).

Exercice 5.33. Vérifier que 9, est bien une dérivation en p (resp. 9" est
une dérivation en f(p)) et que 9,7 =1,...n (resp. 9)/,j =1,...m) forme

une base de T,N (resp. de Ty M).

Lemme 5.34. La matrice de M (mxn;R) qui exprime d,,f en les bases {0 }
et {0} est Jacypy(po fod™h), clest a dire :

dpf(0)) =D Jaco (Yo f o6 ) d;".

Proof. Par définition d,f : T,N — T )M est défini en precomposant toute
fonction h € C*°(M) par f et puis en agissant par une dérivation de T, N.
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Donc on a :

B O = (o )= 2L () =
) oot oo lef D) =
) - A o) ML 2 o)) -
(6) ] Z Jacsp) (o fod 1) n0Mh

ou dans les premieres deux égalités nous avons utilisé les définitions, dans la
troisitme nous avons composé par ¢! ot = Id|y dans la quatrieme nous
avons utilisé la dérivé de la fonction composée (en notant (i o f o ¢71);
la j*™¢ composante de la fonction) et dans la derniére la définition de la
matrice Jacobienne et celle de (9JM . Puisque I'égalité vaut pour toute fonction

h € C*(N) nous avons montré la these. d

Définition 5.35 (Points et valeurs critiques pour fonctions entre variétés).
Soit f : N — M une fonction lisse. Un point critique est un point p € M tel
que rang(d, f) < m; I'ensemble des points critiques est noté Crit(f). Un point
régulier est p € N \ Crit(f). Une valeur v € M est critique si v € f(Crit(f))
et réguliere autrement.

Lemme 5.36. Soit f : N — M wune fonction lisse et v € M une valeur
réguliere. Alors f~1(v) C N est une variété de dimension n — m.

Proof. Puisque f est continue f~!(v) est un fermé dans N et donc est & base
dénombrable et Haussdorf. Pour construire un atlas il suffit de procéder
exactement comme dans le Lemme [5.17 en effet il s’agit d’une construction

locale. O

Lemme 5.37 (de Sard, pour les variétés). Soit f : N — M lisse ; l’ensemble
des valeurs critiques a mesure nulle.

Proof. Couvrons N par une quantité dénombrable de cartes (U;, ¢;) telles
que f(U;) C V; ou (Vi,1;) est un atlas de M. En appliquant le lemme de
Sard a la restriction de f a U; on a que f(crit(f)) est une union dénombrable
d’ensembles de mesure nulle, donc a mesure nulle. Il

5.4. Variétés a bord. Notons R} = {(z1,...,2,)|z1 < 0} C R*. Une
fonction lisse de R” a R} est une fonction qui admet une extension lisse a
un voisinage ouvert de R} a valeurs dans un voisinage ouvert de R’

Définition 5.38 (Variété a bord). Une variété a bord N est un espace
topologique Haussdorf et a base dénombrable admettant un atlas maximal
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C®° de cartes localement homéomorphes a R™ ou a R’} Les points localement
modelés par ceux de R"+ sont dits les points de bord de M et notés ON.

Exercice 5.39. Montrer que ON est une variété lisse de dimension n — 1
sans bord.

L’espace tangent en un point p est défini tout comme avant : il a toujours
dimension n, mais si p € ON alors il y a un sous-espace de dimension n — 1
bien défini de T, N formé par T,(ON).

Exemple 5.40. La boule fermée B, := B(0,1) dans R™ est une variété a
bord de dimension n. On a 9B, = S™!.

Exercice 5.41. Prouver que les 1-variétés connexes, compactes et a bord
sont difféomorphes a [0, 1].

Si N, M sont variétés a bord, une fonction f : N — M est lisse si elle
est localement lisse. Remarquons qu’on ne demande pas en général que
f(ON) C OM. La notion de différentiel en un point est définie comme avant,
tout comme la notion de valeur critique et point critique. Le lemme suivant
se prouve comme sa version pour les variétés fermées (Lemme ;

Lemme 5.42 (La préimage d’une valeur régulére est une variété a bord).
Soit f : N — M une fonction lisse entre variétés a bord. Alors la preimage
d’une valeur réguliere est une variété a bord de dimension dim(N)— dim(M)
dont le bord est contenu dans le bord de N.

5.5. Le théoréme du point fixe de Brouwer. Dans cette section on va
prouver le suivant théoreme de Brouwer :

Théoreme 5.43. Toute fonction continue f : B, — B, admet un point fixe.

Lemme 5.44. Si f : B, — S™"! est une fonction lisse la préimage d’une
valeur réguliere contient au moins deux points de S™ 1.

Proof. La preimage d’une valeur réguliere est une variété lisse a bord, com-
pacte car fermée et contenue dans un compact (B,,). Donc elle est une union
finie de segments [0, 1] plongés dans B, avec leur bord dans S"~!. Puisque
leur bord contient au moins 2 points on a la these. O

Lemme 5.45. Si f : B, — B,, est lisse, alors elle a un point fize.

Proof. Si non, le vecteur m serait non nul pour tout x € B,, et donc on
aurait une application lisse g : B, — S™! définie par g(z) le point plus
proche & z dans S"! et dans la droite affine passant par z et f(z). Cette
application est lisse et fixe S™71, ce qui est impossible car la preimage par ¢
d’un point de S"! a un seul point (contradiction avec Lemma . O
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Preuve du théoreme de Brouwer. On peut approcher toute fonction continue
f: B, — B, par un polynome P ayant norme < 1 avec la précision qu’on
veut. Si f n’admet pas de point fixe alors || f(x) —z|| > ¢ pour une constante
positive c et alors si P approche f a distance § on a que P n’a pas de points
fixes, ce qui contredit le Lemme [5.45] O
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6. VARIETES ORIENTEES ET DEGRE DES APPLICATIONS

Définition 6.1 (Variété orientée). On dit qu'une variété lisse (& bord ou
pas) N est orientable si elle admet un atlas lisse tel que les jacobiens des
changements de cartes en tout point on determinant positif : i.e.

3{([]1, ¢z)>2 S [} t.q. det(Jacp(@ o ¢;1)) >0 Vpe ¢3(Uz N U]>

Une variété orientée est la donnée d'une variété lisse et d’'un atlas maximal
orienté. De fagon équivalente une orientation est le choix d’un signe pour
toute base de T}, M en tout point p € M qui soit continu en p et en la base :
on peut alors distinguer les bases “positives” des bases “négatives”.

Aussi un difféomorphisme entre variétés orientées f : N — M sera dit
“positif” (ou on dira qu'’il préserve 'orientation) si en tout point p € N il
a différentielle a determinant positif par rapport a une base de positive de
T,N et une positive de T'y,) M.

Si M est une variété orientée et {(U;, ¢;),7 € I} est un atlas orienté, alors
on peut définir M comme la variété M muni de atlas {(U;,ref o ¢;),i € I}
ouref : R" — R" est définie par ref(xy, za, ..., x,) = (1,22, ... Ty_1, —T4).
On appelle alors M la variété avec 1'orientation opposée.

Remarque 6.2. Le groupe GL(n) a deux composantes connexes correspon-
dantes aux deux signes du determinant.

Remarque 6.3. Si M est orientée a bord, alors 0N est une variété lisse fermée.
On peut fixer une orientation sur 0N par la convention du “vecteur sortant”.
Pour tout p € N soit U; € T, M un vecteur non nul qui pointe vers ’extérieur
de N (i.e. en la carte locale en p v) = 8%1). Alors on stipule qu’une base
03,...0, de ON est “positive” si la base U7, v3, ..., est positive pour T,,N.

Exemple 6.4. Toutes les variétés rencontrées jusqu’a présent sont orienta-
bles. Le premier exemple de variété non orientable est le ruban de Moebius:
il s’agit de la variété lisse de dimension 2 obtenue en recollant deux cotés
opposés d’un rectangle par l'application affine telle que le résultat ne soit
pas un anneau (il n’y a que deux choix de bijections affines entre les deux
bases !).

Remarque 6.5. La preimage d’une valeur réguliere v est aussi une variété
orientée : en effet elle est une variété par le Lemme [5.36, et 'orientation est
induite en stipulant qu'une base de 0y, ... %, de T,f~(v) est positive si,
lorsqu’on la complete a une base de T, N par des vecteurs ¥,_p,11, -+ , U, O
a que la base de Ty, M formée par d,, f(Uy—m+1), - - - dpf(0,) est positive pour
M.

Soit f : N — M une application lisse entre deux variétés orientées de la
meéme dimension.
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Le signe de d, f : T,N — T,y M est le signe du determinant de la matrice
jacobienne de v o f o ¢~ lorsque (U, ¢) et (V,4) sont des cartes des atlas
orientés respectivement autour de p € N et de f(p) € M.

Définition 6.6 (Degré d'une application lisse). Si M et N sont variétés
fermées et connexes et N est compact et v € M est une valeur réguliere alors
f~Y(v) consiste en un nombre fini de points p; € N: on définit le degré de f

par deg(f) = >_; sign(dy,(f))-

Remarque 6.7. Si f : N — M a degré k alors, f N > Met f: N — Mont
degré —k ou N (resp. M) est la variété N (resp. M) munie de I'orientation
opposée.

Proposition 6.8. Soit N une variété compacte, lisse a bord de dimension
n+1, M une variété lisse orientée de dimension n et f: Nt — M™ une
application lisse. Alors deg(flan) = 0.

Proof. La preimage d’une valeur v € M qui est réguliere a la fois pour f et
pour f|sn est une variété compacte ¢ dans N de dimension 1 qui intersecte
ON transversalement. En chaque point p € ¢ on peut définir T,N = T,c @
Tch (ou Tch est un supplémentaire choisi de fagon arbitraire). Puisque par
définition de c on a que T,,c = kerd, f alors la restriction de d, f a T ch est un
isomorphisme, donc nous pouvons tirer en arriere par df une base positive
de T,M. On peut enfin completer cette base a une base positive de T, N en
ajoutant un vecteur de T,c. Cela montre que c est une union finie de cercles
orientés et d’arcs orientés C,...C) C N tels que f|g]{,(v) =0C,U---U0C,.
De plus 9C; = {p;,p;} C ON et on vérifie directement par la régle du
vecteur sortant que le signe de p§ est e. Donc chaque arc a deux points de
bord qui contribuent de fagon opposée au degré de flon. Puisque f|;\(v)
est exactement formé par ces points la these s’en suit. O

Lemme 6.9. Soit M une variété lisse connexe orientée. Pour tout points
p,q € M il existe une famille ¢, : M — Mt € [0,1] de difféomorphismes
qui préservent l'orientation tel que p1(p) = q wo = Idy et o, = Id hors d’un
voisinage de p.

Proof. Soit U l'ensemble des ¢’ tels qu’il existe une famille @, : M — M,t €
[0, 1] comme dans I"énoncé ; disons qu’'un tel ¢’ est “atteignable”. Alors nous
allons montrer que si (U;, ¢;) est une carte de l'atlas de M difféomorphe a
R™ telle que UNU; # 0 alors U; C U et donc que U est ouvert. Pour ce faire
nous allons montrer que tout point dans R™ est “atteignable” a partir d’un
autre point de R™. En effet si p, ¢ € R™ considérons un champs de vecteurs
en R™ qui sur le segment pg vaut pg et qui a 'extérieur d’un voisinage de ce
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segment est 0. Alors le probleme de Cauchy :

() = U(pi(2))
po(z) =

admet une unique solution pour tout x et donc, a temps fixé donne un
difféomorphisme ¢; : R™ — R™ (car son inverse est donné par le probleme
de Cauchy de vecteur —v) qui, puisque v = 0 hors d’'un voisinage de pg,
est l'identité hors de ce voisinage. De plus sur pg ¢:(p) = p + tpg et donc
¢1(p) = q. Cela montre que si (U;, ¢;) est une carte de I'atlas difféomorphe
a R™ telle que UNU; # 0 alors U; C U.

Alors 'ensemble U des points atteignables est ouvert; mais il est aussi

fermé car si ¢ € U alors si (U;, ¢;) est une carte locale centrée en ¢ alors
U;NU#0donc U; CU. O

Théoreme 6.10. Le degré ne dépend pas du choix de la valeur réguliere v
et est invariant par homotopie lisse, c’est a dire que si g : N — M est une
autre application C* telle qu’il existe F' : N x [0,1] — M C* telle que
F(0,2) = f(z), F(1,x) = g(x) Yz € N alors deg(g) = deg(f).

Proof. L’invariance homotopique est simple : une homotopie lisse entre f et
g est une application lisse de M x [0,1] — N et donc par la Proposition @
on a que deg(F|anrxjo,1)) = deg(f) — deg(g) = 0.

Pour prouver que deg(f) ne dépend pas du choix de v, soit v' € M une
autre valeur réguliere. D’abord montrons qu’il existe une homotopie C'*
G: M x[0,1] = M telle que G(y,0) =y Vy € M, G(v,1) =" et d,G(-, 1)
a determinant positif. Remarquons que l’ensemble des points v' € M tels
que cet énoncé est vrai est tout M (voir Lemma . Alors I'application f
et 'application g(z) = G(z, 1) o f sont homotopes (par G(z,t) o f,t € [0,1])
et ont le méme degré par le point précédent. Mais ¢g~'(v') = f~!(v) par
construction et donc deg, (f) = deg, (g) = deg, f. O
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7. FORMES DIFFERENTIELLES SUR UNE VARIETE DIFFERENTIABLE

Nous allons définir les formes différentielles sur une variété en utilisant la
définition sur R™ en ”collant” les formes différentielles sur une variété. Puis
nous définirons l'intégrale d'une forme différentielle de degré n sur une n-
variété a l’aide d’une “partition de I'unité”. Nous pourrons enfin prouver le
théoreme de Stokes dans sa forme générale. Soit M une variété differentiable
de dimension m et soit {(U;, ¢;),7 € I} un atlas pour M.

Définition 7.1. Une k-forme différentielle sur M est la donnée d’une k-forme
différentielle w; € QF(¢;(U;)), Vi € I telle que Vi # j on ait

(wi)

Exemple 7.2. Soit f € C*(M) = Q°(M) alors df € Q'(M). En effet si
par définition on a f; = fo¢; ' et df; = d(f o ¢;') € Q' (p;(U;)). Alors
sur U; NU; on a df; = d(fo¢;" og¢;op;!) € Qp:(U; N U;)) et done
fi=d((65067")"(fo87") = (&5 067 ")(d(f 0 67")) = (650 ¢ ")*(df;) ot
dans ’avant derniere égalité nous avons utilisé le troisieme point du Lemme
413l

Plus en général si gy, ...gx € Q°(M) alors dgi A -+ Adgy, € Q¥(M) en effet
si la condition de recollement est vérifiée pour g; alors elle I'est aussi pour dg;
grace au point 2) du Lemme et aussi pour les produits extérieurs par le
point 1 du méme lemme.

i (U;NU;) = (¢] o ¢Z_1)*<wj|¢j(U]mUl))

On a la suivante :

Proposition 7.3. Q*(M) est une algébre associative avec unité et munie
d’une “dérivée extérieure” de degré 1 donnée localement par d. St f : N —
M est une application lisse alors elle induit un morphisme d’algébres f* :
Q (M) — Q*(N) qui commute aux dérivées extérieures et qui est défini en
cartes locales.

Proof. Tous les énoncés sont simples ou découlent directement du Lemme
4.13, Par exemple la bonne définition de d est due au fait que si (w;)

$:(UsNU;) =
(@500, ) (Wjla,w,nu,) alors on a (dw:)le,winvy) = d(@500; ) (Wjle,w,nv,) =
(¢ 0 ¢;1)*(dwj|s,w,nv,). La bonne définition du produit A est prouvée de
facon similaire.

La définition de f* est faite par cartes locales : si w € Q*(M) alors
f~HU;),1 € I est un recouvrement de N par des ouverts; on choisit alors un
atlas {(V;,v;),7 € J} de N tel que V(V;,v;)3i € I tel que f(V;) C U; et on
définit f*(w); := (¢s0 fo z/zj_l)*(wi). On vérifie que si (Uy, ¢x) est une autre
carte contenant f(V;) alors on a (¢; o f o ¢ ") (w;) = (¢ 0 f o b ') (wk)
car wy = (¢ o ¢;")*(w;) et on utilise le point 3 du Lemme . Puis
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on vérifie alors que si (Vi, 1) est une autre carte de 'atlas de N, alors

Frwe = (¥ 0 ) (f*(w);). En effet on a:
S =((¢iofou") (w) = ((gio fot; otjou") (wi)) =
= (50 ) (B0 fow; ) (wi) = (1 0y ) f*(w);

Le fait que f* soit un morphisme d’algebre découle du point 1 du Lemma
et le fait que f*(d) = df* du point 2. O

7.1. Partitions de ’unité. La suivante proposition nous dit que nous pou-
vons écrire la fonction constante 1 sur une variété comme somme de fonctions
lisses, chacune ayant support en une carte. Nous n’allons pas la prouver. Cela
nous permettra de “localiser” beaucoup de constructions par la suite :

Proposition 7.4. Soit M une variété differentiable; alors elle admet un atlas
dénombrable {(U;, ¢;),1 € N} et des fonctions 1; € C°(M;[0,1]),7 € N telles
que supp(v;) C U; et - (i) =1 € C(M). De plus, on peut supposer que
Vm € M #{ilm € supp(v;)} < oco. Si M est compacte on peut supposer I
fini. Nous noterons par la suite p; = ;0 ¢; ' € C=(¢;(U;); R).

7.2. Le théoreme de Stokes. Supposons que M est une variété compacte
lisse orientée et soit {(U;,¢;),1 < i < k} un atlas orienté fini. Soit aussi
5,1 € I une partition de I'unité subordonnée a cet atlas.

Définition 7.5. Soit M une variété orientée et {(U;, ¢;),i € I un atlas
orienté. Une forme volume sur M est w € 2"(M) telle que dans tout carte
on a w; = a;(x)dry A -+ dx, avec a;(x) > 0V € ¢;(U;).

Lemme 7.6. St M est orientée alors elle admet une infinité de n-formes
volume.

Proof. Pour chaque j € I définissons une n-forme différentielle w’ sur M
comme suit. Dans la carte (Uj, ¢;) posons wg = pjdxy N -+ A dxy, puis si
(U, ¢:) est une autre carte posons w! = (¢; 0 ¢; ) (W) et si U; NU; = @
alors posons w! = 0. La n-forme différentielle ainsi obtenue est positive sur
suppy; et nulle ailleurs.

Pour obtenir une forme volume w posons alors w; = Zj w’. Puisque la
partition de l'unité est telle que Y 1; = 1 on a que la somme est bien définie
et non nulle en tout point de M et donc w est une forme volume. Si on
multiplie w par n’importe quelle fonction positive on obtient une autre forme
volume, donc il y en a une infinité. O

Définition 7.7. Soit M une variété orientée et compacte et soit {(U;, ¢;),i €
I'} un atlas fini et orienté et {1;,i € I} une partition de l'unité. L’intégrale
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d’une n-forme w sur M est
k

[ o= pw

M i=1 YR™

ou lintégration sur R™ d’'une n-forme a(z)dz; A - - - dz, a support compact
est par définition I'intégrale de Lebesgue de a(x) sur R™.

Proposition 7.8. L’intégrale wa ne dépend pas du choix de [atlas fini
A= {(U;, ¢:),1 <i <k} nide la partition de l'unité {;,i € I}.

Proof. Commengons par remarquer que l'intégrale est linéaire en w : || A AWt
wy = A [y wr + [we. SiAy = {(V},¢)),1 < j < K} est un autre atlas
orienté fini et 1/19 une partition de I'unité qui lui est subordonnée, alors on
peut raffiner A a un atlas A" := {(U; NV}, dlv,nv;), 1 <0 <k, 1 < j <K'}
Par la linéarité de I'intégrale on a donc que [, w = 3=, . [}, ¢itjw. Donc
pour montrer que l'intégrale est bien défini il est suffisant de le montrer pour
une forme différentielle dont le support est contenu dans l'intersection de
deux cartes (Ui, ¢;) et (V},¢}) de A et Aj; respectivement. Supposons donc
que suppw C UNV ou (U, ¢) € Aet (V,¢') € As.

Soit alors w = a(x)dzy A --- A dx,, V'écriture de w dans la carte (U, ¢) et
w = b(z)dxy A -+ A dx, son écriture dans la carte (V,¢'). Par définition de
n-forme différentielle on a que b(z) = a(d o ¢~ (x)) det Jac, (¢ o ¢'~1). Mais
alors en appliquant la formule de changement de variable dans les intégrales
on a :

/ a(x)dxy -+ dzx, = / a(po ¢ (z))det Jacy(dpo ¢ Vday - - - da, =

= / b(x)dxy - - - dx,.

Donc nous avons montré que |’ 1w est le méme si on le calcule dans la carte
(U, ¢) ou dans la carte (V, ¢').
O

Théoréme 7.9 (Stokes). Soit M une variété compacte orientée a bord et
we QY M) eti:OM — M linclusion. Alors on a :

/ i*w:/ dw.
OM M

Proof. Soit {(U;, ¢;),1 € I} un atlas fini et p; une partition de I'unité qui lui
est subordonnée (i.e. p; € C3°(U;, [0,1]) et >, p; = 1). Alors w = >, piw.
Alors par définition nous avons que :

fe=3 [ e
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ou (pw); est 'écriture en la carte locale de R™ de pw. Il y a deux cas
possibles : soit la carte (U;, ¢;) est une carte difféomorphe a un ouvert de R™
soit a un ouvert de R'!".
Cas ouvert de R™. Dans ce cas on a que (p;w); est une n-forme différentielle
a support compact dans R™. Donc par le Lemme on a [p.(dpw); = 0.
Cas ouvert de R'?". Dans ce cas on a que (p,w); est une n-forme a support
compact dans un voisinage de R’;. Alors par le Lemme on a:

/R d(piw); = /le J*(piw)

olt j : R"™! — R™ est I'inclusion de R" ! par j(z1, ..., 2, 1) = (0,21, ..., Tp_1)-
L’énoncé final est alors obtenu en sommant sur les cartes (U;, ¢;). U

n
+

7.3. Formes différentielles fermées et exactes: cohomologie de de
Rham.

Définition 7.10. Une forme w € Q*(M) est fermée si dw = 0, elle est exacte
si il existe n € Q*(M) telle que dn = w. On note Z*(M) 'espace vectoriel
des formes fermées et B*(M) celui de celles exactes.

Remarque 7.11. Puisque d? = 0 si une forme est exacte alors elle est fermée
donc B*(M) C Z*(M). La graduation de Q* se restreint a une graduation
sur B*(M) et sur Z*(M). De plus B*(M) et Z*(M) sont des algebres.

Définition 7.12 (Cohomologie de de Rham). L’algebre de cohomologie de de
Rham de M est H*(M) = Z*(M)/B*(M). Elle est graduée par la graduation
induite de Z*. Pour toute w € Z*(M) on note [w] € H*(M) sa classe de
cohomologie.

Remarque 7.13. Dans tout ce qui précede on peut remplacer (M) (et
Z*(M) et B*(M)) par leurs sous-algebres formées par les formes a support
compact. On obtient alors la cohomologie & support compact H}(M).

Théoréme 7.14. Si M est une variété compacte alors H*(M) est une algebre
de dimension finie et st f : M — N est une application lisse alors elle induit
un morphisme d’algebres f*: H*(N) — H*(M) qui dépend seulement de la
classe d’homotopie lisse de f.

Exemple 7.15. Soit M une variété compacte orientée de dimension m et
w € Q™(M) une forme volume. Alors dw =0 et [,,w > 0 donc w ¢ B*(M)
car autrement il existerait une n — 1-forme 7 telle que w = dn et par le
théoreme de Stokes on aurait [, w = [,,dn = [OMn = 0 car OM = .
Donc 0 # [w] € H™(M). En effet on peut montrer que H”(M) = R. Pour
étre plus concrets, dans le cas de M = S* = [0,27]/{0 ~ 27} pensez a w = df
et pour le cas du tore T™ pensez a dfy N\ --- A\ db,,.
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7.4. *-Une idée de preuve de l’invariance homotopique. Cette section
n’est que pour le lecteur plus curieux. Pour tous les détails nous conseillons
les premiers chapitres du livre de Bott et Tu. Nous n’allons pas prouver
I'intégralité du Théoreme [7.14] mais seulement l'invariance par homotopie
lisse de f*. Pour ce faire, nous allons avoir besoin des lemmes suivants.

Lemme 7.16. Soit I un intervalle (compacte ou pas) et M™ une variété
lisse. Soit m: M x I — M la projection et Vt € I soit s; : M — M x I le
plongement s;(z) = x x {t},Ya € M. Alors m* et s} sont inverses l'une de
lautre en cohomologie : 7 o 87 = Idg«xp) et s; o = Idg=(ar-

Proof. Remarquons qu’on a automatiquement (déja au niveau de Q*) que
s; o = Idg«) et donc, a fortiori l'identité est vraie en cohomologie.
Aussi, soit

Fo=C*M x I) @g 7" (2" (M))
et t : M x I — I une coordonnée paramétrant I. Soit alors F; = dt A Fy C
Q*(M x I) et on vérifie facilement qu'on a Q*(M x I) = Fy @ F; (en tant
qu’espaces vectoriels).

Pour montrer que 7* o s; = Idg«(arx ) nous montrerons qu’il existe une
application linéaire K : Q*(M x I) — Q*(M x I) de degré —1 telle que :

(7) IdMX[ —7'('*08: ::l:(dK—Kd)

Puisque le second membre est nul en cohomologie, alors cela prouvera I'énoncé.
Définissons alors K : Fy @ Fy par K|g, = 0 et K|p (dt Aw) = [/ wds € F,.
Vérifions alors 'identité sur Fj et sur Fi séparément.

Vérification sur F,. Si w € Fj alors elle est une somme de formes
différentielles de la forme f(z,y)wy ot wy € 7 (Q*(M)) c’est a dire ne
dépend pas de t. Le coté gauche est alors f(z,t)wy — f(x,0)wyr. Le coté
droit est

+Kdw=+Kd(f(x,s)wn) = £K(f(x, s)dwy) £ K(wpdf (z,5)) =

= +K(wydf (z,5)) = iK(wMg—J;(iU, s)dt) =

= j:/twag—{(a:, s)ds = wy(f(z,y) — f(x,t)).

ou on a remarqué que f(z,s)dwy € Fy et aussi wydf (z,s) — wM%(x, s)dt €
Fo.

Vérification sur F;. Dans ce cas le coté gauche de 1’équation est
I'identité sur Fy (parce-que s; est nul sur F}). Si dt Aw € F} alors

Yy
+(dK — Kd)(dt Aw) = +d / wds T K (dt A dw) =

t
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—:I:wAdt—i-/ Z—/\dm /Za Adx;)ds = +w A dt.
Xi

Lemme 7.17 (de Poincaré). H™(R™) =0,m > 0 et H(R") = R.

Proof. Si n = 0 I’énoncé est vrai. Supposons-le vrai pour n et montrons-le

pour n + 1. Soit s : R® — R™"! donnée par s(z1,...2,) = (1,...,7,,0) et
7 : R*™ — R™ donnée par w(z1,...,Zn11) = (71,...2,). Alors le Lemme
montre que s* et 7 sont des isomorphismes donc la these suit. O

Lemme 7.18. Soit w € Z*(M x [—1,1]) et soit wyy = s w les restrictions
a M x {£1} respectivement. Alors [wy] = [w_1] € H*(M).

Proof. Soit sy : M — M x {t} — M x [-1,1} et 7 : M x [-1,1] = M la
projection. Par le Lemme|7.16/on a que s; est I'inverse de 7* en cohomologie.
Alors s = s*. O

Corollaire 7.19 (Invariance par homotopie lisse). Si f; : M — N,t € [0, 1]
est une homotopie lisse et w € Z*(N) alors [fT(w)] = [f5(w)] € H*(M).
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8. HOMOLOGIE CELLULAIRE ET SIMPLICIALE

8.1. Complexes algébriques. Donnons d’abord les bases de [’algebre ho-
mologique. Cette théorie est la théorie générale sous-jacente plusieurs con-
structions fondamentales en topologie algébrique, géométrie algébrique alge-
bre, etc. Dorénavant R sera un anneau commutatif.

Définition 8.1. Un R-module gradué est un R-module C' décomposé en
somme directe de R-modules indexée par Z:

c=pc.
1€EL
Si C' et D sont deux R-modules gradués, un morphisme R-lineaire f : C' — D
est de degré d € Z si il décale le degré par d: f(C;) C D14
La restriction de f a C; est notée d’habitude f;.

Définition 8.2. Un compléze de chaines C' = (C,0) sur R est un R-module
gradué C' muni d’'une application R-linéaire de degré —1 0 : C' — C t.q.
000 =0, dite I" application de bord ou la différentielle de C.

Un complexe de chaines C' = (C, 0) est d’habitude noté comme suit:

Oit2 Qi1 0; 0i—1
R —— Z—‘—lHClHC—IH'..
Les éléments de C; sont dits les i-chaines. Remarquons que Im 0,1 C Ker 0;
dans Cj. Les éléments de Ker 0; sont dits les i-cycles et ceux de Im 9;,1 sont
les i-bords.

Définition 8.3. L homologie de C est le R-module gradué

Kero
H(C) = Imo

dont la partie de degré i est H;(C') = Ker 9;/ Im 0;.

La classe d’homologie d'un ¢ € Ker 0 est notée |c|.

Définition 8.4. Si C' = (C,0) et D = (D, ) sont complexes de chaines sur
R, un morphisme de complexes de chaines entre C' et D est une application
R-lineaire f: C — D de degré 0 t.q. fod =00 f.

De fagon diagrammatique, un morphisme de complexes de chaines f : C' — D
s’écrit

a"’r? 8'-‘,—1 61 8-_1
: - i+1 - > OZ > Ci—l - >
ifi-ﬂ J{fi \Lfi—l
dit2 dit1 O di_1

' > Di+1 > Dz — Difl >

Remarquons que f envoie cycles dans cycles et bords dans bords.
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Définition 8.5. Le morphisme induit par un morphisme de complexes de
chaines f : C'— D en homologie est I'application R linéaire de degré 0

H(f): H(C) — H(D)
définie par H(f)([c]) = [f(c)] pour tout ¢ € Ker 0.

Nous avons

H(go f)=H(g)o H(f)
(8) {H(iqdc)zldmi)

pour tout morphismes de chaines f: C — D et g : D — E. Dit autrement,
I’homologie est un foncteur de la categorie des complexes de chaines sur R
avec leurs morphismes dans la catégorie des R-modules gradués avec leurs
morphismes de degré 0.

Un suite & trois termes de R-modules L —25 M —%5 N (o f et g sont
R-lineaires) est ezacte si Im f = Ker g. En général, une suite de R-modules

fi—1

gMngzflﬁ fi_Q...

est eracte si chaque sous-suite de trois termes consécutifs est exacte. Une
suite exacte courte de R-modules est une suite exacte de R-modules de la
forme

0— L1 M2 N—0.

Dit autrement, une suite exacte courte est une sui suite a trois termes L i)
M 2 N qui est exacte ol f est injective et g is surjective.

Théoreme 8.6. Un suite exacte courte de complexes de chaines sur R

0—C-1D- % E_—50

(ou f et g sont morphismes de complezes de chaines) induit une suite exacte
longue en homologie

e 25 H,(O) T8 H,(D) T Ho(B) 25 Hya(C) 75 -

I¢i, Uapplication R-linear map 0, : H(E) — H(C) de degré —1 est définie
par 0.([e]) = [f~10g~1(e)] et est dite morphisme de connexion.
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Proof. Les arguments sont basés sur “diagram chasing” dans le diagramme
commutatif

Ie] Ie] 1o}

0 ——Chy1 L, Dyiq R S 0
0 0 0

0 ¢, —!-p,—* -, 0
4] 0 0

0—=Cypy oDy By —=0
0 0 0

dont les lignes sont exactes et les colonnes sont d’“ordre” 2 (i.e. do 0 = 0).

La définition du morphisme de connexion 0, est détaillée comme suit. Soit
le] € H,(F). Puisque g est surjective, il existe d € D,, t.q. g(d) = e. Alors,
d(d) € D, satisfait gd(d) = dg(d) = de = 0. Donc, par exactitude de la
ligne en bas du diagramme, ily ac € C,_; t.q. f(c) = 9(d). Remarquons que
¢ est un cycle puisque f0(c) = df(c) = 00(d) = 0 et f est injective. Posons
d«([e]) = [c] et on vérifie facilement que cette quantité dépend seulement sur
la classe d’homologie [e]| (i.e. est indépendante des choix du cycle e, de la
chaine d et du cycle ¢). Il est clair que 0, est R-lineaire. Puis, on peut vérifier
par le méme type d’arguments (“diagram chasing”) que la suite longue en
homologie est exacte. U

Exercice 8.7. Détailler la preuve du Théoreme [8.6]

Exercice 8.8. Montrer que dans le Théoreme|8.6], le morphisme de connexion
0, est naturel. Dit autrement si on a un diagramme commutatif

0—>C-tspD g0
L
0—cLopLop g
dans la catégorie des complexes de chaines alors le diagramme
H(E) —*~ H(C)
iH(e) lH(c)
Ox
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est commutatif.

8.2. L’homologie cellulaire. Nous avons déja défini la notion de degré
pour une application lisse entre deux variétés compactes orientées de la méme
dimension, et nous avons remarqué qu’elle est bien définie & homotopie lisse
pres. Nous commencons par observer qu’en effet le degré est bien défini aussi
pour des applications continues et cela a homotopie (méme juste continues)
pres. Nous allons prouver cela seulement pour les spheres, mais ’étudiant
intéressé pourra essayer de développer le contenu de la remarque suivante.

Lemme 8.9. Toute f : S™ — S™ est homotope a une application g : S™ — S™
lisse; de plus on peut supposer que ||f — glloe < % Si gi,g9 : S — S™
sont deux applications lisses comme ci-dessus, alors leur degré coincide. Par
consequent, on peut définir deg(f) := deg(g1) = deg(gs).

Proof. Nous pouvons étendre f & une fonction f : B"*! — R"*! continue.
Par le théoreme de Stone-Weierstrass les polynomes sont denses par rapport
a la norme || - || dans l'espace des fonctions continues B"™! — R™*! par

conséquent nous pouvons approcher f par une fonction polynomiale P a
P

distance < % La fonction g cherchée est alors Pl

En effet remarquons que P|gn : S™ — R™! est une application lisse telle

que ||P|s» — fllo < 3 alors Plsn_. 6n —5 S est bien définie et lisse. De

[Plsnl] -
plus f est homotope a I lflL:S:Hz par
_ Plgn(z)
Hir.) (1 -Df@) + ok
’ (

11— 8)f (@) + trp |l

Cela montre le premier point de la these. Si g; et go sont deux telles
fonctions, alors leur distance réciproque (par rapport a la norme o) est < 1
donc elles sont homotopes par I’homotopie :

1—1 t
F(a:,t) — ( )gl(x) + 92(‘T) )
(1 = )g1(x) + tg2()||2
Par conséquent elles ont le méme degré. (Remarque : dans les homotopies

ci-dessus ce qu’il faillait controler était que le dénominateur ne soit pas 0
d’out le contrdle sur la distance || - ||o-) O

Définition 8.10 (Le complexe cellulaire). Soit X un C'W-complexe. Pour
tout ¢ > 0 soit C; le Z-module libre (i.e. groupe abelien) engendré librement
par les i-cellules de X (et C_; = 0). Pour toute i-cellule ¢ (rappelons qu’une
telle cellule est donnée par une application de recollement ¢i : ™! — X; 1),
soit 7} : X; — S" la projection au quotient par le sous-espace X; \ int(e}) (en
effet remarquons que l’espace quotient est une sphere). Soit 0,41 : Ci11 — C;
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défini par 8,-“62“ = >, ngel ol k varie sur les i-cellules et ny, est le degré
de I'application 7} o ¢/ : S* — S

Théoreme 8.11. On a que 0o 0 = 0.

Malheureusement la preuve de ce théoreme se base sur des techniques
d’homologie singuliere que nous ne traiterons pas. Pour cette raison, dans la
prochaine sous-section nous traiterons 1’exemple de 'homologie simpliciale,
définie pour une classe spéciale de CW-complexes : les complexes simpliciaux.

I¢i nous nous limiterons & en déduire que par conséquent (C,0) est com-
plexe algébrique : 'homologie cellulaire de X est alors définie comme I’homologie
de ce complexe.

Proposition 8.12. 5i f : X — Y est une application cellulaire alors elle
induit un morphisme de complexes algébriques de degré 0.

Exercice 8.13. Prouver la proposition.
Nous n’allons pas non-plus prouver le suivant :

Théoréme 8.14 (Approximation cellulaire). Soit f : X — Y une appli-
cation continue (pas nécessairement cellulaire) entre deux CW -complezes.
Alors [ est homotope a une application cellulaire. De plus si f,g: X — Y
sont applications cellulaires qui sont homotopes alors les applications f, et g,
induites sur [’homologie du complexe coincident.

Pour une preuve (qui est tout a fait au niveau de I’étudiant averti) voir le
Théoreme 4.8 de [3]. La consequence suivante est celle qui nous intéresse
principalement car elle nous dit que I'homologie cellulaire est un invari-
ant a homotopie pres des espaces topologiques qui sont homotopiquement
équivalents a des C'W-complexes. Nous n’allons pas la prouver, mais nous
nous limiterons a 1'utiliser pour calculer I’homologie d’un espace topologique
homotopiquement équivalent a un CW-complexe. Dans la prochaine sous-
section nous prouverons (en partie) le corollaire analogue pour les espaces
simpliciaux.

Corollaire 8.15. St un espace topologique X a deux structures de C'W -
complexe, alors leurs homologies sont isomorphes. Par conséquent si X est
homotopiquement équivalent a un CW -complexe Y alors I’homologie cellu-
laire de' Y est un invariant a équivalence homotopique pres de X.

8.3. Homologie simpliciale. Dans la section précédente, nous avons défini
un complexe algébrique associé a tout CW-complexe, mais nous n’avons pas
pu prouver qu’en effet on avait bien dod = 0. Dans cette section nous allons
étudier des C'W-complexes particuliers, les complexes simpliciaux. Pour ces
espaces, il est facile de définir explicitement (sans méme parler de degré
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topologique des applications !) le complexe algébrique associé et de prouver
qu’on a bien dod = 0. Les résultats d’approximation simpliciale a homotopie
pres, par contre, continuent a rester au déla des objectifs pedagogiques de ce
cours.

Si vg, v1,...,vq sont vecteurs d’un espace vectoriel réel, le simplexe affine
dont les sommets sont vy, v, ... v, est 'ensemble

d d
O twilt; €[0,1],) t =1},
i=0 i=0
Définition 8.16 (Complexes simpliciaux abstraits et leurs réalisations géo-
métriques). Un complexe simplicial abstrait S est une liste d’ensembles finis
tels que si Ky € S et Ky C Ky alors K7 € S. Notons V(S) = UgesK.

La réalisation géométrique de S est le sous-ensemble de RV défini par
|S] := Uges| K| ou |K| est le simplexe dont les sommets sont les vecteurs
e; avec i € K. Sa topologie est définie par C' C |S| est fermé si pour
chaque K € S on a que C N |K| est fermé dans |K|. Nous disons que
K est un “k-simplexe” ou “face” si card(K) = k + 1 et |K| sa réalisation
géométrique. (Remarquons que les O-simplexes, aussi dits “sommets” de S,
sont en correspondance avec V(.5)).

Exercice 8.17. Soit
Sl - {{1}7 {2}7 {3}7 {17 2}7 {17 3}}7

SZ - {{1}7 {2}7 {3}’ {172}7 {1v3}7 {1’ 3}} et
Sz = {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3}.{2,3},{1,2,3}}.

Dessiner |S;|,i = 1,2, 3.

Définition 8.18 (Applications simpliciales et leurs réalisations géométriques).
Une application f : S; — S5 entre complexes simpliciaux abstraits est

une application f : V(S5)) — V(5;) telle que f(K) € S VK € S;. Sa

réalisation géométrique, notée |f|, est I'application |f|: |S1| — |5 telle que

If1(|Ko|) = | f(Ko)| pour tout O-simplexe de S; et telle que pour tout K € Sy

la restriction de | f| & | K| est affine.

Exercice 8.19. Soit S; et S3 comme dans ’Exercice [8.17|et soit f : S5 — Sy

la seule application simpliciale telle que f({1}) = {1}, f({2}) = {2}, f({3}) =
{1}. Décrire la réalisation géométrique de f.

Remarque 8.20. Si V(.S) est ordonné (par exemple il est en bijection avec N),
alors | S| est un C'W-complexe de type particulier car les n-cellules sont par
définition non seulement homéomorphes a la boule de dimension n mais elles
sont aussi munies d’'un homeomorphisme linéaire avec le n-simplexe dans

Rn+1
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Définition 8.21 (Simplexes orientés). Un k-simplexe orienté dans S est une
application bijective

0:40,.. k} - K
pour un K € S. Pour tout i € {0,...k} nous noterons g; le k — 1-simplexe
orienté identifié par l'application de {0,1,...,k — 1} — K \ 0(i) définie par

51(7) = {a(j) if j<i

o(j+1) ifj>i

Définition 8.22 (Complexe de I'homologie simpliciale). Le complexe de
I’homologie simpliciale de S, noté C.(S) est C,(5) := @~y Cr(S) ot Ci(S)
est défini par -

Cr(S) = Z{({k — simplexes orientés dans S})/Sim

(le Z-module engendré par les k-simplexes orientés) ou Sim est le module
engendré par o — sign(b) - (0 o b) pour toute bijection b : {0,... k} —
{0,...,k} et tout k-simplexe orienté o. Pour tout k > 1 'opérateur de bord
Oy : Cj, — Cj_1 est 'application Z-linéaire définie sur les simplexes orientés
par 9h(0) = S0 (~1)a.

Exercice 8.23. Vérifier que le complexe de 'homologie simpliciale est bien
un complexe algébrique (i.e. Oy 0 Opr1 =0, Yk > 0).

Exercice 8.24. Calculer I’homologie simpliciale de S;,7 = 1,2,3 si S; sont
les complexes simpliciaux de I’'Exercice [8.17 Que vaut Hy 7 Que vaut H;?
que vaut Hy ?

Lemme 8.25. Si f : S; — Sy est une application simpliciale alors elle
induit un morphisme de complezes algébriques f. : C..(S1) — C.(Sa) définie
sur les k-simplezes orientés par f(o) = foo si foo est une bijection et 0
autrement. Par conséquent f induit une application au niveau des homologies

Exercice 8.26. Vérifier qu’on a bien d o f, = f, o 0.

Définition 8.27. Si S est un complexe simplicial, sa subdivision barycen-
trique est le complexe simplicial abstrait bar(S) tel que

V(bar(S)) = {b(K),K € S}

(ou b(K) est une notation indiquant le “barycentre de K”) et les d-simplexes
de bar(S) sont les ensembles {b(Ky),b(K1), -+ ,b(Ky)} ou K; € S est un
1-simplexe et Koy C K;--- C K.

Exercice 8.28. Dessiner |bar(S;)|,i = 1,2,3 si S; sont les complexes simpli-
ciaux de I'Exercice [8.17]
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Lemme 8.29. On a que H,.(S) = H.(bar(S)) ou lisomorphisme est induit
par un morphisme injectif i @ C.(S) — Ci(bar(S)) défini sur k-simplexe
singulier o : {0,1,...k} — K par

i(0)=Y_ sign(r)o,

T€6d+1

ou o, est la suite croissante de barycentres de la forme
{b(oom(0)).b(eo7(0),007(1)),-+ bl o(0),- o 07(n))}.

Exercice 8.30. Vérifier le lemme dans le cas S = {{0},{1},{0,1}} et de
S1, S2,S3 ou S; sont les complexes simpliciaux de 1'Exercice [8.17]

Remarque 8.31. Si f : S; — S est une application simpliciale alors elle induit
une application simpliciale bar(f) : bar(S;) — bar(Sy) définie uniquement
par

bar (f)({b(Ko), b(K1), - -+, 0(Ka)}) = {b(f(Ko)), b(f (K1) - -, b(f (Ka))}-

Définition 8.32. On note bar"(S) la n-eme subdivision barycentrique itérée
de S. En appliquant n-fois la remarque précédente on défini bar™(f) pour
toute f : 57 — Sy simpliciale.

Nous ne prouverons pas le suivant :

Théoréme 8.33 (Théoreme d’approximation simpliciale). Soit f : |S1]| —
|Sa| une application continue. Alors il existe unn > 0 tel que f est homotope
a la réalisation géométrique d’une application g : bar™(Sy) — bar™(Ss) qui
lui est “proche” au sens suivant : pour tout x € |bar™(Sy)| et pour tout
K € bar™(Ss) tel que f(x) € |K| alors on a que |g|(z) € |K]|.

Ni le suivant :

Théoreme 8.34. Si f,g: S1 — Sy sont applications simpliciales telles que
|f| et |g| sont homotopes, alors f. = g. : Hi(S1) — H.(S2).

Le corollaire suivant nous assure qu’en gros, si on sait réaliser un espace
topologique par un complexe simplicial alors on peut en calculer un invariant
(Phomologie) par le biais de ce complexe simplicial, et cela ne dépend pas
du choix du complexe simplicial (pourvu que ce dernier ait une réalisation
géométrique homotopiquement équivalente a 'espace de départ).

Corollaire 8.35. Si un espace topologique X est homotopiquement équivalent
a la réalisation |S| pour un complexe simplicial S alors H.(S) est un invari-
ant a équivalence homotopique pres de X.

Proof. Nous allons prouver que deux complexes simpliciaux qui sont homo-
topiquement équivalents & X ont homologies isomorphes. Soit f; : X — |S;]
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deux équivalences homotopiques entre X est les réalisations géométriques
de deux complexes simpliciaux S;,7 = 1,2. Soit g¢; : |S;] — X linverse
homotopique de f;. Alors par le Théoréme fooqgr : S — Sy est
une équivalence homotopique qui est homotope a une application simpliciale
h i |bar™(S1)| — |bar™(S2)| entre des subdivisions barycentrique itérées de
S et S;. Le méme est vrai pour f; o go, appelons I'application simpliciale
associée k : |bar™(S3)| — |bar™(S1)|. Supposons par exemple que n > m
alors on a que koh et hok sont applications simpliciales homotopes aux iden-
tités de bar™(Sy) et de bar™(Sz) donc par le Théoreme les applications
induites par h et k au niveau de I’homologie sont I'une inverse de 'autre.
Finalement par le Lemme ces homologies sont aussi isomorphes a celles
de H,(S;),i=1,2. O
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9. HOMOLOGIE SINGULIERE

Cette section n’est pas au programme et n’est i¢i que pour les lecteurs
curieux.

9.1. Définition de I’homologie singuliere. Dans la section précédente
nous avons appris ce qu’est un complexe algébrique et nous avons énoncé
(sans preuve) le fait qu’a tout C'W-complexe est associé un complexe algébrique
dont ’homologie est un invariant a équivalence homotopique pres des espaces
topologiques admettant des structures de C'W-complexes. Dans cette section
nous allons définir une notion d’homologie (dite singuliere) qui est définir
pour tout espace topologique (sans restriction).
Le d-symplexe standard est le symplexe de dimension d

d
A= {(ggo,xl,...,xd) € R Z:L‘Z =1and x; € [0,1]}.

i=0
Soit (eg, €1, . . ., €q4) la base canonique de Rt Alors, A? est 'enveloppe con-
vexe de eg, €1, ..., eq. Sivg, vy, ..., vgsont points dans R™, notons [vg, vy, . . ., v4]

I'unique application affine AY — R™ définie par e; — v;. En particulier, pour
tout i =0,...,d, la i face de A¢ est I'application affine

6= legy ..., 6y yeq) t AT — A

)

Définition 9.1. Soit X un espace topologique. Un d-sympléxe singulier en
X est une application continue o : A% — X.

Pour d > 0, notons Ay4(X) le groupe abélien engendré librement par ’ensemble
des d-simplexes singuliers en X. Un élément ¢ de A4(X) est dit une d-chaine
singuliere, et s’écrit comme somme formelle finie

CcC = E ;- 0;
i

ot 7; € Zet 0; : AT — X. Pour tout d < 0, on conviendra que Ay(X) := 0.
Le bord d’un d-symplexe singulier o : A? — X est lad — 1-chaine singuliere

d

Oa(0) == (~1)" -0 o0

i=0
Par extension linéaire on obtient un morphisme de groupes

8d : Ad(X) — Ad_1<X).
Lemme 9.2. On a 000 = 0.
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Proof. Par définition de 0, on a

d+1 d d+1
0a0a11(0) = g (Z(—l)j ‘oo 6?“) =Y D) (~)Hood o g,

§=0 i=0 j=0

Notons que pour tout 0 < 7 <1 <d,

d+1 . sd _ 2 == — s+l 544
5] 051'_[607"'7€j7"'7€i+17"'7€d]_57§+1 O(Sj.
Donc, on conclut que
i+j d+1 _ d i+j d+1 _ sd
0a04t1(0) = E (=1)"godit o + E (=1)"™ oo d5t o
0<i<j<d+1 0<j<i<d
_ Vit d+1 _ d q\it d+1 _ d
= E (—1) ogodi T ody + (—1) o005, 0 0]
0<i<j<d+1 0<j<i<d
_ 1\t d+1 _ <d qyi—14 d+1 _ <d
= E (—1) ogodi ol + (—1) god;" 0]
0<i<j<d+1 0<j<i<d+1
est triviale. Il

Définition 9.3. Le complexe des chaines singulieres de X est le complexe
de chaines A(X) = (A(X), 0) sur Z.

Chaque application continue f : X — Y induit un morphisme de complexes
de chaines fa : A(X) — A(Y) défini par o — foo. Il est immédiat que

of)a=gaofa
(9) { E?dx)i _ Ié{A(X)

pour toutes application continues f : X — Y and g : Y — Z. Dit autrement,
A est un foncteur de la catégorie des espaces topologiques a celle des com-
plexes de chaines. Donc nous avons obtenu des invariants topologiques, mais
ils sont trop gros : par exemple Ay(X) est le groupe abélien librement en-
gendré par I'ensemble X. Il est donc naturel de “réduire” le foncteur A en
le composant avec le foncteur homologie H.

Définition 9.4. L’ homologie singuliécre de X est le groupe abélien gradué
H(X):= H(A(X)).

Chaque application continue f : X — Y induit un morphisme de groupes
fe: H(X) — H(Y) de degré 0 défini par f, = H(fa). Selon (8)) et (9)), on a

(gOf)*:g*Of*
10
(10) { (Idyx). = Iax,
pour toutes les applications continues f : X — Y et g : Y — Z. Dit

autrement, H est un foncteur de la catégorie des espaces topologiques a la
catégorie des groupes abéliens gradués.
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Il est facile de généralizer ’homologie singuliere aux couples (X, A). Dans
ce cas " inclusion 7 : A — X définit un morphisme de complexes de chaines
in: A(A) = A(X) qui est injectif. Donc aussi un complexe quotient

A(X,A) = A(X)/A(A)
et une suite exacte courte de complexes de chaines
(11) 0 — A(A) 225 A(X) 22 A(X, 4) — 0

ol la projection canonique ja est pensée comme induite par une “application
d’inclusion” j : X — (X, A). Les cycles de A(X, A) sont représenté par des
chaines singulieres en X dont le bord est contenu dans A et, donc, peuvent
étre vus comme des cycles “relatifs”.

Définition 9.5. Le groupe d’ homologie singuliére relative de (X, A) est le
groupe abélien gradué

H(X, A) == H(A(X, A)).

Encore une fois il est facile de controler que H est un functeur de la catégorie

des couples d’ espaces topologiques a celle des groupes abéliens gradués.
Selon le Théoremd8.6 la suite exacte courte induit une suite exacte
longue en homologie

Par convention, on pose H (X, @) := H(X) et H(@) := 0 de fagon que cette
suite est valide aussi si A = @.

Exercice 9.6. Soit X un espace topologique dont les composantes connexes
par arcs sont (X;);. Prouver que les inclusions X; C X induisent un mor-
phisme de groupes

P H(X) = HX).

Exercice 9.7. Montrer que ’homologie du point est Hy({x}) ~ Z en dimen-
sion 0, et est H;({x}) = 0 en dimension ¢ > 1. Déduire ’homologie d’un
espace discret.

9.2. Calcul de H, et H;. Soit X un espace topologique. On a déja prouvé
que Ag(X) est le groupe abelien engendré librement par X et nous pouvons
considérer le morphisme de groupes

€2A0(X) —>Z, ZZZ"IZ'HZZZ'

dit d’augmentation.
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Proposition 9.8. 5i X est connexe par arcs, alors 'augmentation induit un
morphisme de groupes

£, Hy(X) — Z.

En général, Ho(X) est le groupe abelien engendré librement par ’ensemble
des composantes connexes par arcs de X.

Proof. Par convention, dy est trivial et donc Hy(X) = A¢(X)/Im9;. Pour
tout 1-simplexe singulier o : A — X, nous avons do = o(e1) — o(eg). Donc,
£(0o) = 0 et ¢ induisent un morphisme de groupes ¢, : Hy(X) — Z.
Choisissons un point base x € X. Pour tout x € X, on peut trouver un
chemin o : I — X de x & . Donc, en identifiant l'interval I avec Al, o
est un 1-simplexe singulier t.q. do = x — x. Cela montre que pour tout

¢ =2z i) € Ho(X),

c:Zsz[xi] =z =ec) [+

i
en on en déduit que €, est un isomorphisme. Le deuxiéme énoncé suit de I’

Exercice 0.6 O

Calculons maintenant H;(X) en fonction du m (X, *). Dans la suite nous
identifions l'intervalle I avec le 1-simplexe standard A! par un homéomor-
phisme

(12) A ST

qui envoie ey dans 0 et e; dans 1. Alors, tout chemin fermé « : x ~» x définit
un l-simplexe singulier o : A — X such that da = 0.

Claim 9.9. Soit aq : x ~ x et g : x ~ x deux chemins fermés. Alors,
a2 ay = o] = [ae] € Hi(X).

En effet, A? s’identifie & (I x I)/(0x I). Si F : I x I — X est une homotopie
rélative a {0,1} entre a3 : I — X et ap : I — X, alors F' définie une
application continue F' : A? — X. Pour une bonne identification entre
(I xI)/(0x1TI)et A% onadF = a; —as +* = a; — ag + O, oll x denote
les applications constantes A! — {x} et A? — {x} respectivement. Donc,
a differe de oo par un bord.

Donc, nous avons une application bien définie Hur : 7 (X, *) — H;(X)
qu’on peut voir que ne dépend pas du choix de l'identification . Le
prochain énoncé montre que Hur est un morphisme de groupes:

Claim 9.10. Soit aq : * ~~» * et ay : * ~» * chemins fermés. Alors, a; * ay est
homologue a a; + as
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En effet on définit une application continue F : A? — X qui est oy sur
[€o, €1], g sur [eq, ea] et ay * g sur [eg, es]. Par exemple on peut demander
que F soit constante sur les segments orthogonaux a [eg, 5], ce qui determine
F.

Théoréeme 9.11 (Hurewicz). Le morphisme de groupes Hur : m (X, x) —
H(X) induit un isomorphisme de groupes

Hur : (X, %) /m (X, %) — H(X)
ot (X, %) = [m (X, %), m (X, %)] est le sous-groupe dérivé de m (X, *).
Proof. Pour tout x € X, choisissons un chemin A, : * ~» x. En utilisant
que le groupe A;(X) est abélien libre et que 71 (X, x)/m1 (X, )" est abelien,
on obtient un morphisme de groupes G : Ay (X) — (X, *)/m (X, ) en le

définissant sur chaque 1-simplexe singulier o : A! — X. Pour cela, regardons
o comme un chemin I — X, et posons

G(O’) = {[)\U(O) *U*m}.

Soit 7 : A? — X un 2-simplexe singulier. Soit 7; := 7067 : A = X la i-éme
face de 7. Alors, on a

Gr) = G(ro—7n+ 1)
= G(n+m—7n)
= G(2) - G(r) - G(n) ™
= {[)\T(EO) * To * m] [Arer) * 7o * W] [Areo) * T1 % E]_l}
= {[)‘7(60) * To % m] [>‘T(61) * To * m] P‘T(@) * T K m]}
= {[)\T(eo)*TQ*To*T_l*m]}.

Mais, il est facile de vérifier que le lacet 7 %777 basé en 7(eg) est homotope
au lacet constant en 7(ep). Donc, G(07) est trivial. Donc, G induit un
morphisme de groupes

G: Hl(X) — 7T1(X,*)/7T1(X, *)l.
Il est facile de vérifier que G est I'inverse de Hur. O
Exercice 9.12. Calculer le premier groupe d’ homologie de tout graph.

Exercice 9.13. Calculer le premier groupe fondamental de toute surface
compacte connexe. Puis en déduire son premier groupe d’homologie.

Exercice 9.14. Montrer que le morphisme de Hurewicz est naturel, i.e. toute
application continue f : X — Y envoyant xy en gy, donne un diagramme
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commutatif

[
™ (X7 .23'0) Hﬁ' 1 (Y> yO)

Hurl lHur

H1(X)T>H1(Y)-

Dong, la surjectivité de f; implique la surjectivité de f.. Est-ce que cela est
vrai pour l'injectivité 7

9.3. Lex axiomes de Eilenberg—Steenrod. L’homologie singuliere satis-
fait des propriétés spécifiques données ci-dessous connues comme les axiomes
de Eilenberg—Steenrod.

Dans leur livre fondamental [2], Eilenberg et Steenrod ont défini une
théorie de homologique H comme une collection d’applications qui associent
a chaque couple topologique (X, A) un groupe abélien gradué H,.(X, A), a
chaque application continue f : (X, A) — (Y, B) un morphisme de groupes
gradués f, : H.(X,A) — H.(Y,B) de degré 0, et a chaque couple (X, A)
un morphisme de groupes 0, : H.(X,A) — H.(A) de degré (—1). De
plus ces applications doivent satisfaire les axiomes suivants, ol nous notons
H(X) := H(X, @) pour tout espace topologique X.

(1) V(X, A), H envoie l'identité de (X, A) sur l'identité de H (X, A).

(2) Pour toute applications continues f : (X, A) — (Y,B)etg: (Y,B) —
(Z,C),ona(go f)e=g.o [

(3) Pour toutes applications continues f : (X, A) — (Y, B),on a 0,0 f, =
(fla)x 0 Os.

(4) Aziome d’exactitude: ¥(X, A), la suite

s Ho(A) =5 Ho(X) 25 Ho(X,A) 25 Hyog(A) =5 -

est exacte, oui: A — X et j: X — (X, A) dénotent les applications
d’ inclusion.

(5) Aziome d’homotopie: Si f,g: (X, A) — (Y, B) sont homotopes, alors

(6) Aziome d’Excision : YA C B C X t.q. A C int(B), linclusion
i:(X\A B\ A) — (X,B) induit un isomorphisme

i, : HX\ A, B\ A) — H(X,B).
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(7) Aziome de la Dimension: L’homologie du point H({*}) est con-
centrée en degree 0, i.e. H;({x}) =0 for all i # 0.

Dans le langage des catégories, les premiers deux axiomes disent que H est un
foncteur de la catégorie des espaces topologiques a celle des groupes abéliens
gradués. Le troisieme axiome dit que Vi € Z, 0, est une transformation na-
turelle du foncteur H; au foncteur H;_; pre-composé avec le foncteur canon-
ique (X, A) — A de la categorie des couples topologiques dans celle des
espaces topologiques.

Il est connu que si H et H' sont deux théories homologiques et si Hy({*}) ~
H{({x}), alors H(K) est canoniquement isomorphe & H'(K) pour tout CW
complexe K, qui est un type d’espace trés général en topologie. (Plus en
général si H et H' satisfont deux axiomes de plus alors H(X) est canonique-
ment isomorphe & H'(X) pour tout espace topologique X [5].)

Il y a des théories qui satisfont tous les axiomes a l’exception de celui de
la dimension. Ces théories sont dites generalisées et incluent les théories de
cobordisme, qui jouent un roéle important en topologie.

Mais nous n’avancerons pas dans cette direction axiomatique, et H dénotera
dorenavant I’homologie singuliere. On a vu que H satisfait les axiomes (1-
2) et (4). L’ axiome (3) est une conséquence de I'Exercice 8.8 tandis-que
I'axiome (7) est donné par 1'Exercice Les Axiomes (5) et (6) sont plus
difficiles a prouver, et le lecteur peut consulter un des livres [2], [5, [ [3].
L’Axiome (5) montre que tout comme le groupe fondamental I’homologie est
un invariant homotopique. Donc, nous déduisons de la fonctorialité quune
équivalence homotopique induit un isomorphisme en homologie, qu’espaces
contractibles ont I’homologie d'un point, et ainsi de suite.

9.4. Propriétés de I’homologie singuliere. Outre les axiomes de Eilenberg—
Steenrod, il y a plusieurs propriétés satisfaites par ’lhomologie singuliere.

Théoréeme 9.15. Soit B C A C X espaces topologiques, et i : (A, B) —
(X,B) et j: (X,B) = (X,A) les inclusions. Alors, on a une suite exacte
longue
(13)

- %5 H, (A, B) =5 Ho(X,B) -2 H, (X, A) 25 H,_1(A,B) =5 - ..

ot le morphisme 0, : H, (X, A) — H,_1(A, B) est la composition de ’application
O + Hy(X,A) — H,_1(A) donnée par la couple (X, A) avec l’application
H, 1(A) — H, 1(A, B) induite par l'inclusion A — (A, B).

Ce résultat peut étre dérivé des axiomes de Eilenberg—Steenrod (see [?]), ou
de la définition des groupes d’homologie rélative comme suit.
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Prewve du Théoréme[9.13. La suite de I’énoncé est la suite exacte longue

associée a la suite exacte courte de complexes de chaines suivante par le
Théoréme R.6

0 — A(A)/A(B) — A(X)/A(B) — A(X)/A(A) — 0
O

La proposition suivante dit que les groupes d’homologie relative peuvent
presque étre remplacés par des groupes d’homologie absolus. Pour I’énoncer,
nous avons besoin de renforcer la notion de “retracte par déformation”. Un
sous-espace R C X est un retracte par déformation fort de X s’il y a une
retraction r de X sur R qui est homotope a l'identité de X relativement a

R.

Proposition 9.16. Soit A C X un fermé t.q. A est un retracte par defor-
mation forte d’un de ses voisinages. Alors, la projection canonique (X, A) —
(X/A, A/A) induit un isomorphisme H (X, A) ~ H(X/A, A/A).

Notons que A/A est un point preferé de X/A, donc H(X/A, A/A) est I’ ho-
mologie de X /A relative a un point. En général, pour un espace topologique
pointé (Y, %), on peut considérer le groupe d” homologie relative H (Y, {*x}) qui
est parfois appelé 'homologie singuliere reduite de Y. L’axiome d’ exactitude
et celui de la dimension axiom montrent que U'inclusion Y — (Y, {x}) induit
un isomorphisme H;(Y, {x}) ~ H;(Y) en dimension i # 0, et Ho(Y,{*}) est
le groupe abelien libre engendré par les composantes connexes par arcs de Y
qui ne contiennent pas x.

Proof of Proposition[9.16 Soit U un voisinage de A t.q. A est un retracte
fort par deformation de U. Nous avons le diagramme commutatif

H(X, A) H(X,U) H(X\ AU\ A)

i | |

H(X/A, AJA) — H(X/A, UJA) =— H(X/A) \ (A/A), (U/A) \ (A/A))

ol les applications horizontales sont induites par les inclusions et les verticales
par la projection canonique de X — X/A.

Puisque U est un retracte par deformation de A, le morphisme de groupes
H(A) — H(U) induit par I’ inclusion est un isomorphisme. Il en suit de
la suite exacte longue associée a la couple (U, A) que H(U, A) = 0. Donc,
Théoreme implique que Papplication H(X, A) — H(X,U) est un iso-
morphisme. De fagon similaire, en utilisant que la retraction par deformation
est forte, nous obtenons que l'application H(X/A, AJ/A) — H(X/A,U/A) est
un isomorphime. Par excision les applications H(X \ A,U \ A) — H(X,U)
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et H((X/A)\ (A/A),(U/A)\ (A/A)) — H(X/A,U/A) sont aussi des iso-
morphismes. Donc, toutes les applications horizontales du diagramme sont
des isomorphismes. Il est aussi vrai que ’application verticale de droite est
un isomorphisme parce que la projection X \ A — (X/A) \ (A/A) est un
homeomorphisme envoyant U \ A sur (U/A) \ (A/A). La conclusion s’en
suit. U

Mais l'outil le plus important pour le calcul de I’homologie singuliere est la
suite de Mayer—Vietoris qui est une sorte d’analogue du théoreme de Seifert—
Van Kampen pour ’homologie.

Théoréme 9.17 (Mayer—Vietoris). Soit A, B C X t.q. X = int(A)Uint(B).
Soiti® : ANB — A, iP: ANB —- B, j4: A= X etj?:B—= X les
inclusions. Alors, il y a une suite exacte longue

iAeiB i @il

-A__ ;B
2% Hy(ANB) 25 H,(A)eH,(B) =% H,(X) 25 H,_(ANB) =% ...
ot 0y : Hy(X) — H,_1(AN B) est la composition

H,(X) — H,(X, B) —" _ [ (A, AN B) —%~ H, (AN B).

Le Théoreme peut étre déduit des axiomes de Eilenberg—Steenrod ou
prouvé directement. Voici une idée de cette preuve. Il y a une suite exacte
de complexes de chaines

A®IR IATIR A{AB)
0 — A(ANB) == A(A) @ A(B) = AWPH(X) — 0

ott ABH(X) denote le groupe abelien engendré librement par les simplexes
singuliers en X qui sont supportés soit en A soit en B. Par le Théoreme
B.6 cela induit une suite exacte longue, qui donne le Théoréme [9.17] avec
H(X) remplacé par 1’ homologie de A48} X). Donc, on s’est reduit &
prouver que ces groupes sont isomorphes, et cela est la part technique de
largument [I, B]. En particulier, cette preuve montre que le morphisme
0« : Hy(X) = H,_1(AN B) est en effet un morphisme de connexion.

Exercice 9.18. Soit (X, %) et (Y, e) des espaces topologiques pointés. Trou-
ver des conditions suffisantes sur (X, x) et (Y, e) pour que les inclusions de
X et Y dans X VY induisent un isomorphisme

H(X,x)® H(Y,o) ~ HX VY, x).
Exercice 9.19. Calculer I’ homologie de S! en utilisant Mayer—Vietoris.
Exercice 9.20. Calculer I’ homologie de S? en utilisant Mayer—Vietoris.

Exercice 9.21. Calculer I’ homologie de S™ en utilisant Mayer—Vietoris.
Montrer qu’il y a une identification canonique entre H,(S™) et Hy(S°). En
déduire que H,(S™) = Z de fagon canonique.
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D’apres I'exercice précédent on peut alors définir le degré topologique d une
application f : S™ — S™ comme le scalaire induit par H,(f).

Exercice 9.22. Montrer que H,(D* 0D*) = Z si k = n et 0 autrement.

Exercice 9.23 (Théoreme de l'invariance du domaine). Montrer quun ou-
vert U de R" n’est pas homéomorphe a un ouvert V de R™ avec m # n.
(Aide: considérer l'action sur H,, (U, U \ pt) de 'homéomorphisme et utiliser
une excision de U \ D ou D est un disque centré en pt.)
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