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Résumé. Dans l'industrie, le développement de codes de calcul est souvent mis en
ceuvre pour étudier et analyser des phénomenes ou des systemes physiques complexes. Cer-
tains de ces codes de calculs dépendent de deux types de variables d’entrées : les variables
expérimentales ou de controle et les parametres intrinseques. Ces parametres sont souvent
des constantes physiques et/ou des parametres de controle qui n’ont pas d’interprétation
physique. Des valeurs précises doivent étre fixées pour ces parametres par 'ingénieur afin
que le code de calcul imite le plus fidelement possible le phénomeéne physique d’intérét. La
nature complexe de ces codes de calculs exige une procédure de calibration efficace, dans
laquelle les parametres inconnus sont ajustés pour améliorer I'alignement entre les sorties
du code et les observations physiques. La plupart des travaux sur la calibration bayésienne
se concentrent sur la construction d’un émulateur du code de calcul en sélectionnant les
expériences numériques sans se préoccuper de la qualité des mesures physiques en amont.
Etant donné que ces mesures physiques sont limitées par leur cout ou la difficulté de les
acquérir, il serait judicieux de les sélectionner pour une calibration plus efficace.

Sur la base du cadre bayésien classique de Kennedy and O’Hagan [2001], nous proposons
une stratégie hybride pour la sélection de plans d’expériences physiques et numériques pour
la calibration de code de calcul couteux. Cette stratégie permet une construction précise
de I’émulateur de code de calcul, conduisant a une meilleure approximation de la densité
a posteriori des parametres de calibration et, par conséquent, a des résultats de calibration
plus précis.

La premiere étape consiste a sélectionner les expériences physiques. Nous commencerons
donc par présenter des criteres permettant de mesurer la qualité d’'un plan d’expériences phy-
siques. Ces criteres peuvent étre regroupés en deux catégories : ceux basés sur la matrice d’in-
formation Pronzato and Walter [1985], Fedorov [1980] et ceux basés sur la distribution a pos-
teriori exacte. Ces derniers sont mieux adaptées au probleme de calibration car elles tiennent
compte de la nature non linéaire du code de calcul, de I'incertitude du phénomene physique
et des parametres. Nous présenterons un algorithme d’optimisation pour la résolution du
probleme d’optimisation de ces criteres.

La seconde étape consiste a sélectionner le plan d’expériences numériques. Nous présenterons
des criteres tirés de la littérature Damblin et al. [2018], Dai and Chien [2018] et ceux que nous
proposons. Nos criteres s’inspirent du paradigme de réduction séquentielle de I'incertitude



(SUR) Chevalier et al. [2014]. IIs sont basés sur des mesures d’incertitude pour I'objectif de
calibration. Pour leur optimisation, qui est cotiteuse, nous utiliserons un algorithme glouton
qui exploite la procédure de Monte Carlo utilisée dans leur calcul. Une étude comparative
sur un cas analytique sera présentée a la fin pour illustrer la performance des différents al-
gorithmes.

Mots-clés. Calibration bayésienne, processus gaussien, quantification d’incertitudes, plans
d’expériences physiques, plans d’expériences numériques, divergence de Kullback-Leibler.

Abstract. In industry, computer codes are often developed to study and analyse complex
physical phenomena or systems. Some of these computer codes depend on two types of in-
put variables : experimental or control variables and intrinsic parameters. These parameters
are often physical constants and/or control parameters that have no physical interpretation.
Precise values must be set for these parameters by the engineer so that the computer code
imitates the physical phenomenon of interest as closely as possible. The complex nature of
these computer codes requires an efficient calibration procedure, in which the unknown pa-
rameters are adjusted to improve the alignment between the code outputs and the physical
observations. Most work on Bayesian calibration focuses on building an emulator of the com-
puter code by selecting numerical experiments without regard to the quality of the upstream
physical measurements. Given that these physical measurements are limited by their cost
or the difficulty of acquiring them, it would make sense to select them for more effective
calibration.

The first step is to select the physical experiments. We will therefore begin by presenting
the criteria for measuring the quality of a design of physical experiments. These criteria can
be grouped into two categories : based on the information matrix (Pronzato and Walter
[1985], Fedorov [1980]) and the exact a posteriori distribution. The latter are better suited to
the calibration problem because they take into account the non-linear nature of the computer
code, the uncertainty of the physical phenomenon, and the uncertainty of the parameters. We
will present an optimization algorithm for solving the problem of optimizing these criteria.
The second stage consists of selecting the design of numerical experiments. We will present
criteria taken from the literature and those that we propose. Our criteria are inspired by
the sequential uncertainty reduction (SUR) paradigm Chevalier et al. [2014]. They are based
on uncertainty measurements for the calibration objective. For their optimization, which
is costly, we will use a greedy algorithm that exploits the Monte Carlo procedure used in
their calculation. A comparative study on an analytical case will be presented at the end to
illustrate the performance of the different algorithms.

Keywords. Bayesian calibration, Gaussian process, uncertainty quantification, designs
of physical experiments, designs of numerical experiments, Kullback-Leibler divergence.



1 Introduction

Le code de calcul d’intérét est représenté par une fonction paramétrique dépendant de
deux types d’entrées : un vecteur de variables de controle désigné par x € X C R? et un
vecteur de parametres 6 € © C R? appelés parametres de calibration.

Sur la base du cadre bayésien classique de Kennedy and O’Hagan [2001] (KOH), la relation
entre le code de calcul et le systeme physique est donnée par le modele statistique suivant

Yobs(J;) - fcode(l’y 00) + €z, (]‘)

ot By € O est la vraie valeur du vecteur des parametres et g, ~ N(0, 02) est I'erreur de mesure.
Nous supposons que la variance o2 est connue. Le cas échéant, elle peut étre considérée comme
un parametre d’incertitude supplémentaire incroporé dans le cadre bayésien ci-dessous.
Notons par X le plan d’expériences physiques et Y les mesures physiques correspondantes.
On modélise notre connaissance a priori sur le vecteur de parametres de calibration par une
loi a priori représentée par la densité de probabilité 7y : § € © — m(f) € Ry. La loi a
priori est mise a jour, par la regle de Bayes, a 'aide des observations physiques pour donner
la densité a posteriori
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ou L(Y,ps | ) représente la vraisemblance, Z = f oL (Yops | u)mo(u)du la constante de norma-

lisation et SS(6) = >0, (yi — feoae(z?, 0))2 la somme des écarts aux carrés.

Pour estimer les parametres de calibration, nous devons échantillonner la distribution a
posteriori (2) par la méthode de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC). Cela nécessite
un grand nombre d’appels au code de calcul. Ce dernier étant cotuiteux, cette approche n’est
pas réalisable. La solution consiste a approximer la densité a posteriori a I’aide d’un émulateur
du code de calcul.

2 Emulation par processus gaussien et approximation
de la densité a posteriori

On pose un a priori sur le code de calcul comme étant la réalisation d’un processus
gaussien

Ycode ~ GP(m,Ba kd})a (3)

oum :u € XxO — m(u) € Rest la fonction moyenne a priori et ky : (u,v) € (X X0)? —
ky(u,v) € R est la fonction de covariance a priori avec 8 et ¢ le vecteur des parametres de
régressions et le vecteur des hyperparametres.



T
Supposons que 'on dispose de Dy = ((a:l,ﬁl),...,(a:M,HM)> le plan d’expériences

T
numériques et feoge(Dar) = ( feode(x1,01), ..., fcode(xM,GM)> les observations numériques

correspondantes. Le processus gaussien conditionné aux observations numériques reste également
gaussien :

}/;:](\)/ée = [Kzode | Yeode(Dar) = fcode(DMﬂ ~ GP <[1/M, k’]\/[), (4)

ou pup et ks representent la fonction moyenne a posteriori et la fonction de covariance a
posteriori dont les expressions suivent :

/J/M(U> = TTLB(U) - ]C(’U, DM) [k(DM)}_l [fcode(DM> - mﬂ(DMﬂa (5)
knr(0,0) = k(v,0") = k(v, Dar) [k(Dar)] ™ k(Dag, 0'), (6)

et
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mg(Dar) = (mﬁ(xi’ei)>i1,...,M

k(Dyr, ) = <k((xi,0i),v/))

i=1,...M ij=1, M

Les parametres du modele de processus gaussien ((,1) sont omis dans les notations par
souci de simplicité. Ils peuvent étre estimés a l'aide des observations numériques par la
technique de modularisation (voir Damblin et al. [2018]). Une hypothese supplémentaire
d’indépendance entre la loi a priori du vecteur des parametres et celle du code de calcul
conduit a I'approximation de la densité a posteriori donnée comme suit :
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est la vraisemblance conditionnée aux observations numériques, avec Wy (0) = o2, +
kM((Xobs> 9)7 (Xob57 9)) .

De I’équation (7), nous pouvons noter que la qualité de 'approximation dépend de la
qualité de I’émulateur qui a son tour dépend des observations numériques donc du plan
d’expériences numériques. De plus la qualité de la densité a posteriori que ’on cherche a ap-
proximer (2) dépend de la qualité des observations physiques. D’ou la nécessité de sélectionner
avec soin le plan d’expériences physiques et le plan d’expériences numériques pour une cali-
bration efficace.



3 Algorithme hybride pour la calibration de code de
calcul

L’algorithme hybride que nous proposons pour la calibration se déclinent en cing étapes
principales :

1. Construire un émulateur de processus gaussien initial a ’aide d’un plan d’expériences
numériques Dy, et les observations numériques correspondantes f(Dyy, ).

2. Utiliser I’émulateur pour sélectionner le plan d’expériences physiques
Xops € arg max C(X), (8)

ou C est un critere de sélection qui mesure la quantité d’information contenue dans
un plan d’expériences physiques.

3. Effectuer les mesures sur le terrain et recueillir les observations physiques Y,ps.

4. Pour k = M,,..., M :
— Sélectionner en deux étapes :

Or+1 € argmax oy (6) 9)
o

Tp41 € argmax B(z, Ops1), (10)

obs

ou «y, et [y sont des fonctions d’acquisitions.

— Enrichir le plan d’expériences numériques Dy1 = Dy U{(Zg11,0k11)} et les obser-
vations numériques fcade(Dk—i—l) = (fcode(Dk+1)T7 fcode (xk+17 9k+1))

— Mettre a jour ’émulateur de processus gaussien.

5. Approximation de la distribution a posteriori, échantillonnage MCMC et estimation
des intervalles de crédibilité des parametres de calibration.

L’exposé se concentrera sur les criteres de la littérature basés sur la matrice d’information
(Pronzato and Walter [1985], Fedorov [1980]) et ceux que nous proposons qui utilisent la
distribution a posteriori pour mesurer la qualité d'un plan d’expériences physiques.

Pour la sélection séquentielle de plans d’expériences numériques, nous présenterons les stratégies
de Damblin et al. [2018], Dai and Chien [2018] et Gardner et al. [2019] et celles que nous propo-
sons inspirées du paradigme de réduction séquentielle d’incertitudes (Chevalier et al. [2014]).
Des algorithmes d’optimisation adaptés aux problemes (8), (9) et (10) seront également
présentés. Et enfin des illustrations et des résultats des performances des algorithmes sur des
cas test analytiques seront présentés.
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