GROUPES DE DIFFEOTOPIES DE SURFACES
MASTER 2 — UNIVERSITE PAUL SABATIER — TOULOUSE III
SOLUTION D’EXERCICE

FLORIAN DELOUP

Exercice. Soit ¥ une surface différentiable compacte connexe orientée telle que
0% # @. Soit f: ¥ — X un difféomorphisme.

1. Si f: ¥ — X préserve lorientation, alors f|ss : 0¥ — 0% préserve lorientation.

2. Si flox : 0X — 0% préserve Uorientation, alors f : ¥ — X préserve lorientation.

Solution. 1. Remarquons tout d’abord que le théoréeme d’inversion locale assure
que flox est un difféomorphisme de 9% sur 9%.

Soit f € Diffeot(X). Pour p € ¥, il existe des cartes (U, 4y) et (V,1by) autour de
p et de f(p) respectivement telles que f(U) C V et det(D'(¢y o foy")|s) > 0
pour tout & € ¥y (U). Pour z € 9%, les ouverts U et V sont des ouverts de
R2 = {(z1,22) € R? | 25 > 0}. Rappelons que 9R% = R. L’application

Iy = (xla 0)
définit un plongement de JR3 dans R%.

Notons T'(z) = D*(¢yoforh;')(x) pour = ¥y (p). Ceci définit un difféomorphisme
T : 9y (U) — 1y (V) entre ouverts de R?. Notons

Y1 T (21, 72)
T = = .
(21, 22) ( Y2 ) < To(x1,x2) )
Examinons le jacobien J(x) = det T(x) quand = = ¢y (p) pour p € 9X. Dans ce
cas,

z = (21,0) € Yy (U) C R
Comme f(p) € 9%, T o9y (p) € OR?. et donc I'application de transition T vérifie

_ _( Ti(21,0) \ _ [ Ti(21,0)
T(x) =T(x1,0) = ( Ty(21.0) ) = 0 .
Puisque f € Diffeo’ (), le jacobien J(z) doit étre positif en tout = € 1y (U) et en
particulier pour z = ¥y (p) (p € %), soit

oT; oT;
8761(331’0) af;(xuo)

J(x) = det(T(x1,0)) = 87’% aﬁ > 0.
67:1(%’0) 8762(%270)
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Comme T5(z1,0) = 0 pour tout z1, g,—ff(xl,O) = 0. Donc
oTy 0Ty

1 J = — 0) - — 0 0.

( ) (‘/E) axl(l‘l’ ) axQ(x].? )>

En particulier %(azl,O) # 0. Vu que l'application différentiable xo — To(x1,x2)

2
est positive pour zo > 0 (x; fixé) et que To(x1,0) = 0, nous avons

oT:
Ty(z1,22) ~ = (21,0)- a2,
———— z2—07F (9{)3‘2 N~~~
>0 >0
donc gTT;(atl, 0) > 0. Revenant & (??), nous déduisons alors que
_ T
det(D' (v © flo 0 ") (@) = 5~ (1,0) > 0.

Le raisonnement vaut pour tout p € 3. On conclut que f|ox € Diffeo™ (0%). W

2. On propose deux méthodes. Méthode élémentaire:

La surface % est par définition munie d’un atlas. Soit O(f) Pensemble des points
p € X en lesquels f préserve 'orientation. C’est par définition 1’ensemble des
points p € X tels que det(D* (¢ o f o) (1w (p))) > 0 pour toutes cartes (U, 1)
et (V,vy) de l'atlas de ¥ autour de p et de f(p) telles que f(U) C V. On va
montrer que O(f) est non vide et ouvert et fermé dans X.

e O(f) est non vide:

Conservons les mémes notations que précédemment. Vu que f|gx préserve l'orientation,
0Ty

a.’ljl (1'170) > 0.
Comme Ty (z1,22) > 0 pour 2o > 0 et Ty(z1,0) =0,
Ty
87@(%170) > 0.
Comme T5(z1,0) = 0 pour tout 1,
Ty
222 (21,0) = 0.
81,1 ($17 ) 0
Il en résulte que
o1y 0T
= (21,0) (z1,0) T T
J(z) = det(T(z1,0)) = | 921 g2z = @(xl, 0) - @(@, 0) > 0.
gt dzq 0z
0 a (3?2, 0)
Z2

Donc f préserve l'orientation en p = %}1(96) € 93. On conclut que O(f) contient
ox.

e O(f) contient un voisinage de 03:

Comme les applications xo — %(331,332), To %(1'1,332) et Ty — ‘g—ff(axl,xg)

sont continues, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour 0 < z2 < 7,

oT
° 67331(‘%1’3;2) >0
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0T5

|
81’2

oT:

au (@1,22)

($1, 3?2) >0

° < E.

On en déduit pour x5 < € assez petit,

o1, o1,
7(201,332) (371,332)
J(Z‘) — 81'1 (91'2

8%‘1 L2 63:2 L2

N OTy OTy ot

= 87561(5017902) Oo (1171, 2) o, (5017 2) P (1171,£U2)

OT; oT: oT
> 8xi(x17x2) axz(fﬂhiﬁz)—ﬁ"al(fﬂhxz) >0

Il s’ensuit que p = wl}l(x) € O(f). On en conclut que O(f) contient un voisinage
de 9% dans .

o O(f) est ouvert dans %:

Soit p € O(f) \ 9. (Un tel point existe d’apres I’étape précédente.) Soit (U, y)
et (V,4¢y) des cartes quelconques adaptées & p et f(p), i.e.. U et V sont des
ouverts de 3 contenant p et f(p) respectivement et f(U) C V. On note encore
T(z) = D'(spy o f ooy )(z) pour x = 1y (p). Par hypothese sur p, det T(x) > 0.
L’application z — det T'(z) est définie et continue en = dans le voisinage 1y (U) C
R2. Donc il existe un voisinage  C ¥y (U) de x = ¢y (U) tel que pour tout z’ € €,
det T'(z') > 0. Ceci revient a dire que pour tout p’ € wl}l(ﬂ) (qui est un voisinage
de p contenu dans U), p’ € O(f).

e O(f) est fermé dans X:

Montrons que le complémentaire ¥\ O(f) est ouvert. Soit p € ¥\ O(f). 1l existe
donc un couple de cartes (U, vy ) et (V, 1y ) autour de p et de f(p) respectivement
telles que f(U) C V et detT(x) < 0 pour = ¢y (p). Par le méme argument de
continuité de x — det(7T'(x)) que précédemment, on montre que det T'(z’) < 0 pour
tout 2’ dans un voisinage de z. Donc p’ € £\ O(f) pour tout p’ dans un voisinage
de p. On a donc montré que O(f) est fermé.

e Conclusion: O(f) est non vide, ouvert et fermé dans ¥ qui est connexe, donc
O(f) = ¥. Donc f € Diffeo™ (%). [ |

Méthode avec I’homologie: pour montrer que f € Diffeo™ (%), il suffit de mon-
trer que lisomorphisme f, : Ho(X,0%) — Hy(¥,0%) induit en homologie est
I'identité.

Plus généralement tout difféomorphisme f € Diffeo(X) induit en homologie le di-
agramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes et les fleches verticales
sont des isomorphismes:
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%

00— Hy(2) 2 Hy(S,08) —2> Hy (%) —> Hy (D) —> -+

:lf* :if* 2l(f82)* lf*

K2

00— Hy(2) 2 Hy(S,08) —2> Hy (%) —> Hy(S) —> -+

Comme ¥ est orienté de dimension 2 et a un bord non trivial, Hy(X,0X) = Z et
H(X) = 0. Donc f, est £Idz = £1 et ’'homomorphisme de bord 0 : Ho(X, %) —
H,(0%) est injectif. L’homomorphisme de bord 0 admet la description suivante:
soit 0¥ = U;C; le bord de X écrit sous forme de réunion disjointe de composantes
connexes. Alors 9[X, 0¥] = [0X] = )_.[C;] ou [X, 0X] désigne la classe d’orientation
homologique (qui est le générateur choisi de Ho(X,0%) = Z), [0X] € H1(0%)
la classe d’homologie représentée par le bord orienté 9% et [C;] les classes de 1-
homologie représentées par les composantes (orientées) du bord.

Par hypothese, f|os préserve lorientation. Donc f|sx permute les composantes
orientées C; sans changer leurs orientations respectives. La commutativité du carré
central du diagramme dit que 0 = (f|gs )+« 0 9. Nous devons montrer que le signe

a la classe d’homologie d’orientation [X,0%] €

est +1. Appliquons cette égalité a
Hy(%,0%):
iz = (flox) (Z[CD = Z(ﬂaz)*[@] = Z[Cz]

(En effet, la permutation qu’opére (f|ss ). sur les [C;] laisse invariante leur somme.)
Donc le signe est +1, comme annoncé. |

Remarques.

(1) Les deux méthodes fonctionnent aussi en dimension quelconque: on peut
remplacer ¥ par une variété différentiable de dimension finie quelconque.
(Avec la premiere méthode, on a & considérer la sous-matrice de taille n — 1
de la matrice jacobienne de taille n.)

(2) La premiere méthode (élémentaire) fonctionne aussi méme si la variété n’est
pas compacte ce qui n’est pas le cas de la méthode homologique ci-dessus.
En effet, si ¥ n’est pas connexe, 0¥ peut avoir un nombre infini de com-
posantes connexes (on peut modifier la théorie homologique pour cela mais
c’est une autre histoire).



