Chapitre 2 : applications.

1. COUPLES ET PRODUITS CARTESIENS.

Nous avons défini au chapitre précédent 1’ensemble {a, b} appelé paire
dont les seuls éléments sont a et b. Le couple (a, b) est un nouvel objet
qui, a la différence de la paire {a, b}, fait jouer un role important a
I'ordre dans lequel sont écrits a et b : (a,b) et (b,a) sont deux couples
différents alors que {a,b} et {b,a} sont identiques. De plus (a,a) est
un couple alors que {a,a} = {a} est un singleton. La notion de couple
se comprend mieux si I'on considere par exemple (37,60) ou 37 est la
température d’un objet et 60 son poids; (60, 37) pourrait étre le couple
température-poids d'un autre objet et (37,37) celui d'un troisieme.

La propriété essentielle du couple est la suivante :

(a,b) = (c,d) = a=cetb=nb.

Etant donné deux ensembles E et [’ on appelle produit cartésien
de E et F' I'ensemble suivant :

ExF = {(z,y):x € Eetye F}.

Plus généralement on introduit des n-uplets (triplets, quadruplets,
quintuplets, sextuplets, heptuplets, octuplets, nonuplet, décuplets ... )
(1,9, ...,x,) avec la propriété

(X1, T2,y xn) = (Y1, Y2y - Yn) S X1 =Y1 €L To =Yg ... Tp =1Yp
et le produit cartésien de n ensembles

EyxEyx...xE, = {(x1,29,...,2,) : 21 € By et xg € Eset...etx, € E,}.

2. APPLICATIONS.

Soient F et F' deux ensembles. On appelle application de F dans
F un triplet (E, F, f) ou f est une partie de E x F' et qui vérifie les
deux propriétés suivantes :

(1) (Ve e E) (I eF) (z,y) € [,

(2) Vxe E)Vye F)(Vz € F)((z,y) € fet (x,2) € f) =y =z,
autrement dit, pour tout x € FE il existe un et un seul y € F' tel
que (x,y) € f. On note de fagon plus habituelle y = f(z) au lieu de
(xz,y) € f. Voici un peu de terminologie : E est I’ensemble de départ
ou de définition de f, F est I'espace d’arrivée, y = f(z) est l'image
de x par f. Le terme de fonction est plutot réservé aux applications a
valeur dans R ou C. Une autre notation souvent utilisée est

f:E—F.

Notons enfin que deux fonctions f : B — F et f': E' — F’ sont égales
si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées : F = E,
F =F'et f(x) = f'(x) pour tout = € E. Par exemple f : [0,00[— R
définie par f(z) = z et f' : [0,00[— R définie par f'(xz) = |z| sont
égales mais f : [0, 00[— R définie par f(z) =z et f”: [0, 00[— [0, 00|
définie par f(z) = x ne le sont pas parce que les espaces d’arrivée sont
différents.
Voici quelques exemples d’applications
(1) idg : E — E définie par idg(z) = z, c’est 'application iden-
tité,
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(2) Soit A C E. L’application i4 : A — FE définie par is(x) = x
est I'injection canonique de A dans F,

(3) Soit A C E. L’application x4 : A — {0, 1} définie par xa(x) =
Isize Aet xa(r) =0siz ¢ A est la fonction indicatrice
de A.

(4) Soit b € F. L’application f : E — F définie par f(z) = b pour
tout © € E est une application constante.

3. COMPOSITION DES APPLICATIONS.

Soient E, F' et G trois ensembles, f : F — F et g: F — G deux
applications. La composée des applications f et g, notée g o f, est
I’application

gof:EF—G
définie par (go f)(x) = g(f(z)) pour tout x € E. Par exemple prenons
f:[-L1] =R, f(z)=v1—22et g: R — [-1,1], g(z) = sin(x). Ces

applications peuvent étre composées et vont donner
gof [-1,1] = [~1,1], (g0 f)(@) =sin (VI—a?)

alors que

FogiR =R, (Fog)a) = (y/1- (ine)*) = foosto)].

Cet exemple montre que 'opération de composition n’est pas commu-
tative. On a toutefois

Théoreme 1. Soient f : E — F, g: F — G et h : F — G trois
applications. Alors

(1) foidg = f, idpo f = f,
(2) ho(gof)=(hog)o f.

Une question que I'on va se poser est celle de I'inversion des applica-
tions c’est a dire, étant donné une application f : F — F, trouver une
application g : F' — FE telle que

Le paragraphe qui suit vise a traiter la question de I'existence d'un tel
inverse.

4. INJECTIONS, SURJECTIONS, BIJECTIONS.

Soit f: E — F. A tout z € E on peut associer y € F par y = f(x).
Réciproquement, si 'on se donne y € F, on peut se demander s’il
existe x € F vérifiant cette relation, autrement dit si y € F' est donné
I’équation

y = [f(z)
possede des solutions x € E et s’il y a unicité. Ici x est 'inconnue du

probleme et y le "second membre”. Ceci conduit naturellement aux
définitions suivantes



Definition 1. On dit que f : E — F est surjective lorsque
(Vy e F)(3z € E) y= f(z).
On dit que f est injective lorsque
(Vz e E) (Vo' € E) (f(x) = f(2') = z=2a).
On dit que f est bijective lorsqu’elle est a la fois injective et surjective.

Il faut étre précis avec ces questions : surjectivité et injectivité sont
des notions relatives au contexte envisagé comme le montrent les ex-
emples suivants:

Exemple 1. f : R — R, f(x) = x? n’est pas surjective puisque

I'équation f(x) = y avec y = —1, autrement dit > = —1, n’a pas
de solution = € R.

Exemple 2. g : R — [0, 00|, g(x) = 2% est surjective : I'équation 22 =y
possede toujours une solution = € R pour tout y € [0, ool

Exemple 3. h : [0, 00[— [0,00[, h(z) = 22 est surjective : I’équation
x? = y possede toujours une solution z € [0, co[ pour tout y € [0, ool

Exemple 4. f: R — R, f(z) = 2% n’est pas injective puisque f(2) =
f(—2) =4 et que 2 # —2 : 'équation f(z) = 4 possede deux solutions
distinctes. De méme g n’est pas injective.

Exemple 5. h : [0,00[— [0,00[, h(x) = z? est injective : pour tout
u,v € [0,00[ si u* = v? alors u = v. Cet exemple montre que h est
bijective : I'équation y = x? posséde une et une seule solution z > 0
pour tout y > 0. Cette unique solution est notée ,/y et vérifie les deux

propriétes suivantes : (\/5)2 = gy par construction, c¢’est a dire
ho \/— = Zd[07oo[
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De plus, pour y = 22 on obtient <\/x2) = 22 d’ofl, par injectivité,
Va2 =z c’est a dire

\/— oh= Z'd[[)po[.

On généralise cette approche dans la définition suivante

Théoreme 2. Soit f : E — F bijective. A tout y € F on associe
l'unique solution de l'équation f(x) = y que l'on note f~'(y). Ceci
définit une application f~' : F — E qui vérifie les deux propriétés
suivantes

foft=idpet flof=1idpg.
On lappelle la bijection (ou fonction) inverse de f ou bien la bijection
(ou fonction) réciproque.

Preuve. La propriété f o f~! = idp signifie que f(f~'(y)) = y pour
tout y € F ce qui provient de la définition de f=!. Si I’on applique cette
propriété & f(z) pour un x € E donné, on obtient f(f~1(f(x))) = f(x).
Puisque f est injective on obtient f~!(f(z)) = x ou encore f~'o f =
idg. O
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Théoreme 3. Soit f : E — F et supposons qu’il existe une application
g: F— E qui vérifie
Alors f est bijective et g = 1.
Preuve. Montrons que f est surjective. Soit y € F' donné. Puisque fo
g=1idrona f(g(y)) =y c’est adire f(z) = y pour z = g(y). Montrons
que f est injective. Supposons que f(u) = f(v). En composant par g
on a g(f(u)) =g(f(v)) dout u = v puisque go f =idg. On a enfin
g=goidp=go(fof™)=(gof)of =idgof=f"
O

Théoréme 4. Soit f : E — F bijective. Sa fonction inverse f~! :
F — E est aussi une bijection et (f~1)~1 = f.

Preuve. C’est une conséquence du théoreme 77 :
foft=idpet f'of=idg
et du théoréme ?? appliqué & f~! au lieu de f et & f au lieu de g. O

Théoreme 5. L’application identité idg : E — E est bijective. Elle
est sa propre inverse.

Preuve. C’est une conséquence du théoreme ?? appliqué a f = g =
1dg. O

Théoreme 6. Soient f : E — F et g : F — G deux bijections. La
composée go f : E — G est aussi une bijection et (go f)~' = f~log™L.

Preuve. C’est une conséquence du théoreme 77 :
(gof)o(fog™)=go(fof)og™ =goidrog™ =gog™' =ide.
Par un argument identique on a

(fTtog ) olgof) =idg.
L’unicité de I'inverse permet alors de conclure : (go f)™' = f~log L

O

Une conséquence des théoremes précédents, pour des applications
f: E — FE est la suivante

Théoreme 7. Notons Sg l’ensemble des bijections f : E — E. C’est
un groupe pour la composition des applications dont [’identité est [’élément
neutre : pour tout f, g et h € Sg on a

(]‘) go f € SEa
(2) ho(gof)=(hog)of,
(3) foidg =idgo f,
(4) fof = f o f == idp.
Ce groupe est appelé le groupe symétrique de E.



