Université Paul Sabatier. Premier semestre scientifique. Section B.
Deuxiéme controle de mathématique, 8 décembre 2003.
Documents et calculettes interdits a I’exception de la calculatrice UPS.
Durée de I’épreuve : 1 heure. Total sur 7 points.

Premier exercice, 1 point. Soit u = (u,),>0 une suite de nombres réels et soit
[ € R. Quand dit-on que lim,_,, u, = ? Quand dit-on que lim,,_, o u, = 400 7

Deuxiéme exercice, 2.5 points. Soit
P={(v,y,2) €R® : x4+ 2y+2z=0}.
(1) Montrer que c’est un sous-espace vectoriel de R.
(2) Montrer que v; = (—2,1,0) et v = (—1,0,1) constituent une base de P.
(3) Donner l'expression d'un vecteur vz = (a,b,c) € R? tel que {vy, vo,v3} soit
une base de R3.

Troisieme exercice, 3.5 points. Etant donné deux nombres réels 0 < a < b on
définit deux suites par

2U, Uy,
Ug=a, Vg =0, Upy1 = ————, Upt1 = V/UnUp
Uy, + VU,

(1) Montrer que, quels que soient z > 0 et y > 0 on a

Y
132 + y2 -

(2) Montrer que, pour tout n > 0,

(a) 0 < uy, et 0<uy,,

(b) up < vy,

(¢) tn < Unya,

(d) Un41 < Up-

(3) En déduire que les suites (u,) et (v,) convergent.

(4) Montrer que leurs limites sont égales.



Correction du controle 2.

Premier exercice.
- lim u,=101<Ve>0, dngeN, YneN, n>ny=|u,—1I <e

n—-400
2- lim u, =400 < VA>0, dngeN, VneN, n>ny=A<u,.

n—-+00
Deuxieme exercice.

1- 11 suffit de montrer que 0 = (0,0,0) € P et que toute combinaison linéaire de deux éléments
de P appartient a P.
1.1-0€ePcar 1 x0+2x04+1x0=0.

2.1- Soient u = (r,s,t) € P et v = (x,y,z) € P. Pour tous réels A et p on a Au + pv =
(Ar + px, As + py, At + pz). Un calcul direct montre que Au + pv € P. En effet :
(Ar 4+ pz) +2(As + py) + M+ pz) =AXr+2s+t) +plz+2y+2) =Ax0+px0=0.

2- Pour montrer que v; et v9 constituent une base de P, il faut montrer les trois propriétés suivantes :
a) v € P et vy € P, b) vy et vy sont indépendants, ¢) tout vecteur de P est combinaison
linéaire de v et vs.

a) Puisque —2+2x14+0=0et —1+2x0+1=0, alors v; € P et vy € P.

b) Montrons que Av; + pvg =0 = XA = p = 0. Or vy + pvg = (—2\ — p, A, p). Ce vecteur
est nul si et seulement si —2A — =0, A=0, p=0.Donc A= pu =0 etlesysteme
de vecteurs {v,v5} est libre.

¢) Soit un vecteur u = (z,y, z) € P. Larelation x+ 2y + z = 0 implique z = —2y — 2. Donc
u=(-2y—zvy,2) = (—2y,y,0) + (—2,0,2) = yv; + zve. Donc le systeéme de vecteurs
{v1,v2} est un systéme générateur de P.

3- Le vecteur v3 = (1,0,0) ¢ P car 1 +2 x 2+ 1 # 0. Pour montrer que le systeme de
vecteurs {vi, ve,v3} est une base de R? il suffit de montrer que ce systéme est libre. Or
>\1U1+)\2U2+)\3@3 = (—2)\1—)\2+>\3, >\1, )\2) Si )\11}1 +/\2’02+)\3U3 = 0 alors —2)\1—)\2+>\3 = 0,
/\1:0, /\2:0 DOnC)\lz)\2:>\3:0.

Troisieme exercice.
1- L’inégalité provient des inégalités = > 0, y > 0 et (v — y)* = 2 +y* — 22y > 0.
2- a)uy=a>0etvy=>b>0.Siu, >0 etwv, >0 alors par définition de u, 1 et v,.; on a
Ups1 > 0 et v,.1 > 0. Donc pour tout n > 0, on a u, > 0 et v, > 0.
b) On a uy < a < vy = b. Montrons u,, < v, = Uy11 < v,41. De la question précédente on

2/Un+\/Un, _
a ———— < 1 avec ¢ = J/u, et y = /v,. En multipliant les deux membres de cette

Uy + Uy,
inégalité par ,/u,+/v, on obtient directement u, 1 < v,11. Donc pour tout n > 0, on a
Up < Uy
c) On a
_ 2u,v, U (U — )
Upt1 — Uy = — Uy, = —————=,
Up + Un Up + Un

Le a) et le b) impliquent w1 — u, > 0.

d) On a
Upnt1 — Up = /UnpVp — Up = /U (/Un — /Un)-
Le a) et le b) impliquent v, 1 — v, < 0.
3- La question 2 montre que
a=u<uy <...<u,<v,<...<v; <yy=0b.
La suite u, croissante et majorée, converge. Soit [; sa limite. De méme la suite v, décroissante

et minorée, converge. Soit [ sa limite. Alors 0 < a <[} <1y <.
4- Ces deux limites vérifient Iy = v/I1ly. Donc I2 = 1. Puisque Iy > 0 il vient I} = l,.



