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Introduction

Présentation générale

Ce manuscrit représente une synthese de mon activité de recherche de-
puis I'obtention de mon doctorat a I’'Université de Nice Sophia Antipolis en
2009. Apres avoir occupé un poste d’attaché temporaire d’enseignement et
de recherche a 1’Université de Provence, j’ai rejoint 1’'Université Toulouse 111
Paul Sabatier en qualité de maitre de conférences en 2010. Depuis 2019, je
suis détaché a I'Institut Supérieur de I’Aéronautique et de I’Espace en tant
qu’enseignant-chercheur en statistique et science des données. Ces postes
m’ont donné 'opportunité d’enseigner les mathématiques en général et la
statistique en particulier a différents niveaux de l’enseignement supérieur
francais de la licence au master ainsi qu’en écoles d’ingénieurs et en forma-
tion continue. J’ai également eu la chance de dispenser 8 cours de niveau
avancé a l'international.

Issu d’'une formation orientée en statistique mathématique, mon activité
s’est diversifiée au fil des années. Les rencontres scientifiques et les collabo-
rations m’ont conduit a considérer différents domaines d’applications de la
statistique. J’ai codirigé deux theses CIFRE Airbus qui ont été soutenues
en 2021, I'une avec Anne Ruiz-Gazen et 'autre avec Nicolas Couellan. Je
codirige actuellement deux nouvelles theses débutées en octobre 2021, 'une
avec Sébastien Gadat et Pautre avec Thierry Klein. A ce jour, mes travaux
ont donné lieu a 11 publications dans des journaux a comité de lecture et a
5 actes de conférences.

Organisation du document

Pour tous les travaux abordés dans ce document, le contexte scientifique
est présenté ainsi que les principaux résultats obtenus. En particulier, les
preuves et les simulations sont omises. Pour une présentation complete et
des discussions plus avancées, les articles originaux pourront étre consultés.



L’ensemble de mes publications est librement accessible depuis ma page pro-
fessionnelle.

Le document est organisé de la fagon suivante. Le chapitre 1 se concentre
sur mes activités dans le cadre de la sélection de modele et présente les
résultats obtenus en termes de vitesse d’estimation. Le chapitre 2 fait la
synthese de mes travaux liés a des probléemes d’estimation de structures de
covariance. Les chapitres suivants sont consacrés a la présentation de travaux
plus appliqués. Le chapitre 3 décrit certaines applications développées dans le
domaine aéronautique, principalement en lien avec les theses CIFRE Airbus
que j’ai codirigées. Enfin, le chapitre 4 aborde les applications dans le domaine
environnemental.

Notations
R Ensemble des nombres réels
N Ensemble des entiers naturels
Z Ensemble des entiers relatifs
|E| Cardinal d’un ensemble E
1 Fonction indicatrice de E
1, Matrice identité de taille n X n
AT Transposée de la matrice A

tr(A)  Trace de la matrice A
det(A) Déterminant de la matrice A

P Notation générique d'une probabilité
E Notation générique d'une espérance
Var Notation générique de la variance
Cov Notation générique de la covariance
Il Norme usuelle d’un vecteur x € R4

| t] Partie entiere inférieure de ¢ € R

Vf Gradient de la fonction f
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Chapitre 1

Sélection de modele pour la
régression

La sélection de modele est le domaine de la statistique mathématique ou
j’ai produit mes premiers travaux de recherche. Ce chapitre présente ainsi des

résultats développés dans le cadre de ma these | ] et dans son pro-
longement qui ont fait I’objet des publications | 1, [ ]
et [ ]. Outre les questions de sélection de modele, nous présen-

tons également le role de la concentration de la mesure pour cette théorie et
les propriétés qui découlent des inégalités oracles, en particulier le caractere
adaptatif des estimateurs considérés.

1.1 Cadre général

A partir de I'observation d’un échantillon aléatoire de loi P inconnue, la
problématique générale de 'apprentissage statistique consiste a estimer un
objet s* € § relatif a cette loi. Pour cela, nous considérons une fonction
de contraste v : & — R qui ne dépend que de I’échantillon telle que son
espérance sous la loi P,

s€S—=E[y(s)],

est minimale en s*. Pour tout contraste, il est ainsi possible de définir une
fonction de perte ¢ par

Vs eS8, Us,s*)=E[y(s)] —E[y(s")] = 0.

Cette quantité quantifie la qualité d’un candidat s € S pour représenter s*.
De nombreux problemes statistiques se formulent de cette fagon. L’ap-
prentissage supervisé est un cas particulier ou les observations sont des



couples (X1,Y1),...,(X,,Y,) pour lesquels nous cherchons a prédire la va-
riable de sortie Y a partir de la variable d’entrée X. Lorsque la variable de
sortie est continue, nous parlons de régression et l'objectif devient I'estima-
tion d’une fonction s* reliant la variable d’entrée a celle de sortie. Le cadre
statistique est alors souvent considéré sous la forme d’un signal perturbé par
un bruit centré e,

Y;':S*(Xi)—F&‘i, 1€ {1,,n}

Des fonctions de contrastes largement utilisées dans cette situation sont les
moindres carrés et la vraisemblance.

Pour répondre au probleme de la régression, nous devons construire un
estimateur § € S de la cible s* uniquement a partir de ’échantillon. Une
approche classique consiste a minimiser I’erreur commise sur les observations
au sens du risque empirique donné par la fonction de contraste. En effet, en
minimisant v, il est loisible de penser que nous pouvons obtenir un objet
proche du minimiseur de ¢ puisque cette fonction est essentiellement donnée
par 'espérance de v sous la loi P inconnue. Cependant, I'espace S est géné-
ralement si grand qu’il est tres souvent possible d’y trouver un élément Sg
capable de ne commettre presque aucune erreur sur les observations malgré
leur nature aléatoire. Ce phénomeéne de surapprentissage n’est pas désirable
en pratique car la solution est alors si propre aux données qu’elle produirait
de pietres prédictions sur de nouvelles observations, ce qui se traduit par un
risque E[((8s, s*)] important.

Pour pallier ce probleme, il faut se restreindre a un modele S, 7.e. un sous-
ensemble de S, afin de considérer un estimateur par minimum de contraste
5g tel que

Sg € argminy(s).
s€S

La difficulté avec cette approche consiste a trouver un modele adéquat pour
assurer de bonnes propriétés a I’estimateur par minimum de contraste associé.
L’idée de la sélection de modele est de considérer une collection de modeéles
{Sm, m € M} ainsi que les estimateurs par minimum de constraste §,, € S,
m € M, et de construire une procédure basée sur les données pour choisir le
meilleur estimateur de s* parmi eux.

Au sein de M, il existe un indice m* dont le risque est minimal,

m* € argminE [£(8,,, s¥)] .
meM

L’objet §,,« est appelé l'oracle en référence a | | et il est important de
noter qu’il ne s’agit pas d’un estimateur puisque sa construction dépend de la
loi P inconnue au travers de I’espérance. Cependant, son risque étant minimal
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parmi ceux des estimateurs §,,, il sert de référence et I'objectif devient de
choisir un estimateur dont le risque soit du méme ordre de grandeur que celui
de T'oracle.

Pour faire ce choix dans la suite, nous procédons par pénalisation. Etant
donnée une fonction de pénalité pen : M — R, nous définissons 'indice
m € M comme un minimiseur du contraste pénalisé,

m € argmin {7(8,,) + pen(m)},
meM

et nous posons § = §,,. Les premiers résultats obtenus par contraste pénalisé
sont dus a Akaike [ | pour 'estimation de densité par vraisemblance
pénalisée (critere AIC) et & Mallows | ] pour l'estimation de la fonction
de régression dans un cadre Gaussien homoscédastique a variance connue. Les
modeles considérés dans ces travaux historiques sont des espaces linéaires de
dimensions finies et les pénalités y sont proportionnelles a la dimension du
modele. Birgé et Massart | | ont généralisé 'approche de Mallows et ils
ont obtenu un controle non asymptotique du risque de s en lien avec la taille
de la collection de modeles. C’est dans cette perspective que s’inscrivent les
travaux présentés dans la suite de ce chapitre.

Afin de valider théoriquement la qualité de 'estimateur sélectionné 3,
nous cherchons généralement a établir des inégalités de la forme

E[((3,5")] < Cy inf { inf (s, s*) + pen(m)} L0 (1.1)

meM | SESm

ou C] et U5 sont des quantités a déterminer. Lorsque la somme dans l'infi-
mum est de I'ordre du risque E [£(8,,, s*)] de 'estimateur §,, et sous certaines
hypotheses sur la collection de modeles, de tels résultats permettent de com-
parer le risque de s a celui de l'oracle en donnant lieu a des inégalités dites
oracles,

E[((5,5)] < C inf E[((5,5")] = CE[((5-,5")].

Le choix de la fonction de pénalité est donc crucial pour permettre ce raison-
nement. Par définition, nous savons que, pour tout m € M et tout s,, € S,,,

7(8) + pen(m) < v(8,) + pen(m) < ¥(sm) + pen(m).
Il vient alors la majoration fondamentale suivante,
0(3,8") < U(Sm, s) + pen(m) + Z(s;,) — Z(5) — pen(1)

ou, pour tout s € S, Z(s) = v(s) —E[y(s)]. Nous voyons ainsi que la pénalité
doit étre suffisamment grande pour annihiler les variations de Z(s,,) — Z(3)
mais aussi assez petite pour satisfaire une inégalité de la forme

(S, ™) + pen(m) < E[l(5,,s")].
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L’intérét de la concentration de la mesure pour la sélection de modele est
précisément de permettre un controle fin des variations de Z(s)—Z(s’) lorsque
s et s’ sont des éléments proches dans un modele donné.

Obtenir une inégalité oracle pour une procédure de sélection de modele
assure que l'estimateur choisi admet bien un risque du méme ordre de gran-
deur que le choix optimal que nous aurions pu faire si la loi P était connue.
Cependant, de telles inégalités ont I'inconvénient de ne comparer le risque
de § qu’avec les risques des estimateurs §,,, m € M. D’un point de vue
statistique, il est souhaitable de pouvoir discuter de ce risque par rapport a
des classes d’estimateurs plus générales. Pour ce faire, une approche usuelle
consiste a considérer le risque maximal sur un certain espace 7, caractérisé
par une propriété dépendante d’'un parametre o € A (e.g. la régularité de
la fonction s*). Le point de vue minimax revient a dire qu’'un estimateur est
bon si son risque maximal sur 7, est proche du risque dit minimax défini par

R(T4,¢) = inf sup E [T, s")]

T s*€Ta

ou l'infimum porte sur tous les estimateurs de s* dont ceux qui utilisent la
connaissance de a. L’estimateur § est dit adaptatif au sens du minimax pour
le parametre « si

Va € A, 3C, > 1 tel que sup E[((5,s")] < CLR(T4, 1)

s*€Ta

ou C, est un facteur autorisé a dépendre de la loi P et de o mais pas du
nombre n des observations. Autrement dit, le risque d’un estimateur adaptatif
est du méme ordre que le risque optimal sur 7, mais sa construction n’utilise
pas la connaissance de « et cette propriété demeure vraie quelque soit la
valeur de ce parametre. Au-dela du choix d’un estimateur, les procédures de
sélection de modele qui vérifient une inégalité oracle sont intéressantes car
elles permettent de construire des estimateurs adaptatifs au sens du minimax
(voir | D).

Les sections suivantes présentent mes travaux autour de la sélection de
modele. Pour chacun d’entre eux, les fonctions de contraste, de perte et de
pénalité sont explicitées ainsi que les résultats obtenus. Les preuves et les
études numériques sont omises et pourront étre trouvées dans le corps des
articles.

1.2 Reégression Gaussienne hétéroscédastique

Cette section présente des résultats publiés dans | ]-
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Cadre statistique

Le cadre non paramétrique de la régression Gaussienne hétéroscédastique
correspond a l'observation de couples (X1,Y1), ..., (X,,Y,) € R? tels que

Y, = s*(X;) + /o (X)), i € {1,....n}, (1.2)

ou les fonctions s* : R — R et 0" : R — R sont inconnues et les variables
aléatoires €1, ..., g, sont indépendantes et de méme loi Gaussienne standard.
La situation ou les entrées X1, ..., X, sont déterministes est dite a support
fixé par opposition au cas aléatoire. Nous renvoyons a | ] et | ]
pour une discussion sur ’approche de la sélection de modele selon la nature
du support. Dans la suite de cette section, nous considérons le probléeme a
support fixé et nous introduisons les vecteurs inconnus s = (sy,...,s,)" et
o= (0y,...,0,)" définis par

si=s"(X;) eReto;,=0"(X;) >0, i€ {l,...,n}.
En notant P, la loi du vecteur Y = (Yy,...,Y,)" avec

Y =si+Joig, i €{1,...,n},

nous introduisons la fonction de perte donnée par la divergence de Kullback-
Leibler entre les lois Ps, et P, pour tous vecteurs t = (t1,...,t,)" € R" et
7= (1,...,7)" € (0,400)",

1
’C(Ps,aa Pt,T) == 5

(2

: (s: ;mg +¢<n)

1 Oi

ou, pour tout u > 0, ¢(u) =logu + 1/u — 1.

Considérons deux copies indépendantes Y et Y2 de loi P ,, notre objec-
tif est 'estimation de la paire de vecteurs (s, o) par vraisemblance pénalisée.
Le contraste sous-jacent est donc la fonction de vraisemblance qui peut étre
définie pour chacun des deux vecteurs observés,

MITRPEED g

i=1 Ti

+logm, ke {1,2}.

L’estimation de s se fait en minimisant ! et celle de o en minimisant 2. La
nécessité de deux copies indépendantes est essentiellement motivée par le fait
d’avoir des estimateurs indépendants pour la moyenne et la variance comme
ce serait le cas a variance constante. En pratique, une alternative consiste
a considérer un point sur deux dans (1.2) pour le premier échantillon et les
autres pour le second.

13



Modéles et estimateurs

Au-dela du probleme d’estimation, notre objectif est d’identifier des seg-
ments du vecteur de loi F;, ou la variance est a peu pres constante. Pour
ce faire, nous introduisons des modeles de paires de vecteurs définis par
morceaux de la fagon suivante. Par souci de simplicité, nous supposons que
n = 2V et, pour tout m dans un ensemble M au plus dénombrable, nous
associons une partition p,, de {1,...,n} donnée par les |p,,| = 2*" blocs
consécutifs

{G=12% 41, a2V el e {1 )

Pour chaque bloc I € p,, et tout = € R" nous écrivons z|; pour dési-
gner le vecteur de R™IP»l donné par les coordonnées (z;);c;. Nous pouvons
également associer & m un sous-espace linéaire E,, C R*IP=| de dimension
dm € {1,...,2N7Fm1 Cet espace E,, est laissé au choix du statisticien et il
peut, par exemple, étre engendré par d,, vecteurs orthnormaux. Notons égale-
ment que plusieurs m € M peuvent étre construits sur les mémes morceaux
mais avec des espaces F,, distincts. Nous pouvons maintenant considérer
I’espace S,, C R"™ d’estimation de la moyenne par des vecteurs définis par
morceaux,

S = {x € R" tels que VI € p,,, x| € By},

et 'espace X, C R™ d’estimation de la variance par des vecteurs constants
par morceaux,

Y, = { > g1y avec VI € py,, g1>0}.

I EPm

La dimension de S,, x %, est notée D,, = |pn|(d, + 1) et la collection de
modeles que nous retenons pour l'estimation de (s, o) est { S, X3, m € M}.

Pour chaque m € M, la paire d’estimateurs par minimum de contraste
(8m,0m) € Sp X 3y, est définie par

et
6m =Y Omil avec VI € py, Gy = |}|Z (Y[Z] _ me[ﬂ)

Iepm iel

2
%

ou 7, désigne la projection orthogonale dans F,,. Comme discuté précédem-
ment, les estimateurs §,, et 6, sont indépendants par construction.
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Majoration du risque

Notre procédure ne fait aucune hypothese sur le vecteur s mais demande
la connaissance d’'un majorant p > 1 pour le rapport

max{oy,...,0,}
: X pP-
min{oy,...,0,}
Cette borne quantifie le degré d’hététoscédasticité au sens ou « p = 1 »
correspond au cas de la variance constante tel que traité dans [ | et

« p>1» a celui ou la variance est autorisée a fluctuer.
Etant donnée une fonction de pénalité pen : M — R, nous choisissons
un modele m € M par vraisemblance pénalisée,

i € argmin {1(3,,, 6,,) + pen(m) } ,
meM
et nous notons (8,5) = (84, 64) la paire d’estimateurs sélectionnée.

Afin d’obtenir une inégalité de la forme (1.1), nous devons introduire deux
hypotheses sur la taille de la collection de modeles. La premiere hypothese
est une majoration de la dimension de chaque modele en fonction de la taille
n des données de fagon a assurer que chaque bloc contienne assez de points
pour que les estimateurs soient correctement définis :

(0 —1)n  5éyn
O(v+2) log™n

(Hpim) 30 > 1,36,¢ > 0, max D,, < min{

La seconde hypothése limite le nombre de modeles ayant la méme dimension
au sein de la collection :

(Heara) 34, B > 0, V(k,d) € N?,

{meM, Dy =2"d+1)}| < A(d+1).

Théoréme 1.1 Sous les hypothéses (Hpim) et (Hcara) €t pour la fonction
de pénalité
Vm € M, pen(m) = (70 + log't* Dm) D,,,

il existe des constantes Cy,Cy > 0 telles que

E [’C(Ps’g, Pg’g,)] < Cl IIlf {( 1nf ]C(Ps,o’, Ptﬂ—) -+ Dm logHE Dm} + CQ.

meM | (t,7)ESm XZm

Le résultat de ce théoreme est proche d’une inégalité oracle a un facteur loga-
rithmique pres et, comme nous 'avons évoqué dans la premiere section, cela
permet de déduire des propriétés d’adaptativité pour la paire d’estimateurs

(3,5).
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Adaptativité

Nous revenons maintenant au probleme non paramétrique de I’estimation
de la paire de fonctions (s*,0*) dans (1.2). Pour a € (0,1) et L > 0, la classe
de fonctions que nous considérons est la boule de Hélder d’ordre « et de
rayon L sur [0, 1],

Ho(L) = {f:[0,1] = R:Va,y € 0,1, [f(x) = f(y)| < Llz —y[*}. (1.3)

Pour la collection de modeles, nous nous limitons a des histogrammes en
ne considérant que des espaces F,, de vecteurs constants par morceaux. En
particulier, I'hypothése (Hgara) est satisfaite avec A = 1 et B = 0. Les
propriétés d’approximation de tels espaces sont suffisantes pour déduire le
résultat suivant sur la paire d’estimateurs (Sy, ) sélectionnée.

Proposition 1.2 Soient oy, € (0,1) et Ly,Ly > 0. Sous l’hypothése
(Hpim), st la taille des données vérifie

4(inf o*)* A1)
2 (1+€)
1z Has { (L% inf o* + L3)?’ ‘ ’

alors il existe une constante C' > 0 telle que

P pP. . —2a/(2a+1)
w  s[etun] o n )
0g

1+
(s*,0%)EHaq (L1)xHas (L2) n ‘

n
ot o = min{ay, as}.

A partir d’une observation du vecteur Y et pour une perte quadratique,
le risque minimax de l'estimation de la moyenne s* € H,,(L;) est de 'ordre
de n~201/aatl) | ] et celui de la variance o* € H,, (L) est de Pordre de
max{n 101, n=2e2/Qazt Y | ]. Le maximum de ces risques est donc
de P'ordre de n=2%/+1) pour la plus mauvaise régularité o = min{ay, ay}.
A un facteur logarithmique prés, il s’agit bien de ce que nous obtenons pour
la divergence de Kullback-Leibler.

1.3 Courbes décalées

Cette section présente des résultats publiés dans | ]-
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Cadre statistique

Nous considérons les perturbations aléatoires de J courbes si,...,s; :
[0,1] — R échantillonnées sur n points équirépartis t; = i/n pour i €

{1,...,n},
YZ‘J' :Sj(ti)—f—&fi,j, 1 € {1,...,72}, je {]_,...,J},

ou les variables ¢; ; sont supposées indépendantes et de méme loi Gaussienne
centrée de variance o2 > 0 connue. Dans de nombreuses applications, les
courbes observées varient autour d’'un méme motif s* : [0,1] — R que nous
souhaitons estimer.

Deux variabilités sont ainsi a ’ocuvre dans ce cadre : un bruit additif € et
une déformation géométrique de s*. Dans I'approche répandue de Grenander
[ ], cette variabilité géométrique est modélisée par Iaction d’un groupe
de Lie sur I’espace des courbes. Lorsque la déformation affecte le support des
observations, cela complique la construction de bons estimateurs du motif

moyen s*.

Dans cette section, nous considérons la déformation simple du décalage
aléatoire et nous renvoyons a | ] pour une motivation complete de ce
modele,

Yij=8(ti—0)+ey i€{l,...,n}, je{l,...,J}, (1.4)

ou les variables 67 sont indépendantes, de méme loi sur R de densité g in-
connue et indépendantes des ¢; ;. Dans la suite, le motif moyen inconnu
s* : [0,1] — R est supposé appartenir a l'espace L2, ([0,1]) des fonctions
de période 1 et de carré intégrable.

Bien que cela ne soit pas explicite dans cette présentation des résultats,
le caractere périodique des fonctions conduit naturellement a travailler avec
les coefficients de Fourier,

per

Vf € I2,.([0,1]), Yk € Z, cu(f) = /Olf(t)e—i%ktdt.

En particulier, nous considérerons dans la suite les espaces de fonctions non
constantes de régularité a > 1/2,

Wa(A,e.) = {f € Ly ((0,1]) k%(l +[E*)|er(f)I* < A® avec |ey(f)] > C*}

ou A, ¢, > 0. La définition de ces espaces Wa(A, ¢,) est motivée par celle des
boules de Sobolev. La condition additionnelle « |¢;1(f)| = ¢, » est nécessaire
pour des raisons d’identifiabilité.
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Moyenne de Fréchet

La moyenne empirique des courbes observées ne fournit évidemment pas
une estimation consistante de s* et les courbes doivent étre alignées au préa-
lable. Notons qu’il n’y a pas unicité de cet alignement, ce qui pose un pro-
bleme d’identifiabilité pour estimer s*. De plus, par périodicité, les décalages
peuvent étre supposés a valeurs dans [—1/2,1/2]. Ces remarques conduisent
a considérer le probleme au sens des orbites sous 'action du décalage,

Vf € L3 ([0, 1)), [f] = {t = f(t —0) pour 0 € [~1/2,1/2]}.

La fonction de perte que nous considérons est ainsi donnée par le plus petit
écart quadratique entre deux représentants des orbites,

Vi o€ Bul0A), @ (ALY = _int 16— 0) — Ko

[—1/2,1/2]

La moyenne de Fréchet est une généralisation de la moyenne Euclidienne
au sens du minimiseur d’'un critere de variabilité. Si fi,..., fs € L2..([0,1]),
la moyenne de Fréchet [f] des orbites [fi],...,[fs] est deﬁme par

[f] € argmin — Zd
[f] j 1

Il est simple de voir qu'un réprésentant f € ([f1],[f2]) de Lorbite [f] peut
étre construit en deux étapes :

1. Calcul des décalages :
2

(0y,...,0,) € argmin fi(t+6)) Zf] (t+6,) dt.

(01,...05)e[-1/2,1/2)7

A

2. Alignement des courbes et moyenne :

k‘\H

fit+6;), telo,1].

—
-
M-

Estimation des décalages

Pour des raisons d’identifiabilité, certaines hypotheses sont nécessaires
pour estimer le vecteur des décalages 6* = (6, ...,0%)". Plusieurs conditions
sont envisageables et celles que nous retenons dans cette section sont :
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(Hsupp) 1l existe 0 < k < 1/8 tel que la densité g des décalages
aléatoires est a support compact dans [—x/2, k/2].

1 .
(Hpe)  Le motif moyen s* est tel que ¢;(s*) = / s*(x)e”" ™ dx # 0.
0

L’hypothese (Hgupp) impose que les décalages demeurent petits et que les
courbes observées soient relativement concentrées autour du motif moyen.
Une telle hypothese est commune dans la littérature pour déduire 1'unicité
et la consistance des moyennes de Fréchet bien qu’elle puisse étre 1égérement
relacher. L’hypohtese (Hy,) permet d’éviter le cas d'une fonction s* constante
sur [0, 1] qui rendrait I'estimation des décalages impossible.

L’estimation des décalages a vocation a étre utilisée pour recaler les
courbes observées et estimer le motif moyen s*. Afin d’étudier cette pro-
cédure en deux temps, il est théoriquement plus confortable de se placer
dans le cas d’estimateurs indépendants. Si la taille n = 2N du support est
paire, le cadre (1.4) permet facilement de le faire en séparant les données une
observation sur deux,

Vi = Vo 4y, i€ {1,...,N}, 5€{1,...,J}, ke {0,1}.

Pour chaque courbe, les vecteurs Y(© et YU sont indépendants et 1'un est
utilisé pour estimer les décalages tandis que 'autre le sera pour estimer le
motif moyen. Dans ce qui suit, pour k& € {0, 1}, nous notons E*) pour désigner
'espérance sous la loi de Y *),

Pour 0 < k < 1/8, nous introduisons I'espace des décalages centrés

O, = {(91, 00T € [=k/2,K/2]7 avec ZJ:QJ- = O}

j=1
et la cible identifiable 8° = (€%,...,09)" € ©, donnée par

0)=0"—=> 0, je{l,....J}.

=1

En minimisant le critere de variabilité de la premiere étape du calcul de la
moyenne de Fréchet a partir des ky > 1 permiers coefficients de Fourier des

, 0 0 . ,
courbes observées Y,S), e ,Y( J), nous obtenons un estimateur des décalages

0° = (89,...,097 € O, qui vérifie le résultat suivant.

Théoreme 1.3 Sous les hypothéses (Hsupp) et (Hne) et pour tout J > 2,
a>2etAc. >0, i existe une constante C > 0 telle que si s* € W, (A, c,),

alors 32
1 0 N0 0112 C kg kO JS
jE()[HQ —9||}<E el Ennronl B (1.5)
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Si le nombre J de courbes est fixe et que la taille n du support tend vers I'in-
fini, le probleme d’estimation des décalages est paramétrique et nous retrou-
vons par ce résultat la vitesse d’estimation usuelle d’ordre n~!. Cependant, si
n et J augmentent tous les deux, nous obtenons que la vitesse de convergence
donnée par la borne (1.5) dépend d’un rapport entre des puissances de n et
J. Cela montre que I'estimation des décalages n’est pas un simple probleme
paramétrique dans le cadre doublement asymptotique.

Le corollaire immédiat du Théoreme 1.3 est que si le nombre de courbes
J est de l'ordre de n” pour p € (0,1/6], alors il existe une constante C, > 0
telle que

1 A C
—w(0) 0 _ pnoy2 =r
—EO [|16—6°)] < =2.

Une bonne estimation des décalages est nécessaire pour obtenir des propriétés
sur la moyenne de Fréchet. Pour cela, nous voyons que le nombre de courbes
observées ne doit pas étre trop grand par rapport a la taille n du support.

Estimation du motif moyen

Soit j € {1,...,J}, les coefficients de Fourier empiriques ((’ES;) rez peuvent

N VIS . . 1
étre estimés a partir des observations Yl(,j), ..

quantités sont indépendantes du vecteur d’estimateurs 60 utilisé pour recaler
les courbes. Etant donné un nombre m € M = {1,..., N} de coefficients de
Fourier, nous pouvons définir la moyenne de Fréchet régularisée,

1 .
.,Yn(jj). Par construction, ces

17 B T
) = 3 (Jza,g{;ews?) e [0,1],

|k|<m j=1

En tant que projection sur I'espace S, engendré par les m premieres fonc-
tions de la base de Fourier, I’estimateur §,, est ’estimateur par minimum de
contraste donné par les moindres carrés.

L’approche de la sélection de modele permet ainsi de choisir un estimateur
parmi la collection {3,,, m € M} uniquement a partir des données,

1
m € argmin {/ 155 (1) — 8 (t)|2dt + 1
0

(2m + 1)o? }
meM

NJ

ou n > 1 est un parametre de régularisation. La pénalité proportionnelle
a la dimension est classique pour une telle procédure et nous renvoyons au
chapitre 4 de | | pour plus de détails. En particulier, I'estimateur sélec-
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tionné § = §;, vérifie une inégalité oracle,

W [ /0 : [EDan(t)] - §(t)’2 dt}
< C, inf {mf/ B [sx f(t)\zdww} (1.6)

meM | f€Sm NJ

ou C;, > 0 est une constante.

Vitesse de convergence

En exploitant conjointement la vitesse d’estimation des décalages (1.5) et
I'inégalité (1.6), il est possible d’obtenir une borne supérieure sur le risque
de I'estimateur 5 pour la fonction de perte d2.

Théoreme 1.4 Nous nous plagons sous les hypothéses du Théoréeme 1.3 et
supposons qu’il existe c¢1,co € (0,1), p € (0,1/6] et a > 3/2 tels que

oty

2x

cn < J < en’ et nd > max{QlJ
2

Soit A, c, > 0, il existe une constante C' > 0 telle que

sup  sup  E[d*([8],[s7))] < C(n7!+ (ng)2/Cet0) (17
9EGk s*€Wa (A cx)

ot G, désigne 'ensemble des densités a support dans [—k/2,k/2].

A travers la somme dans la borne supérieures (1.7), nous retrouvons les
deux sources de variabilité du cadre statistique (1.4). En effet, le terme n™!
peut étre interprété comme le cotit du recalage des courbes bruitées tandis
que le terme (n.J)~2%/(2aFD correspond a la vitesse minimax d’estimation en
I’absence de décalage mais avec bruit additif.

Il n’existe pas de résultat général concernant la vitesse minimax de conver-
gence d’une moyenne de Fréchet. Cependant, nous avons pu démontrer la
borne inférieure suivante dans le cas des courbes décalées.

Théoréme 1.5 Prenons a > 1/2 et A, ¢, > 0, alors il existe une constante
C > 0 qui ne dépend que de o, A, ¢, et o? telle que

liminf (nJ)*/@Yinfsup  sup R {d2([T], [5*])} >C
min{n,J}—oo T 9€Gx s*EWa(A,c*)

ot l'infimum porte sur tous les estimateurs de s*.
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Sous les hypotheses du Théoréme 1.4, nous avons

(nJ)2a/(2a+1) < Cga/(2a+1)n2(1+p)a/(2a+1) < Cga/(2a+1)n

des lors que 2pa < 1. Ainsi, notre moyenne de Fréchet régularisée 5 converge
a une vitesse d’ordre (n.J)~2%/e+1) Grace au théoreme précédent, cela im-
plique que I'estimateur s est adaptatif au sens du minimax pour la régularité
a du motif moyen s*.

1.4 Reégression additive

Cette section présente des résultats publiés dans | ].

Cadre statistique

Le modele statistique de la régression additive a été introduit par Leontief
[ ] et Scheffé | |, nous renvoyons au chapitre 8 de [ | pour
une motivation détaillée. Ce modele met en relation des variables réelles
d’entrées XV, ..., X*) et une variable réelle de sortie Z de la facon suivante,

k
Z=p+Y [;(XV) +oe

i=1

ou le coefficient pr € R est inconnu et les fonctions inconnues f; : R — R
sont appelées des composantes. Le bruit additif € est centré et de variance
unitaire. Dans la suite de cette section, le facteur de variance o2 sera supposé
connu par souci de simplicité mais il peut étre estimé sans altérer la forme
des résultats présentés. Nous renvoyons a la section 3 de | | pour
plus de détails sur le cas a variance inconnue.

La régression linéaire est un cas particulier de régression additive pour
lequel les composantes sont supposées linéaires. Considérer des composantes
plus générales autorise plus de souplesse dans la modélisation des phéno-
menes étudiés. De plus, 'aspect sommatoire du cadre de la régression addi-
tive permet de garder ’avantage d’une analyse composante par composante
comme dans le cas linéaire. Notre objectif dans la suite est I'estimation d’une
composante cible sans hypothese de régularité.

Afin de présenter notre méthode d’estimation, nous devons préciser cer-
tains aspects du cadre statistique. En limitant notre étude a des compo-
santes définies sur [0, 1], nous notons s* : [0, 1] — R la composante & estimer
et t',...,t% 1 [0,1] = R les K > 1 autres composantes. Etant données
des mesures de probabilités v, vy, ..., vk sur [0, 1], le support est donné par
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n tirages indépendants (z1,yi, ...,y ... (2,0t ... yE)T € [0,1]% de
méme loi v ® 1 ® - - - ® vi. Les observations s’écrivent sous la forme

K
Zi=s"(x;) +p+ > t(y]) +oe, i €{1,...,n} (1.8)
j=1
Pour des raisons d’identifiabilité, les composantes doivent étre centrées et
nous introduisons 'espace des fonctions centrées de carré intégrable par rap-
port & une mesure de probabilité v sur [0, 1],

1 1
£2(0,1], ) = {f 01 =R [ fuan =0et [ f@Pu(dn) < +oo}.
0 0
Nous supposons dans la suite que les composantes sont telles que
st € L3([0,1],v) et # € L3([0,1],v5), je€{l,...,K}.

Les résultats présentés dans cette section sont obtenu sous deux hypo-
theses différentes sur le bruit additif e = (g1,...,&,)" :

(Hgau) Le vecteur ¢ est Gaussien standard dans R”.

(Hymom) Les variables g; sont i.i.d. centrées, de variance unitaire
et il existe p > 2 tel que 7, = E[|¢;|P] < 00, i € {1,...,n}.

L’hypothese (Hpatom) est plus faible que (Hgaw). L’avantage de considérer
ces deux cas distincts est de pouvoir illustrer a quel point les résultats sont
meilleurs sous 'hypothese Gaussienne et quelle souplesse cela apporte pour
la procédure de sélection de modele.

Par souci de lisibilité, nous introduisons les vecteurs s = (s1,...,s,)" et
t = (t1,...,t,)" comme les valeurs respectives de la composante & estimer et
de la somme des autres composantes sur le support des observations,

K
si=s"(z;) et ti=p+> t(y)), i€{l,....,n}
j=1
Si nous supposons qu’il existe deux espaces E, FF C R" tels que s € E, t € F
et E® F = R", alors la stratégie pour estimer le vecteur s consiste a prendre
la projection P, sur E parallelement a F' et a considérer le cadre statistique

Y =P, Z=5s5+0P,¢ (1.9)

on Y = (V,...,Y,)" € E = Im(P,). En pratique, de tels espaces E et
I n’existent évidemment pas et il nous faudra préciser comment construire
une matrice P, qui imite cette approche. Cependant, le cadre (1.9) pour une
matrice P, connue quelconque permet de formuler les résultats de sélection
de modeles nécessaires a I'estimation de la composante s*.
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Modéles et estimateurs

Dans le cadre statistique (1.9) avec une matrice P, connue, nous pouvons
supposer s € Im(FP,) sans perte de généralité. Pour la méme raison, les
modeles de la collection au plus dénombrable {S,,, m € M} sont supposés
étre des sous-espaces de Im(P,). En considérant le contraste des moindres
carrés normalisé,

n

D) =Y =l = S (Vi— a2 = (o) € R
i=1
I’estimateur par minimum de contraste dans S, est donné par la projection
orthogonale des données §,, = 7, Y.
Contrairement au cas simple ou P, est la matrice identité, le terme de va-
riance qui apparait dans le risque de I'estimateur 3, n’est plus proportionnel
a la dimension du modele,

tr(P 7, P,
Ell|s — &ml] = [Is — mms||2 + yag

Pour obtenir des bornes supérieures intéressantes sur le risque de I'estimateur
sélectionné 5 = §,;,, cette non linéarité en la dimension devra étre prise en
compte dans la forme de la fonction de pénalité pen : M — R, utilisée pour
le choix de m € M,
m € argmin {v(§,,) + pen(m)} .
meM

Les résultats ci-dessous montrent que la taille de la collection de modeles
est plus ou moins contrainte selon que nous considérons 1’hypothése (Hyiom)
ou (Hgau)- Pour cela, nous introduisons la notation suivante pour le nombre
de modeles de dimension donnée dans notre collection,

Vd € N, Ny = |m € M tels que dim(S,,) = d|.

De plus, pour toute matrice A de taille n x n, nous notons p(A) la norme

spectrale
[ Az||,

zeR™\ {0} Han .

p(A) =

Majoration du risque

Les majorations du risque de l'estimateur 5§ que nous présentons sont
données pour une fonction de pénalité telle que
tr(Pl 7, P)
— 0

Vm e M, pen(m) = (14+60+ L,,) n

(1.10)
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ou f > 0 est un parametre de régularisation et, pour tout m € M, L,, est
un poids positif dont le réle sera précisé dans ce qui suit.

Théoréme 1.6 Nous supposons que la pénalité vérifie (1.10). Sous (Hgau),
il existe des constantes Cg, Cl > 0 qui ne dépendent que de 6 telles que

2 Pn 2
Ells — 5] < (1+CG>N32L{HS_ﬂms||g+p@n<m>}+P<>0RG

avec Rg donné par

ClLLntr(P] 7, Py)

Co 2 o <_ ARy )

meM

Sous (Hyom), pour tout ¢ > 0 tel que 2(q+ 1) < p, il existe des constantes
Cu, Chyy > 0 qui ne dépendent que de p, q et 0 telles que

pQ(Pn)

2
E[lls — 137" < (1 + Cw) int {[ls = mns|z + pen(m) | + Ry

inf
meM

avec Ry donné par

¢ PT mPn Lmt PT mPn q—p/2
Net+ Y (1+ alol >>< (P >> |
meM:Sy, #{0} P (men) P (Pn)

La conséquence du choix de I’hypothése sur le bruit € apparait principa-
lement dans les termes de reste Rg et Ry;. En effet, ces quantités sont des
sommes de probabilités controlées par des inégalités de concentration. Le cas
Gaussien (Hgau) est plus favorable car il conduit a des termes exponentiels
plus facilement sommables que les termes polynémiaux sous (Hypom ). Ainsi,
pour pouvoir négliger le terme de reste et obtenir des inégalités oracle, la
taille de la collection de modeles pourra étre plus grande sous ’hypothese
Gaussienne que sous I’hypotheése de moment comme le montre le corollaire
suivant.

!
CuTp

Corollaire 1.7 Considérons 0, L > 0 et la fonction de pénalité donnée par

tr(P 7, P,
T( nﬂ- )0_2.

Ym e M, pen(m) = (1+6+ L) -

Nous supposons qu’il existe ¢ € (0,1) tel que
vm € M, cp*(P,)dim(S,,) < tr(P)] 7, P,) (1.11)

et que, selon [’hypothése retenue, il existe A,w > 0 tels que la collection de
modeéles vérifie :
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e Sous (Hgau),

log N, 2(1+6)3
sup 08 Yd <A e L> (7—:)
deN:Ng>0  d cf

(A+w).
e Sous (Hnom) avec p > 6 et Ny < 1,

Nq
sup ——— <A et L>wA¥r,
d>O:NIZ>O (14 d)p/2=3-w = -

Alors, Uestimateur § est tel que

tr(P) T Pn), cp*(Py
Efls—3lln) < © inf, {HS — T 8|2 + max{L, 1}max{ U Tl 07 )}02}
" n

ot C > 1 ne dépend que de p (sous ’hypothése de moment), 0, w et c.

Ce résultat correspond au cas des poids L,, = L constants et donc d’une
pénalité du méme ordre de grandeur que le terme de variance dans le risque
des estimateurs. De cette facon, la majoration du risque obtenue permet
facilement de déduire une inégalité oracle pour de nombreuses matrices P,.
De plus, la condition sur Ny illustre que nous pouvons obtenir cette borne
supérieure sur le risque avec des collections de modeles bien plus riches sous
I’hypothese Gaussienne que sous ’hypothese de moment.

Si la taille de la collection de modeles dépasse cette borne, il devient
nécessaire de prendre des poids L,, non constant et souvent proportionnel a
log n pour controler les termes de reste dans le Théoréme 1.6. Dans un tel cas,
I'inégalité obtenue demeure presque oracle mais a un facteur logarithmique
pres qui dégrade les propriétés que nous pouvons en déduire.

Estimation adaptative d’une composante

Nous revenons maintenant au probléme initial d’estimation non paramé-
trique d'une composante en régression additive a partir des observations du
modele statistique (1.8),

Zi=s;+t;+oeg, i€{l,...,n}.
Pour cela, nous considérons D,,, DT(}), cee D,(LK ) € N tels que
Dn+D7(11)+"‘+D,(lK) <n

et des fonctions orthonormales ¢y, ..., ¢p, € L2([0,1],v) et ng), - ,1/1@2” €

Dy
L3([0,1],v5), 7 € {1,..., K}. Nous définissons ensuite £ C R" comme 1'es-
pace engendré par les vecteurs (¢;(x1), ..., ¢:i(x,))" pouri € {1,...,D,} et,
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pour tout j € {1,..., K}, F/ C R™ comme I'espace engendré par les vecteurs
WD), P NT pour i € {1,..., DD} En incorporant la constante,

nous introduisons
1

F=R|:|[+F'+.. - +FK

et G=(E+F)*..

Pour des mesures de probabilités v, v, ..., vk raisonnables, nous avons
presque stirement dim(E) = D, et ENF = {0}. En particulier, E® F &G =
R™ et nous pouvons considérer la matrice P, de projection sur E parallele-
ment a F' + G pour définir le vecteur

Y =5+ 0P,¢
Ol NOUs avons posé
§:PnS+Pnt:S+(Pn_[n)(S_'/TE$>+Pn(t—7TF+Gt>

avec respectivement 7g et mp g les projections orthogonales dans E et F' +
G. Etant donné que nous considérons des modeles S,, C F, la quantité
|s — mes||* est majorée par tous les termes de biais ||s — 7,,s]|*. De plus,
I'espace F' + (G est construit comme un grand espace d’approximation et la
quantité ||t —mpigt]|? pourra étre négligée sous certaines hypothéses simples.

A Paide d’algebre linéaire et de concentration de la mesure, il est possible
de montrer que la condition (1.11) est satisfaite pour notre matrice P, avec
grande probabilité. Ainsi, pour une collection de modeles {S,,, m € M} et
un bruit additif ¢ vérifiant (Hgau) ou (Hpmom), nous pouvons appliquer le
Corollaire 1.7 pour obtenir 'inégalité oracle

t PT mPn
Ellls —5[7] < C inf {HS |2 4 T(M)Uz}
meM n

Ro?
+ (o= mrsctli + )

ou C, C" et R sont des constantes qui ne dépendent pas de n.
Afin d’illustrer le caractere adaptatif de I’estimateur §, nous considérons
la boule de Holder H, (L) d’ordre o € (0,1) et de rayon L > 0 comme dans

(1.3). Pour K < D, <n/2et DV = ... = DE) = |D,/K]|, les exemples
de | | offrent un large choix de fonctions ¢1,...,¢p, et ng), o v¢gg)gw
j € {l,..., K}, avec de bonnes propriétés d’approximation pour définir la

matrice de projection Py, et une collection de modeles {S,,, m € M} telle
que Ny < 1 pour tout d € N.
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Proposition 1.8 Soit n > 0, nous considérons l’estimateur 5 construit par
la procédure précédente avec la fonction de pénalité

tr( Py T Prin )

VYm € M, pen(m) = (1+n) o?.
Sous les hypotheses du Corollaire 1.7 et pour
>;<l<l)zggn —1) >0 et R>0,
l’estimateur § vérifie
sup E.q||s — 3]2] < Con~2/atD)

s* 1. tKeHq (L)

ot E. 4 désigne l'espérance sous la loi du bruit ¢ et du support aléatoire et C,,
est une constante qui ne dépend pas de n.

Nous renvoyons & | | pour une preuve que le risque minimax sur
Ho(L) pour l'estimation d’une composante en régression additive est de
l'ordre de n=2%/(2e+1) En particulier, il est remarquable que ce risque ne
soit pas dépendant du nombre K + 1 de composantes du modele (1.8). Le
résultat de la proposition précédente montre que ’estimateur s construit par
notre procédure admet un risque du méme ordre de grandeur et que cet
estimateur est donc adaptatif au sens du minimax pour le parametre a.
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Chapitre 2

Autour de la covariance

A I'image du cadre statistique présenté dans la derniere section du cha-
pitre précédent, je me suis intéressé a différents problemes statistiques faisant
intervenir des structures de covariance non triviales. Cet intérét a donné lieu
a des encadrements de stages de Master 2 et a des collaborations telles que

[ Jet | J

2.1 Processus Gaussien bivarié

Cette section présente des résultats publiés dans | ].

Introduction

En fin d’année 2015, Daira Velandia est venue faire un séjour scienti-
fique a l'Institut de Mathématiques de Toulouse. C’est dans ce cadre que
nos échanges au sujet de l'estimation de la covariance de processus Gaus-
siens ont débuté avec Francois Bachoc et Jean-Michel Loubes. Son intérét
se portait en particulier sur le cas des processus Gaussiens bivariés dans le
cadre asymptotique par remplissage que nous présentons dans la suite de
cette section.

Nous considérons un processus Gaussien bivarié centré défini sur le do-
maine compact [0, 1],

Z = {Z(s) = <§;Ej§) eR2, se 0, 1}}.

Notre objectif est 'estimation de la fonction de covariance de 7,

Cov(Z1(s), Z1(s")) Cov(Zi(s), Z2(3/))> :

(s5,8) €[0,1)* = Cov(Z,, Zy) = (COV(Zl(S), Zo(s))  Cov(Za(s), Za(s'))
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a partir des observations du processus Z sur n points du domaine. Les deux
cadres asymptotiques largement étudiés pour aborder ce probleme sont le
cadre par expansion et le cadre par remplissage. Nous ne considérons pas ici
le cadre par expansion qui consiste a faire grandir la taille du domaine avec
le nombre d’observations n et nous renvoyons a [ | pour une étude de
la covariance dans ce cas. Dans le cadre par remplissage qui nous intéresse,
le processus Z est observé sur un nombre n croissant de points distincts
supposés denses dans [0, 1] quand n tend vers l'infini. Afin de formaliser le
cadre par remplissage, nous pouvons considérer une suite (s}, )x>1 dense dans

0, 1] et, pour tout n > 1, prendre s; = 5’(1)7 e, Sy = 5’(n) comme la version
ordonnée des points s, ..., s,

Un modele de covariance est généralement choisi pour représenter la fonc-
tion de covariance et le probleme d’estimation devient paramétrique. Dans
ce travail, nous considérerons le modele exponentiel pour lequel la covariance

e
s’écrit

—0]s—s'|

_ o
afe pPO109€ Ols—s| 91
—0|s—s| —0|s—s'| ( : )

2
pPoO102€ 05€

COV¢(ZS, ZSI) = <
ot ¥ = (0,0%,03,p)7 € ¥ = (0,+0)® x (—=1,1) et nous notons Py la
mesure Gaussienne centrée associée. Nos résultats étendent au cas biva-
rié ceux obtenus par | | dans le cas univarié ou ce modele de cova-
riance Covy(Z1(s), Z1(s')) = o2e7%5='| correspond au processus de Ornstein-
Uhlenbeck.

Avec le modele de covariance (2.1), les observations se mettent sous
la forme dun vecteur Z, = (Z1(s1),..., Z1(sn), Z2(81), ..., Z2(s,)) " de loi
Gaussienne centrée et de matrice de covariance ¥, qui s’écrit comme le pro-
duit de Kronecker A ® R avec

2
A= 01022p et R= (e’e‘s"’sﬂ) , .
01020 (ob 1,7€{1,....,n}

Cette forme produit est dite séparable et cela motive notre étude dans le cas
bivariée car le nombre de parametres du modele est raisonnable. De plus, le
caractere explicite de la fonction de vraisemblance

n _ 1 _
Fu(®) = (21) 2 det(Sy) " exp <—ZZ§ zwlzn>
permet de considérer certains estimateurs par maximum de vraisemblance.
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Equivalence de mesures (Gaussiennes

Les parameétres d’un modele de covariance se distinguent en deux catégo-
ries (voir | ] et | E
e un parametre est dit microergodique si, pour deux valeurs distinctes
de ce parametre, les mesures Gaussiennes sont orthogonales,
e un parametre est dit non-microergodique si, méme pour deux valeurs
distinctes de ce parametre, les mesures Gaussiennes sont équivalentes.
Une conséquence importante est que seuls les parametres microergodiques
peuvent étre estimés de fagon consistante.
Etant donnés 1,99 € ¥, une quantité pertinente pour étudier 1'équi-
valence ou l'orthogonalité de Py, et Py, a partir des n observations est la
divergence de Kullback-Leibler symétrisée,

P e e 2

ou E,, désigne 'espérance sous Z, de loi N(0,%,,), k € {1,2}. Avec la
construction des points d’observation si, ..., s, présentée précédemment, de
nouveaux points sont ajoutés au support quand n augmente mais aucun
n’est supprimé. Cette remarque assure que I, (P, , Py,) est croissante et nous
pouvons définir la limite potentiellement infinie

IH(P%’PW) = Ed)l |}Og

](Pdllvaz) = nh_%o In(Pwlv P¢2>‘

Par | ], nous savons que P, et P,, sont équivalentes si et seulement si
I(Py,, Py,) < 0o et cette propriété permet de prouver le lemme suivant.

Lemme 2.1 Pour tout v = (1,0%,.0%,, p1), v = (02,03, 02, p2) € ¥,
les mesures Gaussiennes Py, et Py, sont équivalentes sur la tribu engendrée
par Z si et seulement si

2 2 2 2

La conséquence de ce lemme est qu’il n’est pas possible d’estimer de fagon
consistante tous les parametres du modele de covariance séparable exponen-
tiel (2.1) a partir de données observées sur [0, 1]. Cependant, les paramétres
microergodiques 016, 020 et p peuvent étre estimés de facon consistante.

Estimateurs du maximum de varisemblance

Etant donné un pavé borné non vide Uy = (ag, by) x (ag2,bg2) X (a2, by2) X

(ap,b,) C W, Pestimateur du maximum de vraisemblance ¢, = (05,67 1, 67 5, Pn)
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est défini par

ﬁn = argmax f,(¢).

eV

Le résultat suivant donne la consistance forte des estimateurs des parametres
microergodiques.

Théoréme 2.2 Soit ¢ = (0,0%,02,p) € Wy, sous Py, Uestimateur 1, est
bien défini avec probabilité un pour n assez grand et nous avons

A A p-S. 2 ) p-s. 2 ~ p-S.
0,6%, 225 ho 0,62, —— Qo5 et — p.
il o Lo N2 o 2 Pn n—00 P

La normalité asymptotique a aussi été obtenue pour les estimateurs des
parametres microergodiques sous la forme du théoreme suivant.

Théoreme 2.3 Si v appartient a un compact d’intérieur non vide inclus
dans Wy, alors

, — 003 TL_}LOO)N(QE)

ot la matrice de covariance vaut
20201 202p?c302  Opoi(1l — p?)
Y= | 20°p*cios 20209 Opoi(1 — p?)
Opoi(1—p*) Opos(1—p?) (1—p*)?
Il est en particulier intéressant de remarquer que la matrice de covariance

asymptotique ne dépend pas de la construction de la suite dense des points
du support.

2.2 Décomposition de Cholesky régularisée

Cette section présente des résultats publiés dans | ]-

Introduction

Lorsque j’ai rejoint 'ISAE SUPAERO en 2019, j’ai fait la rencontre de
Olivier Besson et Francois Vincent qui travaillent tous deux sur des thé-
matiques liées au traitement du signal. En particulier, leur intérét pour les
données multicanal les ameéne a considérer des problemes d’estimation de
matrices de covariance pour des mesures de risque spécifiques. Nous avons
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ainsi collaboré pour étudier une régularisation de la décomposition de Cho-
lesky de la matrice de covariance empirique afin de minimiser la métrique
log-Cholesky récemment introduite par | ].

Le cadre statistique que nous considérons est donné par des vecteurs
Gaussiens X1, ..., X, € R? indépendants et de méme loi N (0,%) avec n > p
et une matrice symétrique positive et inversible X de taille p x p. L’estimateur
du maximum de vraisemblance de la matrice ¥ est donné par S/n avec

n

i=1
Par construction, S suit la loi de Wishart W(n, ¥) a n degrés de liberté et
de matrice Y. Lorsque le nombre d’observations n n’est pas significativement
plus grand que le nombre de variables p, il est connu que S/n est moins bien
conditionnée que X. En effet, du point de vue spectral, les grandes valeurs
propres de Y ont tendance a étre surestimées et les petites valeurs propres
a étre sous-estimées. Ainsi, il est naturel de considérer des techniques de
régularisation de S pour bien estimer X..

Ce sujet a fait 'objet d'un tres grand nombre de travaux et nous ren-
voyons & | et | ] ainsi qu’aux références qu'ils citent pour une
présentation plus complete. L’approche de Stein est historiquement impor-
tante. Pour un estimateur f], cette approche considere la fonction de perte
proposée dans | ],

L£1(2,3) = tr(E27Y) — logdet(EX71) — p

et cherche & minimiser le risque associé E[£1(X, 2)].

Estimateurs régularisés

Une classe usuelle d’estimateurs obtenus par régularisation de S est construite
A partir de la décomposition spectrale S = Udiag(A\)U " ott U est une matrice
orthogonale et diag(\) désigne la matrice diagonale donnée par le vecteur
des valeurs propres A = (\,...,\,)" € RE. Les estimateurs considérés sont
alors de la forme 3 = Udiag(¢(A\))UT pour certaines fonctions non linéaires
¢ : RP — RP de A (voir | ]). Les inconvénients de cette procédure sont
que certaines valeurs propres de )y peuvent étre négatives et que 'ordre des
valeurs propres n’est pas préservé. Des techniques pour corriger ces problemes
existent mais elles dépassent le cadre de cette introduction.

Dans la suite, nous nous intéressons a une autre classe d’estimateurs
construits par régularisation de la décomposition de Cholesky de S,

S = GsGl
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ou Gg est une matrice triangulaire inférieure dont les termes diagonaux sont
positifs. Une telle matrice Gg est unique et s’appelle le facteur de Cholesky
de S. La décomposition de Cholesky est bien adaptée aux lois de Wishart
car si W ~ W(n, I,), alors le facteur de Cholesky Gy = (Gwij)1<i,j<p admet
des entrées indépendantes de lois données par

Vp=i>j=1, Gug~N(0,1)et Gy~ xP(n—j+1).

De plus, il est utile de rappeler que si S ~ W(n, ¥) alors la matrice £ /255 1/2

suit la loi W(n, I,,) (voir | ]). Ainsi, le facteur de Cholesky de ¥ ~1/29%71/2
suit la loi de Gy et ne dépend pas de la matrice X.

Pour un vecteur d = (di,...,d,)" € RP, nous considérons 'estimateur
régularisé 3, défini par

34 = Ggdiag(d)Gy. (2.2)

Pour la perte £ (33, id), la qualité de cet estimateur est mesurée par le risque
R1(X,d) = E[£1(Z, £,)]. Grace & la remarque précédente, un simple calcul
permet de retrouver le résultat de Stein : le minimiseur de R, (X, d) est donné
par dy = (dy1,...,dy,) avec

dij=m+p—2j+1)""

Le fait que le minimiseur du risque R;(X,d) ne dépende pas de ¥ est
une propriété importante des estimateurs contruits par régularisation de la
décomposition de Cholesky. Cela demeure vrai pour des fonctions de perte
autres que celle de Stein, par exemple Ly(3,3g) = tr((2457! — 1,)?). Plus
généralement, I'utilisation du facteur de Cholesky est intéressante en pratique
car il s’agit d'un objet simple a calculer et qui a de nombreuses utilisations
en traitement du signal.

Au-dela de la construction d’estimateurs, le facteur de Cholesky est aussi
un objet naturel a considérer pour construire des fonctions de pertes telles
que celles proposées par | ],

L3(2,8) = tr (G5! Gy — L,)(G5'Gs — 1)),
Li(3,5) = tr (G5! G — L)(G5'Gs — 1)) .

Pour des estimateurs régularisés comme (2.2), les mémes arguments per-
mettent de faire le lien avec le facteur de Cholesky de W ~ W(n, I,,),

Gid = GgGwdiag(d)l/Q.

Ainsi, les minimiseurs des risques associés R3(%, d) et Ry4(2, d) sont encore
indépendants de la matrice .

34



Risque log-Cholesky

La métrique log-Cholesky introduite par | | est définie sur ’ensemble
des matrices triangulaires inférieures de diagonale positive. Elle permet de
considérer la perte suivante construite a partir des facteurs de Cholesky
comme L3 et Ly,

L5(5,%) = |Gy, — Gl — ||diag(Gy,) — diag(Gx)|?
+ || log diag(G',) — log diag(G'x)||?
ou || - || désigne la norme de Frobenius et diag(A) est le vecteur formé par
les éléments diagonaux de la matrice A.
Comme précédemment, des arguments relatifs a la loi du facteur de Cho-

lesky d’une matrice de Wishart permettent de déduire un expression du risque
associé pour des estimateurs de la forme (2.2),

R5(X,d) =E [55(27 i)}
=Y (D) — 230 b0/ + 2 > log?(d) + 3 eslos(d)

+tx(3) — ||diag(Gy) || + E ||| log diag(Gw)|’]

ol nous avons posé, pour tout j € {1,...,p},
p
CLJ(Z =E [X -7+1i| ( GTGE Z]j) + Z (G—EFGE)n;
i=j+1

[\/X% —j+1 (GTGE - G§ gj)
c;=E [log\/Xn i1

Nous avons montré dans | | que le risque R5(%,d) admet
un unique minimum atteint pour un vecteur ds = d5(X) qui dépend de X
contrairement aux cadres présentés précédemment. Puisque X est inconnue
en pratique, il n’est pas possible d’utiliser le parametre de régularisation
optimal d5(3) d’un point de vue statistique. De plus, aucun estimateur sans
biais de Rs5(%, d) ne semble disponible et des approches alternatives doivent
étre considérées.

Une premiere proposition naive consiste a remarquer que, puisque les
parametres optimaux di, ..., ds ne dépendent pas de X, ils peuvent étre cal-
culés dans le cas ¥ = [,,. En imitant cette remarque, le vecteur ds(I,) peut
étre proposé comme parametre de régularisation. Cette solution peut étre
sous-optimale mais elle présente 'avantage de la simplicité en pratique.
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Afin de remédier au probleme de perte de performance de 'estimateur
calculé avec ds(1,) plutot que ds(X), nous proposons d’exploiter le fait que le
parametre de régularisation ds soit défini comme le minimiseur d’une fonction
dont la dépendance en ¥ est explicite. Ainsi, a partir d'un premier estimateur
5, il est possible de considérer le minimiseur de d — Rg,(E d). Par exemple,
f] = n~1S peut étre utilisé pour obtenir

ds = argmin R (f), d)

P
deR”,

et définir I'estimateur régularisé Gsdiag(ds)Gy.

La procédure précédente peut également étre itérée pour rechercher une
certaine stabilité du résultat. Con51derons une premiere décomposition de
Cholesky régularisée »O0 =@ Sdlag(d )G pour un certain parametre initial
A par exemple ds(I,) ou le vecteur constant (n~Y/2, ..., n"/2)T. Pour tout

> 1, nous posons . A
A = argmin Rs(S Y d)

deR%

et S-D = @ sdlag( )GT Nos études numériques illustrent que cette pro-
cédure converge rapldement en pratique et donne de bonnes performances
sur des données simulées.
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Chapitre 3

Applications aéronautiques

Entre 2018 et 2021, j’ai codirigé les theses CIFRE Airbus de Ambre Diet
[ | avec Nicolas Couellan et de Fériel Boulfani | | avec Anne Ruiz-
Gazen. Dans le cadre de ces travaux, nous avons développé plusieurs applica-
tions mathématiques au domaine industriel aéronautique dont certaines ont
fait ’objet de publications et de communications dans des conférences in-
ternationales. Ce chapitre présente certaines problématiques abordées et les
résultats publiés.

3.1 Tolérancement statistique sous contraintes
industrielles

Cette section présente des résultats publiés dans | Jet | |.

Contexte industriel

Le tolérancement gere les incertitudes liées a la géométrie et aux dimen-
sions des différentes pieces a assembler lors des étapes de la fabrication d’un
produit. Le besoin de gestion des tolérances peut étre lié a des exigences de
production, de performance ou d’esthétique du produit. Le cadre qui nous
intéresse ici est celui de la fabrication d’un avion. Dans ce contexte aéronau-
tique, les problemes d’incertitude sont reliés a des questions de sécurité, de
qualité et de performance de ’avion mais aussi a des contraintes industrielles
(technologie, outillage, ...).

La notion d’assemblage se définit comme un ensemble de pieces ou de
sous-assemblages combinés pour remplir une fonction donnée. Chaque élé-
ment d’'un assemblage dispose de caractéristiques dimensionnelles (hauteur,
largeur, inclinaison, ...). Il convient de distinguer les caractéristiques finales
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de I’assemblage dont dépendent les performances de I’avion et les caractéris-
tiques des éléments impliqués dans ’assemblage. Les premieres jouent le role
de sorties dans un contexte statistique tandis que les autres sont des entrées
du probleme.

Le lien entre les entrées et les sorties d'un assemblage se représente par
un modele de tolérance. Ce concept permet de mettre en relation les contri-
butions des caractéristiques des éléments constitutifs et les exigences de haut
niveau sur l'assemblage. Pour ce faire, nous considérons une chaine de cote
associée a chaque exigence comme une liste d’éléments et leurs limites de to-
lérance. Chaque assemblage, dans la fabrication d’un produit, est relié a une
chaine de cote théorique qui sert de base a la démarche du tolérancement.

Dans un contexte industriel, un produit doit vérifier des spécifications de
dimension précices. La dimension théorique d’'une caractéristique est appelée
la valeur nominale. Bien entendu, les dimensions d’un produit ne peuvent
généralement pas étre exactement égales aux valeurs nominales en pratique.
Les sources de variabilité sont multiples : précision des outils utilisés, envi-
ronnement, conditions de transport, ... Dans la suite, nous ne considérons
qu'une variabilité globale qui méle les effets extérieurs et la précision de la
mesure physique des caractéristiques. Pour la chaine de cote, cette variabilité
se représente comme un intervalle de tolérance autour d’'une valeur nominale.

Le fait qu’'un assemblage puisse étre constitué de sous-assemblages in-
duit un effet de cascade dans le modele de tolérance. En effet, les variations
d’'une caractéristique d’une entrée d’un assemblage influent sur la sortie qui
devient une caractéristique d’entrée pour 'assemblage suivant et ainsi de
suite. Depuis les pieces élémentaires jusqu’a ’avion complet, chaque écart
par rapport a la valeur nominale doit étre pris en compte pour analyser son
impact et définir un intervalle de tolérance raisonnable pour la faisabilité de
I’assemblage. La cascade des tolérances apparait ainsi comme un probleme
fonctionnel complexe motivé par un besoin industriel exigeant.

Une premiere approche consiste a spécifier en premier les exigences de
haut niveau de 'assemblage. La méthodologie du tolérancement permet en-
suite d’analyser I'incertitude sur les dimensions des éléments impliqués dans
I’assemblage. Cette démarche est dite descendante car elle propage les exi-
gences dans la cascade des tolérances du haut niveau vers les pieces élé-
mentaires. En particulier, ’approche descendante permet de décider quelles
doivent étre les tolérances sur les entrées initiales du modele de tolérance
pour que les exigences de haut niveau soient respectées.

Une autre fagon de procéder, dite ascendante, suppose que les intervalles
de tolérance pour les dimensions des pieces élémentaires sont connus. L’ob-
jectif est alors de décrire 'incertitude sur les exigences de haut niveau. Au-
trement dit, il s’agit de prédire I'intervalle dans lequel évolue une dimension
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liée a l'exigence de haut niveau d'un assemblage a partir des tolérances sur
les dimensions des éléments constitutifs. Dans la suite de cette section, nous
présentons des travaux qui s’inscrivent dans cette approche ascendante.

La chaine de cote est 'objet central des méthodologies de tolérancement.
Pour chaque caractéristique contribuant a I'assemblage, un intervalle de to-
lérance est donné et il correspond a la variabilité dimensionnelle de la ca-
ractéristique par rapport a sa valeur nominale. L’approche statistique du
tolérancement correspond a modéliser cette variabilité par une loi de pro-
babilité. Ainsi, pour une chaine de cote donnée, une des problématiques du
tolérancement statistique est de déterminer la variation de sortie d’une exi-
gence de haut niveau en connaissant la loi des caractéristiques d’entrée de
I’assemblage.

Modele de tolérance en phase de design

Dans le contexte de la fabrication des avions, il n’est pas envisageable de
faire des pré-séries. L’information disponible sur la distribution statistique
des caractéristiques d’entrée est donc limitée en phase de design. La suite de
cette section concerne cette phase de design et l'approche ascendante. Pour
un modele de tolérance linéaire, nous présentons le probléeme du tolérance-
ment comme une question de concentration de la mesure pour des sommes
de variables indépendantes. Les outils théoriques utilisés sont similaires aux
inégalités de concentration utiles pour prouver les résultats énoncés dans le
chapitre 1.

La mise en place d’une chaine de cote est un compromis entre des exi-
gences de dimension et la faisabilité du procédé industriel. Si les tolérances
sont trop étroites, le processus de production devient plus difficile a mettre
en ceuvre a cause du cotit nécessaire pour satisfaire les tolérances ou du grand
nombre d’éléments mis au rebut pour non respect des tolérances. D’un autre
cOté, des tolérances trop grandes augmentent le risque de non conformité des
exigences de haut niveau ou celui de la baisse des performances.

Dans ce qui suit, nous ne considérons que des intervalles de tolérance
centrés autour d’une valeur nominale pour les entrées et la sortie du mo-
dele. D’autres fagons de procéder existent et nous renvoyons a | ]
pour une présentation plus générale. L’approche traditionnelle du toléran-
cement statistique consiste a supposer que les caractéristiques d’entrée sont
des variables indépendantes Gaussiennes centrées autour de leurs valeurs no-
minales. Cette hypothese permet généralement de construire des intervalles
de tolérance resserrés mais ne couvre pas le cas ou les entrées ne sont pas
raisonnablement distribuées autour des valeurs nominales. En phase de de-
sign et sans information additionnelle, une telle hypotheése de normalité des
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entrées ne peut pas étre vérifiée et nous souhaitons construire des intervalles
de tolérance plus robustes a la loi des entrées.

Nous nous plagons dans le cadre statistique donné par n variables d’en-
trées indépendantes 71,..., 7, € R, des valeurs nominales zq,...,z, € R et
une sortie Y € R. Le modele de tolérance doit étre spécifié pour représenter
la relation entre les Z; et Y. Dans un contexte raisonnable en aéronautique
ou la variabilité des entrées est petite par rapport a ’échelle de I'assemblage,
le modele linéaire est une approche largement utilisée pour le tolérancement
(voir | ]). Pour des coefficients oy, ..., o, € R, cela conduit a considérer

le modele

Y = ai(Z — ).
i=1
Il est important de noter que les valeurs nominales z; et les coefficients
a; de ce modele sont des valeurs fixées pour un assemblage et ne sont pas
des parametres a estimer. Ainsi, il est équivalent de considérer la variabilité
de Z; autour de z; ou celle de X; = o;(Z; — z;) autour de zéro. L’écriture du
modele de tolérance linéaire se simplifie,

=1
ou les variables réelles X1, ..., X, sont supposées centrées et indépendantes.
La chaine de cote correspond alors a des bornes de tolérance vy,...,v, > 0

imposant a chaque X; d’étre dans lintervalle [—v;, v;] pour étre considéré
comme conforme.

Etant donné un niveau de confiance p € (0, 1), 'objectif est de déterminer
un intervalle de tolérance [—t,,t,] correspondant a une exigence de haut
niveau que la sortie Y doit satisfaire avec probabilité supérieure a 1 — p,

B(Y] > t,) < p.

Dans un cadre Gaussien ou N; ~ N (0,07/3), i € {1,...,n}, l'inégalité de
concentration Gaussienne (voir | ]) donne

il
ol nous avons posé

1 2 "
Ep:? 2log <p> et T= > v
i=1
40
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Comme discuté précédemment, I’hypothese de normalité n’est pas accep-
table en phase de design et nous ne pouvons considérer que les bornes de
tolérance vy, . .., v,. Pour se prémunir de tout biais de production dans la di-
mension des pieces élémentaires, la loi uniforme sur [—wv;, v;| apparait comme
la loi la moins informative pour la variable d’entrée X;. Le modele de tolé-
rance linéaire revient alors a considérer des sommes de variables uniformes
indépendantes. Cela correspond au cadre étudié par | | ou les auteurs
calculent explicitement la loi de Y mais dont le résultat est numériquement
inutilisable et n’est donc pas adapté a notre probleme de tolérancement en
pratique.

Avec X; ~ U([—vs,vy]), I'écart-type de Y vaut 7/4/3 comme dans le cas
Gaussien mais I'inégalité (3.1) n’est plus valable. Les variables d’entrée étant
bornées, il est possible d’utiliser I'inégalité de Hoeffding (voir | |) pour

obtenir
il

Au facteur 3 pres, nous retrouvons la borne du cas Gaussien qui correspond,
pour n assez grand, au cas ou les X; ont la méme variance, i.e. vy = - -+ = v,.
Lorsque les valeurs v; ne sont plus équilibrées, cette borne de Hoeffding est
pessimiste comme le montre la figure 3.1. Lorsque un des v; domine les autres,
Iintervalle de tolérance sur Y se reserre autour de la valeur nominale. Il est
donc pertinent d’introduire une métrique de la dispersion des v; afin d’en
tirer parti dans la borne de tolérance de la sortie lorsque les contributions
d’entrée sont déséquilibrées.

L’inégalité de Hoeffding n’utilise que les bornes des entrées et pas le fait
qu’elles suivent des lois uniformes. Pour intégrer cette information et faire
apparaitre la dépendance en la dispersion des v;, nous utilisons la méthode
de Cramér-Chernoff (voir | ]) qui conduit a

n

> X

i=1

> 3@7) < p.

n

> X

=1

Vt>0,IP<

> < i
> t) < 2exp (g{) cb(A,t))
ou la fonction ¢ est donnée par
1— 6—2/\11
avec

V=

3\*—‘

n n 1—e —2A\v; 1— 6—2)\17
ZU% et Sy(v Z (log( o ) — log <2>\v>>

=1 =1



A t fixé, la minimisation de A — ¢(X, ) dépend de I’équilibre entre les valeurs
v; mesuré par la quantité Sy(v). Des bornes supérieures simples sur Sy (v)
permettent de se ramener a des mesures de dispersion plus classiques,

n )\2 n
Sy(v) < AD Jui—0] ou Sy(v) < ) > (v — )2

=1 =1

Contributions équilibrées Contributions peu déséquilibrées Contributions déséquilibrées

Il I
0.08 0.10 0.12
1 1

0.02
1

0.00 0.02 0.04 0.06 008 0.10 0.12
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.
=

FIGURE 3.1 — Distribution de 10° observations de la somme de 5 variables
uniformes avec 72 = 20 pour différents équilibres des v; et quantiles & 1% et

99%.

Cette méthode de calcul des tolérances en phase de design a été validée
sur des données simulées et des données réelles issues de chaines de cote de
Airbus. Cette application et la métrique Sy(v) ont permis aux équipes de
tolérancement de mieux comprendre le role de certains parametres de forme
utilisés en pratique. De plus, 'avantage des inégalités présentées est leur
nature non asymptotique qui les rend directement utilisables en pratique et
peu cotiteuses a calculer contrairement a des méthodes de type Monte Carlo
souvent considérées dans la littérature du tolérancement statistique.

3.2 Comportement des systemes électriques
aéronautiques

Cette section présente des résultats publiés dans | I [ ]
et [ ].
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Dimensionnement de générateurs électrique d’avions

Les générateurs électriques embarqués a bord des avions sont dimension-
nés en fonction des charges électriques installées dans ’appareil. La méthode
usuelle consiste a faire la somme de toutes les charges possibles, ce qui a
tendance a surestimer la capacité nécessaire des générateurs. Pour dimen-
sionner de futurs générateurs, nous proposons une méthode d’estimation du
rapport entre la consommation électrique observée a bord d'un avion et la
valeur donnée par le fabriquant.

Lorsqu’un avion est livré a une compagnie aérienne, il est accompa-
gné d'un ELA (Electrical Load Analysis) qui décrit son réseau électrique
et la charge totale par générateur embarqué. Ce document sert de référence
a la compagnie, par exemple, en cas d’installation de nouveaux appareils
électriques dans le réseau de ’avion pour éviter toute surcharge. Dans ce
contexte, il est naturel de surestimer les générateurs pour parer a des situa-
tions critiques. Cependant, une surestimation induit un cott plus élevé, un
encombrement plus important et une plus grande masse a transporter.

Dans ce qui suit, nous utilisons la théorie des valeurs extémes pour quan-
tifier la surestimation de la taille d’'un générateur électrique. Cette théorie
statistique permet d’estimer des quantiles extrémes et potentiellement des
points terminaux mais également de donner des intervalles de confiance sur
ces valeurs. La nature de ces résultats est asymptotique au sens ot le nombre
d’observations est supposé tendre vers 'infini.

Etant donné que chaque avion posséde son propre ELA, il n’est pas perti-
nent d’estimer la charge maximale par appareil. L’étude que nous proposons
estime le rapport entre la charge observée et la charge maximale prédite par
I’ELA. De cette facon, la valeur de ce rapport peut étre utilisée pour corri-
ger le dimensionnement de futurs générateurs indépendamment du type de
navigation de l'appareil.

Les données dont nous disposons sont des séries temporelles de valeurs
de charge de générateurs de courant alternatif échantillonnées a la seconde.
Le volume total représente 60000 heures de vol de 18 appareils répartis en 8
groupes selon les conditions de navigation. Sur le plan technique, un géné-
rateur peut supporter une surcharge dite intermitente sur une faible durée.
Nous ne nous intéressons pas a ces phénomenes dans la suite et nous ne re-
tenons que les charges dites permanentes en mode nominal durant la phase
de vol et la phase de roulage prises séparément.

Pour une série temporelle donnée, nous définissons la série (Y;)icq1,.., N}
des rapports entre la charge observée et la charge maximale. Ces rapports
peuvent étre plus grands que 1 si la charge dépasse celle donnée par 'ELA.
Nous éliminons les charges intermitentes par une moyenne mobile de largeur
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T définie par

1T
Xy = TZ)/(k—I)T+z’7 1<k<n=[N/T|

i=1

En régime stationnaire durant les phases de vol considérées, les variables X,
peuvent raisonnablement étre considérées comme indépendantes et de méme
loi qu’une variable X. Pour une probabilité p € (0, 1) petite, nous sommes
intéressés par l'estimation du quantile g, tel que

P(X >¢q,) =p
et par celle du point terminal x* potentiellement infini défini par
¥ =sup{zr >0 : P(X <x)<1}.

La théorie des valeurs extrémes est utilisée dans un tres grand nombre
de domaines appliqués et nous renvoyons a | | pour une introduction
au sujet. La premiere étape élémentaire consiste a noter que nous avons par
indépendance

P(max{X;,..., X, } <z) = Fg(x)

ou Fx désigne la fonction de répartition de X. Pour considérer le maximum
des X; dans un cadre asymtpotique ou cette probabilité ne tend pas vers une
limite triviale, il convient de le normaliser en introduisant des suites (ag)x>1
de (0,400) et (bg)g=1 de R telles que

max{Xi,..., X} — b,

Qn

converge en loi au sens d’une fonction de répartition limite G,
. n _
Jim F¢(apz +b,) = G(2).

L’existence de telles suites est assurée pour une large classe de fonctions de
répartition F'x. Les candidates a la fonction de répartition limite G sont
connues et leurs parametres peuvent étre estimés par maximum de vraisem-
blance.

Nous considérons 'approche dite de Pareto généralisée pour traiter nos
données. Cela consiste a fixer un seuil v > 0 et a considérer la loi de X —u
conditionnellement a 1’événement X > wu. Ce seuil est autorisé a dépendre
de n et, pour une valeur u, > 0 assez grande, la fonction de répartition
empirique des variables X; — u,,..., X, — u, telles que X; > wu, peut étre
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approchée par la fonction de répartition de la loi de Pareto généralisée de
parametres p,0 > 0 et £ € R,

Vo >0, H(z) = L—(1+&x/B) "¢ sig#0,
| 1 —exp(—z/p) si € =0,

avec un parametre d’échelle f = o + £(u — p). Pour que ce résultat soit
théoriquement valide il faut un nombre d’observations n grand et un rapport
K, /n petit avec

={ke{l,....n} : Xp>un}|.

La recherche d’un bon seuil u,, s’apparente a un compromis biais-variance :
une valeur élevée assure un biais petit au sens ou la loi de Pareto généra-
lisée est une bonne approximation mais une variance d’autant plus élevée
que le nombre K,, d’observations retenues est faible (voir | |). En pra-
tique, des outils graphiques d’aide a la décision permettent de choisir un seuil
raisonnable.

Les parametres & et 3 de la loi de Pareto généralisée peuvent étre esti-
més par les estimateurs du maximum de vraisemblance f et 4. 11 s'ensuit
I'estimation du quantile g, par

A 3
un+BA(<Kn> —1) Sié#o
g, = §\\"p
p K % R
un+ﬁlog<n> si&=0.
np

Lorsque é < 0, il est possible de faire tendre p vers 0 pour obtenir un esti-
mateur du point terminal x*,

=y — 6/5

Des intervalles de confiance asymptotiques pour ¢, et £* sont disponibles
dans la littérature (voir | D).

Nous avons utilisé les outils présentés dans les paragraphes précédents
pour étudier la charge des générateurs alternatifs a bord des avions. La méme
procédure d’estimation des quantiles et des points terminaux a été appliquée
aux 8 groupes de données, les estimations de £ étant toutes significativement
négatives. La procédure statistique de test développée par | | a été
utilisée pour valider 'égalité des points terminaux obtenus sur chacun des
groupes de données avec un niveau de confiance de 95%. Ce résultat conduit
a considérer que le rapport maximal entre la charge électrique observée et
celle donnée par 'ELA est estimé a 80%, indépendamment de la compagnie
aérienne ou des conditions de navigation.
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Apprentissage avec données fonctionnelles

Les nombreux capteurs embarqués dans les avions fournissent un volume
important de données en vol. Pour un systéme électrique, nous avons présenté
ci-dessus des données temporelles échantillonnées a la seconde pour la charge
d’un générateur. A chaque seconde, d’autres mesures lides aux générateurs
électriques sont disponibles telles que, par exemple, la température de 1’huile
utile pour détecter un fonctionnement anormal du générateur. Il est aussi
possible de coupler ces informations avec d’autres sources de données comme
la vitesse moteur de I'avion, la température de l'air extérieur, 'altitude, ...
Le point commun de ces données est qu’elles se représentent comme des
fonctions discrétisées sur un méme support. Nous présentons ci-dessous des
méthodes d’apprentissage supervisé dans le cadre fonctionnel pour aborder
des problémes de régression dans le domaine aéronautique.

Le cadre statistique multivarié que nous considérons est donné par g va-
riables fonctionnelles X', ..., X? et une variable fonctionnelle de sortie Y
observées a chaque seconde durant N vols de longueurs différentes. Pour le
vol £ € {1,..., N}, nous notons n, sa durée en secondes. Il n’est pas simple
de manipuler des données fonctionnelles définies sur des domaines de lon-
gueurs différentes. Normaliser les durées introduit un biais méthodologique
entre les vols et ne permet pas de construire des méthodes utilisables en vol
puisque la durée totale n’est connue qu’une fois le vol terminé. L’alternative
que nous retenons est de prédire la valeur de la variable de sortie Y toutes
les T' secondes a partir des ¢ fonctions d’entrée observées sur cette fenétre
temporelle. En posant m, = |ny/T|, les entrées du vol ¢ se mettent sous la
forme d’une matrice X, de taille m, x ¢T" ou chaque ligne correspond a la
concaténation des valeurs des fonctions d’entrée observées durant une fenétre
de temps T,

X7(1) . XI(T)
X XJ(T: +1) - X7 (:QT)
Xi((me—=1DT+1) ... Xi(m,T)

De méme, la sortie est donnée par y, = (Y/(T),...,Y(m,T))" € R™.
~ Les ¢léments de la matrice X, s’identifient aux observations de fonctions
2 [0,1] =R, je{l,....q} et k€ {1,...,my},

o (t) = X7 ((k = )T + 1)

sur le support des points t; =4/T, i € {1,...,T}. Dans la suite, nous identi-
fions la fonction x], au vecteur (z1(t1),...,x.(t7))" € RT. Puisque les unités
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des variables d’entrée peuvent étre différentes, nous normalisons les observa-
tions z7, a 'aide des moyennes

. 1 &
=3 meR, je{l...q}
e =

et des termes d’inertie

1 X

2 _ i =i2
o; = E . — 2% 7 €4l,...,q}.
J mekZIH k H { }

Ainsi, le jeu de données des entrées fonctionnelles normalisées sur [0, 1] cor-
respond a des fonctions f : [0,1] = R, j € {1,...,q} et k € {1,...,m},
identifiées aux vecteurs fi = (fi(t1),..., fi(tr))" € RT donnés par

xfc —

fi = cR”, je{l,....q}, ke {l,...,my}.

o

Les fonctions f,g sont supposées de carré intégrable sur [0, 1] et nous
considérons une base {&;}4en de L%([0, 1]) pour les représenter. Comme dans
[ ], les & peuvent correspondre a la base de Fourier, a une base d’onde-
lettes, ... Pour un entier D < T a calibrer, nous réduisons la dimension du

probleme en ne retenant que les D premiers coefficients pour chaque fonction

Gu=7 3 R(t), de{1,....D}.

Le probleme de régression que nous considérons se ramene ainsi a prédire le
vecteur de sortie y € R a partir de la matrice d’entrée C, de taille m, x ¢D
donnée par les coefficients calculés pour le vol 7,

di - o
Cp = : : :
Cymg,l ° C]mg,D

Plus généralement, la méme procédure peut étre appliquée a chacun des N
vols. La concaténation des lignes des matrices C; donne une matrice d’entrée
C detaillenxp, n=mi+---+my et p=qD, et celle des vecteurs y, donne
un vecteur de sortie y € R”

Différentes méthodes de régression classiques ont été appliquées a ces
données dans le cadre aéronautique : régression ridge, foréts aléatoires, ré-
seaux de neurones, ... et nous renvoyons a | ] pour plus de détails sur
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ces procédures. Ces études sont décrites dans | ] et certaines ont fait
I'objet de la présentation | | qui traite de la détection de fonction-
nement anormal de générateur électrique a bord des avions. Dans la suite,
la présentation se limite a la méthode de régularisation dropout, introduite
dans | et | |, qui correspond & une de mes perspectives de
recherche.

Etant donnée une classe de prédicteurs {fo :RP - R, we& W} et pour
la fonction de perte des moindres carrés, le probleme de la régression décrit
ci-dessus revient a minimiser

1.
U}EW'—>L *Z fwcz
nz:l

ou ¢; € RP désigne la 1™ ligne de C'. Lorsque cela est numériquement pos-
sible, une solution a ce probleme d’optimisation consiste a construire une
suite (w;)ien par descente de gradient,

Wiy = wy — NV L(wy), t >0,

ou wy € W est une valeur initiale donnée et n > 0 est un pas de descente
fixe & déterminer. Sous certaines hypotheses (voir | |), wy converge vers
un minimiseur de L quand ¢ tend vers l'infini. Cette méthode est cependant
limitée en pratique car elle nécessite un calcul explicite du gradient de L
a chaque itération qui s’avere cofliteux en temps si la taille des données est
grande. De plus, la minimisation de L se fait sur les données observées sans
tenir compte de I'erreur relative a la variabilité de ces données. Le prédicteur
associé au minimiseur est sujet au surapprentissage et une forme de régulari-
sation est nécessaire pour I'éviter. La régularisation dropout offre une fagon
de contourner ces difficultés en pratique.

Dans le contexte de la régression linéaire associée aux prédicteurs f,(c) =
w'e,w € RP, | | présente la régularisation dropout comme la minimi-
sation de la fonction de perte définie pour un parametre p € [0, 1] par

w e R — Ly(w) =K, [1 i (v “’Tdiag(b)ciﬂ

nzl

ou diag(b) désigne la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
donnés par le vecteur aléatoire b = (by,...,b,)" avec b; indépendantes de loi
(1 — p)~'Ber(1 — p). Un simple calcul conduit & la décomposition



ou 7]2 est la variance empirique de la ™€ colonne de C'. Ainsi, pour la régres-
sion linéaire, le dropout apparait comme une régularisation de Tikhonov des
moindres carrés et préserve le minimiseur de L, du phénomene de surappren-
tissage. L’expression de L, comme une espérance d'une moyenne empirique
permet de traiter ce probleme d’optimisation par une descente de gradient

stochastique (w,4):en,

avec un pas 7;41 > 0 autorisé a dépendre de 'indice d’itération et des fonc-
tions de perte aléatoires (L,(,t))teN données par

1

w € RP —s LW () =
»g

> (yZ — wTdiag(bt)ci)2

i€By

ou les vecteurs b; sont indépendants de méme loi que b et les B; sont des
sous-ensembles aléatoires de {1,...,n} de méme taille appelés batches. Il
convient en particulier de noter que les batches B; limitent le coflit de calcul
du gradient en le restreignant a un ensemble de données généralement petit
par rapport a n. Sous certaines conditions, la suite (w,);en converge vers un
minimiseur de L, et conduit a un prédicteur régularisé plus simple a calculer
que celui construit par descente de gradient déterministe.

La régularisation dropout s’étend a des classes d’estimateurs bien plus
générales que la régression linéaire. Le principe reste le méme : a chaque
itération d'une descente de gradient stochastique, 'optimisation ne porte
que sur une partie aléatoire des parametres choisie par tirage de variables
de Bernoulli de parametre 1 — p. Plus p est proche de 1, plus le nombre
de parametres a utiliser les données d’un batch a tendance a étre faible.
Puisque I'entrainement de chaque parametre ne se fait pas sur ’ensemble
des données, il est impossible de surapprendre et le prédicteur obtenu se
retrouve régularisé. Malheureusement, la forme de la régularisation n’est pas
toujours aussi simple que dans le cas de la régression linéaire et peu de travaux
théoriques ont été proposés sur le dropout. Pour les réseaux de neurones, le
dropout est largement utilisé en pratique (voir | |) et quelques résultats
ont par exemple été obtenus dans | | mais les propriétés statistiques
des prédicteurs associés restent encore largement a explorer dans ce contexte.
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Chapitre 4

Applications environnementales

Plusieurs rencontres scientifiques m’ont amené a collaborer sur des sujets
environnementaux. Ces travaux se situent a la limite de la statistique et de la
science des données. Au-dela des mathématiques appliquées, cette implication
est importante pour moi car elle donne un sens au fait de faire de la statistique
dans un monde bien plus grand.

4.1 Ecologie forestiére

Cette section présente des résultats publiés dans | Jet|

Retombées atmosphériques d’azote et climat

Les activités humaines ont significativement contribué a une augmenta-
tion des émissions d’azote et de soufre depuis la fin du 19°™¢ siecle. 1l est
connu que les retombées atmosphériques ont un impact fort sur le fonction-
nement des écosystemes forestiers en modifiant la chimie du sol et I’équilibre
des nutriments, perturbant de fait la croissance des arbres et la biodiversité.
Depuis les années 1980, un effort commun des pays d’Europe vise a réduire les
émissions atmosphériques. Si les émissions de soufre ont diminué de pres de
80% en France, la diminution des émissions d’azote est moins évidente avec
environ 35% de moins pour NO, et 5% pour NH,. Le cycle de 'azote est
plus complexe que celui du soufre car I’azote interagit avec les ecosystemes
a de nombreux niveaux.

Les effets des émissions et des retombées d’azote sur les écosystémes ont
fait 'objet de nombreux travaux depuis les années 2000. Plusieurs expéri-
mentations ont permis de montrer que la concentration d’azote dans le sol
est une mesure importante pour évaluer I'impact des retombées atmosphé-
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riques sur un écosystéme donné. Cependant, ces travaux ne permettent pas
de faire des prédictions sur le long terme et une étape de modélisation est
nécessaire, en particulier pour prédire la chimie du sol. Des modeles dyna-
miques de simulation ont été développés afin de tester différents scénarios
pour les retombées atmosphériques d’azote dans le temps.

La chimie du sol est fortement affectée par le climat de par les conditions
de température et d’humidité. Ainsi, les impacts du changement climatique
et les retombées d’azote doivent étre considérées conjointement pour I’étude
de la chimie du sol sur le long terme. C’est dans ce contexte que nous avons
utilisé avec Noémie Gaudio le modele ForSAFE | | qui est développé
pour la modélisation du milieu forestier. Ce modele permet de simuler 1’évolu-
tion dans le temps d’un écosysteme forestier en fonction des caractéristiques
du sol, du climat, des retombées atmosphériques et des propriétés forestieres.
Deux sites forestiers francais du réseau RENECOFOR ont été utilisés comme
références et leurs évolutions ont été simulées jusqu’en 2100 sous deux scéna-
rios de retombées atmosphériques (la référence pour la législation européenne
et celui de plus grande réduction faisable) et sous trois scénarios climatiques
(poursuite de la croissance des émissions actuelles, commun effort de dimi-
nution avec forte prise de conscience environnementale et un scénario fictif
de référence ou le climat demeure tel qu’il est aujourd’hui).

Une premiere étape statistique importante consistait a valider les pré-
dictions du modele ForSAFE. Pour ce faire, des données simulées ont été
comparées a des mesures réelles sur la période 1993-2009. Une fois paramé-
tré, le modele ForSAFE retourne des séries temporelles pour le pH du sol
ainsi que la concentration de certains éléments chimiques (carbone, azote,
...). En notant Y € R"™ la différence entre une série simulée et les mesures
observées, la validation du modele correspond a un test statistique de nullité
de la moyenne de Y. Sous I'hypothese que Y soit un vecteur Gaussien de
matrice de covariance 021, nous avons développé un test multiple basé sur
des arguments de sélection de modele a la fagon de | |. Ce type de test
d’hypothese nulle « E[Y] = 0 » est adaptatif, il n’impose pas la connaissance
du facteur de variance o2 et il se construit a partir d'une collection dénom-
brable {S,,, m € M} de sous-espaces de R". Pour m € M, =, désigne la
projection orthogonale sur 'espace S,, de dimension D,,, et nous considérons
un niveau de confiance o € (0, 1) ainsi que des réels {a,,, m € M} dans
(0,1) tels que

o= Z Oy

meM
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La statistique de test est donnée par

(n — Dy)||7n Y .
TO{ = _ F B o
Tileljr\),l{ Dp|lY — 7, Y2 Dim,n b, ()

ou F 571]\, est la fonction quantile d'une loi de Fisher de parametres (D, N).
L’hypothese nulle est rejetée des lors que T, est positif. Appliqué aux don-
nées générées par ForSAFE, ce test a permis de valider la pertinence des
simulations sur la période d’observation considérée.

Des analyses de variance ont été faites sur les données générées par le
modele ForSAFE sur le long terme pour déterminer les effets du scénario
climatique et ceux des retombées atmosphériques d’azote. Pour les 6 com-
binaisons de scénarios retenues, les moyennes des variables simulées ont été
comparées a l'aide de tests de Tukey. Les résultats ont mis en évidence que
I’alcalinité du sol dépend bien plus fortement du changement climatique que
du niveau des retombées d’azote a venir. D’'un autre coté, les retombées
d’azote devraient étre un facteur plus décisif que le changement climatique
pour le phénomene d’eutrophisation du sol, 7.e. I'accumulation de nutriments.
Ces conclusions illustrent la pertinence de considérer simultanément les ef-
fets du changement climatique et les retombées atmosphériques d’azote pour
étudier la dynamique d’un écosysteme forestier.

Température et lumiere sous la canopée

L’abri forestier héberge des microclimats qui offrent des conditions de
température et de luminosité différentes des champs ouverts. La majorité
des études concernant ces microclimats ne prennent en compte que des va-
leurs maximales, minimales ou moyennes de la température et de la lumi-
nosité pour comparer les parametres climatiques en sous-bois et en champs
ouverts. Ce faisant, ces approches négligent les dynamiques temporelles liées
au degré d’ouverture de la canopée et a la saisonnalité. Dans le contexte glo-
bal du changement climatique, la durabilité de tels écosystemes fait 1’objet
de nombreuses études. Les approches macroclimatiques et microclimatiques
doivent étre considérées conjointement pour comprendre les conditions de
fraicheur et d’humidité auxquelles les plantes des sous-bois sont particuliere-
ment sensibles en lien avec d’autres variables telles que la luminosité.

Pour des raisons pratiques, les capteurs de températures sont générale-
ment intégrés a des stations météorologiques en champs ouverts qui servent de
références pour estimer la température forestiere. Cependant, il est reconnu
que la température seule n’est pas une mesure suffisante pour expliquer le
développement des plantes dans ces écosystemes, que la densité de la ca-
nopée influe sur ces microclimats de sous-bois et qu’il existe des différences
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systématiques entre les températures en sous-bois et en champs ouverts. De
plus, I'échelle des systemes considérés dans les études écologiques basées sur
des données climatiques est généralement de 'ordre du kilometre alors que
les dimensions de ces microclimats sont de quelques metres. Les variations
de température relatives a celles de la luminosité y sont donc différentes des
observations effectuées en champs ouverts. Afin de décrire 1’évolution cor-
rélée de la température et de la luminosité dans de tels microclimats, nous
avons proposé une étude exploratoire de données issues de mesures horaires
effectuées en sous-bois avec la prise en compte du degré d’ouverture de la
canopée quantifié a partir de photographies prises simultanément.

Pour chaque jour d’observation i € {1,...,n}, nous disposons des 24

mesures horaires de température v = (Y ,...,Y»(;i)T et de luminosité

Yi@) = (Y(l), e ,Y(gi) . Les unités de ces variables étant incompatibles, les

1’7 Z?

vecteurs sont centrés et réduits,

=Y © Lo~ (v _ p0)?
Y, —72avecY 24ZY eta 24;(}/@]. -Y, )
pour ¢ € {1,2}. Ces vecteurs normalisés sont concaténés pour définir le jeu
des données du jour 1,

Y= (Y, Y79, 1) e r®
Les observations ont été réalisées pendant 335 jours sur un site de référence en
champs ouvert et 8 sites en sous-bois mesurés sur 5 emplacements distincts.
Le volume total de données est ainsi de n = 13735 vecteurs définis comme
ci-dessus.

Compte tenu de la nature temporelle des données, nous avons mis en
ceuvre une analyse en composantes principales fonctionnelles (voir | D.
Les deux premiéres composantes expliquent 79% de l'inertie mais conduisent
a une représentation graphique dans le plan principal qui s’avere peu pratique
a cause du nombre important de points et de la difficile interprétation des
axes. Pour aider a l'analyse de ces résultats, nous avons développé des ou-
tils de visualisation de données spécifiques. Le premier outil est basé sur des
estimateurs a noyaux de la densité (voir | | et | ]) de sous-groupes
de données et représente les enveloppes contenant 75% des observations de
chaque groupe. Un exemple de résultat est donné par la figure 4.1 pour vi-
sualiser l'effet de I'ouverture de la canopée sur les profils de température et
de luminosité. En plus des ensembles de niveaux, ce graphique donne aussi
les quantiles a 10%, 25%, 50%, 75% et 90% pour ’ensemble des données
le long de chaque axe, définissant ainsi une grille de lecture du plan prin-
cipal. Lorsque elle existe, la donnée la plus proche de chaque intersection
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est sélectionnée et le couple correspondant des courbes de température et de
luminosité est présenté a la maniere de la figure 4.2. Cette représentation
permet ainsi d’interpréter visuellement les axes du plan principal.

La grille donnée par la figure 4.2 montre que la premiere composante prin-
cipale correspond a l'effet attendu de corrélation positive entre température
et luminosité. Plus un point a une abscisse importante, plus la température
et la luminosité du jour sont simultanément élevées. Verticalement, le phé-
nomene qui apparait est celui de I'inertie de température dans les sous-bois
avec une corrélation négative entre luminosité et température. Plus un point
a une ordonnée importante, plus la température du jour a tendance a étre
élevée malgré une luminosité faible. Aidé par cette interprétation des axes, la
figure 4.1 permet de mettre en évidence le role de I'ouverture de la canopée
sur cet effet de température en sous-bois. Cela confirme 'intérét d’étudier
les microclimats de sous-bois en tenant compte de ces phénomenes inertiels
qui induisent du stress thermique pour la végétation non expliqué par la
température mesurée seule en champs ouvert.

-1 0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 4.1 — Ensembles de niveaux contenant 75% des couples de courbes de
température et de luminosité dans le plan principal selon le degré d’ouverture
de la canopée. L’enveloppe grise en tiret représente les données en champs
ouvert. Les enveloppes en trait plein vont d’une canopée dense (noir) a des
situations plus ouvertes (gradient de gris).
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FIGURE 4.2 — Représentations centrées des paires de courbes de température
et de luminosité quotidiennes correspondant aux intersections des quantiles
du plan principal.

4.2 Pollution de plastique des océans
Cette section présente des résultats publiés dans [XG-Article05].
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Expéditions 7éeme Continent

L’objectif scientifique des expéditions 7eme Continent est la compréhen-
sion des effets de la pollution de plastique sur 1’équilibre des écosystemes
marins. Ces expéditions permettent de collecter des observations de cette
pollution et de ramener des échantillons de débris plastiques dérivant a proxi-
mité de la surface. Ces débris se concentrent dans d’immenses zones d’accu-
mulation de la taille d’un continent. Sous les effets des courants marins, les
déchets plastiques se retrouvent piégés dans des gyres océaniques qui sont
I'objet des explorations du 7eme Continent. Les travaux présentés ci-dessous
sont le fruit d’une collaboration avec Alexandra ter Halle, responsable du
volet scientifique de ces expéditions.

La pollution de plastique est majoritairement constituée de polyéthylene
qui est un matériau tres utilisé dans les activités humaines : emballages,
sacs plastiques, ... Une fois dans le milieu marin, les débris se fragmentent
sous forme de paillettes de quelques millimetres appelées microplastiques.
L’expédition 7eme Continent de 2014 a recueilli de tels débris dans le gyre
Atlantique Nord. Les collectes ont été effectuées a I'aide d’un filet de type
manta a maille fine de 300 pm plongé dans les 30 cm de la surface par temps
calme. De nombreux débris ont ainsi été ramassés et triés manuellement afin
de mener notre étude statistique. En dehors des fils de péche qui n’ont pas été
considérés, 1093 débris plastiques ont été débarassés de la matiere organique,
lavés et pesés a 1072 mg pres.

Dans la littérature, les débris plastiques sont généralement catégorisés
par taille en fonction de leur diametre. Cette métrique est peu pertinente
pour considérer leur fragmentation car elle n’est pas conservative au cours
du processus. En particulier, cela conduit a des erreurs de raisonnement qui
tendent a mal évaluer la quantité de microplastiques. Dans notre étude, nous
avons considéré la masse des débris qui est une grandeur conservative puisque
elle est préservée lors de la fragmentation. Contrairement aux catégories de
taille, les masses des débris plastiques semblent bien distribuées selon une loi
de puissance que nous avons étudiée en proposant un modele de fragmenta-
tion des plastiques marins.

Fragmentation des débris plastiques

L’objectif de notre étude est d’étudier la distribution des masses des frag-
ments de microplastiques. Nous ne considérons pas le temps de fragmentation
dans la suite car il est impossible avec les connaissances actuelles de dater
précisément I’age d'un débris plastique. Nous ne nous intéressons donc que a
la distribution moyenne de la masse des débris issus d'une fragmentation qui
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serait régulierement alimentée par de nouveaux microplastiques comme 1’est
le phénomene a l'ceuvre dans les gyres océaniques. Un modele de fragmenta-
tion théorique neutre peut se construire comme un processus auto-similaire
(voir | ). Etant donnés n débris plastiques, nous introduisons la liste de
leurs masses

M, ={xy,...,2,}.

Une itération du processus de fragmentation est donnée par les étapes sui-
vantes :

1. Choisir aléatoirement un débris K ~ U({1,...,n}) a fragmenter.

2. Tirer U ~ U([0,1]) pour définir les masses de deux nouveaux frag-
ments Uz et (1 — U)zk.

3. Remplacer le fragment de masse xx pour définir la nouvelle liste des
n + 1 masses

Mn+1 = {xl,...,.%'[(,l,Ul'K,(l — U)l’K,xKJrl,...,l’n}.

La loi uniforme de la variable U correspond a I’hypothese que la fragmenta-
tion d’un débris ne dépend pas de sa géométrie.

Afin d’étre utilisé, ce processus de fragmentation aléatoire doit étre ini-
tialisé. Pour cela, nous considérons les 10% des masses observées les plus
lourdes qui correspondent a 110 fragments allant de 4.93 mg a 13.81 mg. Le
processus de fragmentation est simulé un grand nombre de fois a partir de ces
données initiales pour estimer la distribution théorique des masses de frag-
ments devant étre observée pour le modele de fragmentation neutre. Cette
distribution théorique est ensuite comparée a la distribution des observations
pour les fragments de masses comprises entre my;, et 4.93 mg pour my,;, al-
lant de 0.01 mg a 3.43 mg de sorte que les données utilisées représentent
toujours au moins 10% de la taille de ’échantillon.

L’objectif de cette approche consiste a détecter a partir de quelle masse
le modele de fragmentation neutre des débris ne correspond plus a ce qui est
observé. L’adéquation des masses observées a la distribution théorique fait
lobjet d’un test de Kolmogorov-Smirnov a 5% pour chaque valeur de m,,.
Le principe consiste a accepter I'adéquation lorsque la statistique de test est
inférieure a un seuil théorique qui dépend du nombre d’observations retenues
et du niveau de confiance. Les résultats sont présentés dans la figure 4.3.

Le modele de fragmentation neutre est accepté pour les débris de plus de
1 mg et nettement rejeté a partir d'une masse minimale inférieure a 0.8 mg.
Ce rejet est la conséquence de la faible masse observée pour les fragments de
petite taille. La somme des masses des fragments de moins de 1 mg représente
240.08 mg dans I’échantillon alors que la valeur théorique attendue est autour
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de 4800 mg, ce qui est 20 fois plus grand. Ce fort déficit de débris légers
indique que d’autres phénomenes sont a 1’ceuvre pour les microplastiques de
moins de 1 mg. Certaines études suggerent une fragmentation plus rapide
pour les débris les plus légers mais, compte tenu de leur taille, I'ingestion par
des animaux marins ou la sédimentation peuvent aussi expliquer le manque
de tels microplastiques dans la surface océanique.

1.0 q Critical value (level 5%)
Testdata proportion

KS statistic

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35

Minimal mass (mg)

FIGURE 4.3 — Statistique de test de Kolmogorov-Smirnov (noir) et valeur
critique de rejet (rouge) en fonction de la masse Mmy,,. Le volume total de
données impliqué pour chaque valeur de my,;, est tracé en gris.

4.3 Allométrie en cultures mixtes

Cette section présente des résultats présentés dans | | et publiés
dans | ] & partir des données | ].
Introduction

Les cultures mixtes sont des combinaisons de deux especes ou plus dans
un méme champs. En exploitant les ressources différement et plus effica-
cement, ces cultures ouvrent des possibiltés prometteuses dans le contexte
d’une agriculture durable. La plupart des cultures mixtes mélent une céréale
et une légumineuse car ’azote atmosphérique fixé par la légumineuse bénéfi-
cie a la céréale. Ce bénéfice permet de diminuer le besoin d’engrais azotés et
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I'intérét agronomique pour les cultures mixtes est motivé par la possibilité
d’un meilleur rendement.

En écologie, 'allométrie correspond a 1’étude de la vitesse de croissance
des organismes. En particulier, la taille d’'une plante est connue pour étre un
indicateur principal du rendement annuel en grain. Cette relation est a la base
de relations macroécologiques intéressantes pour concevoir et gérer des sys-
temes de cultures mixtes. Dans le cadre de ce travail, nous avons étudié le lien
entre 'allométrie et les performances des cultures mixtes céréale-légumineuse
et I'influence des conditions de culture sur cette relation. Les données sont is-
sues d’expérimentations effectuées dans 28 champs d’Europe de 1'ouest dans
différentes conditions de culture (mixte ou non, avec et sans apports azotés)
et de climat.

Analyse des données

La variable d’intérét pour mesurer la performance est le rapport du ren-
dement en grain y sur la biomasse aérienne totale & maturité x. Nous avons
analysé le lien allométrique entre ces variables par la méthode de 1'axe ma-
jeur normalisé (SMA pour Standardized Major Axis) telle que introduite dans
[ | qui consideére la relation

Yy = ax

pour des parametres réels a et b a déterminer. Cette méthode populaire
dans les études d’allométrie a une interprétation géométrique d’alignement
de droites dites allométriques proche de ce qui peut étre fait en régression
linéaire. En particulier, des tests statistiques pour comparer les pentes, les
ordonnées a l'origine et le décalage ont été proposés par [ ]. Ces outils
nous permettent d’évaluer 'effet du type de plante, de la culture mixte et de
la fertilisation azotée sur la performance.

Lorsque deux expérimentations induisent des pentes de droites allomé-
triques significativement différentes, nous considérons la biomasse aérienne
xo correspondante a leur intersection. La taille des plantes pour cette bio-
masse permet alors de définir un seuil a partir duquel le rendement d’une
expérimentation est meilleur que Pautre. A I’aide des résultats présentés dans
[ ], il est possible de donner un intervalle de confiance sur I’abscisse xg et
donc sur le seuil de la taille. Ces résultats sont importants pour argumenter
en faveur des cultures mixtes et leur robustesse a été validée par bootstrap
sur le jeu de données complet.

Nous avons également introduit un indice de différence de biomasse pour
évaluer la domination d’une espece dans une culture mixte. Cet indice varie
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de —1 (espéce dominante) a +1 (espéce dominée) et une relation linéaire
avec le rendement a été proposée. Cet aspect de notre étude offre une aide
a la décision en direction des agriculteurs désireux de concevoir des cultures
mixtes.

Les résultats de notre étude indiquent que la légumineuse a une plus
grande biomasse et un rendement en grain plus important que la céréale.
Les pentes des droites allométriques sont plus raides en culture mixte qu’en
monoculture, ce qui correspond a un effet plus important en particulier en
I’absence d’engrais azotés. En culture mixte, la droite allométrique de la cé-
réale n’est pas significativement affectée par la fertilisation mais le rendement
de la légumineuse est meilleur sans fertilisation par rapport au rendement
avec des engrais azotés. Cependant, avec la fertilisation azotée du champs,
la céréale a un avantage compétitif par rapport a la légumineuse et la com-
plémentarité de la culture mixte s’efface devant la domination de la céréale.
Ainsi, la culture mixte semble améliorer le rendement de la céréale et de la
légumineuse en particulier en I’absence de fertilisation.

Les relations allométriques apparaissent comme un nouveau cadre pro-
metteur pour organiser et améliorer des cultures mixtes. Les outils développés
dans notre étude permettent d’identifier des compromis entre des objectifs
agronomiques selon ’espece qui doit dominer. En effet, ’agriculteur peut étre
plus intéressé par le rendement de la légumineuse que par celui de la céréale
impliquée dans la culture mixte pour limiter les maladies présentes dans le
champs. La recherche de ces compromis peut étre aidée par les seuils de taille
proposés et cette connaissance est un levier important pour argumenter en
faveur d’une transition vers des cultures plus durables.
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Conclusion et perspectives

Par le présent document, j’ai proposé une syntheése de mes activités de
recherche depuis 'obtention de mon doctorat. Les relations entre certains de
mes travaux en statistique mathématique et les applications que j’ai pu en
faire illustrent l'intérét que je porte aux problemes statistiques théoriques et
pratiques dans leur globalité. La capacité a mettre en ceuvre des méthodolo-
gies statistiques de fagon numérique et concrete est 'aspect qui motive mon
travail depuis plusieurs années. C’est dans cette perspective que j’ai codirigé
deux theses CIFRE Airbus, que je codirige deux theses actuellement et que
je postule pour étre habilité a diriger d’autres travaux en mathématiques
appliquées.

Algorithmes stochastiques Dans le contexte actuel d’'une disponibilité
toujours croissante de données, il est courant de considérer des sources d’in-
formation séquentielles (capteurs, web, ...). Les approches statistiques qui
considerent ’ensemble des données au moment des calculs ne sont pas adap-
tées a ce cadre et conduisent a des difficultés techniques rédhibitoires en
pratique (acces a un grand volume de données, mise a jour en temps réel,
...). Les algorithmes stochastiques et la littérature riche sur leurs applica-
tions en statistique offrent de nombreuses pistes de travail pour développer
de nouveaux outils statistiques qui répondent a ces enjeux.

Les approches du type descente de gradient stochastique sont largement
utilisées en apprentissage automatique pour entrainer des prédicteurs. La
régularisation dropout présentée dans la section 3.2 s’inscrit dans ce cadre.
Tres utilisée en pratique pour entrainer des réseaux de neurones et éviter le
phénomene de surapprentissage, les propriétés de ce procédé de régularisa-
tion demeurent peu connues. Mon intérét pour cette approche est également
motivé par des applications pratiques des réseaux de neurones en physique
pour des problémes liés aux surfaces d’énergie potentielle (voir | | et
[ |). En pratique, 'entrainement de tels réseaux de neurones est
souvent interrompu de fagon précoce dans 'espoir de limiter une trop forte
adéquation aux données. Cette méthode ne présente aucune garantie théo-
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rique et le dropout représente une opportunité intéressante pour aborder le
probleme tant au niveau théorique que pratique.

Les algorithmes stochastiques sont également au coeur des travaux en-
gagés pour la these de Marelys Crepo Navas que je codirige avec Sébas-
tien Gadat depuis ocobre 2021. L’objectif est le développement de méthodes
d’estimation en ligne de parametres d’un processus stochastique au fil des
observations d’une trajectoire. Dans un cadre Bayésien, nous étudions des
algorithmes inspirés de I’approche Langevin Monte Carlo pour estimer les
parametres. Les propriétés mathématiques de ces estimteurs font actuelle-
ment 'objet d’un travail actif et le sujet trouve naturellement de nombreuses
issues applicatives concretes en ingénierie financiere, par exemple.

Applications en aéronautique et espace Les opportunités de collabo-
ration offertes par 'environnement de travail a I'Institut Supérieur de 1’Aé-
ronautique et de I’Espace sont riches. En effet, ’approche statistique unique-
ment basée sur les données connait un fort développement dans les domaines
aéronautiques et spatiaux. Au-dela des travaux déja entrepris, cela permet de
nouvelles rencontres motivantes et des possiblités d’applications nombreuses.

Dans le prolongement de la these de Fériel Boulfani | ], nous avons
développé une méthodologie statistique de détection d’anomalie pour des
données fonctionnelles multivariées. Le principe généralise celui de la mé-
thode ICS (Invariant Coordinate Selection) telle que présentée dans | ].
En exploitant I'information contenue dans la matrice de covariance empi-
rique et dans celle des moments supérieurs, nous proposons deux extensions
au cadre fonctionnel dans | ]. Des applications aux données aé-
ronautiques issues de la these CIFRE font 1'objet d’une application mais la
méthode plus générale autorise son utilisation dans des contextes différents.

Depuis octobre 2021, je codirige également la these de Rémi Perrichon
avec Thierry Klein. Les travaux en cours abordent la représentation et la
classification de trajectoires d’avions. Plusieurs contraintes peuvent concerner
de telles trajectoires comme les conditions météorologiques ou la gestion du
trafic aérien, par exemple. Un des enjeux consiste a proposer des modeles
statistiques de prédiction et de classification pour anticiper des phénomenes
de retard ou d’engorgement de I’espace aérien.

Une récente collaboration avec Philippe Garnier de I'Institut de Recherche
en Astrophysique et Planétologie nous ameéne a étudier le champs magnétique
Martien. Les questions sous-jacentes ont été évoquées lors de | ].
Du point de vue statistique, 1'objectif consiste a caractériser I'influence de
certains facteurs physiques sur le champs magnétique de la planete Mars me-
suré par plusieurs missions spatiales. Un premier travail (voir | ]
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et | ]) porte en particulier sur la calibration et 'utilisation de
techniques de selection de variables telles que AIC ou le lasso en régression
linéaire. D’autres approches statistiques sont également a I’étude et devraient
faire ’objet de travaux a venir.

Applications environnementales Les enjeux écologiques représentent
un domaine d’application important pour moi car leur importance dépasse
le cadre du travail mathématique. Prendre part a des projets environnemen-
taux est une grande source de motivation pour appliquer mes connaissances
a des problématiques qui nous concernent tous mais également pour explorer
de nouvelles approches statistiques motivées par les questions envisagées.

Le travail sur les cultures mixtes présenté dans la section 4.3 se pour-
suit avec la mise en place d’outils d’aide a la décision pour la conception et
la gestion de cultures mixtes. L’expérimentation n’est pas simple a 1’échelle
agronomique et 1'utilisation de modeles de prédiction permet de simuler les
performances attendues en pratique. Le modele STICS | | est large-
ment utilisé en agronomie pour prévoir le rendement de cultures a partir
de nombreux parametres d’entrée. Une branche du logiciel a récemment été
développée spécialement pour les cultures mixtes et offre donc un outils per-
tinent pour I’étude et la promotion de telles cultures. Cependant, I'utilisation
de ces modeles de prédiction est délicate a cause du grand nombre de pa-
rametres mis a disposition et du manque de connaissance sur I'impact de
chacun d’entre eux sur le résultat. Une étude de sensibilité du modele STICS
dans le cadre des cultures mixtes s’avere nécessaire et doit faire ’objet d’une
nouvelle collaboration a venir avec Noémie Gaudio.

La collaboration sur la pollution de plastique décrite dans la section 4.2
fait également partie de mes perspectives de travail a court terme. Afin de
mieux comprendre le vieillissement des débris, il est nécessaire de comprendre
comment évolue leurs propriétés physiques, en particulier pour le polyéthy-
léne qui compose la majorité de la pollution. Une approche de chimie ana-
lytique pour cela consiste a considérer des chromatogrammes obtenus par
pyrolyse de fragments de polyéthylene a différents stades de vieillissement.
Le résultat correspond a des courbes positives dont la composition peut s’in-
terpréter comme une combinaison de chromatogrammes élémentaires. Une
approche statistique basée sur une factorisation matricielle non négative ap-
paralt comme une piste prometteuse sur la base des premieres expérimenta-
tions. Une régularisation adaptée doit étre mise en ceuvre afin de rendre les
composantes chimiquement interprétables et cela fait 'objet d’une collabo-
ration en cours avec Alexandra ter Halle.
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