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Q—— Seleccid N de modelos: el caso lineal

Motivaciones

Los problemas considerados en estadistica inferencial pueden generalmente formularse en
funcion de la distribucién desconocida de una variable aleatoria £. M4s concretamente, nos
interesamos por un objeto s € .% vinculado con esta distribucion. Los objetivos pueden ser
diversos como la estimacion de s, la construccion de una region de confianza para s, ... Por
eso, tenemos observaciones de & que llamamos los datos y nuestros procedimientos estadisti-
cos pueden s6lo apoyarse en estos datos. En particular, no podemos utilizar la distribucién
desconocida de & para ese propésito. Aqui hay algunos ejemplos de marcos estadisticos
clasicos:

» regresion funcional: teniendo un espacio 2y n pares de variables aleatorias & =
(X1,11),...,& = (Xy,Y,) € 2 xR con la misma distribucién que un par (X,Y), consi-
deramos los datos & = (&1,...,&,) vy la funcion de regresion desconocida s : 2" — R
dada por, para todo x € 27,

s(x) =E[Y | X =x].

En este marco, .7 es el espacio de las funciones de 2" en R y se puede poner los datos
en la forma siguiente

Yi=s(X;)+&,i€{l,...,n},

donde las variables & = Y; — E[Y; | X;| son centradas.

aprendizaje estadistico: teniendo un espacio 2" y n pares de variables aleatorias & =
(X1,11),...,& = (X, Yy) € 2 x{0,1} con la misma distribucién que un par (X,Y),
consideramos los datos & = (&1,...,&,) vy el clasificador bayesiano s : " — {0,1}
dado por, para todo x € 2",

S(x):{l sin(x) > 1/2,

0 en caso contrario,

donde n(x) = E[Y | X = x]. El espacio . es el de todos los clasificadores binarios sobre
Z.
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» densidad de probabilidad: si los datos & = (;,...,&,) € E" son n observaciones in-
dependientes con la misma distribucién p absolutamente continua con respecto a una
medida de probabilidad u sobre el espacio medible (E,&’), podemos considerar la
funcién medible s : E — R dada por la derivada de Radon-Nykodym

dp
s=—.
du
Aqui, el espacio . es el de las densidades de probabilidad sobre (E, &, ).

Las herramientas estadisticas desarrolladas mas adelante en este curso se pueden adaptar a estos
diferentes marcos estadisticos. Sin embargo, en lo que sigue, desarrollaremos principalmente
el marco de la regresion estadistica.

Sin suposiciones adicionales, el espacio .7 en el que se encuentra el objeto de interés s
suele ser muy grande, o incluso de dimension infinita. En la préctica, es comun (o necesario) de
tener hipdtesis sobre s (regularidad de una funcioén, estructura geométrica, .. .) o restricciones
externas (dimension finita, clase de distribuciones, ...) que pueden restringir el campo de
posibilidades. Formalmente, esto puede ser posible mediante un subespacio S C .¥ que
llamamos un modelo. El siguiente paso es generalmente estimar s en el modelo S para desplegar
nuestros procedimientos estadisticos. Antes de desarrollar este punto, debe entenderse que la
eleccién de un modelo S no deja de tener consecuencias. En efecto, un método estadistico puede
tener buenas propiedades tedricas en un modelo particular, pero adolecer de una representacion
pobre de s. También es posible que las suposiciones hechas sobre s sean discutibles o dificiles
de verificar en la practica. Para evitar estas dificultades, podemos considerar varios modelos al
mismo tiempo e intentar elegir uno que sea lo “mejor” posible. El objetivo de la seleccién de
modelos es proponer procedimientos estadisticos para hacer tales elecciones.

Para estimar s, consideramos un criterio empirico v, : . — R que se calcula solo a partir
de los datos tal que la funcién

te€ S —y(t)=Eln@)

es minima en s. Dado un modelo S C ./, se puede considerar un estimador § € S como
cualquier minimizador de ¥, en S,

§ € argmin Y, (7).
teS

La idea detrds de este tipo de estimador muy cldsico es que, al minimizar ¥,, esperamos
obtener un elemento cercano a s, al menos cuando s pertenece a S. Para medir la calidad de la
representacion de s por ¢t € ., trabajamos con la funcion de pérdida asociada con 7,

(s,t) =y(t) —v(s)

que es positiva, por definicién. Aqui hay algunos ejemplos de criterios empiricos con sus
funciones de pérdida:

= regresion funcional: podemos usar el criterio de minimos cuadrados, para todo t € .7,

W(t) =

S| =

(% (X:))°
=1

1
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Obtenemos directamente que

E [¢]]

S| =

Y1) =E [(S(X) —t(x))Z] +

i=1

es minimo en s y que la funcién de pérdida es dada por la norma habitual de L?(X),
((s,t) =E [@(X) —t<x))2} .

= aprendizaje estadistico: un criterio basico es dado por la fasa de clasificacion erronea
empirica, para todo clasificador r € .7,

1 n
)=~ Ly
iz
La funcién t — y(t) = P(Y # ¢(X)) es minimo en s y la funcién de pérdida es el exceso

de riesgo
L(s,t) =PY #1t(X)) —P(Y # s(X)).

» densidad de probabilidad: consideramos el criterio de mdxima verosimilitud, para toda

densidad r € .¥,
1 n
n t) = _Z Zlog(t<§t
i=1

— — [ Tog (1(x)) st)du ()

y, por lo tanto, la funcién de pérdida es dada por la divergencia de Kullback-Leibler,

tt5.) = [1og (3 ) stou (o).

Dada una coleccion contable de modelos {S, },uc.#, tenemos minimizadores $,, € S, de
7%, en cada modelo. El enfoque general de la seleccién de modelos que proponemos desarrollar
en el resto de este curso se basa en la minimizacion de un criterio penalizado para elegir un
indice m € .# como

Sabemos que

m € argmin {¥,(8,) + pen(m)}
meH

donde pen : .Z — R es una funcion de penalizacion determinista que se precisara ulte-
riormente. La relevancia de este enfoque se discutird mas adelante, pero parece importante
explicar aqui el principio. Tenemos en mente la minimizacién del riesgo E[((s, §,,)] con res-
pecto am € ./ . Si notamos el estimador seleccionado § = §;, podemos escribir la siguiente
desigualdad por definicion de 71, para cualquier m € .,

Y(8) = %) + [¥(3) = %(3)]
¥a($m) + pen(m) —pen(rit) + [1(5) — ¥a(3)]
{%(Sm) +pen(m)}+ Y ([¥(Sw) = %a(Sw)] —pen(m')) ,

meH

/N //\
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donde x4 = max{0,x} es la parte positiva de x € R. Entonces, deducimos el siguiente limite
superior del riesgo de §,

E[((s.5)] < inf {E[p(6n) —7(5)] +pen(m)}+ ¥ E |([7(5w) = 1u(5)) —pen()) |
mn m'eH

Para obtener un limite superior del mismo orden que el riesgo minimo inf,,c_, E[¢(s,$y)],

vemos que debemos considerar una penalizacién que

= no sea demasiado grande en comparacion con el riesgo E[((s, $,)],

= no sea demasiado pequefia para mantener insignificante la suma en m’ € ..

El corazén de los métodos de seleccion de modelos consistird precisamente en encontrar tales
COmMpromisos.

1.2. Modelo de regresion lineal

En esta parte, consideramos un caso especial del marco estadistico de la regresion funcional
presentado en la seccion anterior en el que se supone que la funcién de regresion es lineal.
Entonces, dado enteros n > 0y p > 0, observamos una muestra aleatoria (X1,Y;),...,(X,,Y,) €
RP x R y notamos X; = (X/,...,X”)T € R” el i-ésimo vector de las observaciones de p
variables reales. La relacion buscada entre las observaciones Y; y las variables X; se formula
como

Y=o+ X! 4+ X+ g
donde las componentes del vector € = (&1,...,&,) € R" representan errores en la relacién
lineal. Se supone que estos errores son tales que E[¢; | X;] = 0 y que existe 62 > 0 tal que,
para cualquier i, j € {1,...,n},

2 .. .
o° sii=],
Elge; | X1,.... X)) = 1.1
i) | X1, o) {o Sii . (b
Los p+1 coeficientes ay,...,Q, € R son desconocidos y el objeto de interés es el vector
s = (81,...,5,) € R" definido por s; = E[Y; | X;] para cualquier i € {1,...,n}.
Para estimar el vector de los coeficientes & = (0, ..., ) € RP+1 minimizamos el criterio
de minimos cuadrados
n
2
'}/n(a) = Z (Yi—ao—OﬂXil _..._ale.p) .

I
_

l

Definiendo el vector Y = (¥1,...,Y,)" € R" y la matriz X de tamafio n x (p+ 1) dada por

1 xt ...ox?
1 X, ... XV
1 x ...oxy

el criterio ¥, puede formularse asi
2
m(a) =Y —Xaof

donde ||x||? = x? + - +x2 para cualquier x = (x1,...,%,) " € R",
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Proposicion 1.1. Si el rango de la matriz X es p+ 1, entonces el vinico minimizador de
a € RPFL s y() es

—1
o = (XTX) xTy.

El estimador & es insesgado para estimar . Ademds, los valores de la funcion de regresion
asociada con & son dadas por

§=Xa=HY

donde H =X (X X ) d es la proyeccion ortogonal en el espacio generado por las colum-
nas de X.

Demostracion. La funcién o — ¥,(c) es cuadratica con respecto a 0y, . . ., 0. Por lo tanto,
la diferenciamos facilmente para tener

227,

Y
y doda’

Ja

(a)=—-2X"(Y —Xa) ()=2X"X.

Ya que la matriz X tiene un rango columna méximo, la matriz X ' X es definida positiva y se
obtiene el tinico minimizador de %, tomando el cero de la primera derivada, X ' (Y — X&) = 0,
a saber

-1
o= (XTX) xTy.

El estimador & de « es sin sesgo porque
—1 ~1 ~1
E[6] = E [(XTX> XTY} —E [(XTX> XTXa} VR l(XTX) XTE} ~a
Es obvio que H es una proyeccion en el espacio generado por las columnas de X,
2 T\ 1T T\ 1T T\ LT
B =x (X7X) XX (x'X) xT=x(x"X) x"=H.
Ademads, la ortogonalidad de H proviene de su simetria. ]

Suponiendo que el rango de X es p+ 1 y utilizando el resultado anterior, tenemos a nuestra
disposicion el estimador § = HY de s en el modelo lineal generado por las columnas de X.
Escribiendo Y = s+ €, notemos que la esperanza E[HY | X| = Hs es la proyeccion de s sobre
este modelo lineal. La calidad de § se mide por su riesgo, a saber la esperanza de la funcion de
pérdida asociada con el criterio de minimos cuadrados,

E[((s,$)] = E[||s — HY||’]
=E[||s—Hs||*] +E[||He|*].
Esta descomposicion contiene una idea importante para lo que sigue. De un lado, el término

de sesgo E [||s — Hs||?] cuantifica la capacidad del modelo de acercarse al vector s. En el otro
lado, el término de varianza E [||He||*] mide la complejidad del modelo en el sentido de su
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dimension. En efecto, las hip6tesis sobre € conducen a
2

n

Z H,' jb‘ j)

i=1

]:

iHs-]
=1

i=1

= (et - e |

2
= c*tr(H?)
= c*tr(H)

=c*(p+1)

Q

Entonces, el riesgo del estimador § de s en el modelo lineal generado por las columnas de X se
férmula como la suma
E[||s—Hs|*] + o(p+1).

Para tener un “buen” modelo lineal en el sentido de un riesgo bajo, vemos que debemos
encontrar un compromiso entre la capacidad de acercarse s y la dimension del modelo.

1.3. Seleccion de modelos lineales

En la seccién anterior, vimos cdmo estimar un vector s = E[Y] € R” en un modelo lineal
a partir de la observacion de datos Y € R". Esta estimacion consiste en proyectar Y sobre el
modelo. Entonces, considerar varios modelos lineales equivale a considerar una coleccion
de proyecciones {H,, } e Claro, queremos elegir un modelo lineal a través de la seleccion
de una proyeccién Hy;, con it € ./ . Mas adelante, el conjunto . siempre serd contable para
evitar problemas de medibilidad y, para cualquier m € ., notaremos la dimensién del modelo
tr(Hy,) = pm+ 1 y el estimador $,, = H,Y.

No vamos a tener un resultado tedrico en este capitulo (este serd el tema del segundo
capitulo), sino solo presentaremos una heuristica para motivar el enfoque de los criterios
penalizados. Esta heuristica se debe a Mallows en los afios 70, pero otros estadisticos de la
misma época también desarrollaron trabajos similares (Akaike, ...). Para cualquier m € .#,
tenemos el riesgo siguiente

E [lls = Hus|*] +6*(pm+1) = E [||s|I*] —E [ Hus[|*] + 0 (P +1).
Entonces, queremos minimizar la cantidad
~E[||Hns|?] + 0 (pm+1)

pero E [||Hys||?] es desconocida. La idea es reemplazarlo con un estimador sin sesgo. Se
calcula facilmente que

E[||HnY |?] = E [[|Hs|*] + 02 (pm +1).

Por lo tanto, ||H,Y||* — 6(pm + 1) es un estimador sin sesgo de E [||Hs||?] y tomamos
m € ./ como cualquier minimizador del criterio siguiente

~[|HnY || +26%(pm + 1)
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0, de manera equivalente, del criterio de minimos cuadrados penalizado por 2 veces el término
de varianza,
i € argmin {||Y —H,Y|*+26%(pm + 1}.
meM
Mais generalmente, el principio es imitar el compromiso entre los términos de sesgo y
de varianza por un compromiso entre el criterio de minimos cuadrados y una penalizacion
proporcional a la dimensién del modelo,

pen(m) = A0*(pm +1)

donde A > 0 es un pardmetro de ajuste. Si A tiende a cero, encontramos el criterio de minimos
cuadrados clésico, es decir que solo tenemos en cuenta la adecuacién a los datos. Para A = 2,
este es el criterio de Mallows y si A tiende al infinito, solo la penalizacién cuenta y el modelo
elegido es el de menor dimension. Discutiremos este pardmetro A mds detalladamente en el
préximo capitulo, pero su papel es fundamental para el procedimiento y a menudo se usa un
paso de validacion cruzada para calibrarlo en la prictica.

Para acabar esta seccion, notamos que la minimizacién de un criterio penalizado es un
método muy generalizado en estadistica y no es limitado a la seleccién de modelos. Se puede
penalizar con otras cantidades dependiendo del compromiso buscado. Por ejemplo, para
estimar la esperanza de Y en un modelo lineal generado por las p + 1 columnas de una matriz
X, la regresion Ridge utiliza la regularizacion de Tijonov de los coeficientes de regresion
a € RPT! como una penalizacién para favorecer a las mds bajas,

Triage() = [|Y =X at||* +Aller||?

con A > 0. La idea de este criterio es de regularizar el estimador obtenido como un filtro paso
bajo que elimina las variaciones rdpidas para un operador de Fourier, por ejemplo.

1.4. Ejemplo: regresion polinomial

Para ilustrar el procedimiento descrito anteriormente, proponemos considerar el caso
particular de la regresién polinomial con soporte fijo en [0, 1]. Aqui, los datos son pares
(x1,71),...,(xn,Yn) € [0,1] xR con x; =i/n, i € {1,...,n}. Se supone que las variables
aleatorias Y1, ...,Y, son independientes y de misma varianza 6> > 0. Dado un entero p > 0,
buscamos el “mejor” polinomio de grado p para estimar s = E[Y] a partir de los x;. Entonces,

minimizamos el criterio de minimos cuadrados siguiente con respecto a o = (0, . . ., Ocp)T €
Rerl’

W)=Y (Yi—a—auxi— - — apd)’

-

i=1

Definiendo la matriz X (?) de tamafio n x (p+ 1) por

1 x ... xf
P

() _ 1 x ... x.2 |
1 x, ... xb

(p)

vemos que el minimizador de 7%,”’ lleva al estimador §p = H,Y donde H,, es la proyeccion
ortogonal del vector Y = (Y,... ,Yn)T € R" en el espacio generado por las columnas de X (),
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De acuerdo con los resultados obtenidos para los modelos lineales en la seccion anterior, el
riesgo de §, es dado por

E[((s,$p)] = s — Hpsl* + 0*(p+1).

Este marco es interesante porque los modelos son anidados: si p’ > p > 0, el modelo lineal
de los polinomios de grado p es incluido en el modelo lineal de los polinomios de grado
p'. Entonces, cuando p aumenta, el término de sesgo ||s — H,s||* disminuye y el de varianza
62( p+ 1) aumenta. La pregunta natural es la de elegir un “buen” grado p para tener un riesgo
bajo sin conocer s. Este es un ejemplo simple de biisqueda de un compromiso entre el sesgo y
la varianza.

Si solo tomamos un grado que minimice p — %Ep ) (§5), vamos a tener el grado n — 1
maximo. Aunque este modelo tiene una buena capacidad de aproximacion (i.e. un término de
sesgo bajo), su riesgo es grande debido al término de varianza. El estimador asociado con un
modelo de este tipo es demasiado cerca a los datos y hablamos de un fenémeno de sobreajuste
(o overfitting en inglés). La Figura 1.1 ilustra el comportamiento del término de sesgo y el
del riesgo con respecto al grado p. Para evitar el sobreajuste, el enfoque de la seleccion de
modelos descrito anteriormente consiste en elegir un grado p como un minimizador del criterio
de minimos cuadrados penalizado,

p € argmin {}/,(,p)(fp) + A0 (p+ 1)}

0<p<n—1

para un cierto A > 0.
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1.0 Sesgo grande Sesgo bajo
Varianza baja Varianza grande
<— _—
0.8
0.6
S
]
0.4
0.2
0.0
| | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 1.1: Término de sesgo (azul) y riesgo (roja) del estimador en el modelo lineal de los
polinomios de grado p con respecto a p.
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(2. — U teorema de seleccid N de modelos

2.1. Aperitivo: desigualdades

En este capitulo, consideramos de nuevo el marco estadistico de la regresion para el cual
los datos observados son un vector Y € R" que se puede escribir en la forma siguiente

Y=s+¢

donde s € R" es el vector a estimar y € € R” es un vector aleatorio centrado que asumiremos
gaussiano mds tarde. Dada una coleccién contable de modelos lineales {S,,},,c_z, i-e. subes-
pacios vectoriales de R”, tenemos a nuestra disposicién la coleccién de proyectores asociados
{Hp }me.n definida como en el primer capitulo. Por cada m € .#, 1a dimensién del modelo
Sm es Dy, = tr(H,,) y notamos el estimador §,, = H,,Y . Elegimos un modelo Sy, tal que

m € argmin {7, (8,) + pen(m)}

me

donde %,(5,,) = ||Y — §u||?> es el criterio de minimos cuadrados y pen : .#Z — R, es una
funcién de penalizacion determinista. Hemos visto que tenemos la limite superior siguiente
para el riesgo del estimador § = §;,

E[|ls—5l1"]) < inf {E[%(Sn) = v(s)] +pen(m)} +R
donde el término restante R es dado por

R=Y E[(7($n) —1(Sm) —pen(m)).]
meM

con Y(t) = E[y,(¢)]. Para controlar este término restante, vemos que necesitamos entender
cémo se comporta el criterio empirico ¥, ($,,) alrededor de y(§,,). Herramientas matematicas
que pueden ayudarnos en esta direccion son las desigualdades de concentracion y las de
desviacion.
Si Z es una variable aleatoria real, una desigualdad de concentracion es una desigualdad
como, para cualquier ¢t > 0,
P(Z-E[Z][>1) <p(1)
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donde p es una funcién decreciente a cero a definir. Una desigualdad similar sin el valor
absoluto se llama desigualdad de desviacion,

P(Z—-E[Z] >1) < p(t).

Un método genérico para establecer tales desigualdades es usar la transformada de Laplace
para tener cotas de Chernoff. Dado A > 0, la desigualdad de Markov nos da

P(Z-E[Z]>1)=P (eW*E[ZD > e“)
<e ME [ e/l(Z—IE[Z])]

= exp <10gE [el(Z_E[Z])} — lt) .

Entonces, obtenemos la desigualdad de Chernoff,
P(Z—E[Z] >1) <exp (— sup {?Lt —logE [e’l(z_E[ZD} }) )
A>0

En el caso gaussiano estdndar Z ~ .47(0, 1), para cualquier A > 0, sabemos que

E[7] —exp (g) .

Entonces, para cualquier ¢t > 0, la desigualdad de Chernoff nos da

A? 12
P(Z>1) <exp <— sup{/lt— —}) =exp (——) .
A>0 2 2

Por simetria, podemos deducir la desigualdad de concentracién

2
P(|Z] > 1) < 2exp (-%)

Un otro caso que serd ttil en lo que sigue es Z ~ x>(D), i.e. Z tiene la misma distribucién

que la suma de D variables gaussianas estdndares independientes al cuadrado. Se calcula
facilmente E[Z] = Dy, para cualquier A € (0,1/2),

E [e)L(Z—D)} — (1-2A)7P/2e=D,

Entonces, para cualquier ¢ > 0, la desigualdad de Chernoff nos da la desigualdad de desviacion
siguiente

D D —-D/2
P(Z—D>t)<exp|— sup {lt+—log(1—27t)+/lD} :(_) e !/?
0<A<1/2 2 t+D

. [ . .
donde se alcanza el supremo para A = 3+D) En esta forma, esta desigualdad no siempre es

facil a manipular y se puede reescribirla con ¢t = 21/ Dx + 2x donde x > 0 para tener

D D
P(Z—D}Z\/Dx—ka) <e “xex (—\/D ——1lo ( ))
P 2 %8 D +2x+2+v/Dx
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Para todo u = 2+/x/D > 0, sabemos que u > log(1 +u+u2/2), as{

pi-Plo ( b ) D( 1o (1+ +”2>)<0
—VDx— — =——(u— u+— 1) <0.
2 ®\ D+ 2x+2vDx 2 g 2

Entonces, se tiene la variante de la desigualdad de desviacién anterior, para cualquier x > 0,

IP’<Z—D > 2\/Dx—l—2x> <e ™.

2.2. Entrada: un teorema de Birgé y Massart (2001)
Ahora podemos establecer un resultado tedrico de seleccion de modelos en el marco de la
regresion gaussiana. Observamos los datos

Y=s+o0¢

donde s € R" es el vector a estimar, 62 > 0 es el factor de varianza conocido ye € R"esun
vector gaussiano estdndar. Para estimar s, consideramos los estimadores {5}, },,c.» dados por
las proyecciones §,, = H,,Y .

Teorema 2.1. Dada una coleccion de reales positivos {xmy }me 4 con

E= Y oo,
meM

suponemos que existe K > 1 tal que, para cualquier m € A,

2K2x,
pen(m) > KG> (Dm + ﬁ) .

Sim € M es elegido por

i € argmin {||Y —Sll? + pen(m) }

me

entonces, el estimador § = Sy, verifica

E[lls—5*] <C inf/l{Hs—HmsHZ—Gsz—l—pen(m)}+C'(722 (2.1)
me.

donde C > 1y C' > 26 solo dependen de x.

Antes de probar este teorema, debemos hacer varias observaciones importantes. En el
resultado original, Birgé y Massart hacen una hipétesis mas débil sobre la penalizacién, a
saber

pen(m) > ko> (VD + \/E)z

Esto no cambia mucho en el resultado, pero la prueba se vuelve un poco més complicada.

El papel de los pesos x;,, es importante y permiten introducir un conocimiento a priori
sobre los modelos en el procedimiento (opinién de especialistas, ... ). En efecto, si un peso
xn, es grande, el modelo §,, asociado serd mas penalizado y, por lo tanto, menos fécil a elegir.
Pero este no es el tinico uso de estos pesos en el método. La condicién de finitud en X es
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relacionada con el numero de modelos considerados, i.e. el tamafio de la coleccién de modelos.
Si tenemos pocos modelos en competencia en el sentido de que existe K > 0 tal que, para
cualquier entero D > 0,

card{m € ./ tal que D,, =D} <K

entonces, podemos tomar x,, = LD,, para un cierto L > 0 (i.e. pen(m) = K’ 02D, con k¥’ =
k(1+2Kk2L/(k —1)%) > 1) y tenemos

K
1—e

=Y etk ) P =
me.A D>0

— < oo,

Asi, la desigualdad (2.1) lleva a

E[|ls—§|p] <C inf {Hs_HmsH,g+< ) m}+
meM

n(l—eL)
C'6’K
<Ck' if E|ls—$ul3] + ————F
<o Blls 5ol + 0K
donde || - |2 = || - ||*/n es la norma normalizada en R”. Vemos que el riesgo del estimador § es

comparable al riesgo minimo entre los estimadores S, aparte de un término aditivo que tiende
a cero con n. Tal resultado se llama desigualdad de ordculo.

2.3. Plato: prueba del teorema

En esta parte, notamos (-,-) el producto escalar en R” asociado con la norma || - ||. Para
cualquier m € . , tenemos

1Y = $ull? = lls = $l|* +20 (s — Sin, €) + 07|
y, por el teorema de Pitdgoras,
Is = $ull* = [Is — Hyns||* + 0° (| Hne >,
Entonces, ambas igualdades y la definicién de 7,
1Y —311% + pen(i) < [[Y —§iul|® + pen(m),
llevan a

|s — Hyps||? + 62| Hpe||> + 26 (s — §0, €) 4 pen(m) — 26 (s — 5, €) — pen(if)
|s — Hyps||? 4 Zyy — 62D,y + pen(m) — 26 (s — Hys, €) + 262 || Hy€||* — pen (i)

donde Z,, = 26(s — H,;s,€) — 62||Hp€||> + 62D, es una variable tal que E[Z,] = 0. Dado
a € (0,1), se obtiene

20|(s — Hs,€)| = 20 ||s — Has|| < [(ui, €) |
2+ a0 (up,€)
‘2

< o|ls— Hps 2

2

= alls—3|° — ao’||Hae|* + o~ 0% (un, )
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donde, para cualquier m' € ., u,y € S, es tal que ||u,y||* = 1. Asi, obtenemos

(1= a)lls =11 < lls = Hus||* + Z — 0” Dy + pen(m)

1

+ (a0 (. €)* + (2 — a)o? || Hae ||

— pen(/)) L
Tomando la esperanza en ambos lados de esta desigualdad, tenemos
(1—o)E[||ls—35]%] < inf, {||s — Hpus||* — 6Dy, +pen(m) } +R 2.2)
me.
donde el término restante R es dado por

R= ;///]E [(a—lo2<um,e>2 +(2— o) 62| He | —pen<m>)+} .

Para obtener el resultado anunciado, debemos controlar este término restante R. Por eso,
lo dividimos en dos partes
R<o 'Ri+2-a)R,

dadas por

Ry = Z//{E [(52<um,£>2 _pl(m))Jr} y Ry= Z///IE [(62”ng]‘2 _pz(m))ji

donde py, p> : 4 — R, serdn definidas mas tarde y verifican
pen(m) > o' py (m) + (2 — o) pa (m).

Empezamos con Ry, la variable (u,,, €) es gaussiana estandar y la desigualdad de concentracion
presentada en la primera seccion lleva a

E [(62<um,£>2 —pl(m))+] = /Ooo]P) (62<um,8>2 —pi(m) >1)dt

:/jp(\@m,g)p ”f}#) dr
g/ow2exp (—%) dt
— 407 exp (—M) .

20?2
Entonces, tomando p;(m) = 262x,,, se obtiene
R < 4622.

Procedemos de la misma manera para la segunda parte Ry. Observamos que ||H,,€[|> ~ x*(Dnm)
por el teorema de Cochran. La desigualdad de desviacién que obtuvimos en la primera seccion
dio, para todo x > 0,

P (HHm.SH2 > Dy +2vDpx +2x) < e ™.

Para cualquier B > 0, sabemos que 21/D,.x < BD,, + B~ 'x y podemos aflojar la desigualdad
de desviacién en
P ([Hne]> > (14 B)Dy+(2+ B )x) e
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Entonces, tomando py(m) = 62((1+ B)Dy + (2+ B~ 1)xy), se obtiene
E [(0 1 Hnel> — pa(m)
— [ B(PIHAEIP ~ paon) > 1)t
= [ (e = (1+B)Dn = @+B i > 2 )i
— 2 +87)0 [P (IHnel > (1+B)Dy+ 2+t 1)) du
<(2+B Hoe ™ /0 ey
2+B "ote

N

Pues, tenemos
R, <2+ B Ho’x

y deducimos que el término restante es tal que
R< (4o '+(2-a)2+B71))o’x.

Para acabar esta prueba, debemos ahora dar los valores de o y . La desigualdad (2.2) se
convierte en

da '+ 2 )2+ oo
- °

E[||s — 5] < inf {||s— Hyus||* — 6*Dy +pen(m) } +
me.H

-«
y tenemos la limite inferior siguiente para la funcién de penalizacion,
pen(m) > &' pi(m) + (2 — o) pa(m)
=20""0% + (2= &)0> (14 B) D+ (2+ B )xm)
= o? [(2—0)(1+B)Dpm+ (205_1 +(2— oc)(2+[3_1))xm}
207 '+ 2—-a)2+B7) }
Xm

— 2 a)(1+B)0? [Dm+

(2—a)(1+B)
Tomandoa:;(—lyﬁ:%,seobﬁene@—@(l%—ﬁ)zky
20"+ 2—a)2+B7") o 2x—1 2k—1
e G =)
2kt -4kt 44k -1
K2(k—1)2
2 ><1<4—2(1<—1/2)2
~ (k—1)2 K2
_ 2K?
RO

Ast, si la funcion de penalizacion es tal que

2K%x
2 m
pen(m) = KO (Dm + W) )
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hemos mostrado que
E[||ls—§]*] < C in/f//{Hs — Hys||* — 62Dy +pen(m) } +C'o?%
meA

donde

o'+ 2-a)2+ 7)) Akt 4P —2KP +4Kk— 1

C’ —
-« (k—1)3

> 26.

2.4. Postre: adaptabilidad

En esta ultima seccidn, queremos ilustrar una de las ventajas de las desigualdades de
oraculo, a saber la facilidad de obtener procedimientos adaptativos. Por eso, volvemos a
considerar el marco estadistico de la regresion funcional con soporte fijo en [0, 1]. Los datos
son las pares (x1,Y1),...,(x,,Y,) € [0,1] x Rconx; =i/n,i € {1,...,n}. Se supone también
que el vector ¥ = (Yl,...,Y,,)T € R" es gaussiano con componentes independientes y de
misma varianza 6> > 0. Se puede ver el vector a estimar s = E[Y'] como la discretizacién de
una funcién s* : [0, 1] — R en los puntos x;,

si=E[Yi]| =s5"(x;), i€ {1,...,n}.

Asi, nuestro objetivo aqui es la estimacién no paramétrica de esta funcién s*. El riesgo es
medido por la norma habitual en el espacio L?([0, 1]), a saber, para cualquier estimador §*,

1
E (|l - 2] :E[ | 0-s0ral

Proponemos utilizar histogramas regulares en [0, 1]. Para cualquier entero D > 1, conside-

ramos las D funciones ortonormales ¢}, |,. .., ®pp: [0,1] — R dadas por,
VD sl <x<
(pl*)j(x):{ b b xelo,1],je{l,...,D}.
’ 0 en caso contrario

Notando 7 la proyeccién ortogonal en el subespacio S§, C L*([0,1]) generado por las funcio-
nes (PE, j» tenemos el histograma

D
T * * *
DS = ZISDJ(PDJ
j:

donde, para cualquier j € {1,...,D},
i
s, =D /. s (1)dr.
D

Al definir los D vectores @p 1,...,¢p p € R" como las discretizaciones respectivas de las
funciones (Pl*),l yeens (pl*)p en los puntos x;, podemos considerar el modelo lineal Sp C R"
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generado por @p 1,...,Pp p. Si D < n, el estimador §p = HpY de s, donde Hp es la proyeccion
ortogonal en Sp, se escribe como la combinacidn lineal

D
Sp="Y5D,i9p,
j=1
donde $p 1,...,$p,p € R. Entonces, definimos el estimador funcional §}, € S}, de s* por
D
ok A%
Sp = Z SD.jPp, ;-
j=1

El riesgo de este estimador $§p € Sp es dado por

2
N o°D
E{lls—S$nl2] = lIs — Hps|z + =

Considerando la coleccién de modelos {Sp}1<p<, en R”, podemos aplicar el teorema 2.1
para elegir D € {1,...,n} y definir un estimador § = § 5 Y su version funcional §* = % € S;i).
Como no hay mds de K = 1 modelo por dimension, deducimos una desigualdad de ordculo
como en la seccidén 2.2,

2 2
. 3 oD GCo
]E[Hs—s”,ﬂ <C; inf {HS—HDS‘|%—|—T}_|_T

1<D<n

donde Cy,C, > 0 dependen de los varios pardmetros del procedimiento. Para n suficientemente
grande, podemos deducir (con sumas de Riemann, por ejemplo) una desigualdad similar para
los estimadores funcionales,

C)o?
+ 2
n

Bl 53] <c ot {1 —mos B + 22

(2.3)

con C},Ch > 0 que pueden ademds depender de s*.

Dados a € (0,1] y L > 0, presentamos la bola de Holder de regularidad o y de radio L,
Ha(L)={f:[0,1] = Rtal que Vx,y € [0, 1], [ f(x) — f(y)| < Lx—y|*}.
Si s* € H4(L), no es dificil de mostrar que existe Cqr > 0 tal que

Is* — 7ps* |2 < Cour D2,
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En efecto, tenemos

j D D
DI 2 (5 (b
<X [0 e yPoaxdy
i=1""1 /1D
pL* 2 20
e & [ sy
:CaLsza

La desigualdad de ordculo 2.3 lleva a

D) C,o?
E[|ls* —5*|7.] < C{(Caqr+0?) inf {D2“+—}+ 2
’ 1<D<n n n
CI/
<(/wi/;/l—ZOC/(zot-l—l)_|_72

—20/(2a+1
< Crp2e/(2atl)
donde C* > 0. En el infimo, hemos considerado el valor particular D = [n!/(2#+1)7],

En conclusion, sin hacer ninguna hipétesis sobre la funcién s*, hemos construido un
procedimiento de estimacion no paramétrica de s*. Nuestro estimador §* es tal que su riesgo
converge a cero con la velocidad n~2%/(2%+1) sobre .7 (L),

sup E [HS* _5*”%2} < C*n—Za/(ZOH-l).
s*e Ay (L)

Tal velocidad es llamada minimax porque es posible demostrar (ver Introduction to Nonpara-
metric Estimation, Tsybakov) que existe ¢* > 0 tal que

20 Cingosup B[l =T
T s*eHy (L)

donde el infimo es tomado con respecto a todos los estimadores de s*. Por lo tanto, decimos
que el estimador §* se adapta a la regularidad o de la funcién s* porque la velocidad éptima
se alcanza sin asumir el conocimiento de .
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<Pr‘é<rtiea: Alaunas experiencias

2.5. Introduccion

Ahora ofrecemos algunas experiencias para ilustrar los diferentes aspectos de la seleccion
de modelos presentados en este curso. Estas experiencias se realizardn con el software libre R.
La version de R utilizada es 3.3.3 “Another Canoe” pero cualquier version bastante reciente es
adecuada. Los datos son disponibles en la pagina web del autor y se pueden cargarlas de la
manera siguiente en R.

# Ozono
ozono_raw <- read.table("ozono", header=TRUE)
ozono <- as.matrix(ozono_raw[,c(1,3:14)])

Los datos ozono dan la concentracién méxima de ozono max03 para un dia determinado
en la ciudad de Rennes (Francia) y también las variables:

= T6, T9, T12, T15 y T18: las temperaturas esperadas a las 6, 9, 12, 15 y 18 respectiva-
mente,

= Ne6, Ne9, Nel2, Nel5 y Nel8: la nebulosidad esperada a las 6, 9, 12, 15 y 18 respectiva-
mente,

= Vx: velocidad del viento en el eje este-oeste,
» max03v: concentracion maxima de ozono observada el dia anterior.

El objetivo es predecir esta concentracion de ozono a partir de estas variables. Como primer
ejemplo, consideramos la regresion polinomial de max03 con respecto a T18 para diferentes
grados.

# Datos
T18 <- ozonol[, 'T18']
max03 <- ozonol[, 'max03']
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plot(T18, max03)
T18_pred <- seq(min(T18), max(T18), length.out=256)

# Regresidén lineal

modl <- 1lm(max03 ~ T18)

abline(modl, col='blue', 1lty=3, lwd=2)
print (mod1$coefficients)

# Regresidén polinomial de grado 6

mod6 <- lm(max03 ~ poly(T18, 6))

max03_pred <- predict(mod6, data.frame(T18=T18_pred))
points(T18_pred, max03_pred, type='l', col='red', 1lty=3, lwd=2)
print (mod6$coefficients)

# Regresidén polinomial de grado 22

mod22 <- 1lm(max03 ~ poly(T18, 22))

max03_pred <- predict(mod22, data.frame(T18=T18_pred))
points(T18_pred, max03_pred, type='l', col='green', 1lty=3, lwd=2)
print (mod22$coefficients)

# Residuos cuadraticos

res <- sum(modi$residuals~2)

for(p in 2:22) {
model <- 1m(max03 ~ poly(T18, p))
res <- c(res, sum(model$residuals~2))

}
plot(res, type='b')

= ;Qué comentarios se puede hacer sobre estos primeros modelos? En particular, ;el
modelo polinomial de mayor grado proporciona un buen estimador?

= /Qué miden los residuos cuadraticos y qué significa un valor bajo?

= El modelo de mayor grado tiene los residuos més bajos pero el estimador asociado no
es ideal. Describe el fendmeno observado en relacion con el riesgo del estimador.

Queremos elegir un grado p € {0,...,22} por seleccion de modelos con un criterio de
minimos cuadrados y una funcién de penalizacion de la forma

pen(p) =Ac*(p+1)

2

donde A > 1. Como la varianza 6~ no es conocida, debemos estimarla en primer lugar.

# Proyeccidén en un gran espacio de histogramas
n <- length(max03)
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p <-n %/h2

X <- matrix(0, nrow=n, ncol=p)

for(j in seq_len(p)) X[c(2xj-1, 2xj), jl <- 1
X[n, pl] <- 1

H <- X %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(X)

# Estimador de la varianza
sigma2 <- sum((max03 - H %*% max03)~2) / p

J

= Al descomponer el riesgo de H %+’ max03 en un término de sesgo y un término de
varianza, explique como construimos nuestro estimador de la varianza arriba.

Ahora podemos calcular el criterio de los minimos cuadrados penalizado para seleccionar
un modelo polinomial de grado p € {1,...,22}.

crit <- NULL
pen <- NULL

# Criterio y penalizacidn

for(p in 1:22) {
model <- 1m(max03 ~ poly(T18, p))
crit <- c(crit, sum(model$residuals~2))
pen <- c(pen, sigma2x*(p+1))

}

# Resultados para varios valores de lambda
Lambda <- c(1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5)
Lambda_col <- rainbow(length(Lambda))

p_hat <- rep(0, length(Lambda))

names (p_hat) <- Lambda

plot(crit, type='l', xlab='Grado', ylab='Criterio')
for(i in seq_along(Lambda)) {

lambda <- Lambdal[i]

crit_pen <- crit + lambda*pen

p_hat[i] <- which.min(crit_pen)

points(crit_pen, type='l', 1lty=2, col=Lambda_col[i])
}
print (p_hat)

v

» ;Como se comporta el criterio penalizado cuando A aumenta? ;Cudl es la consecuencia
A b
para el valor de p seleccionado?

= Calcule y visualice la funcion de regresion obtenida para los diferentes valores de A.

= ;Qué valor de A parece ser “buena” aqui?
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2.6. Modelos multivariantes

Para ir mas lejos que en la seccién anterior, podemos considerar modelos multivariantes
de polinomios con respecto a las 12 variables en el conjunto de datos ozono. Por ejemplo,
calculamos abajo la regresion polinomial de grado 2.

# 12 variables y grado 2
model <- 1m(max03 ~ poly(ozonol[,-1], 2, raw=TRUE))

# Resultados

print (sum(model$residuals~2))
print (length(model$coefficients))
print (model$rank)

= ;Qué decir sobre los residuos cuadraticos?
= ;Por qué hay una diferencia entre el nimero de coeficientes y el rango del modelo?

= Repita el mismo cdlculo para el grado 3. ;Qué nota? ;Tenemos algo que ganar al
aumentar el grado?

Mis en general, podemos considerar todos los modelos polinomiales basados en los
212 _ 1 = 4095 subconjuntos no vacios de variables. Para limitar el tiempo de célculo, solo
consideramos las regresiones para las cuales R da un resultado en menos de 0,1 segundo.

# Subconjuntos de variables
sub_var <- expand.grid(rep(list(0:1), 12))[-1,]
colnames (sub_var) <- colnames(ozonol[,-1])

# Proceso de los modelos

res <- list()

for(i in seq_len(nrow(sub_var))) {
# Preparacidn

cat('Model ', i, ':', sep='")
res[[i]] <- list(crit=NULL, pen=NULL)
X <- ozono[, which(sub_var[i,] == 1) + 1]

# Aumentar el grado al maximo
p<-1
calculando <- TRUE
while(calculando) {
# Soporte
XX <- tryCatch(poly(X, p, raw=TRUE), error=function(e) {})
if (is.null(XX)) {
calculando <- FALSE
} else {
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# Modelo de grado p
start <- Sys.time()
model <- tryCatch(lm(max03 ~ XX), error=function(e) {})
end <- Sys.time()
if(is.null(model)) {
calculando <- FALSE

} else {
# Guardar los resultados
cat(‘ I, p, Sep=")

res[[i]]$crit <- c(res[[i]l]$crit, sum(model$residuals~2))
res[[i]]$pen <- c(res[[i]l]$pen, sigma2 * model$rank)

# Limitar el tiempo de célculo

if ((model$rank == nrow(ozono)) || (end - start > 0.1)) {
calculando <- FALSE
} else {
p<-p+1
+
+
+
}
cat('\n')
+

print (sum(sapply(res, function(l) length(1$crit))))

= Observe como usamos tryCatch para evitar los errores. Este es un mecanismo muy util

de R.

= QObserve también como limitamos el tiempo de cdlculo de las regresiones lineales con
Sys.time.

» ;Para qué es la condicién model$rank == nrow(ozono)?

= ;Cudntos modelos tenemos al final?

Con una gran cantidad de modelos como es el caso aqui, necesariamente hay mds candida-
tos para el sobreajuste. La dificultad que surge se relaciona principalmente con los modelos
pequenios.

crit_p <- do.call('rbind',
lapply(res, function(item) {
matrix(c(seq_along(item$crit), item$crit), ncol=2)

i)
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crit_p20 <- crit_plcrit_p[,1] <= 20,]
boxplot (crit_p20[,2] ~ crit_p20[,1])

= ;/Qué se puede decir de estos diagramas de caja?

= En relacion con la seleccién de modelos, ;por qué consideramos que los modelos
pequeiios serdn problematicos?

Para cualquier subconjunto V' de variables y cualquier grado p > 1, podemos elegir un
modelo como en la primera seccién minimizando un criterio de minimos cuadrados penalizados
con respecto al par m = (V, p),

|Y —H,Y|*+Ac>D,,

donde H,, es la proyeccién ortogonal en el modelo, D,, = tr(H,,) y A > 1.

# Seleccidn de modelos
m_hat <- matrix(0, nrow=2, ncol=length(Lambda))
dimnames (m_hat) <- list(c('Variables', 'Grado'), Lambda)

for(i in seq_along(Lambda)) {
lambda <- Lambdal[i]
crit_pen <- sapply(res, function(l) min(1l$crit + lambdax1$pen))
m_hat[1,i] <- which.min(crit_pen)
model <- res[[m_hat[1,i]]]
m_hat[2,i] <- which.min(model$crit + lambda*model$pen)
}

print (m_hat)

= En funcién de A, ;cudles son las variables y el grado del modelo seleccionado?

= ;Qué valor de A parece ser “buena” aqui? Compare este valor con el de la primera
seccion.

2.7. Regresion funcional y validacion cruzada

En esta ultima seccidn, ya no manipularemos datos reales sino datos simulados para poder
realizar varios célculos. Nos ubicamos dentro del marco de la regresion funcional gaussiana
con soporte fijo en [0, 1].

# Simulacidon de datos
n <- 1024
x <- seq_len(n) / n
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s <- sin(pi*x)

sigma2 <- 1

epsilon <- sqrt(sigma2) * rnorm(n)
Y <- s + epsilon

# Visualizacidn
plot(x, Y, pch=4, cex=0.5)
points(x, s, type='l', col='red', 1lty=2, lwd=2)

Proponemos estimar s como en el curso usando histogramas regulares. Es decir que, para
cualquier entero D > 1, definimos el modelo Sp de los histogramas regulares a D bloques con
valores dados por la media de las observaciones entre (j—1)/Dy j/D, j € {1,...,D}.

# Calculo de la proyeccidn
histograma <- function(D, x, v) {
res <- rep(0, length(x))
for(j in seq_len(D)) {
idx <- ((j-1)/D < x) & (x <= j/D)
res[idx] <- mean(v[idx])
}
return(res)

}

# Ejemplo

sb0 <- histograma(50, x, Y)

Hs50 <- histograma(50, x, s)

plot(x, Y, pch=4, cex=0.5, col='grey')

points(x, s50, type='l"')

points(x, s, type='l', col='orange', lty=2, lwd=2)
points(x, Hsb0, type='l', col='red')

= ;Cudl es la diferencia entre el histograma negro y el histograma rojo? ;A cudl tenemos
acceso como estadistico?

Notando Hp la proyeccién sobre el modelo Sp, sabemos que el riesgo del estimador
S§p = HpY se divide en dos términos,

02D

R [lls—spl2] = lls— Hpsl2+ ==

Dmax <- 100
sesgo <- rep(0, Dmax)
varianza <- rep(0, Dmax)
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for(D in seq_len(Dmax)) {
Hs <- histograma(D, x, s)
sesgo[D] <- mean((s - Hs)"2)
varianza[D] <- sigma2 * D / n

b

# Visualizacidn del riesgo
plot(sesgo, type='l', 1lty=2, xlab='Dimensién', ylab='")
points(sesgo + varianza, type='l')

= ;Como se comporta el término de sesgo cuando la dimensién aumenta?
= ;Como se comporta el riesgo cuando la dimensién aumenta?

= ;Cudl es la dimensién 6ptima D* aqui para estimar el vector s? Visualiza el estimador
Sp+ y la proyeccién Hp+s en Sp+.

Claro, cuando tratamos de estimar s, este vector es desconocido y no podemos calcular
este riesgo para los diferentes valores de D. Para encontrar un compromiso entre los términos
de sesgo y de varianza, minimizamos el siguiente criterio penalizado con respecto a D €

{1,~'-7Dmax}, 5
oD
HY—HDYH%JJLT

donde A > 1.

# Criterio y penalizacidn

Dmax <- 256
crit <- NULL
pen <- NULL

for(D in seq_len(Dmax)) {
HY <- histograma(D, x, Y)
crit <- c(crit, mean((Y - HY)"2))
pen <- c(pen, sigma2 * D / n)

b

# Seleccidén de modelos
Lambda <- seq(l, 5, length.out=256)
D_hat <- sapply(Lambda, function(lambda) {
which.min(crit + lambda * pen)
}

)
plot(Lambda, D_hat, type='l', ylab='Dimensidén seleccionada')

= ;C6omo se comporta la dimension seleccionada cuando A aumenta?
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= Para A =2, la funcién de penalizacion es la de Mallows. ;Cudl es la dimensién Ditatiows

seleccionada? Visualiza el estimador y la proyeccién asociados.

= ;Qué valor de A parece ser “buena” aqui?
1

En la préctica, debemos hacer una eleccion del pardmetro A. Buscar a tientas como
acabamos de hacer es un método muy cuestionable y necesitamos un enfoque mas automatico.
La validacion cruzada generalmente se usa para elegir un “buen” valor de A en la practica.
Este enfoque consiste basicamente en separar los datos en dos partes: datos de entrenamiento
para aplicar nuestro procedimiento con diferentes valores de A y datos de prueba para elegir

un valor de A.

# Parametros
Dmax <- 256
rho <- 0.7

# Separacidén de los datos

n_entrenamiento <- floor(rho * n)

id_entrenamiento <- sample.int(n, n_entrenamiento)
X_entrenamiento <- x[id_entrenamiento]
Y_entrenamiento <- Y[id_entrenamiento]

id_prueba <- seq_len(n)[-id_entrenamiento]
n_prueba <- length(id_prueba)

x_prueba <- x[id_pruebal

Y_prueba <- Y[id_prueba]

# Visualizacidén de las errores
crit <- NULL
crit_prueba <- NULL
for(D in seq_len(Dmax)) {
HY <- histograma(D, x_entrenamiento, Y_entrenamiento)
crit <- c(crit, mean((Y_entrenamiento - HY)"2))
HY_prueba <- sapply(x_prueba, function(x) {
id <- which.min(abs(x_entrenamiento - x))
return(HY[id])
19
crit_prueba <- c(crit_prueba, mean((Y_prueba - HY_prueba)"2))

b

plot(crit, type='l', ylim=range(c(crit, crit_prueba)),
xlab='Dimensién', ylab='Criterio')
points(crit_prueba, type='l', col='red')
legend('bottomleft', legend=c('entrenamiento', 'prueba'),
1ty=1, col=c('black', 'red'))
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= ;Cudl es el papel del pardmetro rho?
= ;Por qué separamos los datos? ;Cudl es la ventaja de esta separacién?
= Ejecute este codigo algunas veces. ;Qué observa?

Por lo tanto, podemos seleccionar un valor de A automdticamente minimizando el error en
los datos de prueba.

~

Lambda <- seq(1l, 5, length.out=256)

# Procedimiento con los datos de entrenamiento
pen <- sigma2 * seq_len(Dmax) / n_entrenamiento
Dhat <- sapply(Lambda, function(l) { which.min(crit + 1 * pen) })

# Eleccidén de lambda con los datos de prueba
err_vc <- crit_prueba[Dhat]

lambda_vc <- Lambdal[which.min(err_vc)]

print (lambda_vc)

» Explica como se elige lambda_vc.

= Ejecute todo el codigo de validacion cruzada algunas veces. [ Qué problema nota sobre
el valor de 1ambda_vc?

Una manera de estabilizar un poco el valor de A elegido por validacién cruzada consiste
en dividir los datos en k partes, cada una de las cuales desempefiara el papel de los datos de
prueba sucesivamente. Asi, obtenemos k valores A,...,A; de los cuales tomamos la media.
Este método se llama k-fold.

# Preparacidn

k <- 8

fold <- matrix(sample(n), nrow=k)

lambda <- rep(0, k)

n_entrenamiento <- (k - 1) * n / k

pen <- sigma2 * seq_len(Dmax) / n_entrenamiento

# Hacer k iteraciones

for(i in seq_len(k)) {
crit <- NULL
crit_prueba <- NULL
X_entrenamiento <- x[-fold[i,]]
Y_entrenamiento <- Y[-fold[i,]]
x_prueba <- x[fold[i,]]
Y_prueba <- Y[fold[i,]]
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for(D in seq_len(Dmax)) {
HY <- histograma(D, x_entrenamiento, Y_entrenamiento)
crit <- c(crit, mean((Y_entrenamiento - HY)"2))
HY_prueba <- sapply(x_prueba, function(x) {
id <- which.min(abs(x_entrenamiento - x))
return(HY[id])
b
crit_prueba <- c(crit_prueba, mean((Y_prueba - HY_prueba)"2))

¥

Dhat <- sapply(Lambda, function(l) which.min(crit + 1 * pen))
err_vc <- crit_pruebal[Dhat]
lambda[i] <- Lambda[which.min(err_vc)]

# Tomar la media
lambda_fold <- mean(lambda)
print (lambda_fold)

Ejecute este cddigo algunas veces para notar que lambda_fold es un poco mas estable
que lambda_vc.

Varie el valor de k. ;Qué observa cuando k aumenta?

Use el valor de A obtenido con k-fold en el procedimiento de selecciéon de modelos.
Visualice el estimador obtenido.

Repita el trabajo de esta seccidén con un vector s dado por una funcién menos regular
que la funcién sinusoidal.
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