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RESUMEDans cet article, nous nous intéressons a la régularisatieproblémes inverses repo-
sant sur des critéres'. Nous séparons ces critéres en deux catégories : ceux quigant la
régularisation des signaux (a variation totale bornée paemple) et ceux qui expriment le fait
gu'un signal admet une représentation parcimonieuse dardiationnaire. Dans une premiere
partie, nous donnons quelques éléments de comparaisomschés et pratiques sur les deux
a priori, pour aider le lecteur a choisir I'un ou I'autre en fation de son probléme. Pour cette
étude, nous utilisons les transformées communémengesliklles que la variation totale, les
ondelettes redondantes ou les curvelets. Dans une deupi@rie, nous proposons un état des
lieux des algorithmes de premier ordre adaptés a la minitrosade ces criteres.

ABSTRACTThis article is a survey on regularization techniques fordrse problems based on
I* criteria. We split these criteria in two categories : thoshigh promote regularity of the
signal (e.g. total variation) and those which express tha fhat a signal is sparse in some
dictionnary. In the first part of the paper, we give guideine choose a prior and propose a
comparative study of these two priors on standard transémsoch as total variation, redundant
wavelets, and curvelets. In the second part of the paper,iveeagsketch of different first order
algorithms adpated to the minimization of thésderms.

MOTS-CLES Problémes inverses, imagerie, critériés régularité, parcimonie, algorithmes ra-
pides, comparaisons expérimentales.

KEYWORDsInverse problems, imaging:-criteria, regularity, sparsity, fast algorithms, experi
mental comparisons.
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1. Introduction

Ces derniéres années ont vu un réel engouement de la comtddieavaitement
du signal et des images pour les techniques de régularisafp@sant sur des critéres
I'. Des termes comme parcimonie, échantillonnage compssiriation totale font
régulierement la une de conférences ou de revues spéegl3é nombreux modéles
et algorithmes d’optimisation sont proposés puis appbcué masse croissante des
problémes inverses rencontrés en ingénierie du signal.

Notre objectif dans cet article est de proposer un état dax lle deux aspects de
ces techniques :

1) l'aspect modélisation. On s'intéresse aux différensestant entre les modeéles
qu’on appellera de “régularité”, dont la construction repsur le fait que les signaux
a reconstruire sont supposeés réguliers (a variation bqraxéexemple), et les modéles
dits de “parcimonie” qui consistent a chercher des signalxsgxpriment comme
une combinaison linéaire d'un petit nombre d’atomes dansliationnaire adapté.
Ces modeles sont largement utilisés pour la résolution alelgmes inverses.

2) I'aspect algorithmique. On s'intéresse a I'algorithmézessaire a la résolution
rapide des problémes d’optimisation convexe résultamsishe présentons que des
algorithmes de premier ordre, en dimension finie, tels gaedkscentes de (sous-
) gradient, les techniques de forward-backward splittingeer accélération multi-
pas, les méthodes de type Douglas-Rachford splitting ourdetibns alternées. Ces
techniques sont aujourd’hui de plus en plus utilisées pesrmtoblémes inverses de
traitement du signal et des images.

Le reste de ce document est organisé comme suit.

Dans une premiére partie, nous rappelons brievement lasipes qui motivent
I'introduction de normes' pour la régularisation des problémes inverses en traitemen
du signal et particulierement de I'image. Nous proposomssiaune bréve description
des différences théoriques existant errgriori de régularité et de parcimonie. Fi-
nalement, nous proposons une étude comparative expédlaeies deur priori sur
un probléme de déconvolution. Ceci nous permet de compasgrdrformances de
transformées utilisées communément pour la descriptisnirdages, telles que les
transformées en ondelettes redondantes, les curveledsvauiation totale.

Dans une deuxiéme partie, nous décrivons de fagcon sucqihesgeurs algo-
rithmes d’optimisation adaptés a la minimisation des fiametelles convexes résul-
tantes. Nous nous concentrons sur les techniques de prendier qui présentent
I'avantage d’étre rapides et de s'adapter a de nombreuxascéNotons qu’apres
soumission de cet article, nous avons découvert qu'unitrsivailaire a été réalisé
récemment (Combettest al, 2010) avec un point de vue légerement différent (es-
pace hilbertien, pas de comparison parcimonie/régu)atiéélecteur intéressé pourra
trouver des informations et références complémentaines ciet article.
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2. Régularité et parcimonie pour les problemes inverses

En imagerie numérique, de nombreux systémes d’acquisibiomissent un en-
semble de donnéesc R™ qui n'est pas directement interprétable comme une image
ou une séquence d’'imagesest en fait un ensemble de mesures indirectes et brui-
tées de I'objet d'intérét. Dans la majorité des imageursadeiele mathématique de
formation de ces données est le suivant :

z=®u+b [1]

oud : R™ — R™ est un opérateur linéaire (échantillonnage, convolutransformée
de Radon,...y € R™ estl'image que I'on souhaite reconstruiréet R™ est un bruit
additif.

Retrouveru a partir des mesures est communément appellé probléme inverse
(Kirsch, 1996). Les premiéres techniques utilisées potgdeudre consistaient a dé-
finir w commed’ 2 ou®T est la pseudo-inverse de Celle-ci peut étre définie comme :

Tz = lim argmin || ®u — z||3 + 7|ul|3. [2]
T—=0 yeRn
ou || - ||, estla normé? standard. L'inconvénient de cette approche est que I'tpéra
® a généralement un spectre compact, ce qui rend le problémes@(1l) mal-posé :
I'opérateurd’ possede des valeurs singuliéres trés élevég@gt| peut étre grand
méme lorsqudb|| est faible.

En présence de bruit, de tels problémes doivent étre régégaiPour ce faire, les
premiéres techniques utilisées consistaient a fixer 0 et a résoudre le probleme
(2). Tikhonov a analysé ce type de techniques en incluantpémateur linéaire~
(typiguement un opérateur différentiel) dans le terme deleisation :

argminH(Du—z||§+THGu||§. [3]

u€eR™

Des techniques encore plus générales ont été développlesscansistent a ré-
soudre des problemes de type :

argmin Y(®u — z) + 7J (u) [4]
ueR”

ouY : R™ — RU{+o0} est une fonction dépendant de la statistique du bruit ddditi
J estuna priori sur I'image a reconstruire et> 0 est un parametre de régularisation.
Plust est petit, plus I'image est proche des données, plest grand, plus la solution
obtenue est régularisée. Le probléeme de minimisation ¢iérerf4) peut étre interprété
dans 'approche bayesienne comme I'estimateur du maximposteriori(MAP) ou
le premier terme correspond a I'antilogarithme de la vralslance et le deuxiéme
terme correspond au modele sur I'objet cherché, c’estalelmodele priori (Idier,
2001). Dans cet article nous nous intéressons au modélecdesteuction (4) pour
différents types d’attaches aux donn&gst a deux types d’priori de régularisation
J(-) : lesa priori de régularité et lea priori de parcimonie.
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2.1. Choix de la fonction d’attache aux donnée$s

Suivant le type de bruiten présence, le principe du MAP meéne a différents choix
pour la fonctionY'. Les plus courants sont les suivants :

— Bruit blanc GaussienY () = || - ||2 (Gemaret al., 1984).
— Bruit blanc laplacien T (-) = || - |1 (Hamzaet al, 2001).
— Approximation du bruit impulsionnel¥(-) = || - ||1 (Nikolova, 2004).

— Bruit uniforme ou quantificationY(-) = || - ||~ (Gibsonet al,, 2000; Weisst
al., 2009).

— Bruit de Poisson T (z) = Y"1, z; log(z;) (Lucy, 1974; Dupéet al., 2009).

Souvent, I'estimation des parametres est plus simple sst la fonction caractéris-
tique d’'un ensemble. Par exemple, si on est en présence diitblanc additif gaus-
sien dont on connait la varianee?, on a intérét a résoudre le probléme contraint
suivant :

arg min J(u), [5]
u€R”, || Pu—=z||2<o2n

ainsi il n’est plus nécessaire d’estimer le parameti@et exemple revient a choisir :

[0 sifal3<on
T(z) = { +00 sinon : [6]

Notons que dans tous les exemples mentionnés ci-dessosclzohY est une fonc-
tion convexe fermée i.e. convexe semi-continue inférieam (définitions au chapitre
3.1). On verra dans cet article que la convexité est une tiongiresque suffisante
pour construire des algorithmes qui fournissent un mininglobal en des temps rai-
sonnables.

2.2. Choix de la fonction de régularisatiory(-)

La fonctionz — exp(—J(x)) peut étre interpretée comme une densité de pro-
babilité sur I'espace des images. De trés nombreux travensistent a rechercher
des probabilités réalistes (Gaettral,, 2008). En traitement d’'image, lespriori qui
semblent connaitre le plus grand succés actuellementadairement ceux reposant
sur des critéres' (Rudinet al, 1992; Chambollet al., 1996; Donoho, 1995; Dupé
et al, 2009). Ces critéres permettent en effet d’obtenir dedtedsiprobants en des
temps de calcul raisonnables et I'analyse des propriégmdemiseurs est simplifiée
par la convexité des différentes fonctions.

Ces critéred! peuvent étre séparés en deux grandes catégories, seloa gpie |
teére est écrit dans le domaine image ou dans le domainedramst lesa priori de
“régularité” et ceux de “parcimonie”.
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2.2.1. A priori de régularité

L'idée sous-jacente aux priori de régularité est qu'une image est une fonction
“lisse” ou “réguliére” par morceaux. Par exemple, I'espees images peut étre mo-
délisé par I'ensemble des fonction®* par morceaux a bord€“ (Le Pennecet
al., 2005). Il faut donc trouver des fonctionsqui favorisent ce type de régularité.
Les meilleurs candidats existant dans la littérature seatsggmi-normes de type va-
riation totale ou Besowv. lIs s’écrivent sous la forme :

J(u) = || Dulx

ouD : R — RP (p > n) est une transformée linéaire. Ce typa @riori suscite
une littérature abondante dans le das= V, le gradient discret] correspondant
alors a la variation totale (Rudiet al., 1992). Una priori beaucoup moins utilisé
pour la résolution de problémes inverses, mais qui founndus le verrons plus tard
- des résultats expérimentaux de bonne qualité pour dessnagfurelles, consiste a
choisir une transformée en ondelettes redondantes. DarasdEDu||; correspond a
une semi-norme de Besov (Chambadateal.,, 1996) discrétisée. En utilisant arpriori
de régularité, le probléme (4) devient alors :

Trouveru € argmin Y(Pu — z) + 7|| Dul|1. [7]
u€R™

Par la suitelJ désignera I'ensemble des solutions de (7). L'utilisatierirdnsformées
en ondelettes redondantes aveaupriori de régularité est étonnament peu répandue
dans la littérature en traitement d'image (Bettal., 2004; Figueiredet al., 2003;

Daubechiest al, 2004). Celles-ci sont beaucoup plus souvent utilisées aue
priori de parcimonie, décrit dans le paragraphe suivant.

2.2.2. A priori de parcimonie

L'idée sous-jacente aux priori de parcimonie est qu’une image peut s’exprimer
sous la forme d’'une combinaison linéaire d’un petit nombBedaiines élémentaires
{wi}r_,, ¢ € R™. Mathématiquement, ceci s'écrit :

u=vit 8]

=1

avecp > n mais#{v;,v; # 0} < n (# est le cardinal d’'un ensemble). L'équation

(8) peut étre réécrite sous la forme condensée Rv oUR = [ 1,92, -,y |
U1
U2 A . s . .

etv = . |. R peut étre interprété comme un opérateur de reconstructiate o
Up

synthése tandis que dans le paragraphe précddaidésignait un opérateur de dé-
composition ou d’analyse. Pour pouvoir représenter tos€léments d&™, nous
supposerons par la suite que le rangtest égal a.
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Une méthode naturelle pour favoriser la parcimonie comsstésoudre le pro-
bléme suivant :

argmin Y (®Rv — z) + 7||v||o 9]
veERP

ou ||v||o est le nombre de composantes non nulles.dee probléme est combinatoire
(NP-complet) et sa résolution rapide reste un problémertuie pratique, la norme
19 est remplacée par son enveloppe convexe qui est la Ndrg@henet al, 1998). En
utilisant cette relaxation, le probléme (4) devient alors :

Trouverv € argmin T(®PRv — z) + 7||v||1. [10]
vERP

Par la suiteV désignera I'ensemble des solutions de (10). Notons queuers
Y(-) = | |3, il existe des conditions qui assurent I'égalité des sohsgidu pro-
bleme (9) et du probléme (10) (Fuchs, 2005).

2.2.3. Liens théoriques élémentaires entre les deux a priori

Bien que les deux typesa’priori présentés soient largement utilisés dans la lit-
térature, il n'existe quasiment aucun travail présentartamparaisons entre les pro-
blemes (7) et (10), a I'exception notable de (E¢acl., 2007; Selesnickt al, 2009).
L'objectif de ce paragraphe est de présenter quelques tigmsiques simples entre
les deux modéles. Nous rappellerons aussi le résultatithéoprincipal obtenu par
les auteurs de (Elagt al, 2007). Ceux-ci se placent dans le catfife) = || - ||3. Nous
présenterons des résultats expérimentaux au paragraphe 2.

Cas 1:D estune base

Un changement de variable dans (10) montre que lorgyast une base, en choi-
sissantk? = D!, nous obtenon® = RU ol V est 'ensemble des solutions de (10)
et U est 'ensemble des solutions de (7). Ceci signifie que les geablémes sont
équivalents, au sens ol ils ménent a des solutions idestjppeR = D',

Cas2:R = Df

De fagon plus générale, en faisant le changement de variabl®w dans (7), et
en remarquant quBtv = u (car DD = I), nous obtenons :

U = D' argmin Y(®D'v — 2) + 7|jv||1 [11]
veIm(D)

En choisissank = DT, le probléme (7) est donc identique au probléme (10) a I'ex-
ception de la contrainte affinec I'm/(D). On voit ainsi que les solutions du probléme
(7) sont contraintes a un espace de dimension plus faibleejles de (10).

Ceci montre qu’en utilisant le modéle de régularité (7), ercherche pas forcé-

Id ] ouF

ment des solutions parcimonieuses. Par exemple, en canisis = { r
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est la transformée de Fourier discréfe;(D) ne contient aucun éléments parcimo-
nieux d'aprés le principe de Heisenberg. Ainsi la résofutie (11) n’a pas de raison
particuliere de mener a des solutions creuses.

Cas3:Y(:) = - ||% (Elad et al, 2007)

Finalement, rappelons le théoréme principal obtenu dalasl éE al., 2007) :pour
toute transformée de rang plein, il existe une transformégtelle que pour tout?,
U = RV.L'inverse n’est pas vraCe dernier théoréme indique que tout modéle de ré-
gularité peut étre remplacé par un modele de parcimoniewavetransformé® bien
choisie. Il nous permet de conclure que les modéles de pandinsont plus géné-
raux et devraient permettre d’obtenir de meilleurs résutie reconstruction pour une
transforméer bien adaptée aux images. En pratique, le choix d'une teiestormée
est difficile et nous verrons dans la section expérimentadeles transformées utili-
sées actuellement donnent de meilleurs résultats de itegotsn pour des priori
de régularité.

2.2.4. Comparaisons expérimentales des deux modeles

Nous avons effectué des comparaisons expérimentales desad®iori sur un
probleme de déconvolution d'image avec bruit blanc addgifissien. Ce scénario
correspond au Cas 3 décrit dans le paragraphe précédepteB’les résultats de
(Eladet al,, 2007), on sait qu’avec une transform@édien choisie, on devrait obtenir
de meilleurs résultats avec le modéle de parcimonie qulawemdele de régularité.

Pour cette comparaison, nous avons utilisé les transfa fimémires utilisées fré-
guemment dans la littérature telles que la variation taf&l§ (Rudin et al,, 1992),
les curvelets (Candé al., 2006), les ondelettes redondantes (RDWT) de type Dau-
bechies DB8 (Daubechies, 1992), les ondelettes redorslaateplexes “dual-tree”
(DTCW) (Selesnicket al., 2005) ainsi que des dictionnaires composés de ces diffé-
rentes transformées. Notre objectif est de déterminengadele fournitles meilleurs
résultats en pratique et quelles transformées doiventiélises.

Pour comparer les modéles, nous avons convolué plusieageisn dont I'image
Barbara avec des bruits additifs gaussiens de variang@gales 20.001, 0.0025,
0.005, 0.0075 et 0.01. Nous avons utilisé un noyau de convolution gaussien d’'une
taille de7 x 7 pixels. A titre d’exemple, les PSNR de I'image déconvolusg slonnés
sur le tableau 1.

Cet exemple et les expériences que nous avons menées soraggsia contenus
différents, nous ont permis d’arriver aux conclusions anfes :

— Parcimonie ou régularité ?Une amélioration sensible peut étre obtenue avec un
a priori de parcimonie si on est capable de trouver la transforméeé@ela I'image.
Visuellement, la généralité despriori de parcimonie sur ceux de régularité permet
de retrouver plus de détails mais également plus d’élenmemtgiésirés comme des
artéfacts (voir la figure 1). Ceci semble expliquer les fsbbperfomances de cat
priori lorsque le bruit devient trop important et les artéfactsielavent majoritaires
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par rapport a I'information apportée par I'ajout de détdilans certaines applications
comme en imagerie biologique par exemple, on préférerausst moins de détails
mais avoir peu d’artéfacts et donc utiliseraipriori de régularité. De fagcon grossiere,
on peut conclure que lespriori de parcimonie peuvent étre préférés a faible niveau
de bruit, tandis que lespriori de régularité peuvent étre choisis a fort niveau de bruit.

— Quelle transformée utiliser ?1l est assez difficile de donner une réponse a cette
question tant le résultat dépend du contenu de I'image. iNéars, d’apres les simula-
tions que nous avons réalisé sur une base composée de quielqges naturelles (ne
présentant pas particulierement de motifs favorables &raneformée), nous avons
constaté a plusieurs reprises que les ondelettes red@sdammnent de bons résul-
tats lorsque le bruit est faible. Cependant, elles sondeapent dépassées par des
transformées un peu plus élaborées, comme les ondelettgdeoas dual-tree ou les
curvelets, lorsque le bruit devient important. Dans cettefiguration, les ondelettes
complexes dual-tree permettent d’obtenir des résultgesénent supérieurs a ce que
donnent les curvelets. Nous avons aussi remarqué qu’ihesessant de former des
dictionnaires composés de ces différentes transforméedictionnaire composé des
ondelettes redondantes et des curvelets permet égalefobterdr des résultats sen-
siblement supérieurs a ceux donnés par les ondelettes epesplual-tree. Pour illus-
trer ces propos, des résultats de déconvolution sur l'inest®arbarasont donnés
tableau 1 et figure 1. Nous préparons en ce moment un rappwieguel des com-
paraisons détaillées sur des modéles plus variés serentieges.

Qbservations | - o1 | 93 46 | 21.93 | 10.71 | 18.49
TV 2710 | 26.33 | 25.38 | 24.77 | 24.53
DTCW (R) 9750 | 26.70 | 25.77 | 25.25| 25.16
Curvelets (R) 2740 | 26.58 | 25.49 | 25.02 | 24.87
RDWT (R) 97.60 | 26.47 | 25.79 | 24.78 | 24.45

RDWT + Curvelets (R)| 27.58 | 26.65 | 25.63 | 25.02 | 24.78
DTCW + Curvelets (R)| 27.44 | 26.65 | 25.71 | 25.21 | 25.12
RDWT + DTCW (R) 27.77 | 26.70 | 25.72 | 25.09 | 24.86

DTCW (P) 27.73 | 26.78 | 25.83| 25.24 | 25.15
Curvelets (P) 27.50 | 26.55 | 25.47 | 24.95 | 24.78
RDWT (P) 27.60 | 26.20 | 25.09 | 24.33 | 23.91

RDWT + Curvelets (P)| 27.66 | 26.56 | 25.43 | 24.80 | 24.50
DTCW + Curvelets (P)| 27.77 | 26.81 | 25.74 | 25.14 | 24.96
RDWT + DTCW (P) 27.97| 26.84| 25.58 | 24.75 | 24.33

Tableau 1.PSNR en dB des différentes régularisations utilisées sualje Barbara.
(P) désigne un a priori de parcimonie tandis que (R) désigna priori de régularité.
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Figure 1. Résultats sur I'image Barbara, image observé&S(NR = 25.90 dB).
Seuls sont présentés les résultats avec les transfornsatiassiques (TV, DTCW,
RDWT et Curvelets) et un résultat obtenu par dictionnairar¢@lets + RDWT). (P)
désigne un a priori de parcimonie tandis que (R) désigne uniaiple régularité.
De gauche a droite et de haut en bas : image d’origine, résuldenu avec la TV,
DTCW (R), DTCW (P), Curvelets (R), Curvelets (P), RDWT (RWR (P), Curvelets
+ RDWT (R) et Curvelets + RDWT (P).
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3. Algorithmes de minimisation

Les problémes d’'optimisation convexe (7) et (10) ont plursgarticularités qui
rendent leur résolution difficile :

— lls sont non-différentiables ou leur gradient n’est pgssthitz (propriété abon-
dement utilisée dans les algorithmes que nous présenjerons

— lls vivent dans des espaces de trés grande dimension (@ge inumérique est
rarement composée de moinsid¥ pixels et peut dépassed® voxels).

— Leur solution n’est pas unique en général.

— Il faut souvent obtenir des solutions en des temps counisg en temps réel
(vidéo, imagerie médicale,...).

La dimension des problémes fait qu'il est actuellement issgile d’obtenir des
solutions de précision machine en des temps raisonnakdesqlie I'on résout des
problémes si grands, il faut donc se contenter d’approxamatsuffisamment pré-
cises pour le systéme visuel humain. De telles précisionsgrg étre atteintes en
des temps courts par des techniques de premier ordre,isantilque des informa-
tions de type gradient ou sous-gradient a chaque itérafies techniques présentent
'avantage d’avoir un faible codt par itération et nécestitrelativement peu d’es-
pace mémoire. Dans cet article, nous présenterons doneamant ces méthodes et
n’évoquerons pas les techniques d’ordre plus élevé, désité la méthode de New-
ton telles que les points intérieurs (Nesteat\al., 1994) ou le Second Order Cone
Programming (Boyet al, 2004). Méme avec cette restriction, il existe encore de tre
nombreuses méthodes et I'objectif de ce paragraphe n'esi@&s présenter de fa-
¢on exhaustive, mais simplement d'aider le lecteur a sgetfinvers I'une ou I'autre
classe suivant le probléme considéré et a construire uneoaetadaptée a un pro-
bléme donné. Nous ne donnons que les grandes lignes deghatygs et un examen
plus approfondi de la technique retenue sera probablertienétile lecteur pourra se
référer aux articles cités.

Les opérateurs linéairds, D et & représentent souvent une source de difficulté
importante pour larésolution des problémes (7) et (10)eRample, nous verrons plus
tard que la présence de l'opératdurdans (7) ne permet pas en général de calculer
de facon explicite la projection associée au terme de régataon. Pour contourner
cette difficulté, le probléeme peut étre transformé en ajuudas contraintes linéaires
et en augmentant la taille de I'espace d’optimisation.&Cetinarque nous a amené a
classer les différents algorithmes suivant deux classesx gour lesquels on travaille
directement dans I'espace ou est posé le probleme et ceugmpsent sur un ajout de
contraintes linéaires et une augmentation de la dimensiqgrabléme.

Le reste de cette partie est organisé comme suit : nous @ppelabord quelques
résultats d’analyse convexe, nous présentons ensuitégiegtames qui résolvent di-
rectement le probléme initial, puis nous présentons gesltgchniques de résolution
par transformation du probléme en ajoutant des contrdimé&aires.
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3.1. Notations et rappels d’optimisation convexe

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats d’arcalysexe indispensables
a la compréhension des différents algorithmes.

On considérera systématiqguement des problémes d’optiorisdans des espaces
de dimension finie¢-, -) est le produit scalaire usudl: ||, est la norme associég-: ||,
est la normé? standard. La normg- || définit la métrique et la topologie d&*. Soit
X C R™un ensemblexi(X) est I'intérieur relatif deX. L'ensemble vide est noté

Id représente I'application identité. Soit : R™ — R? une application linéaire.
[14]]] = mﬁ || Az||2 représente la plus grande valeur singuliéreldd ' est
zeR™ ||z]2<1

la pseudo-inverse dd. Elle a déja été définie en (2). Rappelons le résultat suivant
(Id — ATA) est 'opérateur de projection ster(A) (Golub et al, 1996, p. 257).
Soitg : R™ — R? une application. Celle-ci est dite-Lipschitz siV(z,y) € R™ x
R" lg(x) = g@)ll2 < Lz — yl|2.

Soit f : R” — R U {400} une fonction convexe. Cette fonction est dite fermée si
les ensembleézr € R™, f(x) < a} sont fermés pour tout. Le sous-différentiel d¢
au pointz, notéd f (z) est défini par :

0f (@) = {n € R, f(a+h) = f(x) + (n,h) Yh € R"}. [12]

Si f est différentiable en alorsdf(z) = {V f(z)}.

Une fonctionf est dite fortement convexe de paramets elle est convexe et si :
14
fl@+h) = f@)+ (k) + S I8l3, Yo € R?, Vi € 0f (). (13]
Par exemple la fonctiom — 1|z|3 est fortement convexe de parametre de forte

convexité égal a 1.

Soit f : R® — R U {+o0} une fonction convexe, fermée. La transformée de
Fenchel def est notéef*. Elle est définie par :

f*(y) = max(z,y) — f(z). [14]

C’est une fonction convexe fermée. Sest une fonction fortement convexe de para-
meétrer > 0, alorsf* est une fonction différentiable a gradiepipschitz.

L'opérateur proximal associé g notéprox; est défini par :
0o . 1 02 15
prox; ( 2% ) _argmlnf(:zr)+§|\:c—:c II5- [15]
reR”

Pour obtenir plus d’informations sur cet opérateur, nonsagons le lecteur aux tra-
vaux de Combettes (Combettetsal, 2007). Nous rappelons uniquement trois résul-
tats dont nous nous servirons par la suite. S0iE R™ un ensemble convexe, fermé
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0 sire X
etf(z) = { +o0o  sinon
sembleX. L'opérateur proximal généralise donc la projection.f&t) = 7l|z||,
alorsprox, est 'opérateur connu sous le nom de seuillage doux. Un kalémen-
taire donne :

ProX, |||, ( 2% ) = shrink, (2°) = sign(z”) max(|2°| — 7,0) [16]

. Alors prox; = Ilx, le projecteur euclidien sur I'en-

Finalement, sik : R? — R"™ est une trame ajustée normalisée, c’'est-a-dire une ap-
plication linéaire telle queRR* = Id 1, alors on peut montrer le résultat suivant
(Combettet al,, 2007) :

proxsoz ( © ) =+ R* o (prox; —1d) o R(x). [17]

3.2. Algorithmes d’optimisation sans transformation

Comme nous I'avons précisé, certains algorithmes comsigteansformer le pro-
bléeme en augmentant la dimension du probléme et en ajoutantahtraintes li-
néaires. Ces algorithmes sont présentés en partie 3.3 detdapremiere partie, nous
présentons des algorithmes qui ne font pas intervenir dables supplémentaires au
probléme de départ. Dans cette classe d’algorithmes, ¢bsitpues principalement
utilisées sont les suivantes :

— Les descentes de sous-gradient ou les descentes de adiesgprojeté.

— Les techniques appelées “forward-backward splittingl’ meuvent étre vues
simplement comme une extension de la descente de gradogetépr

— Les techniques d’accélération de convergence de Nesterov
— Les techniques de lissage de fonctions non lisses.
— Les techniques de type “Douglas-Rachford”.

Nous les présentons succinctement dans la suite. Certienees techniques ont éga-
lement été synthétisées récemment dans (Aujol, 2009).

3.2.1. Sous gradient projeté

A notre connaissance, la premiere méthode convergenterpsaudre les pro-
blemes d’'optimisation convexe non différentiable a étéezhhique de descente de
sous-gradient projeté (Polyak, 1987). Cette techniquyspiigue au probléme général
suivant :

Trouver z € argmin f(z) [18]
z€XCR®

ou f : X — R est une fonction convexe, fermée, Lipschitz admettant semble de
minimiseursX* # (). Ce cadre inclut les problémes (7) et (10) pour peu fusoit
Lipschitz. Il suffit en effet de choisif (z) = Y (®u — z) + 7||Du|; et X = R".

1. c’'est le cas de la transformée en curvelets par exempleume dinion de bases orthonormées
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L'algorithme du sous-gradient projeté s’écrit comme suit :

Algorithme 1: Descente de sous-gradient projeté.

Entrées: Le nombre d’itérationsv ;
Le point de départ’ € X ;

Sorties: £V, une estimée d’un élément a&*.

début
pour k allantde0 a N — 1 faire

k
‘ AR | <a:k gk >,avec n* € af ().

7% |2
fin
fin

Le probléme de cet algorithme est qu'il faut trouver unees{iit} qui assure la
convergence - si possible rapide - de I'algorithme. Uneng&ple simple consiste a
choisir :

k— [19]

75
Ce choix assure qu&z*, X*) — 0 ot d est la fonction distance d’un point a un en-
semble. La convergence déz*, X*) vers0 peut malheureusement étre trés lente
car le pas de descent& tend vers0. D'autres choix ont été proposés, menant a
de meilleures propriétés théoriques (voir par exemple tiheg, 2009)). Cependant,
en théorie, comme d’aprés notre expérience, les technidgeietescentes de sous-
gradients ne permettent d’obtenir que des précisions toiEmes.

Elles peuvent étre intéressantes dans des applicatiornes @gliction du temps
de calcul est fondamental : une dizaine d’itérations avecpdet” précalculés per-
met d’obtenir des approximations grossiéres. Pour descapiphs ou la précision est
importante, elles doivent étre évitées.

3.2.2. Forward-Backward splitting

La technique appelée “Forward-Backward splitting” (Licgtsal, 1979; Com-
betteset al, 2005) (dont I'iterative thresholding est un cas partiegliest adaptée
au probléme suivant :

Trouverz € argmin f1(z) + fo(2) [20]
rER™
ou f; : R® — R est une fonction convexe, fermée, différentiable a gradien
Lipschitz et f; : R® — R U {400} est une fonction convexe fermée telle que
dom(f2) # 0. On admet que le probléme (20) admet un ensemble de minirsiseu
X*,
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L'algorithme “Forward-Backward splitting” prend la fornseiivante :

Algorithme 2: Algorithme de forward-backward splitting

Entrées: Le nombre d’itérationsv ;
Le point de départ® € dom(f>);

Sorties: £V, une estimée d’un élément a&*.

début
pour k allantde0 a N — 1 faire
gt = prox , ( ab — thV fi(a*) ).
fin
fin

Pour obtenir la convergence fie*} versX *, il suffit de choisir un pag® €] 1, 2]
ou L est la constante de Lipschitz du gradientfd¢Combette=t al., 2005).

L'exemple typique de probléme que I'on peut résoudre avéte technique est
celui de la reconstruction parcimonieuse avec attache anméks? :

1
Trouvery € argmin = ||®Rv — z||5 + 7|v]]1. [21]
vERP 2

Dans ce cas, en choisissafi{z) = 1||®Rv — zol|3 et fo(z) = 7|v|1, on obtient
I'itération suivante, connue sous le nom de “iterative $hadding” :

oFt1 = shrink, /. (Uk - %R*‘I’* (PRv — Z)) [22]

ouL =|||®R||*

Cette technique présente plusieurs avantages : elle a urfadolg par itération,
nécessite peu de mémoire et a un taux de convergence bidaungile la descente
de sous-gradient. Sa principale faiblesse réside dang pufalle ne s’applique qu’a
une petite classe de problemes : il faut dfuesoit différentiable et il faut étre capable
de calculemprox,,. Notons aussi que cet algorithme peut étre nettement aéc&lé
moindre codt. Par exemple, la technique de Barzilai-Banvpermet de générer une
suite {t*} qui fournit de meilleurs résultats empiriques. Une autratégie, dont les
fondements théoriques sont trés solides et qui fonctiomeredn pratique a été pro-
posée par Nesterov (Nesterov, 2007). Nous la détaillodsssous.

3.2.3. Accélération de convergence “a la Nesterov”

Dans l'algorithme précédent, la direction de descente tarétion & est dé-
finie simplement commeV f;(z*). Lidée de Nesterov est de définir la direc-
tion de descente comme un élément de tout le sous-espaaiekengendré par
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{V (), Vfi(z!), ..., Vfi(z¥)}. Cette idée est trés similaire & celle utilisée pour
construire I'algorithme du gradient conjugué linéaire.udme rentrons pas dans
les détails de la construction de cet algorithme et renveyerecteur intéressé a
(Nesterov, 2009; Weiss, 2009). Cet algorithme s’appliqxectement au méme for-
malisme que dans la partie précédente et prend la formergaiva

Algorithme 3: Algorithme accéléré de Nesterov

Entrées: Le nombre d’itérationsv ;
Le point de départ® € dom(f>);

Sorties: %V, une estimée d’'un élément A&*.

début

PoserA =0

Poserg =0

Posert = —

pour k allantde0 a N — 1 faire

VT AA
2
v:profoz( 20 —g )
p Azt 4 av
 A+a
:proxfg/L( yk - %Vfl(yk) )
=g+ aV fo(z")
=A+a

a

<
Ul

k+

8

Q@

fin

fin

Théoriqguement, cet algorithme assure une décroissanamadptde I'énergie,
c'est a dire qu'aucune autre méthode de premier ordre nedém#sser le taux de
convergence de cet algorithme (a une constante multiplecates) sur cette classe
de problémes (Nesterov, 2004). Un point faible de cette at&tlpar rapport a I'algo-
rithme classique de forward-backward splitting est quéitessite plus de mémoire. Il
faut en effet conserver les variablgg, v etx alors que I'algorithme non accéléré ne
conserve que.

Comme l'algorithme de Nesterov est trés similaire a la tephm de forward-
backward splitting, notre conseil au lecteur est de commepar implémenter un
algorithme de forward-backward, de vérifier qu'il convergeis d’implémenter les
guelques lignes supplémentaires pour obtenir I'algor@tmulti-pas de Nesterov. La
comparaison des performances sera alors immédiate. Nqu#eience a toujours indi-
qué que l'algorithme multi-pas a une efficacité supérieueetachnique de forward-
backward splitting, et nous la recommandons donc sauf lgjdfghme vise a étre
implémenter sur une architecture disposant de peu de mé&moir
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3.2.4. Résolution par régularisation des singularités

Les deux algorithmes présentés dans les paragraphes enésée sont appli-
cables que si une partie du probleme est différentiablée®gpothése est trop forte
pour beaucoup d’applications. Par exemple, imaginons’quesbuhaite résoudre :

Trouveru € argmin ||Pu — z||; + || Dul|1. [23]
ucR”™

Aucun des termef§®z — z||; et ||Dz||; n'est différentiable et on ne peut donc pas
utiliser les techniques de type forward-backward splittiine solution originale
et plus rapide que les descentes de sous-gradient a étéspeopar Nesterov dans
(Nesterov, 2005). Cette technique consiste a lisser leddiftérentiabilités présentes
dans le probleme, puis a utiliser des techniques de descdatgradient accelérées
sur le probléme régularisé. Nous donnons le principe de ceéthode sur le pro-
bleme (23) et renvoyons le lecteur intéressé a (Nester@g;20eiss, 2009) pour une
formalisation de ces algorithmes dans un cadre plus géegdak variantes.

Le probléme (23) peut étre remplacé par :

Trouvery € argmin ||Pu — z||1. + || Dull1,e [24]
u€ER™

ol ||lz[l1,e = >i ) Va? + €2 ete > 0. On peut montrer que lorsquetend vers
0, 'ensemble des solutions du probléme (24) tend vers l'eide des solutions du
probléme (23). De plus, le probléme (24) étant différemdéidbgradient Lipschitz, on
peut utiliser des techniques de descente de gradient e&péér le résoudre.

Cette technique présente plusieurs avantages :

— Enun certain sens (Nemirovsky, 1992), elle a un taux deargewnce “optimal”.

— Elle ne nécessite que le calcul de gradient a chaque dératiest-a-dire de
produits matrice-vecteurs.

— Les solutions du probléme (24) sont souvent meilleuresratiqoie que celles
du probleme (23). Ceci est d{ au fait que les criteres nogmifitiables utilisés abon-
damment dernierement ne modélisent pas forcément de ra@@igmente les images.
Par exemple, il est bien connu que I'effet de staircasingmloen utilisant la variation
totale est lié a la singularité énde la normé' (Nikolova, 2004).

Les désavantages de cette technique sont les suivants :

— Dans certaines situations telles que I'échantillonnageressif, régulariser les
fonctions est maladroit car ce sont les non différentitdslgui permettent de justifier
le modele.

— La constante de Lispchitz du gradient varie proportiolenatnt ag. Si l'on
souhaite obtenir des solutions trés précises, il faut aheiges petit et la constante
de Lipschitz explose. Ceci a pour effet de ralentir netterhi@lgorithme car le pas de
descente est petit.
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3.2.5. Douglas-Rachford splitting

Une technique alternative proposeée initialement dansn@dao al, 1979) puis in-
troduite dans la communauté de traitement du signal panieest Combettes dans
(Combettest al, 2007) est la technique dite de “Douglas-Rachford” (enreifée a
I'article (Douglaset al, 1956)). Cette technique est adaptée au probléme suivant :

Trouverz € argmin fi(x) + fa(x). [25]
TER™

ouf; : R" - RU{+0} et fy : R” — R U {400} sont deux fonctions convexes,
fermées, telles que le probleme (25) admette un ensemblenimiseursX* # ().
On suppose de plus que lg$f1) Nri(f2) # 0. Cette derniere hypothése technique

est vérifiée dans la grande majorité des cas. En utilisantfiaenprésentation que
(Combettest al,, 2007), I'algorithme de Douglas-Rachford prend la formieaute :

Algorithme 4: Algorithme de Douglas-Rachford.
Entrées: Le nombre d’itérationsV ;
Le point de départ’ € dom(f2);
La suite de vecteur\*} ' ;
Le paramétre ;

Sorties: %V, une estimée d’'un élément a&*.

début
pour k allantde0 a N — 1 faire
7 = prox, g, (ot )
pFHL = gk 0k prox. ( opkts _ ok )
fin
fin

Il assure la convergence de*} vers un point deX* pour peu quey €]0, +oo]
—+oo

et que)* €]0,2[ avecz M2 — A\¥) = 4o0. En pratique, le choix* = 1 est

k=0
souvent fait. Notons finalement que cet algorithme peutg@néralisé pour minimiser
la somme d’un nombre arbitraire de fonctiofis fa, fs,... Un algorithme est présenté
par exemple dans (Combettes, 2009).

L'algorithme 4 est n’est utilisable que si les calculsdex,, et deprox,, ontune
solution explicite. Sinon, il faut avoir recours a des clddtératifs pour calculer ces
opérateurs proximaux. De tels exemples sont présentéd@haaxet al,, 2009) par
exemple.

Pour illustrer son fonctionnement, nous proposons un elenjupposons que
I'on souhaite résoudre (10). Il est alors naturel de pgsér) = Y(PRx — xp) et
fo(z) = 7|z|)1. Le calcul explicite deprox,, est impossible si on ne fait aucune
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hypothése suf® et surR. Un cas particulier permet tout de méme de simplifier le
calcul. Si® = Id et R satisfaitRR* = 1d, alors I'équation (17) donne :

prox;, ( © ) =+ R* o (proxy —Id) o R(z). [26]

Il suffit donc de savoir calculgsrox+ ( x ) pour pouvoir appliquer I'algorithme de
Douglas-Rachford.

Nous verrons dans la partie suivante que cet algorithmegimutitilisé différem-
ment en utilisant une séparation d’'opérateurs linéaires.

3.3. Algorithmes reposant sur une transformation du probleme

Comme nous l'avons vu précédemment, la présence des apéréitetairesR,
D et ® rendent les problemes (7) et (10) particulierement diffcih résoudre. Par
exemple, on ne sait pas en général calculer de maniére ipliox ., ,p €t on
a alors souvent recours a des algorithmes itératifs poliseéae calcul. Dans ce
paragraphe, nous présentons plusieurs techniques pareségs difficultés liées aux
opérateurs linéaireB, D et et les difficultés liées aux fonctiorjs ||; et Y.

3.3.1. Un premier exemple de séparation avec I'algorithme de Dastftachford

Les techniques de “séparation d’opérateurs” reposenesostir le méme prin-
cipe : transformer le probléme initial en un probléme de disi@n plus élevée en
ajoutant des variables liées entre elles par des contsdinéaires. Pour I'algorithme
de Douglas-Rachford, nous illustrons cette idée a traveexemple. On a vu précé-
demment que I'algorithme de Douglas-Rachford est diffigisppliquer au probleme
suivant :

Trouvery € argmin Y(®u — z) + || Dul|x [27]
u€ER™
si les opérateurs proximaux associés aux fonctions Y(du — z) etu — ||Dul|;
ne peuvent pas étre calculés explicitement.

Il est clair que le probléme (27) peut étre réécrit de la faguomante :

Trouver(u,v,w) € argmin Y(w—=z)+ |Jv]1 . [28]
sujetd uweR”
v e RP v=Du
we R™ w=du

Le probléme initial posé dai®® devient ainsi un probléme posé ddisx RP x R™,

Pour écrire ce probléeme de facon plus compacte, on peuartiles notations
suivantes :

D —-Id 0
»A=1% o _l [29]
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0 Sidz =0
A =T =)+ ol etrale) = { e [30]
Le probleme (28) devient ainsi :
Trouverz € argmin fi(x) + fa(x) . [31]

sujetd 1z €R™ xRP x R™

et on est ramené au formalisme de 'algorithme de Dougladif®ed (25). En effet,
/1 et f2 sont deux fonctions convexes et satisfont les hypothesssesgaen (25). Ce
qui est intéressant dans cette nouvelle formulation estiegiepérateurgrox;, et
prox, sont maintenant plus faciles a calculer. En effet :

u
proxy, ( x ) = proxy(.,z)( v ) [32]
proxH,Hl w )
et
prox,, (¢ ) = arg min |z — 2|3 [33]
suieta zeR"xRP xR™ Az =0
= (Id—ATA)z [34]

peut étre calculé a I'aide de la pseudo-inverselde

3.3.2. Dualité pour les problémes fortement convexes

L'algorithme que nous allons présenter dans ce paragraglieapissi étre consi-
déré comme un algorithme de séparation. |l peut étre appligiguement lorsque le
probléme considéré est fortement convexe. Cet algorithappkque a la classe de
problémes suivante :

Trouverz € argmin fi(Az) + fa(z). [35]
TER™

ou f; : RP — R U {+o0} est une fonction convexe, fermég,: R — R U {400}
est une fonction fortement convexe, fermée, de parameti@econvexité, > 0 et
A : R™ — R? est une transformée linéaire. On suppose de plusAti(g) etri(f2)
ont une intersection non vide. Ces conditions sont sufiesgmbur assurer I'existence
et I'unicité de la solution de (35).

Tout comme dans I'exemple précédent, I'idée consiste a lamaple probleme
(35) par un probléme de plus grande dimension :

Trouver(z,u) € argmin fi1(u) + f2(z) . [36]
sujeta = eR"
u € RP u = Ax
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Ce probléme peut encore étre réécrit sous la forme lagnangie

Trouver(z,u) € argmin max (fi(uw) + fa(z) + (N, Az —w)) . [37]
ERP
sujeta zeR™
u € RP

Les résultat de dualité de Fenchel-Rockafellar (Rockafel097) assurent quenen
et lemax peuvent étre intervertis dans ce cas. Le probléme dualitsédars :

Trouver € argmax Hl]iél (f1(u) — (A u)) + m]iRn (fa(z) + (A X\, z))
u€RP xeR™
sujeta A eRP
(38]

Soit encore, en utilisant la définition de la transformée eiedhel :

Trouverh € argmin fi(A) + f3(—A*N) . [39]
sujeta A eRP

Le probléme (39) est souvent appelé probleme dual a (35)téltét de cette formu-
lation duale est que sous I'hypothése de forte convexitg dé¢; est différentiable a
gradient%—Lispchitz. Le probléme (39) est donc la somme d’une fomctdféren-
tiable et d'une fonction convexe et les algorithmes de fodAlzackward splitting ou
de Nesterov peuvent étre appliqués. De plus, la solutiode (35) est liée aux solu-
tions \* de (39) par la relation suivanter* = V f5(—A*)). Résoudre le probléme
dual permet donc de retrouver la solution primale.

Nous illustrons le principe de cet algorithme sur le protdésuivant :

Trouveru € argmin  1||u — z||3 + || Dul|y [40]
sujeta wueR™

La fonctionu — 1(ju — z||3 est fortement convexe de paramétre de forte convexité
Le probleme dual (39) s’écrit dans ce cas :

Trouverh € argmin 1| D*Al|3 — (20, D*)) . [41]
sujeta A ERP Moo <1

Ce probléme peut étre résolu par une technique de type destegradient projeté :
NHL =TI <1y (AF = *D(D*AF —29)) | [42]

ou par les techniques accélérées de Nesterov (Weiak 2009). Le principe décrit

ici est une généralisation de I'algorithme de Chambolleg{@holle, 2004).

3.3.3. La technique des directions alternées

Le dernier algorithme que nous présentons est celui que aarss utilisé pour
réaliser nos comparaisons expérimentales. Il préseninitage d’étre trés général et
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de mener a des temps de calculs trés raisonnables. Cetlalgeest adapté a la classe
de problémes suivante :

Trouver (z,y) € argmin fi(z) + fo(y) [43]
sujeta Az + By=a
reR" yeR™

ou:

—f1:R" > RU{+o0} et fy: R™ — RU {+0o0} sont deux fonctions convexes
et fermées.

— A € R™*" et B € RI*™ sont deux applications linéaires.

—a € R est un vecteur donné.
L'algorithme des directions alternées repose fortementiswoutil appelé lagrangien

augmenté. En attachant un multiplicateur de LagrangeR' & la contrainte linéaire
(43), le lagrangien augmenté s’écrit :

ol > 0 est un parametre qui permet de favoriser la contrainteitieéar + By = a
(Glowinski, 1984). L'idée de la technique de minimisatioar girections alternées
consiste a minimiser le lagrangien augmenté de facon aligensuivantz, y puis A\
de maniére a trouver un point selle du lagrangien augmemptscliéma s’écrit ainsi :

Algorithme 5: Technique des directions alternées pour résoudre (43)
Entrées: Le nombre maximal d'itération’ ;
Un point de départ® € R";
Un point de dépang® € R™;
Un point de dépark® € R! ;
La valeur des parametres> 0 etdeg > 0;
Sorties: (zV,y"), une estimée d’un élément d&* x Y'*.

début
pour k allantde0 a N — 1 faire
Etape 1. zF*' = argmin L(z,y"*, \F)
sujeta = eR"
Etape 2. »*™! = argmin L(zF!,y, \F)
sujeta yeR™
Etape 3. M1 =\ 4 By(Az"t! + ByFt! —q).
fin
fin

Le parametrey est un parameétre de relaxation qui doit appartenir a I'vatie
10, Y51 [ pour quef{(z*, y*)} converge vers 'ensemble des minimiseurs (Glowinski,
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1984). Le parametrg permet de contrbler I'attache a la contraite + By = a.
Plus il est grand, plus cette contrainte sera respectéedasfitérations.

Nous illustrons le fonctionnement de ce schéma, I'applijaa probléme inverse

(7):

Trouveru € argmin Y (Pu — 2) + 7| Du||; [45]
ueR”

Pour transformer le probléme (45) en (43), on remarque déala’il est équi-
valenta:

Trouver(u,v,w) € argmin T(v— z) + 7||wl|1 [46]
sujetd uweR”
v € R™ v=>du
w € RP,w = Du

En posant :

xz(i)eRmeP,B:[ },Az—ld,az(é) [47]

fi(@) =T(v) + 7llwlly et fo(u) =0 [48]
le probléme (45) est peut donc étre réécrit :

o &

Trouver(u,z) € argmin fi(z) + fa(u) [49]
sujeta Ar+Bu=a
rz €R™ X RP ueR”
Avec ces notations, le lagrangien augmenté s’écrit :
£, X) 2= fie) + (A Bu—x—a) + 5| Bu—a— 3 150]

La premiéere étape de I'algorithme consiste a calculer :

21 = argmin fl(x)—i—(x\k,Buk—x—a>—i—%HBuk—a—xH%
sujetd = eR™ xR?P

. k
= argmin L fi(x) + | Bub —a+ %5 — ol
sujetd = eR™ xR?P

k
_ prOX%fl ( BuF —a + % ) [51]
avec .
_ ( proxay ( v ) >
proxi s, (z)= shrink, /5 (w) -
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La deuxiéme étape de I'algorithme consiste a résoudre :

uk+1

arg min <)\k,Bu—xk—a}—i—%HBu—a—zkH% [53]
sujetd ueR”

= argmin gHBu—i—)b—k—a—ka%
sujeta wueR”

u**1 est donc la solution du systéme linéaire semi défini positif :

k
B*Bu = B* <a+a:k—/\—> . [54]
B

On remarque ici qu'il s'agit d’inverseB*B = ®*® + D*D ce qui est en géné-
ral mieux conditionnéb*®. Trés souvent en imagerie, la transfornigeB posseéde
une structure particuliére qui peut étre exploitée nunuémgent pour résoudre (54).
Les exemples typiques sont les matrices creuses ou lecastirculantes. Cette re-
marque est utilisée dans (Mg al, 2009) par exemple pour obtenir des algorithmes
rapides. Les systemes peuvent aussi étre résolus par Hegjiges standard de type
gradient conjugué. Dans les expériences menées dansiagarérimentale, pas plus
de6 itérations de gradient conjugué permettent d’obtenir ugeigion suffisante. No-
tons que les sous-problémes 1 et 2 peuvent étre résolus dérmarexacte, ce qui
préserve la convergence de 'algorithme @el., 2002) sous certaines conditions.

Finalement, I'algorithme permettant de résoudre (45)r&’éc

Algorithme 6: Technique des directions alternées pour résoudre (45)

Entrées: Le nombre maximal d’itérationd’ ;
0

Un point de départ® = < ZO > €ER™ x R?;

Un point de dépari® € R";

Un point de dépar® € R!;

Deux parameétres > 0 et > 0;
Sorties: uV, une estimée d’un élément d&*.

début
pour k allantde0 a N — 1 faire

Etape1 zf!= PTOX1 4, ( Bu* —a + )b—k

/\k

B
Etape 3. M1 =\ 4 By(AzF ! + BuFt! —a).

fin

Etape 2. u**! = (B*B)"!B* (a o

fin
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Cet algorithme est tres flexible et permet de résoudre aimsides problémes
contraints que lagrangiens, avec tous types de bruits.la déférence si on change
le terme d’attache aux données est le tepme;%T ( w1y ) qui intervient a I'étape 1.

3.4. Tableau récapitulatif

Dans ce paragraphe, nous résumons les principaux aspsctdgdeithmes pré-
sentés dans cet article. Les techniques de minimisatieeptées s’appliquent toutes
au formalisme suivant :

Trouver min f(z) = fi(Az) + fo(Bx) [55]

ou f1 et f> sont deux fonctions convexes fermées de domaine non videtB sont
deux transformées linéaires. Malheureusement, pour leangnhne semble pas qu’il
existe un algorithme qui soit le mieux adapté (en terme deairé@rtemps de calcul et
précision) a la minimisation de toutes les instances degG%)us espérons que cet ar-
ticle aidera le lecteur & orienter ses choix vers une deérdiftes méthodes existantes,
en fonction de son probléme. Ce choix doit dépendre fort¢mes caractéristiques
du probléme telles que la différentiabilité ou la difféiabtlité partielle, la capacité
de résoudre rapidement des systemes linéaires, le caipéidteurs proximaux...

Le tableau 2 résume les caractéristiques de chaque algerithes colonneg;
et f5 indiquent le type d’hypothése nécessaire en plus de la ga@éymour appliquer
I'algorithme. Les colonnegrox;, et prox,, indiquent s'il faut étre capable de
calculer les opérateurs proximaux des fonctighset f,. La colonnePseudo-inv.
indique s'il faut étre capable de calculer la pseudo invelsel et/ou deB. La
colonneSys. lin. indique s'il est nécessaire de résoudre des systemesréséan
colonneTaux de conv.indique les taux de convergences théoriques connus a ce
jour pour les différentes méthodes. Un taux de convergerméb(t—:}g) indique que la
suite {z*} satisfaitf(z") — f(z*) < O (%) oliz* est une solution du probléme de
minimisation.

3.5. Discussion

Nous avons présenté de nombreux algorithmes et espéronsianoé quelques
pistes au lecteur pour lui permettre de résoudre son prabl€wour un méme pro-
bleme, il est probable que plusieurs algorithmes soientdedidats potentiels et le
lecteur pourrait apprécier voir des comparaisons expériates. Nous n'avons pas
mis de courbes comparatives de l'efficacité des méthodesecanous semble forcé-
ment incomplet.

En effet, d’'un probléme a une autre, la liste des candiddisaltles change forte-
ment et le candidat idéal dépend de trés nombreux paran(gtinestures des transfor-
mées linéaires (inversibilité, Toeplitz, rang faible,use,...), structures des fonctions



f1 fa prox; proxy, Pseudo-inv.| Sys. lin. | Taux de conv.

Sous-gradient projeté  Lipschitz Lipschitz O O O O (0] (7)
Forward-Backward | Vf; Lipschitz - 0 0 0 0 O (1)
Nesterov V f1 Lipschitz - 0 0 ] 0 O ()
Lissage - - d d ] d O (1)
Douglas-Rachford (1 - - ProXys .4 | ProXs op O O mal connu
Douglas-Rachford (2 - - O O O O mal connu
Méthode duale - Fortement convex¢ [ O 0 O O (&)
Directions alternées - - O O O O mal connu

Tableau 2. Quelques caractéristiques des différents algorithmesegmtes dans cet articlél( pour oui,[0 pour non). Nous rappelons

que f; et f> sont au minimum des fonctions convexes fermées.

allabewl us aluowiosed 19 alleINBay

14
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(Lipschitz, fortement convexes, simples), structuresodesraintes (pas de contrainte,
contraintes simples, contraintes complexes), structarkoddinateur (calcul simple,
FPGA, parallélisation CPU/GPU)).

Nous nous permettons tout de méme une recommandation mopraélemes
classiques en imagerie : les techniques de directionéksr(qui peuvent étre dé-
rivées des algorithmes de type Douglas-Rachford), sosfflezibles et s’adaptent a
de nombreux problémes, pour peu que les transforméesrisésoient rapidement
inversibles. Un lecteur encore peu averti souhaitantsjatr rapidement une grande
classe de problémes différents peut donc avoir intérét areamer a tester les tech-
niques de directions alternées ou de Douglas-Rachford.
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4. Conclusion

Nous avons présenté dans cet article des méthodes de i@saletproblémes in-
verses régularisés sur des normksDifférents modéles de régularisation reposant
sur des normeB' ont été décrits et nous avons tenté de les comparer théorante
et expérimentalement. Il n’existe malheureusement pasétbade générale, les per-
fomances tant en termes de temps de calcul que de qualitéllei@u numérique
dépendent du probléme considéré. Le type de régularisatittntype d’algorithme
doivent étre adaptés a chaque probléme et nous avons tedtinder les informa-
tions nécessaires pour le choix de ces éléments.
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