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[11.1/ Théorie de la complexité en
optimisation convexe.
Applications a 'imagerie.



Plan de la partie

1. Eléments d’analyse convexe dans R™.
2. Quelques résultats en théorie de la complexité.

3. Algorithmes efficaces optimaux dans le cas différentiable et
non différentiable.
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Elements d’analyse conveze

Notations :
On travaille dans R"™, n € N avec :

e Un produit scalaire (-,-). A moins que ce ne soit spécifié, il
correspond au produit scalaire usuel.

e On munit 'espace d’une norme :

2]l = v/ {z, z).



Elements d’analyse conveze

Dans tout I’exposé, nous nous intéressons a des fonctions :
f:R" - RU{+0c0}.
Définition (domaine d’une fonction) :
dom(f) :={zx e R", f(z) < +o0}.

On suppose systématiquement que dom(f) # 0.
Intérét ('un d’eux) :

inf = inf
Q:IEHR" f(l‘) xeéglm(f) f($)

Les problemes contraints s’écrivent indifféremment des
problémes non contraints.



Elements d’analyse conveze

Définition (fonction convexe) :
f est dite convexe si :

1. dom(f) est convexe.
2. f est convexe sur dom(f), V(z1,z2) € R" x R",Va € [0, 1],

flazy + (1 — a)zs) < af(x1) + (1 — a) f(x2).

Théoreme :
Toute fonction f convexe en dimension finie est continue sur

int(dom(f)).



Elements d’analyse conveze

Définition (épigraphe) :

epi(f) = {(z,t) € dom(f) x R,t > f(x)}.

Théoréme :

f est convexe si et seulement si son épigraphe est convexe.
(Schéma ?)



Elements d’analyse conveze

Un probléme :

Bien qu’une fonction convexe soit continue sur int(dom(f)), elle
peut avoir un comportement complexe sur le bord.

Exemple :

0 six?+y?r<1
flzy) =1 o(z,y) 20 sia’+y* =1
+o00 siz?+y?>1

Minimisation : On suppose g continue sur R? et on veut
trouver :

i 9y —"_ ?
(ﬁ)lélﬂ@zf (z,y) +9(z,y)

Si g n’atteint pas son minimum sur le disque, il n’y a pas
d’autre choix que d’explorer exhaustivement I’ensemble
{(z,y) e R, 22 +y2 =1} !



Elements d’analyse conveze

Définition (fonction convexe fermée) :

Une fonction convexe est dite fermée ou semi-continue
inférieurement (s.c.i.) si epi(f) est fermé.

Exemples 1D :

Voir tableau...



Elements d’analyse conveze
Définition (sous-différentiel) : Soit f: R” — RU {400}
convexe s.c.i. Le sous-différentiel de f en x € dom(f) est défini
par :

of(x) ={n e R",Vy e R", f(y) > f(x) + (n,y —x)}.

A
Za

Figure: Sous-différentiel.



Elements d’analyse conveze

Propriété 1 : Si f est différentiable en xg, alors

df (o) ={V f(zo)}.

Propriété 2 : Le sous-différentiel est non vide, convexe, fermé
sur int(dom(f)).

Mais il peut étre vide sur le bord du domaine.

Exemple :

flx) ==z

est convexe s.c.i. sur [0, +o0l.
Et on a lim,_,o+ f'(z) = —co et —co ¢ R !



Elements d’analyse conveze

On considere le probleme :

Trouver z* € Argmin f(x)
TER™

ou f est convexe s.c.i.

Théoréme (fondamental) :

x* est minimiseur de f si et seulement si 0 € 9f(z*).
Une régle de calcul utile :

Soit g(x) = f(Azx) ou A est un opérateur linéaire, alors :

dg(x) = A0 f(Ax)

ou A* est l'opérateur adjoint de A.



Algorithme : descente de sous-gradient (Polyak ~ 1980)

Probléme :

Trouver z* € Argmin f(z)
zeX

e f: X — R est convexe, s.c.i.
e X est un ensemble convexe fermé.

Algorithme :
1. Choisir #° € X et une suite réelle de pas (hy)ren telle que :

e hy >0, Vk e N.
° limk_,+oo hk =0.
. X% hi = +ov.

B (G - .
Tht1 —HX< k hk\|’7($k)||>7 n(xx) € Of (zx)



Algorithme : descente de sous-gradient (Polyak ~ 1980)
Résultat :
Si f est L-Lipschitz sur B = {x € R", ||xg — z*|| < R}, alors :

k
23700 h

En particulier, si h; = \/:“ﬁ (optimal) :
LR
— fr <
Te= 1" =

avec : f; = min(f(xo), f(x1),...f(xk)).

Ce taux est ajusté.



Algorithme : descente de sous-gradient

Note importante :
En supposant L = R = 1, et si on souhaite :

fi—f<1w?

Dans un scénario au pire des cas, il faut 10° itérations !
Conclusion :

e Les descentes de sous-gradient avec pas décroissant ne
doivent pas étre utilisées en général.

e Klles peuvent présenter un intérét pour coder rapidement
des approximations grossieres des solutions avec des pas
précalculés (10-20 itérations).

e Note : les constantes L et R peuvent dépendre
implicitement de la dimension n !



Optimisation convexe non différentiable : complexité
Soit M I’ensemble des méthodes de sous-gradient de la forme :

Tp41 € xo + vect(n(zo), ..., n(zk)), ou n(x;) € Of(x;).

Théoreme : Pour tout k£ < n — 1, pour toute méthode m € M,
il existe une fonction f : R" — R
e convexe fermée.
e [-Lipschitz sur une boule de rayon R autour d'un
minimiseur x*.

telle que :
MR

* > .
1+ VE+1
Corollaire : Les méthodes de sous-gradient avec pas en

O (ﬁ) sont optimales.

flze) = f



Optimisation convexe non différentiable : complexité

Idée :
1
La fonction fy : x — ax z(k) + 5”3:]]2 est difficile & minimiser
7

pour toutes les méthodes de sous-gradient.
Eléments de preuve :
La descente de sous-gradient avec xy = 0, assure que :

zp € RF" = {z e R", 2(i) = 0,Vi > k}
(on ajoute qu'une coordonnée a chaque itération).

On a de plus :
in f(x) f*>0<1>
min f(x)— — .
JjE]Rk,n - \/E



Optimisation convexe différentiable : complexité

La classe des fonctions convexes non différentiables est trop
vaste pour espérer avoir des schémas génériques efficaces.
Complexité de la classe des fonctions convexes
différentiables.

Soit C, la classe des fonctions f telles que :

e f est convexe, différentiable.
e Vf est L-Lipschitz (régularité indispensable).
Classe de méthodes :
On considere les méthodes qui génerent des itérées du type

Tpt1 € xo + vect(V f(zo), ..., Vf(zr)).

Exemples : descentes de gradient, gradient conjugué.



Optimisation convexe diﬁér@ntmble . complexité

Théoréme : Pour tout k& < "5~ L et 29 € R™ il existe une
fonction f € C telle que :

3L||zg — ¥
xp)—fF> ——
faw) =1 2 32(k + 1)2
et
i — 2| > ¢z — |
3 .
Conséquence :
e En général, on ne peut rien dire sur la distance au
minimiseur !

e Les taux de convergence linéaires (vus en cours)
(Jlzr — 2*| < ||z — 2*||, a < 1) sont hors de portée en
général.

e Le taux en O (%) n’est pas si décourageant.



Optimisation convexe différentiable : complexité

Eléments de preuve : on exhibe la fonction la pire au monde

L

fr(x) = 1 ((Agz, ) — 2(1))
ou :

2 1 0 0 ... Opgq ]

-1 2 -1 0 ... Op—g1

0 —1 2 =1 ... Opg1

A = ) ) ) ) ) e

0 o0 0 .2 On—k,1
i Okn—k On—kn—k |

Probléme : Discrétisation d’un laplacien tronqué en 1D : ce
n’est rien d’autre qu'une régularisation H' !



Optimisation convexe différentiable : complexité

Eléments de preuve :

1. On pose zg = 0.
2. On remarque que V f(x;,) € RF™,
3. D'ou 3, € RF™.
4. Pour z € R¥™ on montre :
I - 2 0 (MY o

o |lz — 2% > §llwo — 2%



Optimisation convexe différentiable : descente de

gradient
On consideére :

min f(z), ou Vf est L — Lipschitz.
reR™

Et la descente de gradient :
Tpr1 =z — TV f (k)

Preuve de convergence :
On a V(z,y) € R® x R™ (inégalité boom boom !):

) < F@) +{VH),y—a)+ 2y -l 1)

P(y,)

x x 2
— f@)+ 3l - (o= ) - L )




Optimisation convexe différentiable : descente de

gradient
En posant :
Tp+1 = argminy(z,xg)
zeR"
V()
L )
on assure que :
IVl

f(wpg1) < f(zg) 2L

On peut ensuite sommer ces inégalités de k=0 a N :

N . 9
f(xn) = flzo) < _kZ:OW

N )
<
< -3 lg}gNHVf(wk)H



Optimisation convexe différentiable : descente de
gradient

On a donc :

min_ ||V (zp)||?> < 2L (f(zo0) — f7)

1<k<N N
En utilisant de plus la convexité de f (inégalité boom boom 2 !):
f(@®) = flag) +(V fap), zp — 2%)

et donc :

flae) = f(@%) < V@)l - ok — 2]



Optimisation convexe différentiable : descente de
gradient

Résultat de convergence (relaxation):
Si f a un gradient L-Lipschitz, la descente de gradient assure
que :

min ||V (x| < 2L (f(zo) — f7)

1<k<N N

si de plus f est convexe :

fla) —fF<0 <M>

k

Ce taux de convergence est ajusté.
La méthode de gradient est sous-optimale !



Optimisation convexe différentiable : méthodes
optimales

Méthodes optimales : proposées en 1983 par Y. Nesterov.
Idée générale.

Les méthodes d’optimisation a un pas ne permettent pas
d’obtenir des taux de convergence optimaux ! Il faut aller au

dela des principes de relaxation.
=

o Utiliser vect ({V f(x0), Vf(x1),..., Vf(zr)}) pour calculer
L41-

e Si f est convexe, V f apporte une information sur la
topologie globale de f !

e Impératif informatique : ne pas stocker tous les gradients.



Optimisation convexe différentiable : méthodes
optimales

—+— Pas optimal - 43iter
=25 - 49 ter
—memem pas =001 - 1340 ter

Figure: Sous-différentiel.



Optimisation convexe différentiable : méthodes
optimales
Ancétres : les méthodes “heavy-ball” (B. Polyak).

Descente de gradient oscillantes : ajouter de I'inertie !
Résoudre I'équation différentielle :

Z+at+bVf(r)=0

(Solide soumis & une force de gravité et de friction)
Discrétisation :

k+1 + 22 — Tp—1 +a($k+1 )
At At

+bVf(zr) =0
Soit encore :

Tpp1 = T — iV f () + b (z) — Tp—1)

(Preuve dans le cas fortement convexe a venir...)



Optimisation convexe différentiable : méthodes
optimales

Idée générale
Outils :
e Une suite minimisante (zy).

e Une suite de coefficients Ay =0, Ax11 = Ak + ag, avec
ar > 0.

e Une suite de fonctions (1) approchant A f de la forme :

Zaz 28) + (Vi) = 22)) + ke — ol



Optimisation convexe différentiable : méthodes
optimales

Maintenir les inégalités :

{ A f(zr) < mingegpn ¢ (x)
U(z) < Apf(z) + 3|z — 2ol Vz eR"

Ainsi, en prenant z = z*, on obtient :

ol — a2

Flaw) - fla) <

La rapidité de croissance de (Ay) détermine la rapidité de
convergence du schéma.
Non trivial !



Optimisation convexe différentiable : méthodes
optimales

0, P o

-

L
fid)

¢k+1




Schéma multi-pas [Nesterov 83].

e In: Nombre d’ itérations N, point initial zg € R".
e Out: xy une estimée de z*.
e Init: Poser t; =1, y1 = xp.

Pour k allant de 0 & N:

e Poser xp = yp — %.

14+4/1+4t2

e Calculer tyy; = 5

tr—1
e Poser ypy1 = ) + (t’;H) (T — Tp—1)-



Schéma multi-pas [Nesterov 83].

Résultat de convergence
L’algorithme assure que :

Lija? — =*||?
<

fa) - pat) < S

C’est un taux de convergence optimal !



Distance au minimiseur.

Impossible d’obtenir des certificats sur la distance au
minimiseur sous la seule hypothése de convexité.

Définition (forte convexité).

Une fonction f est dite fortement convexe si elle est convexe et
qu’il existe p > 0 tel que :

V(z,y) € dom(f)?,Vn € 0f (z), f(y) > f(z)+(n, y—-7c>+g||y—xll2

Distance au minimiseur. Une fonction fortement convexe
admet un unique minimiseur x* et

* /"L *
f@) > f@®) + 5o — |
Proposition. Une fonction C? est p-fortement convexe ssi

Amin(Hf(x)) > p, Vo € dom(f).



Forte convexité et conditionnement.

Propriété. Soient f et g deux fonctions fortement convexes de
parametre p1 > 0 et pe > 0, alors :

V(a,8) €RZ, @ af(x) + Bg(a)

est fortement convexe de module apuy + Sus.
Généralisation du conditionnement.
Soit f(x) = %HACE —b||?
Ainsi : Vf(z) = A*(Az —b).
e Constante de Lipschitz du gradient L = \p,q(A*A).
e Parametre de forte convexité p = Apin(A*A).
e Le conditionnement du systeme linéaire est :
)\max L

K(AA) = o k(f).




Forte convexité.

Quelques exemples de fonctions fortement convexes

o fz) = gllz —@ol® (L =1).
o f(z) = g(z) + 3|z — zo[|? olt g est convexe (p = 1).
o f(z) =3l Az — b (1= Amin(A"4)).
e A doit étre de rang plein.
Notes :

e La notion peut-étre étendue a un cadre non hilbertien.
o Il peut étre intéressant de changer les métriques pour faire
varier ces constantes (préconditionnement).



Convergence des méthodes de gradient dans le cas
fortement conveze.

Soit f une fonction p-fortement convexe, a gradient L-Lipschitz
et Kk = %
Théoreme 1 : La descente de gradient

Thy1 = Tk — W%Vf(xk) assure que :

k
—1
g — 2] < (2 |20 — 2*]).
k+1

(Arguments de point fixe).
Théoreme 2 : Les schémas multi-pas avec une modification
mineure du calcul des coefficients aj, assurent que :

k
o~ 2l < (YA ) leo—al

L’accélération est automatique pour les schémas simples !



Preuve de convergence.

Descente de gradient (contraction).

Ona:

lz =7V f(x) = (y =7V W)l
=T =7V f)(z -y

1

<l t:O(I — TV f(z +t(y —2))(y — )|

f’x) f J‘ f//
< sup [[[I = 7V2f(2)]]| - Hw—yH

z€R”?

Th.Ch.G.N.

sp(I =TV f(2)) = 1 — 7sp(V2f(2))

= sup 11T = 7V2f(2)ll] = max(|1 = 7pl, [1 - 7L|)
z€R



Preuve de convergence.
Descente de gradient.
En prenant
2

7 =minmax(|1 —7u|,|1 —7L|) = ——

p+ L

on obtient :

Ainsi :




Preuve de convergence schéma accélére.

Idée : étudier ||zpyrr — 2|2 + ||zp — z*||?

Tpy1 — 2
Ty — "

H[ r — oV f(zr) + Br(or, — 2—1) — 2° H‘
T — x*

H[ 1+Iﬂk) _5141][ Ty —a* }_ak[vf(xk)]

0 Tp—1 — " 0
< sup [(1+5’“>1_0‘kv2f(2) —5k1]HH[ T — " ”’
"~ z€Rn I 0 L1 — X*

Puis on résout :

min sup
ag,Pr zeR™

(7)

[ (1 +5k)I;akV2f(z) _ﬁkf ]H



Preuve de convergence schéma accélére.

En posant :
Br, = max(|1 — /oyl], |1 — /g L|)?,
et
N 4
k= —F—F7+—.
(VL +V1)?
On obtient :
_ 2 _ _
sup (14 Bk — apVif(z) —Bil < VE—1 _
z€R™ I 0 \/E+ 1




Preuve de convergence schéma accélére.

Conclusion cas fortement convexe :

Kk—1 1 2
k+1) K

VE—1 1 2
VE+1) VE
e Si k >> 1, alors les taux polynomiaux a ’origine sont plus

importants que les taux linéaires asymptotiques.

e Ne pas oublier de modifier les parametres de ’algorithme !

e Sik>>1,alors:




