FAMILLE ADMISE ASSOCIEE A UNE VALUATION DE K[x]
par

Michel Vaquié

Résumé. —  Toute valuation p de K|[z] prolongeant une valuation v donnée de
K permet de construire une famille admise de valuations de K|[z], essentiellement
unique, qui converge vers pu. L’étude de ’ensemble £(K|[z],v) des valuations ou
pseudo-valuations prolongeant v & K[z] peut alors se ramener a I’étude de ’ensemble
F(K|[z],v) des familles admissibles, ce qui permet en particulier de définir une relation
d’ordre sur I’ensemble (K [z],v).

Abstract (Admissible family associated to a valuation of K[x])

Any valuation p of K|[z] extending a given valuation v of K gives a construction
of an almost unique admissible family of valuations of K[z], which converges to pu.
The study of the set £(K|[z],v) of the valuations or pseudo-valuations extending v
to K[z] is then reduced to the study of the set F(K|[z],v) of admissible families. By
this way we can define an order on the set £(K|z],v).

Introduction

Soit K un corps muni d’une valuation v, & valeurs dans un groupe ordonné I',,.
Nous savons que nous pouvons obtenir toute valuation ou pseudo-valuation p de
Panneau des polynoémes K|[z]| qui prolonge v grace a une famille admise de valuations
convergente A = ('ui)iel (cf. théorémes 2.4 et 2.5 de [Val]).

Nous rappelons dans une premiere partie les notions de valuations augmentées
et de waluations augmentées limites, qui sont nécessaires pour définir les familles
admises de valuations. Puis nous précisons dans une deuxiéme partie comment nous
pouvons construire la famille admise associée a une valuation y, ainsi nous pourrons
la déterminer de maniere essentiellement unique a partir de pu. Cela nous permettra
de définir certains invariants de cette valuation et de décrire I’ensemble de toutes les
extensions de la valuation v & K[z]. En particulier nous pouvons définir grace aux
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familles admises une relation d’ordre partiel sur cet ensemble, et nous comparons cet
ordre avec 'ordre naturel défini par l'ordre sur le groupe des valeurs.

Toute famille admise est réunion de familles admissibles simples, qui sont elles-
mémes constituées d’'une partie discréte et d’une partie continue. Dans une troisiéme
partie, nous allons étudier la partie continue d’une famille admissible simple. Nous
allons en particulier donner une propriété des polynomes-clés limites associés a cette
partie continue, propriété équivalente a une propriété des polyndomes-clés apparais-
sant dans la partie discréte, propriété caractéristique donnée par MacLane ([McL 1]
Theorem 9.4 , [Va] Théoréme 1.11).

L’auteur tient & remercier le Mathematical Sciences Research Institute a Berkeley
pour lui avoir offert un cadre de travail chaleureux et stimulant, pour un séjour au
cours duquel cet article a été en partie rédigé.

1. Valuation augmentée et valuation augmentée limite

Dans ce qui suit nous nous donnons une valuation v sur un corps K et toutes les va-
luations ou pseudo-valuations p de 'anneau des polynémes K [x] que nous considérons
sont des prolongements de v. Nous nous donnons aussi un groupe totalement ordonné
I, contenant le groupe des ordres I', de la valuation v, et toutes les valuations ou
pseudo-valuations p de K[z] ont leur groupe des ordres I', qui est un sous-groupe
ordonné de T'. Nous définissons aussi 'ensemble totalement ordonné T = T'U {+00}.
En fait nous supposerons dans la suite que la valuation v de K est de rang fini r, alors
nous pouvons considérer le groupe des ordres I',, comme un sous-groupe ordonné du
groupe R” muni de l'ordre lexicographique ([Ab], proposition 2.10), que nous notons
I', r. Alors toute valuation ou pseudo-valuation p de K[x] qui prolonge la valuation
v est de rang r + 1 et son groupe des valeurs I',, peut étre inclus dans le groupe

(R S3) F”’R)lex = (R’”“)lex. Nous pourons donc supposer dans la suite que le groupe

T est le groupe (R @ F”’R)lex'

Pour toute valuation p de K[z] nous pouvons définir la notion de polynéme-clé ¢,
et si ¢ est un polynéme-clé pour p et si v est un élément de T' vérifiant v > p(p),
nous pouvons définir une nouvelle valuation p’ de K[z], appelée valuation augmentée
associée au polynoéme-clé ¢ et & la valeur v que nous notons ' = [ ; p/'(¢) = v]. Dans
la suite, chaque fois que nous dirons que ' est la valuation augmentée associée a un
polynéme ¢ et & une valeur v, ou que nous utiliserons la notation p' = [ ; ' (¢) = 7],
nous supposerons que le polynéome ¢ est un polynome-clé pour la valuation p et que
la valeur v appartient & T’ et vérifie v > 1(@). De plus nous pouvons aussi définir la
notion de famille de valuations augmentées itérées comme une famille dénombrable
('ui)iel de valuations de K[z], I = {1,...,n} ou I = N*, associée & une famille de
polynoémes (gbz)z e et a une famille (%)z el d’éléments de T, telle que chaque valuation
Wi, © > 1, est une valuation augmentée de la forme p; = [p—1 ; pi(¢;) = ;] et ou la
famille des polynomes-clés ((bl) vérifie les deux propriétés suivantes : pour tout ¢ > 2
nous avons dego; > degp;—1 et les polynomes ¢; et ¢;—1 ne sont pas p;—1-équivalents.
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Nous renvoyons aux articles de MacLane [McL 1], [McL 2], et a Darticle de 'au-
teur [Va], pour les définitions et les propriétés des polynomes-clés, des valuations
augmentées et des familles de valuations augmentées itérées.

Dans [Va], nous avons introduit la notion de famille admissible simple de valuations
de K[z] : une famille admissible simple S est composée par la réunion de deux familles
D et C définies de la maniere suivante.

La famille D = (Mi)z‘e ; est une famille non vide de valuations augmentées itérées de
Kz] telle que la famille de polynoémes-clés (gbz-)i ¢ Vvérifie I'inégalité stricte degep; >
degg;_1; de plus nous pouvons vérifier que pour tout 4, sauf éventuellement pour
1 =n le plus grand élément de I, la valeur ~; appartient a I'), ®7 Q.

La famille C = (ua)a c4 st une famille de valuations de K [x], ot ensemble A est
un ensemble totalement ordonné, sans élément maximal, associée a une famille de
polynémes (qba)aeA de méme degré d, et a une famille (%t)aeA d’éléments de T,
pour tout a < 3 dans A, ¢g est un polyndéme-clé pour la valuation p, et la valuation
pa est la valuation augmentée ug = [pa 5 pa(9s) = v8), avec v > pa(ds) = Va. La
famille C est vide si la famille D est infinie, sinon le degré d des polynémes-clé ¢, est
égal au degré du dernier polynéme-clé ¢,, de la famille (¢i)ie ; associée a D, et pour
tout « dans A, la valuation p, est la valuation augmentée po = [tin ; tia(Pa) = Yal-
En fait si nous savons que pour un indice « la valuation p,, est la valuation augmentée
Po = [tn 5 fta(®a) = Yo, nous en déduisons que pour tout 5 > «, la valuation ug est
aussi la valuation augmentée ug = [pn ; ps(¢g) = v5]. De plus pour tout « dans A,
le groupe des ordres de la valuation p, est égal au groupe des ordres de la valuation
Hn-

Les familles D et C sont appelées respectivement les parties discréte et continue de la
famille admissible simple S. De plus si la famille C est vide, c’est-a-dire pour S = D,
nous disons que la famille S est une famille admissible simple discréte ou une famille
admissible discréte, et si la famille D ne contient qu’une valuation, c¢’est a dire pour
S = (/La)aeA* avec A* = {1} U A, nous disons que la famille S est une famille
admissible simple continue ou une famille admissible continue.

Remarquons que si C est la partie continue d’une famille admissible simple S, pour
tout «p dans A nous pouvons définir le sous-ensemble A’ = {a € A | o > ap}
et la famille C' = (ua)a car Alors C' est la partie continue d’une nouvelle famille
admissible simple &’ définie par 8" = (1q, )UC’. La famille &’ est une famille admissible
simple continue et est une sous-famille de la famille C. En particulier toute partie
continue C = (/La)a cA d’une famille admissible simple S telle que A possede un plus
petit élément g peut étre considérée comme une famille admissible continue, et nous
dirons en fait que toute partie continue C est une famille admissible continue, méme
si ’ensemble A ne possede pas de plus petit élément.

Soit C = (/La)a c4 Une famille admissible continue de valuations, alors les groupes

des ordres des valuations u, sont tous égaux a un méme sous-groupe I' de I, et
Pensemble A(A) = {74 | @ € A} est un sous-ensemble de I' isomorphe & 'ensemble
ordonné A. Nous en déduisons que A(A) n’a pas de plus grand élément, en particulier
si les valuations p, sont discretes de rang un, c’est a dire pour I' ~ Z, cet ensemble
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n’est pas borné. Nous disons que la famille admissible continue C = (/La)a ca ©st
exhaustive si 'ensemble A(A) est un intervalle du groupe I', ¢’est-a-dire si pour tout
a < o dans A, pour tout élément v de I vérifiant v, < v < 7o, il existe o’ dans A

tel que v = yqr.

Pour pouvoir définir la notion de famille admissible de valuations de K[z] nous
devons d’abord introduire la notion de waluation augmentée limite associée a une
famille admissible continue.

Soit C = (Ma)ae , une famille admissible continue, associée a la famille (qﬁa)ae 4 de

polynémes-clés dans K[z| de degré d, et a la famille (%‘)a ¢ 4 de valeurs dans T, et
soit I' le groupe des ordres des valuations de C.

Pour tout polynéme f de K[z] et pour tout o < [ dans A nous avons pa(f) < ps(f),
avec 1'égalité pq(f) = ps(f) pour degf < d. De plus si pour le polynéme f il existe
a < (B avec puo(f) = pg(f), alors pour tout o’ > « nous avons encore 1’égalité
tio(f) = par(f). Nous pouvons définir le sous-ensemble ®(A) de K[z] formé des
polynomes pour lesquels la famille (ua( f ))a n’est pas stationnaire & partir d’un
certain rang,

€A

®(A) = { feK[a]| palf) <pp(f) Va<BeA}.

Pour tout polynéme f de K[z] n’appartenant pas & ®(A) nous posons ua(f) =
Sup (ua(f), a € A). En particulier pa(f) est défini pour tout polyndéme f de degré
strictement inférieur & d, et si 'ensemble ®(A) est vide p4 est une nouvelle valuation
de Klz].

Dans le cas ol I'ensemble ®(A) est non vide nous pouvons définir 'ensemble ®(A)
des polynémes unitaires appartenant 3 ®(A) de degré minimal, et tout polynéme
¢ appartenant & ®(A) est un polyndme-clé limite pour la famille C = (ua)aeA (cf.
[Va], proposition 1.21), et un tel polynoéme ¢ permet alors de définir une wvaluation
augmentée limite pour la famille C.

Rappelons la définition de la valuation augmentée p' = [p ; p/(¢) = 7] de Klx],
construite & partir d’'une valuation pu, associée a un polynéme-clé ¢ pour p et a une
valeur v dans T’ vérifiant v > u(¢). Pour tout polynéme f de K[z], nous écrivons
le développement de f selon les puissances de ¢, f = gm@d™ + ...+ g1¢ + go, ou les
polynémes g;, 0 < j < m sont de degré strictement inférieur au degré du polynéme-clé
¢, et nous avons :

W (f) = inf(u(g;) +jv, 0<j<m).
Rappelons que nous pouvons définir aussi pour tout polyndéme unitaire ¢ de degré

un, ¢ = x + b, et pour toute valeur v de ' une valuation u de K[x] de la maniére
suivante. Tout polynéme f de K|[z] s’écrit de manieére unique sous la forme f =
aqd® +...+a1¢+ ap et nous posons u(f) = inf(y(aj) +iv,0<5< d), nous notons
cette valuation u = [v ; p(o) =]

De méme la valuation augmentée limite p’ construite & partir de la famille admissible
continue C = (ua)a A’ associée au polynome-clé limite ¢ et a une valeur + dans r
vérifiant v > pq () pour tout o dans A, est définie de la maniere suivante. Pour tout

polynéme f de K[z], nous écrivons encore le développement de f selon les puissances
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de ¢, f = gm®™ + ...+ 916 + go, les polynémes g;, 0 < j < m sont de degré stricte-
ment inférieur au degré du polynome-clé ¢, par conséquent sont de degré strictement
inférieur & d est nous pouvons définir les valeurs p4(g;), en fait nous pouvons trouver
un indice ag tel que pour tout j, 0 < j < m, nous ayons pa(g;) = pa(g;) pour tout
a > agp. Nous posons alors :

1 (f) = inf( palg) +jv, 0<j<m).

L’application z’ ainsi définie est bien une valuation de K[z], & valeurs dans T, qui
vérifie 1/ (f) > pa(f) pour tout polyndéme f de K[z] et pour tout o dans A, et
' (f) = pa(f) pour tout f n’appartenant pas & ®(A). Nous la notons :

1= [(1a) gen s W(0)=1] .

Nous renvoyons & [Va] pour les définitions précises et les propriétés des polynémes-clés
limites et des valuations augmentées limites.

Nous pouvons maintenant définir une famille admissible, et aussi fixer les notations
que nous utiliserons dans la suite.

Définition. — Une famille admissible A pour la valuation v de K est une famille de
valuations (ui)i ey de K [x], obtenue comme réunion de familles admissibles simples

A = U S ,
jeJ
ou J est un ensemble dénombrable, J = {1,..., N} ou J = N*, et nous définissons
J* par J*={1,...,N — 1} si J est fini et par J* = J = N* sinon. Pour tout j dans
J la famille admissible simple SU) est constituée d’une partie discrete DY) et d’une
partie continue C9),

89 = (DV:e9) = (1" )iers B )aean) -

avec LU) = {1,....,n;} ou LU) = N* et AU) ensemble totalement ordonné sans
élément maximal, vérifiant :

- pour j appartenant & J*, la partie discrete DU) = (“l(j))leLm est finie et la partie
continue C) = (,u&j))aeA(j) est non vide, et la premiere valuation ugjﬂ) de la famille

simple SUTY est une valuation augmentée limite pour la famille admissible continue
cW,

- la premiere valuation ,ugl) de la famille est la valuation associée a un polyndéme
unitaire qﬁgl) de degré un et & une valeur fyfl), Mgl) =[v; ug1)(¢§1)) = 79)].

Dans la suite, comme la valuation v de K est fixée nous dirons simplement que A est
une famille admissible de valuations de Klx].

Nous pouvons aussi écrire la famille admissible A comme une famille indexée par
un ensemble totalement ordonné I,

A= (,U'i)ielv
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et 'ensemble I peut étre décrit de la maniere suivante : pour tout j dans J, nous
munissons ensemble BY) = L) U AU de 'ordre total induit par les ordres sur L)
et sur AY) et défini par | < a pour tout I € LU) et tout a € AY) ; et nous posons

I ={(Gb|jeTetbe BD},

muni de I'ordre lexicographique, c’est-a-dire (j,b) < (5/,0') si j < j’ dans J et (j,b) <
(4, ) si et seulement si b < b’ dans B,

L’ordre sur 'ensemble I peut étre caractérisé par la relation suivante : ¢ < k dans [ si
et seulement si pour tout polynéme f de K[z] nous avons p;(f) < ur(f) et il existe
au moins un polynéme g avec p;(g) < ux(g).

Nous pouvons remarquer que les ensembles AU) peuvent étre choisis comme sous-
ensembles des groupes des ordres des valuations uﬁ{}, par conséquent nous ne pouvons
faire aucune hypothese sur le cardinal de ces ensembles, ni sur celui de I’ensemble I
et de la famille A.

A toute famille admissible A nous associons la famille des polynoémes-clés ou po-
lynomes-clés limites (qﬁi)i cp» que nous appelons pour simplifier la famille des po-

lynoémes-clés, et la famille des valeurs (%)z eI

Définition. — Une famille admissible 4 = (“1)1 ¢; de valuations de K[z] est dite
complete si 'ensemble I possede un plus grand élément 7, sinon la famille admissible
A est dite ouverte.

Remarque 1.1. — Une famille admissible A est complete uniquement dans le cas
ou A est réunion d’un nombre fini de familles simples et ou la derniere famille simple
SW) est discrete finie, SNV) = (ugN), . ,u%]x)).

Nous utiliserons aussi de maniére essentielle le théoreme de factorisation (théoréeme
1.19 de [Va]), pour cela, nous rappelons les notations suivantes.
Soit C = (ua)a ca lme famille admissible continue, associée a la famille (‘b‘l)ae )

de polynomes-clés de degré d, et a la famille ('ya)a cA de valeurs dans I, et nous
supposons que ’ensemble A a un plus petit élément w, nous pouvons toujours nous
ramener a ce cas car nous ne nous intéressons qu’a ce qui se passe pour « suffisamment
grand. Nous définissons +oco tel que Vo € A, w < a < +o0, et A = AU {+o0}, et
nous définissons formellement ¢ par Va € A, o (d100) = Ya-

Alors, si nous posons v, = +00, pour tout a dans A et tout 3 dans A, nous avons :

Ma(¢ﬁ) = inf(%ﬁﬁ)-

Nous disons que deux polynoémes f et g de K[z] sont A-équivalents, et nous notons
f 79 si et seulement si pour tout o dans A, nous avons 'égalité 1, (f) = pa(g).

Théoréme de factorisation. — Soit f un polynome de K[z] de degré n, avec n <
(m+1)d, m >0, alors il existe {a1,...,am} dans A, avecw < ay < ... < ap, < 400,
et fo dans K[x] de degré degfo < d tels que : f Y fobay - - Pa,, -
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Corollaire. — Soit f un polynome de K|[z] de degré n, n < (m+1)d, m > 1, alors :
il existe un entier s > 0,
il existe {1, ... a5} dans A, avecw =a <1< as <...< ags < 400,
il existe des entiers ri,...,rs, avec m >1ry >1r9> ... >1s > 0,

tels que pour tout j, 1 < j <'s, pour tout a avec oy < oo < 41, NOUS GUONS :

Ma(f) = Naj(f) + TV -

En particulier pour tout polynéme f de K|z], de degré n < (m + 1)d, il existe ag
dans A, un élément § de I' et un entier ¢, 0 < ¢t < m tel que pour tout o > «g, nous
ayons fiq(f) = 0 + t74. Le polynéme f appartient & I'ensemble ®(A) si et seulement
si U'entier t est strictement positif.

Rappelons que si p est une valuation de 'anneau K|z], nous disons que deux
polynomes f et g sont u-équivalents, et nous notons f~g, si f et g ont méme image
dans I'algebre graduée gr,, K[|, c’est & dire si nous avofis u(f —g) > u(f) = pu(g). Et
de méme nous disons qu’'un polynéme g est u-divisible par un polynéme f, et nous
notons f|g, s’il existe un polynéme h tel que g soit p-équivalent & hf.

"
La proposition suivante permet de savoir a quelles conditions deux polynomes ¢; et
@2 de K|x], qui sont polynémes-clés pour une valuation donnée p de K[x], définissent
la méme valuation augmentée pour une valeur - fixée.

Proposition 1.1. — Soit p une valuation de K|x|, soient ¢1 et ¢o deux polynomes-
clés pour la valuation p et soient v1 > p(p1) et v2 > u(g2) deux valeurs dans un
groupe totalement ordonné I contenant le groupe des ordres de . Alors les valuations
augmentées . = (b5 p(61) = M) ety = [ ; pa(ga) = 7] définies par ces
polynomes et ces valeurs sont égales si et seulement si y1 = o et st les polynomes ¢1
et ¢o ont méme degré et vérifient u(ps — ¢1) > v1 = Ya.

Dans ce cas les polynomes ¢1 et ¢o sont p-équivalents.

Preuve. — Supposons d’abord que les deux valuations augmentées u; et us soient
égales. Comme po(¢1) = 71 est strictement plus grand que p(é1), ¢1 est p-divisible
par ¢2, d’ou l'inégalité degpo < deggpi, et par symétrie nous en déduisons que ¢
et ¢o ont méme degré d. Soit h = ¢o — ¢1, alors degh < d, et nous avons u(h) =
p1(h) > inf(y1,7v2). De plus, de I'égalité ¢o = ¢1 + h, nous déduisons vo = p1(¢2) =
inf(~1, u(h)), d’ot I'inégalité vo < ~1, et par symétrie I’égalité v; = v2. Remarquons
de plus que U'inégalité u(h) > v1 > u(¢1) entraine que les polynémes ¢ et ¢o sont
p-équivalents.

Supposons maintenant que les polynomes ¢, et ¢o sont de méme degré d, soit
h = ¢2 — ¢1, d’ott degh < d, et nous supposons p(h) > 1 = 2. Soit f un polynéme
de Klz] de degré n et soit m(f) = m = [n/d] le degré du développement de f
selon les puissances de ¢; (ou de ¢2), c’est-a-dire tel que nous ayons I'égalité f =
fm®" + ...+ fig1 + fo, avec degf; < d pour tout j, et f,, # 0. Nous allons montrer
par récurrence sur m(f) que pour tout f dans K[z], nous avons p1(f) = ua(f).
Pour m = 0, c’est & dire pour degf < d, nous avons p1(f) = pu2(f) = u(f).
Supposons que nous avons ’égalité 1 (g) = pa(g) pour tout polynéme g avec m(g) <
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m et soit f avec m(f) = m. Nous pouvons alors écrire la division euclidienne de f
par ¢1, f = pod1 + s, avec degs < d et m(p) < m, et nous avons l'égalité ui(f) =
inf (p1(p) +71, 1(s)) . Nous pouvons aussi écrire f = p(¢a—h)+s = (p—q)ga+(s—1),
ou ph = q¢o+r est la division euclidienne de ph par ¢, et nous avons encore degr < d
et m(q) < m, et I'égalité po(ph) = inf (u2(q) + 2, u(r)).

Nous trouvons alors u(r) > pa(ph) = p2(p) + pn(h) > p1(p) + 71, d’olt :

pu(s —r) > inf (u(r), p(s)) > inf(p1(p) + 1, 1(s)) = m(f) -
De méme, nous déduisons de pa(q) + v2 > pa(ph) > u1(p) + 71 Uinégalité :

p2(p — q) + v2 = inf (u2(p) + 2, p2(q) +72) = pa(p) + 71 > pa(f) -

Par conséquent, nous avons :
p2(f) = inf (2 (p — @) + 72, (s = 1)) > pa(f)
et par symétrie pa(f) = u1(f). O

Remarque 1.2. — Soit ¢1 un polynome de K[z] qui est un polynoéme-clé pour la
valuation p, alors tout polyndéme ¢, unitaire, p-équivalent a ¢; et de méme degré
que ¢ est encore un polynome-clé pour p. Mais les deux valuations augmentées
p1 = [ pi(p1) =] et pua = [ ; pa(p2) = 7] seront égales si et seulement si nous
choisissons une valeur «y vérifiant p(pa — ¢1) > v > p(P1) = p(p2).

Nous avons un résultat analogue pour les valuations augmentées limites.

Proposition 1.2. — Soit C = (ua)aeA une famille admissible continue et soient 1)
et Y deux polynémes-clés limites pour cette famille, alors les polynéomes v et 1)’ sont
Lo -€quivalents pour tout o suffisamment grand. De plus les valuations augmentées
limites p1 = [(pa) 3 11(¥) =] et ph = [(pa) 3 1 () ='] définies respectivement
par 1 et Y’ et par les valeurs v et v sont égales si et seulement si v = ~' et si les

polyndmes et o' vérifient pa(¥/ —v) > 7 > (1)) = pa(t).

Preuve. — Si 1 et ¢’ sont deux polynémes-clés limites pour la famille C, nous pou-
vons écrire ¢’ = 1 + h avec degh < degy = degy)’, en particulier il existe aq tel que
ta(h) = o, (h) pour tout o > . S'il existait o > ag avec piq(h) = pa(¥) < pa(¥'),
alors pour 8 > « nous aurions pg(h) < pg(®) et pg(h) < pg(y'), ce qui est impos-
sible. Par conséquent nous avons i (h) > pa(¥) = pa (1), c’est-a-dire ¢ et ¢’ sont
la-€quivalents, pour tout o > ag.

L’équivalence entre I'égalité entre les valuations p1 = [(a) ; p(¥) = 7] et pf =
[(1a) 5 11 () = 4'] et les propriétes portant sur les valeurs v et 7/ et sur les po-
lynémes-clés limites 1 et ' se démontre comme pour la proposition 1.1. ]

2. Famille admise de valuations

Nous considérons toujours un corps K muni d’une valuation v et soit L une ex-
tension monogene de K, c’est-a-dire L = K(z) extension transcendante pure ou
L = K(0) = Klz]/(G) extension algébrique. Nous allons rappeler comment nous
pouvons associer a toute valuation p sur L qui prolonge la valuation v de K, une
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famille admissible de valuations de K[x].

Nous remarquons que dans le cas d’une extension transcendante L = K(x) toute
valuation p de L est déterminée par sa restriction, encore notée u, a I’anneau des
polynoémes K|[z], et que dans le cas d’une extension algébrique L = K[z]/(G) toute
valuation p de L est déterminée par une unique pseudo-valuation i de K|[x] dont le
socle Pyroo = {f € K|z] | f(f) = +o0} est I'idéal premier (G). Nous sommes ainsi
dans les deux cas ramenés a étudier une valuation ou pseudo-valuation p sur K|x]
dont la restriction a K est la valuation v.

Nous notons I';, le groupe des valeurs de la valuation ou de la pseudo-valuation p, et
T, Pensemble totalement ordonné défini par I'), = T, U {+oc}.

Remarquons aussi que la famille admissible de valuations que nous allons définir a
partir de la valuation u de L dépend du générateur x ou € de L sur K.

Une famille admise A de valuations de K[x] associée & une valuation ou & une
pseudo-valuation pu, est une famille admissible (,ul)z cr indexée par un ensemble to-
talement ordonné I, ou I possede un plus petit élément 1 et éventuellement un plus
grand élément 7, telle que pour tout ¢ appartenant a I, sauf éventuellement pour le
plus grand élément 7 de I quand il existe, p; est une valuation de KJz], et u; est
égale, quand elle existe, a la valuation ou a la pseudo-valuation p. A cette famille de
valuations (Mi)i ¢ sont associées une famille de polynémes de K|[x], (qﬁi)i ¢ €t une
famille de valeurs dans I’ensemble fu, (%)z e ou seul 7; peut éventuellement prendre
la valeur +o00. Nous posons aussi 0 tel que 0 < 1, c’est-a-dire tel que 0 < 4 pour tout %
dans I, et nous notons pg la valuation v de K, ainsi pour tout polynome ¢; de degré
1 et pour toute valeur v, nous pouvons définir la valuation 1 = [ug ; p1(d1) = 1]
sur K[xz].

Nous voulons que cette famille A vérifie les propriétés de “croissance” suivantes :
croissance 1 : pour tout f dans K[z], la famille (,ul( f ))z‘e ; est croissante et majorée
par p(f), c’est-a-dire Vi < j dans I, pi(f) < p;(f) < p(f), et s'il existe ¢ < j dans T
avec (i (f) = p;(f), alors Vi’ > i nous avons p;(f) = pe (f) = p(f).
croissance 2 : la famille de polynomes (¢i)i I associée est a degrés croissants, c’est-
a-dire Vi < j dans I, deg ¢; < deg@;, et de plus pour tout f dans K|x] avec degf <

degg; nous avons p;(f) = u(f).

Nous voulons que cette famille converge vers la valuation ou pseudo-valuation u,
c’est-a-dire :

convergence : pour tout f dans K[z] il existe une valuation p; de la famille, ou
éventuellement une pseudo-valuation pour i = 7, telle que p(f) = pi(f).

Et enfin nous voulons construire cette famille de valuations par récurrence, c’est-a-
dire obtenir chaque valuation p; de A soit comme valuation augmentée associée a une
valuation précédente i, avec j < i dans I, soit comme valuation augmentée-limite
associée & une famille continue de valuations (1) de A, avec a < @ pour tout a.

Rappelons comment nous construisons cette famille (cf. [Va]).
Supposons que nous avons trouvé la famille jusqu’a l'ordre ¢, c’est-a-dire que nous

avons construit une famille de valuations (Mj)je ;» avec @ plus grand élément de J,
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vérifiant les propriétés de croissance 1 et de croissance 2.

Si la valuation p; est égale a la valuation p donnée, nous avons fini et la famille
cherchée est la famille (Hj)j e

Sinon, nous considérons ’ensemble non vide suivant :

O, (i) = {f€Kla] | palf) <nlf)},

nous appelons d(u;) le degré minimal d’un élément de ®,(u;), et nous définissons
aussi I’ensemble suivant :

B(s) = {6 € K[a] | ui(9) < pl@) , degé = d(u;) et ¢ unitaire} .

Dans la suite, chaque fois que la valuation ou pseudo-valuation u avec laquelle nous
comparons la valuation u; est donnée de maniere claire et qu’il n’y a aucun risque de
confusion, nous noterons ces ensembles respectivement &)(,ul) et D(p;).

Tout polynéme ¢ appartenant & ®(;) est un polynéme-clé pour la valuation u; (cf.
[McL 1] Theorem 8.1, [Va] Théoréme 1.15), et comme v = p(¢) vérifie v > p;(¢),
nous pouvons définir la valuation augmentée p' = [u; ; ©'(¢) = v]. En ajoutant
cette valuation p/ = p;y1 & la famille, nous trouvons bien une nouvelle famille de
valuations de K[x] qui vérifie encore les propriétés de croisance 1 et de croissance 2
et qui est plus proche que la valuation u; de la valuation . Mais en procédant ainsi
nous risquons de trouver beaucoup trop de valuations dans la famille, c’est-a-dire des
valuations “inutiles”, et surtout nous risquons de ne jamais trouver une famille qui
vérifie la propriété de convergence. Nous allons donc essayer de voir s’il est possible
de choisir un polynéme dans ®(u;) qui soit meilleur que les autres. Pour cela nous
devons considérer le sous-ensemble de fﬂ défini de la maniere suivante :

A(pi) = {pu(9) | ¢ € (i)} -

Remarque 2.1. — Soit ¢ un polynéme de ®(u;) et soit p’ la valuation augmentée
définie par ¢ et v = u(9p), p' = [ui ; p'(¢) = 7], alors si 1 est un polynéme unitaire
de degré d(u;) = dege vérifiant p(v) > p'(¢), ¢ appartient & ®(u;) et vérifie u(y) >
w(®) =~y (cf. [Va] Proposition 1.16).

Lemme 2.1. — Soit ¢ un polynome de ®(u;), et nous supposons qu’il existe un
polyndme unitaire 1 de K|x] de degré d(u;) vérifiant u(v) > u(¢). Alors 1 appartient

ausst o P(u;), et vérifie p(v) > (V) = pi(@), et de plus la valeur u(¢) appartient
au groupe des valeurs I'y,, de la valuation p;.

Preuve. — Nous pouvons écrire ¢ = ¢+h avec degh < deg¢ = d(u;), par conséquent
nous avons 1'égalité p(¢) = pu(h) = pi(h) et p(¢) appartient a Iy,

Nous en déduisons aussi I'inégalité stricte p;(h) > u;(¢), d’ot 'égalité p;(¥) = pi(¢),
et ¢ appartient & ®(;). O

Nous rappelons le résultat suivant qui est une conséquence élémentaire des pro-
priétés des valuations augmentées.

Lemme 2.2. — Soient p et ' deuzx valuations de K|[x] vérifiant p(f) < p/'(f) pour
tout f dans K|[z], soient ¢ appartenant ¢ /(1) et p1 la valuation augmentée définie
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par le polyndme-clé ¢ et la valeur v = p'(¢), p1 = [p ; p1(p) = 7). Alors pour tout
polynéme f de K[x] nous avons les équivalences :

p(f) <w'(f) = ulf) <m(f) <= oIf.

Corollaire. — Soient p, p' et p'’ trois valuations de Klx] vérifiant p(f) < p'(f)
et pu(f) < W’ (f) pour tout polynéme f de K|x], alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) (i)u/ (1) = (i)u” (1),

i) @pr(p) = P (1),
i) V¢ € Ly (p) V9" € Qur(p)  ¢'~g”,
i) 3¢' € @, () 9" € () tels que (j)’tgb”.

Nous pouvons maintenant préciser comment nous construisons la famille admis-
sible A, et ainsi préciser aussi la forme de cette famille.
La famille cherchée A = (Mi)i ¢ est une famille admissible, c’est-a-dire est obte-
nue comme réunion d’une famille dénombrable de sous-familles admissibles simples,
A = Ujes SW, avec J = {1,...,N} ou J = N*. Chaque famille admissible simple
S| sauf éventuellement la derniére si I'ensemble J est fini, est réunion d’une par-
tie discrete finie et d’une partie continue, c’est & dire nous pouvons écrire S =
(ng), e 7#57271), (Mg))aeA(ﬂ')) = ((MI(J))leL(j); (Ml(i]))aeA(j))v ol L(]) = {17 sy nj}- La
derniére famille SV, quand elle existe, est soit de la forme précédente, soit discrete

N) _ (,(V)

de la forme SWV) = (,ul )leL(N)’

Définissons d’abord la premiere famille admissible simple S(V) = S, sa partie
discréte est construite par récurrence de la maniére suivante. (Pour alléger les no-

1)

7

avec LY) fini ou infini.

tations, nous allons écrire dans la suite p;, ¢; et v; a la place respectivement de p
1) &Y

¢; " et ;7).

Supposons que nous avons défini la valuation p; comme valuation augmentée p; =

(i1 5 pi(¢i) = 7, et que nous avons 'égalité p;(f) = w(f) pour tout polynéme

[ de Klx] avec degf < degg;. Nous considérons le sous-ensemble A(yu;) de T',, défini

précédemment, et nous avons deux cas & considérer.

Si Pensemble A(;) a un plus grand élément v;41, nous choisissons ¢;+1 dans ®(u;)

avec ((Pi+1) = Yit+1, et nous construisons la valuation augmentée ;41 par

pivr = [pi 5 piv1(div1) = i) -

Alors nous avons trouvé une nouvelle valuation de la famille discrete et le polynéme-
clé ¢ip1 vérifie degpipr = d(p;) > degp; = d(pi—1). 1l reste a vérifier que pour
tout polynome f de K[z] avec degf < degd;i1, nous avons p;+1(f) = u(f), c’est
évident pour f de degré d < degp;+1 = d(u;) et pour f de degré d = deggp; 1 c’est
une conséquence du choix de ;41 et de la remarque 2.1. Remarquons enfin que le
polynéme ¢;;1 ainsi obtenu vérifie par construction deggp;+1 = d(u;) et que nous
avons d(p;) < d(fhit1)-

Si ’ensemble A(u;) n’a pas de plus grand élément, alors nous choisissons un élément
¢ir1 de ®(u;) et nous définissons encore la valuation augmentée p;11 par piy1 =
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(i 5 pir1(Piv1) = Yix1], ot vip1 = p(@it1), et nous avons encore degep; 1 > degg;.
La valuation ;11 est alors la derniere valuation de la partie discrete de la famille
SW,

Pour commencer la récurrence, nous considérons la valuation p} définie par p)(f) =
inf(v(a;) + jv1,0 < j < m) pour tout polynéme f = a,,x™ + ... + a1z + ap dans
Klz], c’est a dire la valuation notée p) = [uo ; p)(@}) =~1], avec po = v, ¢ = x et

!/ __ /
71 = ().
Nous définissons comme précédemment l'entier d(u]), et si nous avons d(p}) > 1,
alors nous posons ¢1 = ¢§ = x, v1 = ¥} = p(x) et la premiere valuation pp de la
famille admissible S(V) est la valuation

p1 = [po; pi(dr) =l .

Si nous avons ’égalité d(u)) = 1, alors il faut considérer 'ensemble A(u}), si cet en-
semble a un plus grand élément v, nous choisissons ¢ dans ®(p}) vérifiant u(¢) =
~v1. Nous avons alors ¢; qui vérifie deggpy = 1, et la valuation augmentée u; =
(1) 5 11(d1) = 1), qui est aussi égale & la valuation [po ; p1(P1) = 71], est la premiére
valuation de la famille admissible (V). De plus, comme précédemment, nous vérifions
que nous avons d(up) > 1.

Si nous avons d(u}) = 1 et si 'ensemble A(pf) n’a pas de plus grand élément, alors
nous posons encore ¢1 = @) = x, 11 = v} = p(x) et la partie discrete de la famille
admissible S ne contient que la valuation g = [uo ; p1(d1) = M.

Remarque 2.2. — Nous cherchons le plus grand élément ~y;1 de A(u;) dans fu- Si
ce plus grand élément est égal & +00, alors nous sommes dans le cas d’une pseudo-
valuation p et le polynéme unitaire ¢;11 de plus bas degré vérifiant p(¢; 1) = 400 est
le générateur unitaire G du socle Py, c’est-a-dire le polynoéme irréductible unitaire
tel que l'extension algébrique L soit égale a K[x]/(G), et la pseudo-valuation p est la
pseudo-valuation w1 = [ ; pit1(G) = +o0].

Nous avons ainsi obtenu une famille admissible discrete finie ('“i)1 <i<yn de valua-
tions augmentées, avec n > 1, associée a la famille de polyndomes-clés ((bz)
vérifiant 1 = degp; < degps < ... < deggpy,. Il y a alors trois cas a considérer.

Soit nous pouvons continuer la méme construction indéfiniment, c’est a dire que
pour tout entier ¢, 'ensemble A(u;) possede un plus grand élément dans ’ensemble
fu- Nous construisons ainsi une suite infinie de valuations augmentées, c’est-a-dire

1<i<n?

que la famille admissible simple S() est une famille discrete infinie, S = (,ul)z cL®
avec L) = N*. Comme la suite (deg(/)i)ieL(l) est strictement croissante, pour tout
polynéme f de K[z] il existe un indice i tel que u;(f) = p(f), et la famille admise
cherchée A est égale & S(). Dans ce cas pour tout i, ; appartient au groupe des
valeurs I';,, et p est une valuation.

Soit il existe un entier n tel que I'ensemble ®(u,) soit vide, c’est-a-dire tel que
la valuation u, soit égale a la valuation ou & la pseudo-valuation p. Dans ce cas
la famille admissible simple S() est discrete finie, S = {p1,..., 1, } et la famille
admise cherchée A est encore égale a SW).
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Soit il existe un entier n tel que ensemble A(u,—1) n’a pas de plus grand élément,
c’est le cas que nous allons étudier maintenant.

Choisissons comme précédemment un élément quelconque ¢,, de ®(u,—_1), avec
1(¢n) = Yn, et nous considérons le sous-ensemble A’ de A(u,—1) défini par

N={veTl,|v=pu() avec ¢ € P(un—1) et v> 1} .

Nous indexons I’ensemble A’ par un ensemble totalement ordonné A, c’est-a-dire
nous posons A’ = {vy, | a € A(l)}7 avec a < f3 si et seulement si 7, < 73, et pour
tout o dans A™), nous choisissons un polynéme ¢, dans ®(1,_1) tel que 1(¢a) = Ya-
Nous définissons la valuation augmentée u,, par

MPa = [:un ; Na(¢a) :'Va] .
Nous pouvons aussi remarquer que pour tout 8 < a, ¢, est un polyndéme-clé pour
la valuation ug et nous avons encore o = [¢3 ; pa(Pa) = Vol (cf. [Va] paragraphe
1.3) . La partie continue de la famille admissible simple S() est alors la famille des
valuations (Mo‘)aeA(l)'
De maniére similaire a ce que nous venons de faire, nous considérons le sous-ensemble

®(AM) de K[z] défini par :
o(AV) = {f € K[a] | pa(f) < u(f) VYo e AV}

Remarque 2.3. — Cet ensemble dépend en fait uniquement de la famille continue
('ua)ozeA(l) (cf. [Va] Proposition 1.23) et peut étre aussi défini par :

o(AY) = {f e Kla] | palf) < np(f) Ya<pe AV},

Si cet ensemble ®(AM) est vide, alors la famille admise cherchée A est la famille
admissible simple SV = (,ul, ey b (Na)aeA<1>)a en effet pour tout polynéme f de
K|[z], il existe une valuation u; de la famille SM) telle que u;(f) = p(f), en particulier
nous voyons que cela ne peut arriver que dans le cas ol u est une valuation, et la
valuation p est notée p 4.

Si la famille admissible simple § = § (1) ne détermine pas le prolongement y, ¢’est-
a-dire si I'ensemble ®(AM) est non vide, nous allons construire une deuxieme famille
admissible simple S(2). ~
Soit d® = d(AM) le degré minimal d'un polynéme de ®(AM) et comme précé-
demment nous définissons un nouveau sous-ensemble ®(A™1)) de K [z] par :

P(AW) ={¢ € K[z] | pa(9) < ps(¢) Vo< pe AV degp=d? et ¢ unitaire} .
Tout polyndéme ¢ appartenant & ®(A) est un polynome-clé limite pour la famille
continue admissible C = (“a)aeml) et vérifie pq(d) < u(¢p) = v pour tout «, nous
pouvons alors définir la valuation augmentée limite p' = [('LLG‘)QGA(I) ;W (0) =1].

Nous définissons encore le sous-ensemble A(A(V)) de T',, par

AAW) = {u(@) | ¢ € (AN},

et comme précédemment nous devons différencier les cas suivant si A(A(M)) a ou n’a
pas de plus grand élément dans I',,.
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Si A(AM) a un plus grand élément 752), nous choisissons un polynome ¢§2) dans

O(AM) avec pu( §2)) = 7?), et la premiére valuation u?) de la partie discréte de la

famille simple S est la valuation augmentée limite

u? = () g 3 17 @) =22]

. 2 .
Nous pouvons avoir 'y§ ) = 400, dans ce cas p est une pseudo-valuation et nous

choisissons gb§2) = @, ou G est le générateur unitaire du socle Py de u, et la valua-
tion augmentée limite u?) est une pseudo-valuation égale a u. La famille admissible
cherchée A est obtenue comme réunion de la famille simple S(*) et de la famille simple

S®@ constituée de I'unique pseudo-valuation u?).

Si nous avons 7%2) < 400, alors nous pouvons procéder comme pour la famille simple
SW | en particulier la partie discréete de la famille admissible simple S(®) contient au
moins une autre valuation, et la famille simple S est constituée de cette partie

discrete et éventuellement d’une partie continue (Mﬁf))a cA®-

Si A(AM) n’a pas de plus grand élément, nous choisissons une valeur quelconque
7%2) dans A(AM) et un polynome ¢§2) de ®(AM) avec u(¢§2)) = %2), et comme
précédemment nous définissons la premiere valuation u?) de la partie discrete de S
comme la valuation augmentée limite

/LgQ) = [(Ma)aeAu) ) ,USQ)( 52)) :’7/%2)} .

Alors la partie discrete de @) est réduite & la seule valuation u?) et dans ce cas la

(2

famille simple S® comprend aussi une partie continue (ua ))ae (2 définie & partir
des valuations associées aux valeurs v, dans A(A™M) avec v, > 752) et aux polynomes

b0 de ®(AM) vérifiant p(da) = Ya-

Nous construisons par récurrence une famille admissible de valuations constituée
par la réunion de t familles admissibles simples A’ = SM U ... US®, pour tout j,
1<j<t—1,]lafamille SY) est de la forme ((ulm)leL(j); (Mg))aemj)), avec L) fini,
et les polynémes-clés ou polynémes-clés limites associées vérifient :

(%) 1 = degcbgl) <...< degcbgl) = degqﬁg}) < deggng) <...
< deg(/)gf;ll) = deg(/)g_l) < dequgt) <...

Le processus s’arréte si la famille simple S®) est une famille discréte infinie, ¢’est-
a-dire S = (,ul(t))leL(t) avec L) infini, ou si la famille simple S® est une famille

discrete finie, S® = (Mgt), cee usft)), dont le dernier élément MSQ? est égal a la valuation

ou & la pseudo valuation u, ou enfin si la famille simple S(*) est une famille discrete

infinie, S = ((,Ul(t))leL(t);
(t)

dans A® avec o’ (f) = u(f), cest-a-dire si = p a0 .

(M@)%A(t)), telle que pour tout f dans K|[z] il existe a

Sinon, nous pouvons trouver un polynome-clé limite pour la famille (MS ))ae Ay €F

définir une nouvelle famille simple S¢+1).
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La famille admissible cherchée A est ainsi obtenue, soit comme réunion d’un nombre
fini de familles simples si le processus s’arréte pour un entier N, soit comme réunion
infinie de familles simples, et dans ce cas nous déduisons des inégalités (x) sur les
degrés des polynomes-clés que pour tout polynéme f de Klz] il existe une valuation

,ul(j) de la famille A telle que Mz(j)(f) = p(f)

Définition. — Nous appelons la famille admissible A ainsi obtenue la famille admise
associée a la valuation ou & la pseudo-valuation p, et nous la notons A(u).

Remarque 2.4. — La valuation ou la pseudo-valuation p appartient a la famille
Ap) = ('ui)iel si la famille admise A(u) est complete, dans ce cas nous avons pu = p;
ou ¢ est le plus grand élément de 1.

C’est le cas si la famille A(u) est réunion d’un nombre fini de familles simples avec la
derniére famille SOY) discrete finie, en particulier si p est une pseudo-valuation.

Remarque 2.5. — Nous pouvons préciser la condition de croissance 2.
Soit SU) = (ugj), ey MS}; (ugf))aeA(j)) une famille admissible simple, avec la famille

gj),. cy %]J),( g))aeAu)), alors :

- pour 1 <[ < n;—1, pour tout polynéme f de K[z] avec degf < degqbl(j), nous avons
Végalité p” (f) = pu(f),

-pourb=njoub=ac AU) il existe un polynéme (unitaire) ¢ dans K[z] de degré
d= degqbgfj) = degq/),(l]), avec I'inégalité stricte ,uéj)(qﬁ) < (o).

de polynoémes-clés associée (

Nous avons construit une famille admissible A a partir de la valuation ou pseudo-
valuation p, mais cette famille n’est pas vraiment unique. Pour pouvoir comparer
les différentes familles que nous pouvons obtenir, nous avons besoin des définitions
suivantes.

Définition. — Soit A un ensemble totalement ordonné sans élément maximal, alors
une partie B C A est dite cofinale dans A si elle vérifie :

YVaoe AJeB telque a<f.

Soit C = (,ua)a ¢ 4 un famille admissible continue de valuations de K[z] et soit B
une partie cofinale de A, alors la famille continue B = (ua)a ¢ Obtenue par restriction

est apelée une sous-famille cofinale de C.

Remarque 2.6. — Si nous supposons que la famille C = (/La)a ca st exhaustive,
c’est-a-dire que Pensemble des valeurs {7, | & € A} est un intervalle du groupe des
valeurs I', alors pour que la sous-famille cofinale (,ua)ae p soit elle aussi exhaustive il
faut que B soit un intervalle cofinal de A, c’est-a-dire vérifie :

VBeB,VaeA, a>0f — a€B.

Nous définissons alors une relation d’équivalence entre deux familles admissibles
simples continues de valuations de K [z] de la maniére suivante.
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Définition. — Soient C = (MQ)QGA et C' = (“/a’)o/eA' deux familles admissibles
simples continues de valuations de K[z], nous disons que C et C’' sont asymptoti-
quement équivalentes ou coincident asymptotiquement s’il existe deux sous-familles
cofinales B et B’ respectivement de C et C’ qui sont isomorphes.

C’est équivalent & dire qu'’il existe des parties cofinales B et B’ repectivement dans
A et A’, et un isomorphisme d’ensembles ordonnés ¢ de B dans B’ tel que pour tout
B dans B les valuations g et ,ufp(ﬁ) soient égales.

Nous pouvons définir maintenant des relations d’équivalences pour les familles ad-
missibles simples, puis pour les familles admissibles de valuations de K|[z].

Définition. — Deux familles admissibles simples S et S’ de valuations de Klz],
constituées respectivement des sous-familles discretes D et D’ et des sous-familles
continues C et C’, sont dites équivalentes dans les cas suivants :

- si les sous-familles continues sont vides, c’est en particulier le cas si les sous-familles
discretes sont infinies, quand S = §’;

- si les sous-familles continues sont non vides, quand les familles discretes D =
(‘ui)1<i<n et D' = (M;)1<i<n’ coincident jusqu’a l'avant-derniére valuation, c’est-
a-dire quand n = n’ et p; = p) pour tout i, 1 <i < n — 1, et quand les sous-familles
continues C et C’ coincident asymptotiquement.

Définition. — Deux familles admissibles A et A’ de valuations de K|[x], respecti-
vement réunion des familles admissibles simples S@W, j € J, et 8@, j € J, sont
équivalentes si J = J’ et si pour tout j € J les familles admissibles simples SU) et
S'U) sont équivalentes.

Proposition 2.3. — Soit i un prolongement de la valuation v de K d une extension
monogéne L de K, alors si A" et A” sont deuz familles admises associées & u, les
familles admissibles A’ et A” sont équivalentes.

Preuve. — Nous pouvons remarquer que la valuation augmentée ;41 définie a partir
de la valuation u; dépend essentiellement de la valeur 7,41, et non du polynéme-clé
¢iy1. Plus précisément, si ¢}, et ¢}, sont deux polynomes appartenant a ®(y;)
vérifiant I'égalité p(¢; ;) = p(d}, ) = v, nous avons I'inégalité

Mz‘(¢/il+1 - ¢;+1) = N(d);crl - ¢Ii+1) = inf(ﬂ(@ﬂ)aﬂ(@;l)) =7
Nous déduisons alors de la proposition 1.1 que les valuations augmentées pj, ; =
i 3 piga (Dia) = et sy = [mi 3 i1 (@f1) =] sont égales. '
Supposons que nous avons deux sous-familles admissibles simples S’) et S”() res-
pectivement de A’ et A” dont les premieres valuations p’ §J ) et 74 §J ) sont égales.
Alors nous déduisons par récurrence de ce qui précede que les sous-familles discretes

DG — (M/(‘j) et DG — ( 11(3)

. . w1 N
i )19,91 i )19,91 coincident jusqu’a l'avant-derniere

valuation. Supposons que les polynomes-clés ¢’ 53 ) et Q" flj) que nous avons choisis
vérifient u(gb’flj)) = ’y’flj) < 'y”flj) = u(gf)”g)), alors ’ensemble A(,u”glj)) ={V|ac
A"} est inclus dans I’ensemble Ay’ Sf )) = {7, | a € A’}, et nous pouvons considérer
I’ensemble A” comme le sous-ensemble de A’ formé des indices « avec o > ag ol g
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est défini par v, = 7"53), et nous avons 7., = v pour tout a dans A”. Les valuations

74 ((lj) et p”’ Ej) sont encore égales pour o dans A", par conséquent la famille continue

C"U) est une sous-famille cofinale de la famille continue C’), et les deux sous-familles
continues C'Y) et ") coincident asymptotiquement. Nous en déduisons que les fa-
milles admissibles simples ') et §”() sont équivalentes.

Il reste & vérifier que si les sous-familles admissibles simples S’0) et §”() sont équi-

valentes, les deux premiéres valuations u/Y " et p”Y*Y des sous-familles §'G+1) et

S0+ sont égales. Par construction les valuations i/ §j D) et ! §j 1 sont des valua-

tions augmentées limites associées a des familles continues C'4) et C"(9) qui coincident
asymptotiquement, par conséquent leur égalité est une conséquence de la proposition
1.2 et du fait que pour définir la valuation augmentée limite associée a une famille
continue (“a)a cA il suffit de considérer les valuations u, pour o aussi grand que 'on
veut. O

Remarque 2.7. — Le choix de ~; comme élément maximal de ’ensemble A(p;—1),
quand cet élément existe, c’est-a-dire dans la partie discrete de la famille simple, nous
impose de maniére unique la valuation p; a partir de la valuation précédente p;_1. Si
nous avions fait un autre choix nous aurions fait apparaitre des valuations augmentées
supplémentaires, qui ne sont pas nécessaires (cf. [McL 1] Lemma 15.1, [Va] Corollaire
a la Proposition 1.8).

Par contre nous ne pouvons pas choisir de maniere unique la derniere valuation de la
partie discrete, que nous pouvons considérer aussi comme la premiere valuation de la
partie continue, mais cela n’a aucune importance car c¢’est ce qui se passe “a I'infini”
qui est important. De méme, dans la construction que nous avons faite, nous avons
toujours choisi des familles simples dont la partie continue est exhaustive, mais cela
n’est pas nécessaire pour définir la valuation augmentée limite, et ainsi déterminer
la famille admise. Mais si nous voulons avoir une version agréable du théoreme de
factorisation nous avons besoin de supposer que la partie continue est exhaustive.

Par conséquent, méme si nous ne pouvons pas parler en général de la famille admise
associée a une valuation ou pseudo-valuation g, c’est uniquement possible quand la
famille admise est réduite a une famille admissible simple discrete, nous pouvons
définir de maniere unique une classe d’équivalence de familles admissibles. Par abus
de terminologie, nous continuerons quand méme, quand cela ne présentera aucun
risque de confusion, de parler de la famille admise A(u) associée & p. De méme nous
continuerons a parler de la famille des polynomes-clés ((bi)iel et de la famille des
valeurs (i), associées & la famille admise A(u) = (1), ;-

En particulier si nous définissons des propriétés ou associons des invariants a une
famille admissible A qui ne dépendent que de la classe d’équivalence de la famille, nous
pourrons définir ces propriétés ou ces invariants pour la famille admise A(u). Nous
pourrons alors définir ces propriétés ou ces invariants pour la valuation ou pseudo-
valuation p sur K[z], mais il se peut que ces propriétés ou ces invariants dépendent
du générateur x choisi et ne soient pas liés intrinsequement au prolongement de v &
Iextension L de K.

Parmi ces propriétés nous avons déja vu la propriété d’étre compléte ou ouverte pour la
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famille admise A(u). En effet cette propriété ne dépend que de la classe d’équivalence
de la famille admissible.

Soit A une famille admissible de valuations de K [x], et nous supposons que nous
pouvons ’écrire comme réunion des familles simples S,

A = US(j) ,
jed

ot chaque famille simple S) est elle-méme de la forme

SY) = ((Nl(j))zeL(j)?(Ngj))ae/x(i))'

Nous pouvons alors définir les nombres suivants.

Définition. — L’ordre N = ordA de la famille A est le nombre de familles admis-
sibles simples S composants la famille A.

Le degré d = deg A de la famille A est le degré maximal d’un polynoéme ¢; appar-
tenant a la famille des polyndémes-clés associée a A.

La longueur A = IgA de la famille A est la réunion des longueurs des parties
discretes des familles admissibles simples SU).

Les nombres N, d et A appartiennent tous & N* U {+oco}. L’ordre N est égal au
cardinal de ’ensemble J si celui-ci est fini; le degré d et la longueur A sont finis si et
seulement si la famille A est d’ordre fini N et si la derniére famille admissible simple
SW) nest pas discrete infine, dans ce cas le degré est égal a dequSL]X,), le degré du der-
nier polynéme de la partie discrete de SUV) | et la longueur est égale & ny + ...+ ny,
ot n; est la longueur de la partie discrete de SU).

Si A et A’ sont deux familles admissibles équivalentes, elles ont méme ordre N, méme
degré d et méme longueur \. Par conséquent nous pouvons parler de ’ordre, du degré
et de la longueur de la famille admise A(u) associée a une valuation p.

Nous pouvons définir ainsi I’ordre, le degré et la longueur de la valuation ou pseudo-
valuation u, ces nombres ne dépendent pas uniquement de la valuation p sur 'exten-
sion L de K, mais aussi du générateur = choisi.

L’ordre N mesure d’une certaine maniere la complexité de la famille admise as-
sociée a une valuation pu, c’est-a-dire le nombre de fois ol nous ne pouvons pas nous
contenter de faire une récurrence simple pour construire la famille A(u), et ol il est
nécessaire d’introduire des valuations augmentées limites. En particulier dans le cas
des valuations discretes de rang un, ce qui était le cas étudié originellement par Ma-
cLane (cf. [McL 1] et [McL 2]), nous pouvons nous passer de cette derniére notion.
Plus précisément nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.4. — Si la valuation v de K est discréte de rang un, alors la famille
admise associée a tout prolongement u de v a l’extension L de K est d’ordre N < 2.
Si L est Uextension transcendante L = K (x), Uordre est toujours égal a 1, et la famille
admise A(p) est une famille admissible simple.

Si L est une extension algébrique, c’est-a-dire dans le cas ou p est une pseudo-
valuation de K[z], lordre peut éventuellement prendre la valeur 2, dans ce cas la
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famille admise A(u) est de la forme A(p) = SMUS®) et la deuzieme famille simple
est réduite a un seul terme, S?) = {u§2)} avec u?) = p.

Preuve. — Nous construisons la partie discréte de la premiere famille simple () =
(ul, e ,ui) par récurrence, et nous remarquons d’abord que si la valeur v; n’appar-
tient pas a I',,_, ®z Q, alors le processus de construction ne peut continuer et nous
avons [t = fi;.

Supposons que nous avons ju; # j, alors 7; appartient a I'), ®z Q, par conséquent le
groupe des ordres I',,, est discret de rang un. Nous considérons I’ensemble A(u;), sil
possede un plus grand élément nous pouvons continuer le processus de récurrence qui
nous donne une famille admissible discrete. Supposons que cet ensemble n’a pas de
plus grand élément, alors nous déduisons du lemme 2.1 que c’est un sous-ensemble
de I'ensemble discret I';,,, par conséquent qu’il n’est pas borné. Nous choisissons une
suite infinie strictement croissante (71)1>i +1 dans A(u;), et pour tout I > ¢ + 1 nous
choisissons un polynoéme ¢; dans ®(p;) vérifiant p(¢;) = v; et nous construisons la
valuation augmentée u; = [u; ; pi(ér) = ). Alors pour tout polynéme f de Klzx], la
suite f1;(f)est une suite croissante dans I',,. Si i est une valuation, cette suite devient
stationnaire a un certain cran, par conséquent la famille de valuation (/L]‘)j>1 est la
famille admise associée a la valuation pu. B

Si p est une pseudo-valuation, un polynéme f vérifie p;(f) < p(f) si et seulement
si u(f) = +oo, par conséquent le polynéme unitaire G qui engendre le socle de la
pseudo-valuation est le polynome-clé limite de la famille simple continue (m) 1>iq1 €t
la famille admise associée & la pseudo-valuation u est constituée de la réunion de la
partie admissible simple S®) = (,uj)j>1 et de la famille S® constituée seulement de

(1)- 0

Rappelons que 'algebre graduée gr, R associée a une valuation sur un anneau R
est définie par

gr,R = @VEFNPW/'P;",

ot P, et P sont définis respectivement par
Py={reR| =)=} et Py ={zeR|ulx)>}.

A tout élément x de R nous pouvons associer sa forme initiale H,(z) dans gr,R, qui
est un élément homogene de degré v = pu(z).

Alors T’algebre graduée gr,K[x] associée a la valuation, ou pseudo-valuation, p sur
K[x] est une algebre sur I'algébre gradué gr, K, et la longueur A de la famille admise
A(p) associée & p donne une information sur le nombre de générateurs de gr, K [x]
sur gr, K. En effet nous déduisons de la proposition 1.14 et du théoréme 1.26 de [Va]
le résultat suivant.

Proposition 2.5. — Si la famille admise A(u) associée a un prolongement u de v
a K[z] est compléte, de longueur finie X, lalgébre graduée gr, K|x] est engendrée par
les \ éléments homogénes H#(gbgj)), avec 1 <j< Netl<i<ny.



20 MICHEL VAQUIE

Remarque 2.8. — Dans le cas d’une famille admise complete A(p), la longueur A
de la famille nous donne une borne supérieure du nombre minimal de générateurs
de Plalgebre graduée gr, K[z] sur algebre gr, K, nous pouvons nous demander dans
quels cas la longueur est exactement le nombre minimal de générateurs.

Si la famille admise A(u) est de longueur finie et ouverte, c’est le cas quand A(p) est
d’ordre fini N avec la derniere famille admissible simple S®) non discrete, il n’est
pas possible de déduire des résultats de [Va] si 'algebre gr, K [z] est de type fini sur
l’algebre gr, K.

Nous pouvons enfin remarquer que si la famille admise A(p) associée & p est

complete, alors le degré d de la famille est égal au degré du dernier polynéme ¢$l]>[v) dela
famille des polynomes-clés associée & A(p). En particulier si p est la pseudo-valuation
associée a un prolongement de la valuation v de K a une extension algébrique L de
K définie par L = K[z]/(G), ce dernier polynome est toujours égal a G, et le degré
de la famille est égal au degré de l'extension, d = [L : K].

Si nous nous fixons une valuation v d’un corps K, nous pouvons définir I’ensemble
F(K|[z],v) des classes d’équivalence de familles admissibles .4 pour la valuation v et
Pensemble £(K [z], v) des valuations ou pseudo-valuations p de K [x] dont la restriction
a K est égale & v. Grace aux théoreémes 2.4 et 2.5 de [Va] et a la proposition 2.3,
nous pouvons considérer £(K [z], ) comme le sous-ensemble de F(K[z], v) formé des
classes d’équivalence de familles admises associées a une valuation ou & une pseudo-
valuation. Dans la suite nous parlerons de F(K|[z],v) comme 'ensemble des familles
admissibles et omettrons “classes d’équivalence”.

Toute famille admissible A = (“1)1 ¢; de valuations de K[z] n’est pas une famille
admise associée a une valuation ou pseudo-valuation p, c’est-a-dire n’appartient pas
a E(K|[z],v). Si la famille A est compléte, c’est-a-dire si I posséde un plus grand
élément 7, alors A est la famille admise associée & la valuation ou pseudo-valuation
pz. Si la famille A est de degré infini, c’est-a-dire soit A est d’ordre infini soit A
est d’ordre fini et la derniere famille simple S(V) est discréte infinie, la famille A
est associée a la valuation p définie par p(f) = Sup(p:(f),¢ € I). Si la famille A
est ouverte d’ordre fini N, c’est-a-dire avec la derniere famille simple de la forme
S = (,ugN), . ,,ugfp; (,u&N))aeA(N)), la famille A est associé a une valuation p
si et seulement si l’ensemble @(A(N )) est vide; dans ce cas la valuation p est la
valuation p 4 (v). Par contre si la famille A est ouverte d’ordre fini tel que I’ensemble
(AN est non vide, la famille A n’est pas une famille admise associée & une valuation
appartenant & £(K|[z],v). Nous disons que A est une famille admissible non-admise.

Remarque 2.9. — Dans le cas ol la famille A4 est non-admise, si pour tout polynéme
f de Klx], Sup(u&N)(f), a € AN)) existe dans T et si nous posons fi4 o = Sup(u&m),
alors la valuation pi4oo est une valuation augmentée limite et la famille admise associée
est la famille A(ji1o0) = SM U...USM™ USWHD avec SV = (1N T) = (14 o0)
(cf. [Va] Proposition 1.28). C’est le cas si 'ensemble A = {véN), a € AN} admet une
borne supérieure 4 appartenant a I', g U {400} (cf. [Va] Proposition 1.20). Pour tout

polynéme ¢ appartenant & ®(AM)), la valuation ,ugNH) est la valuation augmentée
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limite associée & ¢ et & la valeur V400 = fi400(¢0), nous déduisons de la proposition
1.2 que la valeur v est indépendante du polynéme ¢ choisi dans ®(AN)) (en fait
nous pouvons déduire du théoréeme 3.5 que sous certaine hypothése supplémentaire
Voo = M7 avec m = dege/ deg(b,(lN)) et que ensemble ®(AM)) est de la forme :

d(AMN)) = {v=0¢+h|heKlz] avecdegh < degd et fitoo(h) > Y100} -

Nous définissons une relation d’ordre partiel sur les ensembles F(K|[z],v) et
E(K|[z],v) de la manieére suivante.

Définition. — i) Soient A et A’ deux familles admissibles de F(K[z], v), nous disons
que A’ est induite par A si et seulement si pour toute famille admissible A}, apparte-
nant & la classe d’équivalence A’ il existe une famille admissible Ag appartenant & la
classe d’équivalence A telle que Aj, est incluse dans 4. Nous notons :

A << A.

ii) Soient p’ et p deux valuations ou pseudo-valuations appartenant & (K [z], v), nous
disons que p’ est induite par p si et seulement si la famille admise A(u’) associée a
est induite par la famille admise A(p) associée & p. Nous notons :

wo<<p.

Soient u' et p deux valuations ou pseudo-valuations appartenant a £(K|[z],v),
et soient A" = (ugl)i, e b A = (Mi)i ¢; des familles admissibles associées res-
pectivement & p’ et p, nous écrivons chacune de ces familles comme réunion de
familles admissibles simples, A" = (J;c S'U) et A = Ujes S et chacune des

familles admissibles simples sous la forme S'9) = ((u;(j))ieym;(ng))aeA,m) et

SW = ((uz(-j))ieL(j); (,u(aj))aeA(j)), avec A'U) et AU) éventuellement vides pour les
dernieres familles simples. Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 2.6. — La valuation p' est induite par p si et seulement si nous
sommes dans la situation suivante :
1)J CJ,

2) pour tout j dans J', sauf éventuellement pour j = N’ le plus grand élément de
J' quand il existe, les familles admissibles simples S’ et SU) sont équivalentes,

3) si J' a un plus grand élément N' :
- soit I'N) ¢ L) et SN est la sous-famille discréte finie de SN définie par

¢ (N .
S(N ) = ('ul )leL’<N’> )
I(N")

- soit ') = [(V) = {1,...,nn'}, u;(N/) = ;LZ(-NI) pour 1 < i < nn —1 et pny,
appartient (,ug]\\[]/,); (ugN/))aeA(N,)), et AND =0 ;

- soit L'V = LY ¢t les familles simples S'™) et SN sont équivalentes, J' = J
et 4 = .

Preuve. — Remarquons avant tout que si p/ # p, alors p’ ne peut pas étre une
pseudo-valuation et doit étre de degré fini, de plus si la famille admise A’ est complete

la valuation ' appartient a la famille A. Dans tous les cas, pour tout f dans K|[x] il
existe une valuation p; de la famille admise A telle que p/(f) = wi(f), par conséquent
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nous avons toujours p’(f) < u(f).
Rappelons que pour deux valuations p; et pu de K|x] vérifiant p;(f) < p(f) pour tout
f dans K[z], nous notons ®,(11;) = {f € K[z] | pui(f) < u(f)}, et @, (1) le sous-
ensemble de ®,,(u;) constitué des polynémes de degré minimal. Alors si A = (“1)1 cr
est une famille admissible de valuations associée a une valuation ou pseudo-valuation
pt, pour tout i < j dans I, les ensembles ®(y;) = @, (u;) et CTDM (i) sont égaux.
Considérons maintenant une valuation puf, de la famille A’ et soit p; la valuation de
A telle que ), = p;, alors si p, # p/ les ensembles ®(u!,) et ®(y;), ainsi que les
ensembles ®(u},) et ®(u;), sont égaux. En effet, comme p, # 1/, il existe k' € I’ avec
k' > 1’ et il existe aussi k € I tel que pup = p et k vérifie aussi k > 1.

Supposons que nous avons montré que les familles admises A’ et A coincident,
a équivalence pres, jusqu’a la valuation p; = p,, et supposons que cette valuation
est dans la partie discréte d’une famille simple, c’est-a-dire u} = ug(j ) et Wi = ,ul(j )
avec | appartenant & la fois & L'U) et a LU). Nous supposons que la valuation s
n’est pas la valuation p’, alors il existe des valuations ., et p;y1 et nous avons
friv1 < pipy < p' < p. Et dapres ce qui précede les ensembles ®(uf) et ®(y;) sont
égaux, et il en est de méme des ensembles ®(u)) et ®(p;). Nous déduisons alors de
la remarque 2.5 que [ est le dernier élément de L'(7) si et seulement si [ est aussi le
dernier élément de L),
a) Nous supposons d’abord que ! n’est pas le dernier élément de L’ () ou de LW,
alors nous pouvons définir les valuations pj, , = uz(ﬁ et i1 = ,ul(i)l,
supposons aussi que | 4+ 1 n’est pas le dernier élément de L), Alors nous avons
HEGE) < mO) < o) = wh (0h), car p(8i2) = sup{u(@) | & € D)},

par conséquent nous en déduisons ,ul(Jri < ul(i)l, d’ou I'égalité ug(ﬁ ul(i)l Alors nous

et nous

savons aussi que [ + 1 n’est pas le dernier élément de L’(9) et nous pouvons continuer
la récurrence.

b) Nous supposons encore que [ n’est pas le dernier élément de L') ou de LU,
mais que [ 4+ 1 est le dernier élément de LU), c'est-a-dire que la famille simple
S est de la forme (ng),...,ul(i)l,(u,(l))aemj)). Si nous avons encore l'inégalité

;Sﬁ(qbggg) < ,ul(i)l (d)l(i)l) nous déduisons comme précédemment que les valuations

u;ﬂ et ul(i)l sont égales, sinon nous avons u(d)l(])) > N;Sﬁi((b;ﬂ) > u(qﬁl(i)l)
() ()

le polynome gbl +1 appartient a la famille ( o )a CAD)" Supposons que ;) ne soit

pas la valuation p’, alors comme précédemment, nous déduisons de la remarque 2.5

1(3) (4)

que si la valuation 4,7 est égale a la valuation y;7’; ou a une valuation M(J) l+1

doit aussi étre le dernier élément de L'U) et la famille simple ') est de la forme

(D) (o) e )-

Par conséquent, quitte & remplacer la famille S&) par une famille équivalente, nous
pouvons supposer ul(j{ = ,ul(i)l, c’est-a-dire que les familles SU) et S’Y) ont méme
partie discrete et les parties continues (ua) ca €t (;L’a ) s any sont caractérisées
respectivement par les ensembles de valeurs A = {7 | a € A(J)} = { w(@) | ¢ € <I>}

et N = {7, | o/ € 4D} = {1/(8) | & € B}, avec & = B(ufl)).
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Soit ¢ appartenant & ®, alors il existe o’ dans A’ tel que p/(¢) = ulog,j) (9), et il
;E,j) = pi, et nous avons forcément gy, = p) pour un a dans
AU) et @(ugf)) = <I>(,u,(1j)). Alors comme ¢ n’appartient pas & @(ug,]))

existe k € I tel que p
, TIOUS avons
1 (0) = 19 (¢) = ¥ (¢) = u(¢). Par conséquent pour tout ¢ dans & nous avons
w(¢) = u'(4), nous en déduisons A = A’ et les familles admissibles simples S) et
S'U) sont égales.

Nous remarquons que la famille A(y’) est égale & S U...US'Y) si et seulement si
I’ensemble ®(A’7)) est vide, et dans ce cas nous avons aussi A(p) = S U...USH) et
1/ = pi. Nous pouvons alors supposer ®(A'(7)) #£ () et les polynémes-clés limites ¢ et ¢’

associés respectivement aux valuations ,ugj 1) ot ull(j +1) appartiennent & ®(A’ (j)). De

plus comme pour tout polynéme f de K[z] nous avons encore ,ugj 1) (f) < ull(j 1) (f) <
w(f) < p(f), nous en déduisons ugﬁl)(gb) = 1/ (¢) = p(¢). Comme précédemment
si 1 n’est pas le plus grand élément de LU+ nous avons u(¢’) < u(¢) et nous en
déduisons que les valuations /Lll(J D et ugj 1 sont égales. Nous pouvons alors conti-
nuer la récurrence.

c) Les cas u;(j ) = ,ul(j ) ot 1 est le plus grand élément de LU), ainsi que le cas des

valuations //1(1) et ,ugl) s’étudient de fagon similaire. O
Corollaire. — Soit p un prolongement de v & K|z] et soit A(u) la famille admise
associée a p, alors p est un élément maximal de F(K[z],v) pour la relation d’ordre
<< dans les cas suivants :

i) la famille A(u) est de degré infini,

it) la famille A(u) est ouverte de degré fini,

iii) la famille A(u) est compléte et la derniére valeur ~v; de la famille (%)iel as-
sociée vérifie v; ¢ T, @z Q, c’est en particulier le cas pour v; = +00, ¢’est-a-dire pour
u pseudo-valuation.

Preuve. — i) Si A(u) est une sous-famille stricte d’une famille admissible alors la
famille A(u) est forcément de degré fini.

ii) Si la famille admissible A(u) est de la forme SM U...S™) avec SWY) famille
simple non discrete, alors I’ensemble @(A(N )) est vide et il n’existe aucun polynome-
clé limite pour la sous-famille continue de SUV).

ili) Soit pz = [pur—1 ; pe(¢z) = 7] la derniere valuation de la famille A(u), ¢’est-a-
dire p = ugz, alors pour qu’il existe un polynoéme-clé ¢ pour la valuation u; vérifiant
degg > degg; et ¢ et ¢r non pz-équivalents, il faut que ~; appartienne a I'y,, |, ®7 Q
(cf. [McL 1] Theorem 9.4, [Va] Théoreme 1.11). a

Remarque 2.10. — Nous pouvons nous demander si nous obtenons ainsi tous les
éléments maximaux de F(K[z],v) pour la relation d’ordre <<. Plus généralement,
nous pouvons nous poser la question suivante :

soit 1/ = [ ; 1/ (¢) = 7] une valuation augmentée, ou p' = [(tta)aca ; 1'(¢) =]
une valuation augmentée limite, appartenant & £(K[z],v), alors existe-t-il toujours
un polynome-clé ¢’ pour la valuation p’ vérifiant degg’ > dege et ¢ et ¢’ ne sont pas
' -équivalents ?
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Soit A une famille admissible non-admise, 4 = SM U ... USW) avec SIN) =

(ugN),...,u,gX,) : (,ugN))aeA(N)) et ®(AMN)) non vide, alors il existe toujours
un polynéme-clé limite ¢ appartenant & ®(AN)) et une valeur v apparte-
nant & I vérifiant v > ,ugtN)(qb) pour tout o dans A®Y). Nous pouvons alors
définir une valuation augmentée limite, ou une pseudo-valuation pour v = 400,
,ugNH) = [(M&N)) ; M§N+1)(¢) = 7). La famille A’ = AU {/AN“)} est une famille
admissible, c’est la famille admise associée a la valuation u&NH). Par conséquent la

famille admissible non-admise .4 n’est pas un élément maximal de F(K|[z],v) pour
la relation d’ordre <<.

Soit A = (Mi)i ¢ une famille admissible appartenant & F(K[z],v) et soit (qbz)l cr

la famille de polynémes-clés associée, alors pour tout ¢ dans I nous appelons degré de
la valuation u; le degré du polynome ¢;, degu; = degep;. Pour tout entier d > 1, nous
pouvons définir la famille A< 4 constituée des valuations p; de A de degré degu,; < d,
alors la famille A<, est encore une famille admissible de F(K|[z], v).
Si A est la réunion des familles simples SU), pour j € J, alors la famille A<, est
une famille de la forme A<q = SM U...USYW UT ot T est soit une sous-famille de
la partie discréte de SUTD) soit égale & SUTY en entier. En particulier pour tout j
appartenant & J*, si nous notons d(j) le degré de la derniére valuation de la partie
discrete de SU), c’est aussi le degré des valuations de la partie continue de S| 1a
famille admissible A<y(;) est non-admise. Toutes les autres familles admissibles de
la forme A<gq, c’est-a-dire pour d ¢ [d(j),degu§j+1) — 1], sont des familles admises
associées completes, sauf éventuellement la famille A<y = A pour d > degA.

Nous remarquons que si u et p’ sont deux valuations de (K [z], v) vérifiant u(f) =
' (f) pour tout polynéme f de K[z] de degré degf < d, alors les familles admissibles
A(p)<a et A(p')<q sont égales.

Corollaire. — Soit p une valuation appartenant o E(K[x],v) maximale pour la re-
lation d’ordre << dont la famille admise associée A(u) est de degré fini degA(u) = d.
Alors si p' est une valuation appartenent o E(K|[x],v) vérifiant u(f) = p'(f) pour
tout polynome f de K[z] de degré degf < d, les valuations p et p' sont égales.

Preuve. — Comme nous avons A(u) = A(u)<q = A(n')<a C A(i'), nous en dédui-
sons p << ', d’out I'égalité p = p'. O

Si A et A’ sont deux familles admissibles de F(K[x], ), et si nous choisissons des
représentants respectifs Ag et A[, des classes d’équivalence A et A’, la famille A4y N Aj
est encore une famille admissible de valuations de K[z] dont la classe d’équivalence ne
dépend pas des représentants choisis. Nous notons AN A’ la famille ainsi définie dans
F(K|z],v), c’est alors le plus grand élément de F(K|[z],v) pour la relation d’ordre
<< inférieur aux deux familles A et A’, nous pouvons poser AN A" = AN A’

Si p et ¢’ sont deux valuations appartenant a £(K[z], V), nous voulons savoir dans
quel cas il est possible de définir de la méme maniere une valuation A = p A p'. Si la
valuation X existe, alors la famille admise associée A(N) est la famille A(u) N A(p'),
et le probleme de lexistence de A = p A i/ se ramene a savoir dans quel cas la famille
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admissible A(x) N A(y') est admise.

Si nous écrivons comme précédemment A(u) et A(u') comme les réunions respective-
ment des familles SO, j € J, et S'U), j/ € J', la famille A(u) NA()) est admise s'il
existe j € JNJ et 1 € LONL'Y)  avecl qui n’est pas & la fois le plus grand élément de
L) et de L'V, tels que les familles A(u) et A(p) coincident jusqu’a l'indice i = (4, 1),
c’est-a-dire que pour tout k& < (j,1) dans I et dans I’ nous avons I'égalité p, = pj,

et tels que p;41 et pi,; sont différentes. Alors la famille A(u) N A(p') est la famille

admise associée & la valuation pu A p' = ul(j) = M;(j). Il y a trois possibilités :

- @u(ul(j)) # @, (M;(j)).‘C’est en particulier le cas si I'une des deux valuations, par

exemple u, est égale a MI(J), alors nous avons pu << ' et u A p' = p. Cest aussi le
cas si [ est le plus grand élément d’un des ensembles, par exemple L) dans ce cas
cela suppose que nous avons choisi une famille admissible convenable dans la classe
d’équivalence de A(u) pour avoir I’égalité ,ul(J ) = MQ(J )

- @#(ul(j )) =, (u;(j )) et les polynomes-clés qﬁl(i)l et gb;(ﬁ qui appartiennent tous
(9)
0

deux & cet ensemble sont différents, cela ne peut arriver que s'il existe ¢ dans @, (1

avec pu(o) > p'(¢) et ¢’ dans P, (,u;(j)) avec /_/(qﬁ') > u(g');

- @u(ul(j)) = &, (M;(j)) = P, ¢l(i)1 = qﬁggﬁ, et les valeurs 'Yl(i)l et 'yllsrji qui sont

définies par 71(1)1 = Sup(u(®), ¢ € @) et %’(jf = Sup(1'(¢), ¢ € @) sont différentes.

La famille A(u) N A(y') est non-admise 8'il existe 57 € J N J' tel que les familles
SO U...uU8W et /M U...US"Y sont équivalentes et telles que les valuations
augmentées limites ugj T e ull(j 1 sont différentes. Dans ce cas nous avons toujours
(ID(A(j)) = @(A’(j)) et il y a deux possibilités, suivant que les polyndémes-clés limites

¢§j+1) et Qﬁll(j+1) sont égaux ou non.

Définition. — Soient p et ' deux valuations appartenant & (K |[x],v) et soit A la
famille admissible de F(K[z],v) définie par A = A(u) N A(x). Si la famille A est la
famille admise associée a une valuation A = ,ulj nous posons g A p' = A, sinon nous
appelons C = (,ugf))aeA(j)
et nous posons u A ' =C.

Nous disons que les deux valuations p et ¢’ sont transverses si nous avons pAp’ = A
avec (I)u(ﬂl(])) £ P, (u;m), si nous avons p A ' = X\ avec @u(ﬂl(”) =, (M;(])) ou si
nous avons i A ' = C nous disons qu’elles sont tangentes.

la partie continue de la derniere famille simple SU) de A

Si les polynomes-clés <;Sl(i)1 et qs;(j}, ou polynomes-clés limites gbgj T et qﬁll(jH) sont
différents nous disons que les valuations sont tangentes au premier ordre, si ils sont

égaux nous disons qu’elles sont tangentes au deuziéme ordre.

Nous pouvons définir de facon naturelle une autre relation d’ordre partiel sur ’en-
semble des valuations sur K [z].

Définition. — Soient u et ' deux valuations appartenant a (K |[z], ), nous disons
que p' est inférieure & p si pour tout polyndéme f appartenant & K[z] nous avons
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linégalité ' (f) < p(f). Nous notons :
o<

Nous voulons comparer les relations d’ordre << et < que nous avons définis sur
lensemble E(K[x],v). Nous avons déja vu que si p et ' sont deux valuations de
E(K[xz],v) avec p/ << p alors nous avons p' < p.

Nous avons besoin de la définition suivante.

Définition. — Soit I un ensemble totalement ordonné, alors nous posons I* = I si
I n’a pas de plus grand élément et I* = I \ {z} si I a un plus grand élément z.
Soit A = (/Li)i ¢; une famille admissible appartenant a F(K[z],v), alors nous

définissons la famille A* par A* = (Mi)iel*'

Si la famille admissible A ne contient qu'une valuation, la famille A* est vide,
sinon la famille A* est encore une famille admissible de F (K [z], v). Parfois, il est plus
commode de considérer que nous avons rajouté la valuation pug = v a toute famille
admissible A, cela revient a rajouter ’élément 0 & I'ensemble I, dans ce cas nous
avons toujours la valuation v qui appartient & A4*, mais la famille (v) n’est pas une
famille admissible de F(K[z],v).

Remarque 2.11. — Les familles A* et A sont égales si et seulement si la famille A
est ouverte. Sinon la famille A* est le prédécesseur de la famille A pour l'ordre <<,
c’est-a-dire la plus grande famille admissible de F(K[z],v) strictement inférieure & A
pour <<.

La famille A* est non-admise si et seulement si la famille admissible A est de la
forme A =SM U...USW) avec la derniere famille simple S®V) ne contenant qu’'une
seule valuation .

Proposition 2.7. — Soient pu et i’ deuz valuations appartenant o E(K|z],v), alors
si p' est inférieure a p le prédécesseur de la famille admise A(p') associée a p' est
induite par la famille admise A(u) associée a p :
p<p = AW)T << Ap) .

De plus les valuations p et ' sont tangentes au deuxiéme ordre.
Preuve. — Nous écrivons les familles A(p) = _('ui)iel et A(u’_l) = (u;/)i,el, comme
réunions respectivement des familles simples SU), j € J, et S'U), j € J'.

Nous supposons d’abord que les familles A(u) et A(u') coincident jusqu’a un indice
i € INTI dela forme i = (j,1), c’est-a-dire jusqu’a une valuation ,ul(J) = u;(”
jeJnJ etle LU NLWY, et nous considérons les ensembles é#(ul(])) et @, (Mg(a)).

Nous avons toujours @, (u;(j)) C i)u(ul(j)), et nous supposons @,/ (;L;(j)) # (0, c’est-a-

dire que la valuation u;(j ) nest pas égale & '.

, avec

Lemme 2.8. — Les sous-ensembles <I>H(,ul(j)) et ®, (u;(j)) constitués des polynomes

de degré minimaux respectivement dans ‘i)u (Ml(j)) et i)Mr (,u;(j)) sont égauc.



FAMILLE ADMISE 27

Preuve du lemme. — Montrons d’abord que le degré minimal des polynoémes de

(J))

iu(,ul(j )) est égal au degré minimal des polynomes de ‘i)u’ (M; . En effet supposons

qu’il existe des polynoémes ¢ € @u(ﬂl(])) et ¢ € Dy (u;(])) avec dego < degd’, et soit
¢’ = q¢ + r la division euclidienne de ¢’ par ¢. Comme ¢ est un polynome-clé pour
ul(] ) nous déduisons du lemme 2.2 que les polynomes ¢ et gé sont ul(] )_équivalents,
ce qui est impossible car degq < degg’ et degp < degg’ ¢’ est un polynoéme-clé pour

,ul(j). Par conséquent nous avons @,/ (,u;(j)) = (i)uf (,u;(j)) N <I>M(,ul(j)).

Soient ¢ € <I>H(,ul(j)) et ¢ € Dy (ug(j)) c @H(ul(j)), alors ¢’ est ul(j)—divisible par ¢ et
comme ¢ et ¢’ sont des polynémes-clés de méme degré nous en déduisons que ¢ et ¢’

sont ul(j )—équivalents, par conséquent que ¢ appartient a @,/ (u;(j )). O

Nous notons & = (b#(ﬂl(j)> = O, (u;(j)), et nous définissons les sous-ensembles
A={u@) | pc@}et N'={4(¢) | ¢ €} del.

Lemme 2.9. — Soient ¢ et ¢' deux polynéomes appartenant o ®, alors nous avons :
w(@) = u(d) = p'(¢) = u'(¢) .
Preuve du lemme. — En effet, nous aurions sinon
p(6) > p(@) > 1 (&) > i (9) = 1 (6 — &) = u(d — ¢') = i (0 — ¢) ,
ce qui est impossible. a

Nous déduisons du lemme que si A a un plus grand élément v = ’yl(i)l et sip= gbl(i)l
est un polynéme de ® vérifiant pu(¢) = ~, alors A’ a aussi un plus grand élément
~ = %’(jf avec p'(¢) = 7'. Nous pouvons alors considérer les deux valuations aug-
mentées p%y = [ 5 p () = 7] et w) = [1n”  11Y}(¢) = +'] appartenant
respectivement aux familles A(u) et A(p').

Siy =+, alors ul(i)l = u;ﬂ et les familles coincident jusqu’a l'indice ¢ + 1.

Siy > 4/, alors ,uggﬁ est égale & la valuation p’. En effet sinon il existerait un

polynéme—clé iy pour la valuation ug(ﬁ de la forme v’ = _¢m + ...+ 910 + go avec

ufﬁ(w’) =my = ,u;(])(go). Le polynéme 1’ serait alors ul(i)l équivalent & go, et nous
aurions pu(¢’) = ul(i)l(zb’) = ul(j)(go) < ' (¢"), ce qui est impossible.

. 5 /172 . 212 _1(9)

Si A n’a pas de plus grand élément et si A’ a un plus grand élément v = 7, Jrjl,

alors nous choisissons ¢ et ¢’ dans ® avec v = u(¢) > u(¢’) > p/'(¢') = v/, et nous

avons forcément p'(¢) = p'(¢’). Alors nous considérons comme précédemment les

deux valuations ul(i)l = [ul(]) ; ul(i)l (¢) =] et ug(ﬁ = [u;(j) ; ug(ﬂ(qb) = 4] et nous
en déduisons encore que la valuation ug(ﬁ est égale & la valuation p'.

Si les ensembles A et A’ n’ont pas de plus grand élément, alors pour tout polynéme
¢ appartenant & ® il existe un polynome ¢’ de ® vérifiant u'(¢') > p/(¢). D’apres
le lemme nous avons aussi pu(¢’) > u(¢), d’ou I'égalité p(¢p) = pu(d — ¢') = w'(¢p —
¢') = 1/ (¢). Nous en déduisons que les familles admissibles continues définies par
les ensembles A et A’ sont équivalentes, c¢’est-a-dire que les familles A(u) et A(p')

coincident jusqu’aux familles admissibles SU) et S'0).
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Supposons maintenant que les familles A(u) et A(p') coincident jusqu’aux fa-
milles SU) = (ugj), ... ,[L%Jj); (MEZ))Am) et S'0) = (ullm, e uiff.); (M;E,]))A,(j)). Alors
nous avons le résultat similaire & celui du lemme 2.8, c’est-a-dire 1’égalité ®(AV)) =
B(A'D)) = @, et le résultat du lemme 2.9 est encore vrai pour cet ensemble ®. Nous
pouvons alors faire le méme raisonnement que dans le cas précédent en considérant
encore les ensembles A et A'.

Pour commencer la récurrence nous faisons encore de la méme manieére en
considérant I’ensemble ® des polynomes unitaires ¢ de K[z]| de degré un. O

Corollaire. — Soit p une valuation de E(K|[z],v) de degré d et soit ¢ un polynéme
unitaire de K|[x], alors si ¢ est un polynome-clé pour la valuation p nous avons degp >

d.

Remarque 2.12. — Soit p une valuation de (K |x],v) dont la famille admise as-
socié A(u) est compleéte, alors il existe une unique pseudo-valuation fi appartenant
a E(K[z],v) de méme degré que u vérifiant p < fi. En effet si nous notons respec-
tivement (qbz)l cr et (%)z I les familles de polynomes-clés et de valeurs associées a
A(p) = (pa), <y la famille admise A(f1) associée & la pseudo-valuation /i est définie
par les familles (qﬁi)i cr €t (ﬁi)i o avec ¢; = ¢; pour tout ¢ dans I, ¥; = ~; pour tout
i dans I avec i < 7 et 4y = 400, ou 7 est le plus grand élément de I.

3. Polynéme-clé limite

Dans cette partie nous voulons étudier certaines propriétés des polynomes-clés
limites associés a une famille admissible continue C = (Ma)ae - Plus précisément,
nous savons que dans une famille admissible discrete D = (“i)z‘e ;» bour tout @ > 2,
le développement du polynome-clé ¢; selon les puissances de ¢;_1 est de la forme
$i = i1+ gm-10i-1" " +...+ go, et vérifie 'égalité y1;—1(¢;) = myi—1 = pi—2(go)
(cf. [McL 1], Theorem 9.4, [Va], Théoréme 1.11), et nous voulons trouver un résultat
analogue pour le développement d’un polynome-clé limite ¢ selon les puissances des
polynomes-clés ¢, de la famille associée a C.

Dans la suite nous nous intéressons au cas d’une famille admissible simple continue
S = (u)UC, ou p est une valuation de K[z] et ou C = (MQ)QGA est la partie continue

de S associée a la famille de polynomes-clés ((ba)a cA de méme degré d et a la famille

de valeurs (%t)aeA dans T. Nous pouvons écrire § = (,ua) avec [t = W €t

Ha = [M ) Moz(¢a) = ’7&]’ pour a € A.

Nous appelons I' le groupe des ordres des valuations p, et nous supposons que la
famille C est exhaustive, c’est-a-dire que le sous-ensemble A = A(A) = {7, | @ € A}
est un intervalle de I'. Nous supposons de plus que A est majoré et n’a pas de plus
grand élément dans I'. Comme nous nous intéressons a ce qui se passe quand nous
considérons des valuations u, pour « de plus en plus grand, nous pouvons, quitte &
restreindre I’ensemble A, supposer qu’il a un élément minimal, w, par conséquent nous
pouvons supposer que l’ensemble A a aussi un élément minimal ~y,,. Nous pourrions
aussi poser i, = p et choisir une valeur ~,, dans I' avec 7, < 7, pour tout a dans A.

ac{e}UA’
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Nous supposons que le groupe des ordres I' est de rang fini r, et nous notons (0) =
Ly C Ty C... C Ty =T lasuite de ses sous-groupes isolés. Nous supposerons
dans la suite que le sous-groupe isolé I'(;), qui est un sous-groupe de rang un, donc
isomorphe & un sous-groupe de R, est non discret. Ainsi si nous avons deux éléments
et 7/ de I avec v < «/, il existe une infinité d’éléments v” de T vérifiant v < " < +'.
En particulier, nous utiliserons cette propriété pour nous assurer de 'existence d’une
infinité d’éléments o’/ de A compris entre deux éléments distincts a et o’. Nous notons
comme précédemment I'g le groupe ordonné isomorphe a (RT)IQX contenant I', et pour
tout j nous notons I'(;) g le sous-groupe isolé de I'g isomorphe a (Rj )lex’ en particulier
nous avons I'(;y = 'N I, g-

Pour tout 5 dans A, la valuation ug de la famille C est la valuation augmentée

s = [p; pa(ds) = 8], et si nous notons
I = gmpds +...+ 91808+ 905,

le développement d’un polynéme f de K[z] selon les puissances du polynéme-clé ¢g,
nous avons :

ps(f) = inf(u(gjp) +jvs, 0<j<m).
Remarquons que pour tout polynome g de degré strictement inférieur & d, et pour
tout 8 dans A nous avons pg(g) = p(g).
En fait le développement de f selon les puissances du polynoéme-clé ¢z permet de
définir la valeur p,(f) pour tout @ < § dans A. Plus précisément nous avons le
résultat suivant.

Lemme 3.1. — (cf. [McL 2], lemma 3.4) Soit f = g g¢% + ...+ 91,805 + go,p le
développement de f selon les puissances de ¢g, alors pour tout o dans A avec o < f3,
nous avons l’égalité :

palf) = nf(u(gsp) + e » 0<j<m).

Preuve. — Nous allons montrer le résultat plus général suivant. Soit p’ une valuation
augmentée définie & partir d’'une valuation p et d’un polynoéme-clé ¢ pour p, p' =
[1; 1/ (é) =], et soit ¢’ un polynoéme-clé pour la valuation u’ vérifiant dege’ > degep
avec ¢ et ¢’ non p'-équivalents. Alors pour tout f dans K[z], la valuation p/(f) peut
étre calculée a partir du développement de f selon les puissances de ¢’, ¢’est-a-dire si
f=Ffmd™ + ...+ fo, avec degf; < deg ¢, nous avons

' (f) = nf (4 (f;¢"7),0 <j <m) .
Dans le cas ol deg¢’ = deg¢, nous avons de plus ¢’ = ¢ + h avec u(h) = v = p'(¢'),
degf; < degg pour tout j, et nous trouvons p/(f) = inf (u(f;) + jv,0 < j < m).

Soit f = fmd™ + ... + fo le développement de f, nous avons toujours u/(f) >
inf (4 (f;¢' J ), et si nous avons une inégalité stricte il doit exister deux indices s # t
tels que le minimum est atteint pour les deux termes fo¢'° et fi¢’ ¥ Nous choisissons
I’indice ¢ maximal parmi ceux pour les quels le minimum est atteint, nous avons alors
Iinégalité

Wi+ fo) it (W () (fm® ™ + o fend D) > W (i)
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Les polynomes —fi¢'' et fi_1¢/™' + ... + fo sont alors W' -équivalents, et
(ft_l(b’t_l + ...+ fo) est y/-divisible par ¢'* avec deg(ft_l(b’t_l 4+ ...+ fo) < dege',
ce qui est impossible car ¢'* est p/-minimal. O

Nous voulons comparer les coefficients g; 3 quand § varie. Soient 4’ > [ dans A,
alors nous avons 1'égalité ¢pg = ¢g + &, ol £ est un polynoéme de degré strictement
inférieur & d vérifiant p(§) = 3. Nous avons les égalités :

m 7 .

DS (j ) e

j=0 r=0
t

> (S ()ooe) o

r=0 j=r

m .
¥ i
i 5 B

Jj=r

F=>gs(05+¢)’

Jj=0

d’ou la relation :

En particulier nous remarquons que le coefficient g¢,, g de la puissance maximale est
indépendant de (3.

Rappelons que d’apres le théoreme de factorisation, pour tout polynéme f de K|x]
de degré n, il ap dans A, un élément § dans I et un entier ¢, 0 < t < m avecm = [n/d],
tel que pour tout a > ap nous ayons ’égalité 1, (f) = § + t7,. Nous pouvons alors
énoncer le résultat suivant.

Proposition 3.2. — Soit un polynome f de K|z|, soient ag € A, 6 € T ett € N
tels que pour tout a > ap nous ayons pa(f) = 6 + ty,, et soit § € A avec 8 > ay.
AlorsVa € A, apg < a < 3, nous avons :
o | f et o5 S

Mo Ha
Preuve. — Nous choisissons (3 et nous considérons les o dans A avec ag < a < 3,
alors ¢g est un polynéme-clé pour la valuation p.
Soit f = gm,s¢3 + ...+ 91,803 + go,s le développement de f selon les puissances
de ¢g, ol les polynémes g; g sont de degré strictement inférieur a d et nous notons
0.3 = u(gj,p). D’apres le lemme 3.1, pour tout o < 3, nous avons 1'égalité po(f) =
inf(dj,5 + j7Va), et le plus grand entier n = n, tel que f soit po-divisible par ¢j est
le plus petit entier j, 0 < j < m, tel que puo(f) = d,8 + jva. En effet comme ¢z
est un polynome-clé pour la valuation pu,,, toute puissance gbg de ¢3 est pio-minimale,
c’est a dire que tout polynéme u,-divisible par qbg est de degré supérieur ou égal
au degré de gb’[;. Nous en déduisons que pour tout g dans K|z], si g = ngg 4+ r est la
division euclidienne de g par gb'f;, g est pqo-divisible par (;5’5 si et seulement si nous avons

ta(r) > pa(g). Nous appliquons ceci au développement de f selon les puissances de
¢, et nous déduisons de ¢ | f et de gbgﬂ 1 f, les relations :

Ha Ha
fio (gn-1,505 "+ ...+ g0.8) > pa(f) et pia(gnpdf+ ..+ gos) = pa(f)
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et Pentier n = ng, vérifie po(f) = dn, .8 + NaYa- Par conséquent pour tout o avec
ap < a < B, nous avons 1'égalité pua(f) = 0n, 8 + NaYa = 0 + t7a, cest & dire
(t — na)Yo = (0, 3 — 6). Comme n, ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs,
0 < ny < m, et comme {v,]ap < @ < B} est un ensemble infini, nous avons forcément
t = ng, pour tout a et § = d; . O

En fait nous déduisons des relations pi (gn—l,ﬁ(bgil + ... 4 908) > pal(f) et
Lo (gn,gqﬁg + .+ go,ﬁ) = 1o (f) que Pentier n =t vérifie :

Vi>t s+ = d+tya et Vi<t djpg+iva > 0+1tya -

Supposons qu’il existe a, avec g < a < B, et j > t tels que nous ayons 1'égalité
0j.8 + jYa = 0 + ta, alors pour o avec ap < o < @, nous trouvons l'inégalité
05,8 + Y < 6 + tya, ce qui est impossible. Par conséquent nous avons montré que
pour tout «, ag < a < 3, le polynome f est po-équivalent a gtwggbtﬁ.

De plus en passant a la limite, nous trouvons que nous avons encore les inégalités :

Vi>t, 0j8+jvs > d+tys et Vi<t djp+jvs > d+tvys.

Proposition 3.3. — Soit f dans K|[x], soient ag € A, § € T et t € N définis comme
précédemment, et nous supposons que l’ensemble A a une borne supérieure v dans
I'r. Alors il existe By, Bo > aq, tel que pour tout 3 > By, nous ayons :

fe 91,805+ ...+ 908, Ya>aq.

Remarque 3.1. — Nous rappelons que le sous-ensemble A de I' permet de définir
une coupure I' = A_UA;, avec A ={y €T | Fya € Aavecy, >y} et AL ={y €
T'| Vva € A 7o < 7}, et cette coupure est non triviale car nous avons supposé que
A est majoré. Si nous notons \;: I' — T'® Papplication du groupe I' dans le groupe
quotient T'") = ['/T), pouri=0,1,...,r, alors il existe un entier 0, 0 < o < r—1, tel
que Ao(A_) N Ao(Ay) =0 et \(A-) N A (A4) # 0 pour ¢ > 0. L’ensemble admet une
borne supérieure 4 dans I'r si et seulement si I’entier o est égal a 0. De plus, comme
nous supposons que cet ensemble A n’a pas d’élément maximal, nous trouvons que le
sous-groupe isolé I'(;) est forcément non discret.

Preuve. — Soit f = gm g¢j" + ...+ go,s le développement de f selon les puissances
de ¢g, et il suffit de montrer que pour tout j, t +1 < j < m et pour tout o dans A,
a > agp, nous avons 'inégalité 1, (gjﬁ(bé) > 1o (f) pour 8 assez grand.

Nous fixons j, t+1 < j < m, d’apres la proposition précédente, pour tout a < (3, nous
avons l'inégalité cherchée pi,, (gj7g¢%) =08;3+ jVa > tal(f) = 6 + tya. Pour a > S,
nous avons iy (gj,gq%) =03+ Jvs et pa(f) = 6 + tyq. Soit 7 la borne supérieure de
A, alors nous avons :

5+t’7a < 5+t’_y = 6+t7a0 +t(’_}/77a0) < 5jﬁ +j7ao +t(’_}/77ao) :
Il suffit par conséquent d’avoir I'inégalité :

858+ Va0 T (¥ —Yao) <058+ 378
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c’est a dire

s(’? - ’7040) .
Comme nous avons choisi j > ¢, nous avons 7 > 7(j), par conséquent, pour 3 suf-
fisamment grand, c’est a dire vérifiant 8 > ((j) pour un certain ((j), nous avons
encore l'inégalité vg > 7(j). Il suffit alors de choisir 8y = sup (8(j),t+1 < j < m), et
pour 3 > [y, nOUS avons fiq (gmﬁgqﬁgl + ..+ 9t+1,ﬁ¢§r1) > e (f) pour tout o > ay,
d’on f}zgtﬁaﬁtﬁ + ...+ g0 O

B 2 ’7(]) = Yao T

Sinous ne faisons plus 'hypothése que 'ensemble A a une borne supérieure dans I'g,
nous pouvons encore conclure dans certains cas. Plus précisément, nous considérons
Ientier o défini précédemment par la coupure non triviale I' = A_ LU A4 associée a
A. Alors le sous-ensemble A'”) = Ao(A_) du groupe T'(®) a une borne supérieure 7

dans f‘g) =Tr/IL(o)r = R"7°, et nous choisissons 7 dans I'r tel que \,(7) = 7o),

Proposition 3.4. — Soit f dans K[x], soient ag € A, § € T et t € N définis comme
précédemment ; si le sous-ensemble /7\(_0) n’a pas de plus grand élément, c’est a dire
si 7 n’appartient pas d /_X(f), alors il existe By, Bo > «u, tel que pour tout B > By,
nous ayons :

f e 91,805+ ...+ 908, Ya>aq.

N

Preuve. — La démonstration est semblable a celle de la proposition précédente.
Comme 7(°) n’appartient pas a /_\(_O), quelque soit ’élément 4 de I'g choisi, nous avons
¥ ¢ A et Vo, 7o < 7. Comme précédemment, il suffit de montrer que pour tout j,
t+1<j<m,il existe un élément ((j) de A suffisamment grand tel que nous ayons
I’inégalité

t,_

3(7 - ’7&0) :
Comme A\, (7Va,) < 7 et comme t < j, nous avons A, (7(j)) < 7, et il existe § dans

Y3(5) > 'V(j) = Yao T+

A tel que Ao(7(4)) < 6. Sinous choisissons 3(j) tel que Ao(vg(;)) = 6, alors yz())
vérifie aussi y¢;) > ¥(J)- O

Remarque 3.2. — Dans le cas ol l'entier o est égal a 0, c’est a dire ol ’ensemble
A a une borne supérieure, par hypothese cette borne n’appartient pas & A. Dans le
cas ou l'entier o est strictement positif, il se peut tres bien que ’ensemble /_X(f) ait un
élément maximal, alors que A n’en a pas. Pour étudier le comportement de la famille
de valuations (ua)a ca’ il semble alors nécessaire d’étudier la famille de valuations
composées obtenue a partir de la famille (ua)aeA par l'application A,: ' — 1:‘(0).

Nous considérons encore la famille admissible simple continue & = (1) U C, avec
C= (ua)aeA, nous supposons que le groupe des ordres I' est de rang fini r et que le
sous-ensemble A n’a pas de plus grand élément, mais posseéde une borne supérieure 7y
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dans I'g ~ R". ~
Pour tout entier ¢, t € N, nous définissons le sous-ensemble ®(A), de K[z] par :

D(A), = {f € Klz] | Jap € A, 35 €T tels que Va > ap pra(f) =0+ t7a} -

Alors les sous-ensembles @(A)t, pour ¢t € N, forment une partition de K[z], 'ensemble
®(A) des polynémes f de K|[z] pour lesquels la famille (ua (f )) n’est pas stationnaire
A partir d’un certain rang, est égal & la réunion des ®(A); pour ¢ > 1. De plus nous
avons vu que si f est un polynome de degré strictement inférieur & (m + 1)d, alors
f appartient & Ugo @(A)t. Nous déduisons de la proposition 3.3 que si le polynome
f appartient au sous-ensemble ®(A),, alors il existe 3y dans A tel que pour tout
B > Bo, [ est puq-équivalent, pour tout « suffisamment grand, aux ¢ premiers termes
de son développement en les puissances de ¢g, en particulier f est j1-équivalent a un
polynéme de degré strictement inférieur & (¢ + 1)d.

Nous supposons que Pensemble ®(A) est non vide, et soit f un polynéme appartenant
a ®(A) de degré minimal, et quitte & multiplier f par une constante non nulle, nous
pouvons toujours supposer que f est unitaire, alors f est un polynéme-clé limite pour
la famille C. Soit ¢ > 0 'entier tel que f € ®(A);, alors nous avons ®(A), = () pour tout
s avec 0 < s < t, et le degré de f vérifie td < degf < (t 4+ 1)d. Nous voulons montrer
que nous avons 'égalité degf = td, c’est a dire que le développement de f selon les
puissances d’un polynéme-clé ¢ est de la forme f = ¢tﬁ+gt_1,5¢g_1 +...4+go0,8, ce qui
généralise le résultat pour les polynémes-clés dans une famille discrete de valuations
augmentées (cf. [McL 1], Theorem 9.4, [Va], Théoréme 1.11).

Théoréme 3.5. — Awvec les hypothéses précédentes, tout polynome-clé limite f pour
la famille admissible simple continue C = (MQ)QGA, est de degré égal a un mul-
tiple entier du degré d des polynomes-clés associés (¢q). De plus si nous écrivons le
développement de f selon les puissances du polyndome-clé ¢g,

f = oh+ gt—l,ﬁq%fl +...+ 905
alors pg(f) =ty = p(go,p) pour B suffisamment grand.

Preuve. — Soit f un polynome unitaire, élément de degré minimal de <i>(A), et
soient ag dans A, § dans I' et 'entier ¢ > 0 tels que pour tout o > g nous ayons
Lo (f) = d+1t7,. Alors, comme f est de degré minimal dans @(A), nous déduisons de la
proposition 3.3 que f est u,-équivalent, pour tout o > «g, a la somme des ¢ premiers
termes de son développement selon les puissances de ¢g, pour tout 8 suffisamment
grand, par conséquent, pour tout 5 dans A nous avons I’égalité :

f = 91p05+ 911505 "+ ...+ 91808+ g0s

et de plus nous avons vu que le coefficient g; 3 de la plus grande puissance est
indépendant de (3, nous le notons g; et nous avons pu(g:) = 9.

Supposons que le polynéme g; est de degré n > 0, c’est a dire n’est pas égal a 1 car
nous avons supposé f unitaire. Alors, comme n < d, il existe un polynéme h de K|[x],
avec degré de h strictement plus petit que d, tel que pour tout o dans A le polynéme
hgi soit pq-équivalent & 1. Nous avons pu(h) = —pu(ge) = —9, et po(hge — 1) = €4



34 MICHEL VAQUIE

vérifie £, > €9 = plao (hgt — 1) > 0 pour tout « dans A. Remarquons que la famille
(sa)aeA ne dépend pas de 3.
Si nous choisissons 3 > g, nous pouvons définir le polynéme [’ par :

= hf+ (1= hg)dh,
c’est a dire
= o+ (hgi1p)05 '+ ...+ (hgop)

avec pour tout j, 0 < j <t—1, deg(hg; ) <2d—2et u(hg;g) = —0+06;3 > (t—7)vs.
Pour tout a, ag < a < 3, nous avons

Ma((l_hgt)(btﬂ) = €at+tVa > tya = Moz(hf)7

par conséquent piq(f’) = t7,. Nous allons montrer que pour 3 suffisamment grand,
cette égalité est vérifiée pour tout a > .

Soit 4 la borne supérieure de A dans I'g, il existe 51 > «ag tel que pour tout 5 dans A
avec > (31, nous ayons 'inégalité t(§ — v3) < €o. Alors pour tout o dans A, a > 3,
Nnous avons encore

Ma((l_hgt)¢tﬁ) = Eatly > 17 > tya = ,ua(hf)a

d’otr Végalité g (f') = tva.

Si le polynéme f’ est de degré strictement inférieur au degré de f, ce qui est équivalent
a demander l'inégalité deghg:—1 g < degg; + d, alors nous trouvons une contradiction
car f est un polyndome de degré minimal dans ®(A). Nous allons voir comment dans
le cas général, nous pouvons remplacer le polynéome f’ par un polynome f”, de degré
strictement inférieur au degré de f, et qui lui est “équivalent”.

Comme le polynéme ¢g = hgi—1 g vérifie o (¥3) = pu(yg) pour tout o dans A, il
existe un polynome h’ﬂ de degré strictement inférieur a d tel que ¢3 et h’ﬂ sont, fiq-
équivalents pour tout «, c’est a dire vérifient u, (1/)5 — h’ﬁ) — U (1/)5) =e/ >0.

Pour controler la valeur de ¢/,, rappelons que nous trouvons ce polynéme h% comme
le reste de la division euclidienne de 13 par le polynéme-clé ¢, ott w est le plus petit
élément de A. Nous avons alors ’égalité :

Yg = qqﬁerh'g,

et comme ¢, est un polynoéme-clé pour la valuation p, il est y-minimal et nous avons
Iinégalité ,u(ngw) > u(yg). Alors pour tout o dans A, nous avons :

fa(q00) = w(Q) +70 > wa) +w(de) > ws) = palis) ,

dont nous déduisons :

E/Ot:u(q¢a) _,U/a(wﬁ) > 7w_u(¢w) = 56 > 0.

Nous pouvons alors définir le polynéme f” par :

"=+ (b - hgt—1,5)¢tg_1 = ¢5+ h%q%_l + (hgt—2,6)¢tg_2 + ...+ (hgo) »
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le polynome f" est de degré strictement inférieur au degré de f, par conséquent
f” nappartient pas & lensemble ®(A) et il existe a3 > ag et §” dans T' tels que
Lo (") = 8" pour tout a > g. Pour tout o > 3, nous avons :

pa(f" = 1) = pa((Py = hge—1,5)05 ")

= ep +plhgi—1p) +(t—1)yp > e, +ty > tys .

Par conséquent, il existe s > [ tel que pour tout « avec § < a < a9, nous avons
o (" = f) > pa(f') = tya, Ao pa(f”) = pa(f’). Nous déduisons du théoréme de
factorisation et de degf” = td, que nous avons en fait I'égalité p,(f"”) = ty, pour
tout o < g, par conséquent nous avons ay > ag > et 6" = ty,, > tys.

Il existe B2 > ag tel que pour tout 8 dans A avec [ > (32 nous ayons 'inégalité
t(7 — v3) < €p, o ¥ est la borne supérieure de A dans I'r et ol g a été défini
précédemment par e{, = v, — f1(¢,) > 0.

Supposons que nous avons choisi 3 vérifiant 8 > sup (51, 52), alors pour tout o > a;
nous avons les inégalités :

pa(f" = 1) = eh+tyg > 7> palf) =tva > palf”) = tyay s

ce qui est impossible.

Par conséquent, nous avons montré que si f est un polynoéme-clé limite pour la famille
C = (ua)aeA, pour tout 5 dans A le développement de f selon les puissances de ¢g
est de la forme : f = ¢tﬁ + gt_lﬁqﬁtﬁ_l +...4+ 903

Nous savons que pour 3 > ay, les coefficients g; 3, 0 < j <t—1, de ce développement
vérifient les inégalités ((g;,8) = 0,3 > (t — j)ys, et nous voulons montrer que pour
le dernier coefficient gg 3 nous avons égalité. Supposons que nous ayons dg g > ty3,
alors il existe ai; > 3 avec 09 g > t7a,. i nous écrivons f = qdg + go,3, pour tout «,
B8 < a < ag, nous avons pa(f) =ty < tya, < do,3, Par conséquent nous trouvons :

ta(qds) = 5+ tal@) = tya ,

ce qui est impossible d’apres le théoreme de factorisation car degg < td. a

Nous pouvons aussi préciser ce qui se passe pour le deuxieme coeflicient g;—1 g,
plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.6. — Si t, le degré en ¢g du polynome-clé f, est divisible par la
caractéristique du corps K, alors le coefficient g:—1.g du développement de f selon les
puissances de ¢g est indépendant de 3 dans A.

Si le degré t n’est pas divisible par la caractéristique de K, alors pour tout 3 dans
A nous avons l’égalité 6,—1,8 = u(ge—1,8) = V8-

Preuve. — Nous rappelons que pour tout § < ' dans A, si nous écrivons ¢g =
¢g + &, nous avons la relation

t .
J -
g = (T)gmffj "

J=r
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en particulier pour r =t — 1, nous trouvons ¢g,_1,3 = gr—1,3 — t€.
Supposons d’abord que t est divisible par la caractéristique de K, alors nous avons
I’égalité :

gt—1,8 = Gt—1,8 -
Si t n’est pas divisible par la caractéristique de K, supposons qu’il existe 3 dans A
avec 0¢—1,8 = i(gi—1,8) > 7. Alors pour 8 > [, nous avons u(t€) = p(€) = vg <

w(gi—1,8), Aol 0,1 5 = p(ge—1,8) = v8, ce qui est impossible car v < vgr. O
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