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Abstract

We want to determine all the extensions of a valuation v of a field K to a cyclic extension
L of K,ie. L= K(x) is the field of rational functions of z or L = K () is the finite separable
extension generated by a root € of an irreducible polynomial G(z). In two articles in 1936,
Saunders MacLane has introduced the notions of key polynomial and of augmented valuation for
a given valuation p of Kx], and has shown how we can recover any extension to L of a discrete
rank one valuation v of K by a countable sequence of augmented valuations (“Z)z e with I C N.
The valuation p; is defined by induction from the valuation p;—1, from a key polynomial ¢; and
from the value v; = u(¢;).

In this article we study some properties of the augmented valuations and we generalize the
results of MacLane to the case of any valuation v of K. For this we need to introduce simple
admissible families of augmented valuations A = (ua)ae 1» Where A is not necessarily a countable
set, and to define limit key polynomial and limit augmented valuation for such families. Then, any
extension p to L of a valuation v on K is again a limit of a family of augmented valuations.

We get also a “factorization” theorem which gives a description of the values (pa(f)) for any
polynomial f in KJz].

Introduction

Etant donné un corps K muni d’une valuation v, nous voulons déterminer les prolongements de v
a toute extension L de K. Dans cet article, nous allons étudier le cas d'une extension monogene
L = K(0), c’est a dire soit le cas ou L = K (z) est le corps des fractions de 'anneau des polynomes &
une variable K[z], soit le cas ou L est une extension algébrique de la forme L = K|x]/(G), ou G est
un polynome irréductible.

Dans deux articles de 1936 [McL 1] et [McL 2], Saunders MacLane introduit les notions de polynéme-

clé et de valuation augmentée. Plus précisément, si p est une valuation sur un anneau de polynémes
K[z] & une variable, il définit ce qu’est un polynéme-clé ¢ pour cette valuation et une valuation aug-
mentée ', dépendant de p, de ¢ et d’une valeur v > p(4), 1’ est une nouvelle valuation sur K|x]
vérifiant pour tout f dans K[x] I'inégalité u(f) < u/(f), avec égalité si degf < dego.
Grace a ces constructions, il montre que si K est un corps muni d’une valuation v discrete de rang un,
toute valuation p de 'anneau des polynomes K [z] prolongeant v, est obtenue comme “limite” d’une
famille de valuations augmentées (u;), famille finie ou dénombrable, essentiellement unique. De méme,
si L est une extension algébrique monogene de K, toute valuation p de L prolongeant la valuation v
est aussi obtenue comme “limite” d’une telle famille de valuations augmentées sur K|[z].

Dans une premiere partie, nous allons reformuler certains résultats de S. MacLane et montrer
quelles conséquences nous pouvons en déduire, en particulier sur les algebres graduées associées aux
valuations considérées. Mais le but essentiel de cette partie est d’étudier ce qui se passe dans le cas
d’une valuation quelconque, c’est a dire sans hypothese sur le groupe des ordres.

Le phénomene important nouveau est 'apparition de familles de valuations augmentées S = (ua)a ca’
indexée par un ensemble totalement ordonné A, isomorphe a un sous-ensemble du groupe des ordres
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T', non nécessairement dénombrable. A une telle famille, sont associées la famille de polynomes-
clé (gba)% c 4 dans K [x] et la famille de valeurs ('ya)a c 4 dans I'. Ces familles de polynomes ((ba)a "
peuvent étre considérées comme des généralisations des familles pseudo-convergentes définies par Irving
Kaplansky [Ka]. Nous pouvons alors énoncer un théoréme de factorisation (Théoréme 1.19) qui décrit

pour tout polynéme f de K[x] le comportement de la famille des valeurs (ua ( f))a car

Dans une deuxiéme partie, nous étendons les résultats de [McL 1] et [McL 2], nous montrons com-
ment toute valuation de ’anneau des polynémes K[z], ou toute valuation d’une extension algébrique
monogene L de K, prolongeant une valuation quelconque v de K, peut encore étre obtenue comme
“limite” d’une famille admise A de valuations augmentées, la famille A étant une réunion dénombrable
de familles admissibles simples S; éventuellement non dénombrables (Théorémes 2.4 et 2.5).

L’intérét principal de la définition des familles admissibles est de construire des générateurs de
Palgebre graduée associée & une valuation de Klz]. Les générateurs de cette algebre sont liés aux
racines approchées de Tschirnhausen (cf. [A-M] ou [Po]) et aux éléments de contact (cf. [Sp]), et par
conséquent jouent un role trés important dans le probleme de 'uniformisation locale (cf. [Sp] ou [Te]).

1 Valuations augmentées

Nous allons rappeler les définitions de polynomes-clés et de valuations augmentées définies dans
[McL 1] et [McL 2], et leurs propriétes principales.

Dans la suite nous considérons un corps K et nous voulons étudier les valuations de I'anneau des
polynémes K[z], prolongeant éventuellement une valuation v de K donnée.

1.1 Polynome-clé et valuation augmentée

Soit L un corps muni d’une valuation y de groupe des ordres I' =I', et soit R un sous-anneau de L,
nous supposerons que L est le corps des fractions de R.
Pour tout o appartenant a I' nous pouvons définir les idéaux suivants:

Po=Pa(Rp)={f€R | p(f)>a}

Py =Pa(R.p)={f€R | p(f)>a}.

Nous pouvons alors définir 1’algebre de la valuation ([Te]):

AL (R) = @PQ(R’ v~ C R[] .

acl

L’algebre graduée gr,R de la valuation est par définition l'algebre quotient de A, (R) par I'idéal
Q=@ cr Pfv™®, c’est a dire:
gr,R=EPPa/PL .

acl

Nous avons une application H,: R — gr, R qui a tout f € R associe sa forme initiale H,(f) = gr, f
dans P, /PS, ot oo = u(f).

Ces constructions sont faites en général pour une valuation p positive sur 'anneau R, c’est a dire
si R est inclus dans 'anneau de la valuation R,. Dans ce cas les idéaux P, (R, p), pour a < 0, et
PF(R,p), pour @ < 0, sont égaux & 'anneau R tout entier.

Nous pouvons remarquer que la somme directe qui définit I’algebre graduée gr, R est en fait indexée
par le semi-groupe ® = p(R\ {0}) C T.

Soit © une valuation du corps K (x), ol = est algébriquement indépendant sur un corps K, et nous
étudions la restriction de p & Panneau des polynémes K[z]. Nous disons que deux polynémes f et g
de K[z] sont p-équivalents s’ils ont méme image dans I’algebre graduée gr, K[z], c’est & dire si nous
avons la relation p(f — g) > p(f) = u(g), nous notons alors fr;g.
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De méme nous disons que le polynéome g est u-divisible par le polynéme f, ou que f u-divise g, si
I'image H,(g) de g dans gr, K|[z] est divisible par I'image H,(f) de f. C’est aussi équivalent & dire
qu’il existe un polynome h dans K|[z] tel que g~ fh. Nous notons alors f|g.

“w

Quand le polynéme g n’est pas p-divisible par f, nous notons f fg.

"
Définition. ([McL 1]) Un polynéme ¢ de K[z] est appelé un polynome-clé pour la valuation p s’il
vérifie les propriétés suivantes:

- ¢ est p-minimal, c’est & dire si tout polynome f de K[z] u-divisible par ¢ est de degré supérieur
ou égal au degré de ¢:  ¢| f = degf > degop;

"
- ¢ est p-irréductible, c’est & dire si 'image de ¢ dans 'algebre graduée gr,, K [z] est irréductible:
Va,b € Klx] ¢|lab= ¢|a ou ¢|b;

LM H w
- ¢ est unitaire.

Remarque 1.1. Par définition la notion de polyndéme-clé concerne les polynémes f de K[z] & pu-
équivalence pres, c’est & dire semble adaptée a l'algebre graduée gr,K|z], mais une des propriétés
fondamentales des polynomes-clés, conséquence de la p-minimalité, est exprimée en considérant la
division euclidienne dans K|z].

Lemme 1.1. ([McL 1] Lemma 4.3) Soient u une valuation de Klx] et ¢ un polynéme p-minimal.
Pour tout polyndme non nul f de K[x] nous avons les inégalités suivantes, ot f = qp + r est la
division euclidienne de f par ¢ dans K|z]:

u(r) > u(f) ,
pwlqe) > u(f) -

De plus nous avons inégalité stricte u(r) > p(f) si et seulement si f est p-divisible par ¢.

Nous considérons maintenant une valuation p de K[z], de groupe des ordres I',,, et un polynéme-clé
¢ pour p de valuation 6 = p(¢) € I',. Nous considérons un groupe ordonné I' contenant I';, comme
sous-groupe ordonné, et un élément v de I" vérifiant v > (o).

Tout polynéme f de K[z] admet une écriture unique de la forme:

f:fm¢m+fmfl¢m71+---+f0 )

avec degf; < deg¢ pour tout j, 0 < j < m, que nous appelons le développement de f selon les
puissances de ¢.
Nous définissons alors p/(f) € T par:

W (f) =inf(u(f;) +dv; 0<j<m).

Théoréme 1.2. ([McL 1] Theorem 4.4) Soient p une valuation de Klx], ¢ un polynéme-clé pour p
et v € T vérifiant v > u(d), alors Uapplication ' définie précédemment est une valuation de K[x] a
valeurs dans le sous-groupe de I' engendré par I'), et vy.

Remarque 1.2. Si ¢ est un polynéme-clé pour une valuation u, nous pouvons définir pour tout f dans

K[z] Ventier Dy(f) comme le plus grand entier d tel que p/(f) soit égal & p(fq)+dy, o fmd™+. ..+ fo

est le développement de f selon les puissances de ¢. Par définition nous avons alors f~ fq¢? +. ..+ fo,
w

et u/(f) = 1/ (fag").

Cet entier Dy(f) ne dépend que de I'image H,,(f) dans 'algebre graduée gr, K[z], c’est & dire que
si f et f' sont p'-équivalents, nous avons Dy(f) = Dg(f').

Nous pouvons déduire de la démonstration du théoréme précédent que pour tout f et g dans K|z
nous avons 1'égalité Dy(fg) = Dy (f) + Dy(g).

Définition. Nous appelons la valuation p’ une valuation augmentée et nous la notons:

p=us p(9)=11].
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La valuation augmentée /' = [ ; p'(¢p) = ~] définie & partir de la valuation u et du polyndéme-clé
¢ est une nouvelle valuation de K[z], “plus fine” que la valuation initiale p.

Proposition 1.3. ([McL 1] Theorem 5.1) Pour tout polynéme f de K[z] nous avons l'inégalité:
w(f) = p(f) -

De plus l'inégalité est stricte si et seulement si f est p-divisible par le polynome-clé ¢. En particulier
st degf < degg, nous avons p'(f) = p(f).

Nous déduisons de cette proposition que pour calculer la valuation p'(f) d’un polynéme f, nous
n’avons pas besoin de connaitre son développement selon les puissances de ¢. Plus précisément nous
avons le résultat suivant ([McL 1] Theorem 5.2).

Corollaire. Si nous avons f = fmd™ + frm—10™"' + ...+ fo, ot les f; sont des polynémes non
u-divisibles par ¢, alors la valuation ' (f) est encore égale a mf(u(fj) +j7;0<5< m).
De plus $i g = §gmd™ + Gm_16™"1 + ...+ go, avec fi~g; pour tout j, 0 < j < m, alors f~g.

Z !

Lemme 1.4. Soit i/ la valuation définie a partir de la valuation p, du polynéme-clé ¢ et de v dans
T, alors pour tout f dans K|[x] vérifiant u'(f) = u(f), nous avons:

(i) il existe fo dans K[x] avec degfy < degg tel que f~fo;
w

(i) il existe g dans K[x] avec p'(g) = p(g) tel que fg~1.
w

Preuve. (i) Soit f = g¢ + r la division euclidienne de f par ¢, d’apres le lemme 1.1 nous avons
Pinégalité p'(qp) > pu(qe) > u(f) = ¢/ (f), par conséquent f est p’-équivalent a r.

(ii) Le polynéme-clé ¢ est un polynéme irréductible de K[z] et par hypothese f n’est pas divisible par
¢, par conséquent il existe deux polyndémes g et h de K[z] avec deg g < deg ¢ tels que fg + ho = 1,
d’ott fg;;l et 1/ (g9) = u(g)-

Proposition 1.5. ([McL 1] Lemma 9.2, [McL 2] Lemma 4.3) Soit p’ la valuation augmentée définie
a partir d’une valuation p et d’un polynome-clé ¢ pour p, u' = [p ; p' (@) = 7], alors le polynome ¢
est aussi un polynéme-clé pour la valuation p'.

Preuve. Nous allons montrer d’abord que pour tout polynéme f de K[z, si f = frd™ + fn_16™* +
...+ fo est le développement de f selon les puissances de ¢, alors f est p’-divisible par ¢ si et seulement
i u(fo) = 1'(fo) > 1'():

Si 1/ (fo) > i/ (f), alors f est p/-équivalent a ¢(frnd™ '+ ...+ f1), dou ¢ | f.

Réciproquement, si f est p'-divisible par ¢, il existe h dans K[xz] tel que f 96it p’-équivalent & ¢h. Le
développement selon les puissances de ¢ de g = f — ¢h a son terme de degré zéro gg égal a fy, d’ou
Vinégalité u(fo) > p'(g) > 1'(f).

Le polynome ¢ est p’-minimal. En effet supposons maintenant que ¢ p’-divise un polynéme f, alors
nous avons p'(fo) > p/(f), par conséquent f # fy et degf > degao.

Le polynome ¢ est p/-irréductible. En effet supposons que ¢ ne p/-divise ni f, ni g, alors nous avons les
égalités u(fo) = 1/ (f) et u(go) = ' (g). Le terme de degré zéro du développement selon les puissances
de ¢ du produit fg est le reste rg de la division de fpgo par ¢. Comme ¢ est un polynoéme-clé
pour la valuation pu, le produit fogo n’est pas u-divisible par ¢, par conséquent d’apres le lemme 1.1,

w(ro) = pu(fogo), d’ott pi'(ro) = pi'(fg), et ¢ ne p'-divise pas fg.

Pour pouvoir étudier la valuation augmentée ' = [u ; p'(¢) = 7] & partir de la valuation p, et
en particulier pour pouvoir comparer les algebres graduées gr, K[z] et gr, K|xz], il est nécessaire de
connaitre la position de v par rapport au groupe I',,.

Si v appartient au groupe I', ®7 Q, c’est & dire si les valuations p et 11/ ont méme rang rationnel, nous
appelons 7 le plus petit entier strictement positif tel que 7y € I, sinon nous posons 7 = 0.

Soit f € K|[xz] et soit f = f,,¢™ + ...+ fo son développement selon les puissances de ¢. Si p/(f) =
inf (u(f;) + j7) est atteint pour un indice ¢, p/(f) = p/(fi¢") = p(fi) + tv, alors p/(f) ne peut étre
atteint que pour des indices j vérifiant (j —t)y € I',.

Nous en déduisons le résultat suivant.
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Lemme 1.6. Dans le cas ou vy n’appartient pas a ', ®7Q, il existe un unique indice t tel que fwftqﬁt

et H,(f) est égal a Hy (f)(H (6)), avee ¢ ffy.

o
Dans le cas ou v appartient a I'), @7 Q, il existe un entier t, t > 0, et un polynéme h = hp,¢"" +
hy—1¢ DT 4 .+ hy avec hy, et hy non nuls, degh; < degp pour tout j, et vérifiant p'(h) =
W (h;7) = u(hj)+ j7y pour tout j tel que h; # 0, tels que f soit p'-équivalent & hot, d’ot H,/(f) =
Ho () (Hye (8))"

Nous pouvons maintenant montrer la relation entre les algebres graduées gr,K[z] et gr,, K|z],
ou p' est la valuation augmentée définie & partir de ¢, polyndéme-clé pour p, et de v > u(¢p), p' =
s 1'(¢) =~]. Dapres la proposition 1.3 nous voyons que pour tout a € I' = T';, nous avons les
inclusions

Pa(K (2], 1) C Pa(Klzl, 1) et Py (Kla],pn) C Py (Kla], 1) -

Nous en déduisons un morphisme d’anneaux g: gr, K[z] — gr,, K[z].

Théoréme 1.7. Soit (H,(¢)) lidéal de gr, K [x] engendré par la partie initiale du polynome-clé ¢ et
soit (gr, K[z]/(H,(¢)))[T] Uanneau des polynomes en une variable T sur anneau quotient de gr, K [x]
par (H,())-

Alors le morphisme g: gr,, K[z] — gr,, K[z] induit un isomorphisme

G: (gr,Klz]/(Hu(9)))[T] — gr, Kla] ,
qui envoie T sur G(T') = H, ().

Preuve. Soit f € K|[x] de valuation pu(f) = «, alors sa forme initiale H,,(f) appartient & Py (1) /P1 ().
Si p/(f) = a alors nous avons g(H,(f)) = H. (f) et si /' (f) > « alors g(H,(f)) = 0. Par conséquent
le noyau de g est formé des H,(f) pour f vérifiant p'(f) > p(f), c’est & dire d’apres la proposition
précédente des f u-divisibles par le polynéme-clé ¢, d’ou Kerg = (H H(qﬁ)).

Ainsi le morphisme g permet d’identifier (gr, K[x]/(H,(¢))) avec le sous-anneau de gr,, K[z] formé
des H,/(f) pour f € Klx] vérifiant pu(f) = p'(f)

Pour montrer que G est injective, il faut montrer que H,/(¢) est algébriquement indépendant sur
(gr,K[z]/(H,.(¢))). Supposons que ce n'est pas le cas et quil existe an, an_1,. . ., ao dans (gr, K[z]/(H,(9))),
avec a, # 0, tels que an (H,/ (¢))" +an—1(Huw (¢))" "' +.. .4+ao = 0 dans gr,, K[z]. Soient fr, frn—1,...,fo €
K|[z] d'images an,an—1, ..., ao, alors par hypothese ¢ {f; pour a; # 0 et u’(fngb" N Y LUt R

fo) > inf(u(fj) + j’y), ce qui est impossible d’apres 1écorollaire & la proposition 1.3.

Pour montrer que G est surjective, il faut montrer que pour tout f € KJ[z| de valuation p/(f) = a,
H,/(f) peut s’écrire comme somme de termes H,/ (h)(H, (¢))" avec h € K|[z] de valuation p/'(h) =
a — ty et non p-divisible par ¢, c’est a dire vérifiant u(h) = p'(h).

Dans le cas ou vy n’appartient pas & I', ®z Q, nous avons vu que tout polynéme f € KJz| est
W-équivalent & un produit h¢', avec degh < deg¢p. Par conséquent nous avons bien H, (f) =
(Hu’ (h))(Hu’ (¢))ta avec ¢ fh.

w
Dans le cas ou v appartient a I'), ®z Q, tout polynéme f est p/-équivalent & un produit h¢', ol le
polynome h s’écrit h = h,¢"" + hyp_ 16"V 44 ho et vérifie Hy(h) = Hy(hy)(Hu (0))"7 +
Hyy(hp—1) (Hyu ()07 o 4 Hyo (ho), avee ! (hy) = p! (k) — (j7)7 et ¢ fh;.

o

Remarque 1.3. Nous avons montré que pour tout f € K[x] nous pouvions écrire fw/h(,bt, avec ¢ fh,
c’est & dire que t est Vordre de p'-divisibilité de f par ¢. . w

De méme nous pouvons définir 'ordre de p-divisibilité de f par ¢, c’est a dire le plus grand entier s
tel que ¢°| f.

"
Nous avons toujours 'inégalité s > ¢, c’est une conséquence directe de la démonstration du théoreme,
mais nous pouvons aussi le montrer directement en vérifiant implication ¢ | h = ¢|h.

! Iz
Si nous avons 1'égalité s = ¢, nous pouvons trouver h € K|x] tel que f~ho' et frx;hqﬁt et vérifiant
Hy(h) = G(Hy(h)). 8 :
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Nous avons I'inégalité stricte s > ¢ si le polynéme h € Klx] vérifie ¢ [h et ¢|h, et dans ce cas nous
n’avons pas H,/(h) = G(H,(h)). W 1

Par construction nous avons vu que le groupe des ordres de la valuation augmentée 1’ est le groupe
I, engendré par le groupe des ordres I';, de la valuation p et par la valeur v imposée au polynéme-clé
¢. En particulier nous avons toujours l'inclusion I', C I/, avec égalité si et seulement si y appartient
al,.

Nous voulons aussi comparer les corps résiduels &, et x,+ des valuations p et p’. Le théoreme précédent
nous permet de trouver une relation entre les anneaux A, et A,/, ot pour toute valuation p de K|z]
nous appelons A, l'image de Po(K[z],pn) = {f € K[z] | wp(f) > 0} dans le corps résiduel .
L’anneau A, peut étre vu comme la partie homogene de degré 0 de 'algebre graduée gr, K|z].

Le morphisme g entre les algebres graduées induit un morphisme de A, dans A/, dont le noyau est
I'idéal (H,(¢))) N A, de A,. En général nous ne pouvons rien dire de cet idéal.

Nous faisons 'hypothese suivante:

Hypotheése 1: 1l existe q et ¢’ dans K[z] vérifiant qq’:l et u(q) = —u(q’) = p(o).

Si 'hypothese 1 est vérifiée nous définissons ¢ = H,,(¢'¢) dans A,,. Alors ¢ est un élément irréductible
de Panneau A, et I'idéal (H,(¢)) N A, est I'idéal principal (¢) de A,.

Nous déduisons du théoréme que la partie homogene de degré 0, A/, de gr, K|[z] est isomorphe au
quotient de la somme directe @, (P (11)/ P, (1)) T", ot T s’envoie sur Hy ().

Si —iy n’appartient pas au groupe I';, les idéaux P_;,(u) et ’Pi‘m (1) sont égaux.
En particulier dans le cas v ¢ I, ®z Q, le seul terme non nul de la somme directe précédente est le
terme de degré 0.

Dans le cas v € I', ®z Q, les termes non nuls sont les termes de degré ¢ pour ¢ € TN. Nous faisons
alors ’hypothese:

Hypothese 2: 11 existe p et p" dans K[x] vérifiant pp’'~1 et 1/(p) = p(p) = —p'(p') = —p(p’) = 71/ (),
en particulier p et p’ ne sont pas p-divisibles par ¢.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant ( cf. [McL 1], Theorem 12.1):

Corollaire. Supposons que les valuations p et ' et que le polynéme-clé ¢ vérifient ’hypothése 1 et,
dans le cas v € 'y, ®z Q, U'hypothése 2. Nous avons alors:

sivg T, ®zQ Ay o~ (Au/(@))

sivETL @ Q  Aw =~ (Au/(9)IS], avec S =Hy(p'¢T) .

1.2 Valuations augmentées itérées

Nous considérons comme précédemment une valuation p de K[z], un polynoéme-clé ¢ pour u et la
valuation augmentée u' = [u ; p'(¢) = ~]. Si ¢’ est un polyndme-clé pour la valuation u’, et pour
une valeur 7/ dans un groupe ordonné contenant I, telle que 7' > p/(¢'), nous pouvons définir une
nouvelle valuation augmentée p” = [1' ; p’(¢") = +']. Nous pouvons ainsi construire par récurrence,
a partir d’'une valuation donnée p de K[z] une famille de valuations de K|z].

Plus précisément, nous supposons que nous nous sommes donnés une valuation p = pg de K[z], un
groupe ordonné I', contenant le groupe des ordres I'g = I';, comme sous-groupe ordonné, une famille
(Vi)1<i<n d’éléments de I' et une famille (¢;)1<i<n de polynémes unitaires de K|x].

Définition. ([McL 1] Definition 6.1) La famille de valuations de K[x] (u;)o<i<n définie par récurrence
par:
pi = [pi1 s pi(¢i) =%], 1<i<n,
ou chaque polynéme ¢;, 1 < i < n, est un polyndéme-clé pour la valuation p,;—1 avec p;i—1(¢;) < i, et
ou la famille (¢;)1<i<n vérifie:
- degg; > degg;—1,
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- les polynémes ¢;_1 et ¢; ne sont pas u;_1-équivalents,
est appelée une famille de valuations augmentées itérées.

Si nous avons une famille de valuations augmentées itérées (u;)o<j<n, pour tout 0 < j < t < n,
nous écrivons:

pr =155 pjr1(Pja1) =15 o5 me(Pe) =7

ce qui permet de décrire la maniere dont la valuation 1+ a été obtenue a partir de la valuation p;, des
polynémes @41, ..., ¢ et des valeurs vj41,...,7.

Dans le cas ou le corps K est muni d’une valuation v, nous pouvons définir pour tout élément
v d’un groupe ordonné contenant I', une valuation p sur Panneau K[x] en posant pour tout f =
A @™ + Ay 12™ " + ...+ ag dans Kx]:

p(f) = inf(v(a;) +jv; 0<j<m) .

Nous disons encore que p est une valuation augmentée et nous la notons p = [v ; p(z) = 4]. Dans le
cas v > 0, nous retrouvons bien la définition précédente on v est la valuation de Gauss de K|[z] définie
par v(f) = inf(v(a;) ; 0 < j <m).

Dans la suite, quand nous consideérerons une famille de valuations augmentées itérées (;)o<i<n, nOUS
supposerons que la valuation initiale g est la valuation v de K et que la valuation p; est la valuation
définie précédemment, c’est a dire que le premier polynéme-clé de la famille est le polynome ¢ = x,
ou plus généralement un polyndéme unitaire de degré un, ¢; = = + a (cf. Corollaire & la proposition
1.8).

Nous allons étudier les propriétés d’une famille de valuations augmentées itérées (p1;)o<i<n de K[z].

Proposition 1.8. ([McL 1] Lemma 6.3) Si la famille des polynomes-clés (¢;) vérifie degp; = deggj41 =
... = degoy, pour 1 < j <t <n, alors:

1s(5) = pi(ds) =75, Vs, j<s<t.
Si j > 2, nous avons aussi p;—1(¢s) = pj—1(¢;) pour tout s, j < s <t.

Preuve. Comme les polyndmes ¢; et ¢;41 sont unitaires et de méme degré d, nous pouvons écrire
¢j+1 = ¢j+h; avec degh; < d. Nous en déduisons que pour tout s > j nous avons us(h;) = pj—1(h;).
Nous remarquons que dans le cas particulier j = 1, comme ¢; = x, ou ¢1 = = + a, hy appartient a K
et po(h1) = v(hy) est bien défini.

Comme ¢;11 est un polynome-clé pour la valuation p; nous déduisons du lemme 1.1 les inégalités
wi—1(hj) > pi(é;) = v; et pi(Pir1) > p(@;), et par définition de la valuation augmentée 1, nous
trouvons 4;(¢;4+1) = inf(y;, pj—1(hy)), Aot p;(dj41) = ;-

Nous en déduisons alors I'inégalité v; 1 > ;.

De plus comme les polynémes ¢, et ¢;11 ne sont pas p;-équivalents nous avons p;—1(h;) < (),
d’out p;—1(hj) = ;, et par définition de la valuation augmentée p;1, nous trouvons aussi 1'égalité
tj+1(¢5) = inf(yj41, py—1(hy)) = ;-

Pour tout s > j + 1, nous avons fis(¢j+1) > pjt1(Pjx1) = Vi1 > v = ps(hj), d’on q/)j;v — hj et
ts(95) = ps(hy) = ;. )

Nous allons montrer par récurrence que f;(¢s) = ;.

Nous venons de voir que c¢’est vrai pour s = j et pour s = j + 1.

Supposons que nous ayons ’égalité pour s, j +1 < s < t, et soit ¢ps+1 = s + hs, avec deghs < d.
D’apres les résultats précédents pour j = s, nous avons pj—1(hs) = s, €t vs > v = pi(¢s), d’out
Gr1vds o pr(bsr1) = p1j(9a) = ;-

Si nous avons j > 2, nous déduisons de l'inégalité p;_1(¢;) < v; = pj—1(h;) que nous avons
ti—1(¢jr1) = pj—1(¢;). Alors le méme raisonnement par récurrence que précédemment nous donne
que j1j—1(¢s) = pj—1(¢;) pour tout s, j < s < t.
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Corollaire. ([McL 1] Lemma 15.1) Si degg; = degd;+1, alors la valuation augmentée itérée p;y1 =
[1j—1 5 15(05) = i 3 wjr1(Bj+1) = vj+1] est égale a la valuation augmentée [pj—1 ;5 pjv1(Pjr1) =
Vi+1l-

Nous pouvons ainsi enlever les polynémes de méme degré de la famille (¢;) qui définit la famille de
valuations augmentées itérées (f15)o<j<n, c’est & dire si nous avons les égalités degp; = degpjt1 =
... = degey, alors:

P =10 5 oo 5 pi—1(@j—1) =Yj—1 5 (D) =Y 5 -3 fn(Pn) =) -

Preuve. Soit f dans K[z] et f = fm¢]i, + fm,lgb}’rll +...4 fo son développement selon les puissances
de ¢;41, alors, comme nous avons pu;(fn) = pj—1(fn) car degf, < degd; =degp,+1, la valuation
augmentée itérée ;11 est définie par I'égalité:

pjpr(f) = inf (g1 (f1) +1yjp1 5 0 <1< m) .

11 suffit donc de démontrer que ¢;11 est aussi un polynéme-clé pour la valuation p;_1.
Nous pouvons supposer j > 2. Alors nous déduisons de la proposition:

pi—1(djs1 — ¢j) = pui—1(hj) =75 > pi—1(¢;)

d’olt les polynoémes ¢; et ¢;41 sont p;_i-équivalents. Par conséquent comme ¢; est un polynéme-clé
pour ji;_1 il en est de méme de ¢;4 1.

Pour finir la démonstration il faut montrer que la famille obtenue en enlevant les polynémes ¢;, ..., ¢:+—1
vérifie encore les conditions (1) et (2) de la définition d’une famille de valuations augmentées itérées,
ce qui est évident.

Nous pouvons donner une réciproque au corollaire précédent.

Proposition 1.9. Soient 1 une valuation de K[z], ¢o et ¢g deux polyndmes-clés pour p de méme
degré. Alors nous avons () = p(pa).

De plus si les polynomes ¢ et ¢pg sont p-équivalents et si nous définissons la valuation augmentée
Lo Par fo = [p; pa(da) = 7], avec v = u(gbg — gi)a), le polynéme ¢g est un polynéme-clé pour la
valuation puy .

Preuve. Soit h = ¢g — ¢, alors comme @, et ¢z sont des polyndmes unitaires de méme degré nous
avons degh < degg, = degpg. Comme ¢, est p-minimal nous déduisons du lemme 1.1 I'inégalité
o) > p(Pp), et de méme comme ¢g est un polyndéme p-minimal, nous avons aussi I'inégalité
w(pg) > 11(pa). Nous en déduisons 'égalité cherchée p(dq) = p(Pg)-

Nous supposons maintenant u(h) = v > v = p(da) = u(¢g) et nous définissons la valuation
augmentée o, = (¢t ; pa(da) = 7']. Montrons que pour tout f dans K[z] nous avons 'implication:

o | f = dalf.

Soilfua f dans K [xlf, nous supposons que f est puqo-divisible par ¢g, c’est a dire qu'il existe ¢ et r dans K[x]
tels que f = qdg + r et vérifiant po(r) > pa(f) = pal(gog). Nous supposons de plus que nous avons
choisi g et r avec r de degré minimal. Alors nous avons degr < deg¢,,. En effet supposons degr >degg,,
et soit r = ag, + b la division euclidienne de r par ¢,, d’ou degr = deg(ad,) et par définition
Lo (r) = inf(ua(aqﬁa),ﬂ(b)). Nous avons f = qpg+r = qpg+alpg—h)+b= ¢ g+, avec ¢ = ¢+a
etr’ = b— ah. Le polynome 7’ vérifie pio (') > inf(pa(b), tta(ah)) = inf (u(b), pa(ada)) = pa(r) et
degr’ = deg(b — ah) < deg(ap,) =degr, ce qui contredit le choix de r de degré minimal.
Par conséquent si f est pqo-divisible par ¢g nous avons fia(r) > pa(f), ot f = qpg + r est la division
euclidienne de f par ¢g. En particulier nous avons I'inégalité degf > deggg, c’est a dire nous avons
montré que le polynéme ¢g est p1o-minimal. Comme ¢g est un polynéme p-minimal, d’apres le lemme
1.1 nous avons () > u(f), d'ott pa(f) = palads) > plade) > p(f), ce qui entraine que f est
p-divisible par ¢, d’apres la proposition 1.3.

Pour montrer que ¢g est un polynéme-clé pour la valuation p, il reste a montrer qu’il est jiq-
irréductible, c’est & dire qu'il vérifie: ¢g | ab = ¢g | a ou ¢g | b.

Ha Ho Ha
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Soient @ = pog + r et b = qopg + s les divisions euclidiennes respectives de a et b par ¢g et soit
rs = ugg + v la division du produit rs. Comme les polynémes r et s sont de degré strictement
inférieur au degré de ¢, et comme ¢, est u-irréductible, le produit rs n’est pas p-divisible par ¢,
par conséquent n’est pas jio-divisible par ¢g. Comme le polynéme ¢z est p,-minimal, nous déduisons
du lemme 1.1 ’égalité o (v) = pa(rs) et les inégalités 1un (1) > pa(a) et pa(s) > pa(b). Le polyndme
v est aussi le reste de la division de ab par ¢g, par conséquent si ab est po-divisible par ¢g, nous
déduisons de ce qui précede 'inégalité stricte pq(v) > pa(ab). Nous avons alors pq(r) > pa(a) ou
Ha(8) > pa(b), c’est & dire un des deux polynémes a ou b est pi,-divisible par ¢g.

Théoréme 1.10. ([McL 1] Theorem 6.5) Soit (11;)o<i<n une famille de valuations augmentées itérées,
pour tout polynéme [ de K|x], s’il existe k, 0 < k < n—1, tel que pur(f) = pr+1(f), alors p(f) = pr(f)
pour tout t > k. Il existe alors g dans Klz], avec degg < degoir1 qui est pui-équivalent ¢ f pour tout
t>k+1.

Preuve. Supposons que le polynome f vérifie pg+1(f) = pur(f), alors d’apres le lemme 1.4 il existe g
avec degg < degoi+1 tel que f et g sont pyy1-équivalents.
Alors, pour tout ¢ > k + 1, nous avons les inégalités:

pe(f = 9) = pr1(f = 9) > per1(f) = pr+1(9) = pe(9)

dont nous déduisons que les polynémes f et g sont us-équivalents, et en particulier que p:(f) est égal
a pi(g) = pr(f)-

Remarque 1.4. Nous pouvons définir de la méme maniere une famille infinie de valuations augmentées
itérées (u;)ien, indexée par ’ensemble des entiers N. Les résultats précédents sont encore valables pour
de telles familles, en particulier pour tout polynoéme f de K|[z], la suite (u;(f))ien est soit strictement
croissante, soit strictement croissante jusqu’au rang k et ensuite stationnaire dans T'.

Nous nous donnons une famille de valuations augmentées itérées (u;), finie ou infinie, et nous
voulons étudier les groupes des ordres et les corps résiduels des valuations de cette suite, c’est a dire
les groupes I'; = I',,, et les corps x; = Ky,

Théoréme 1.11. ([McL 1] Theorem 9.4) Soit p' = [p; 1/ (¢) = 7] une valuation augmentée de K|z
définie a partir de ¢, polynéme-clé pour la valuation p, soit ¢’ un polynéme unitaire de K|x] qui n’est
pas i -équivalent a ¢, avec degd’ > dego, et soit ¢' = fid™ + ...+ fo, le développement de ¢’ selon
les puissances de ¢.

Alors ¢’ est un polynéme-clé pour la valuation p' si et seulement si:

- @' est p'-irréductible,
- fm =1, c’est a dire ¢' = ¢ + ...+ fo, et p(¢") = my = pu(fo).

Preuve. Supposons que le polynéme ¢’ est un polynome-clé pour la valuation p’, et soit ¢' = fr,¢™ +
.+ fo son développement selon les puissances de ¢.

Soit ¢ = q¢ + fo la division euclidienne de ¢’ par ¢, alors si nous avions u(fo) > p/'(¢'), ¢ serait

' -équivalent au produit ¢¢ et comme ¢’ est un polynome-clé pour 1/, nous devrions avoir ¢ = 1, c’est

a dire ¢ = ¢ + fo, d’out gb’w(,b, ce qui est contraire & I’hypothese sur ¢’.

Comme deg f,, < degqﬁ, nofis avons W (fm) = u(fm) et d’apres le lemme 1.4 il existe g dans K [x] avec

degg < degg et fng p'-équivalent & 1.

Pour tout j, 0 < j <m —1, ¢/ (fig) = n(f;9), par conséquent il existe h; dans Kx] avec degh; <

dego et f]gwh Nous en dedulsons que g¢' est p'-équivalent & 1) = ¢™ + hm 1™+ ...+ hg, cest

a dire que df est p/-divisible par ¢, par conséquent degy > deg¢’, d’ou degf,, = 0 et fm =1.

De plus si nous avions l'inégalité u'(¢') < mry, alors ¢' et ¢ — ¢™ seraient u'-équivalents, ce qui

contredirait la p/-minimalité de ¢’.

Réciproquement, soit ¢’ un polynéme unitaire, p/-irréductible, de la forme ¢’ = ¢™ + f_16™ ! +
.+ fo vérifiant p'(¢") = my = u(fo), et nous voulons montrer que ¢’ est p'-minimal.

Si g est un polynéme de K[z] p'-divisible par ¢, nous avons d’aprés la remarque 1.2, I'inégalité

Dy(g) > Dy(¢'). Pour tout g nous avons degg > Dy(g) dege, et par hypothese sur ¢, nous avons

Dy(¢') degp = degg’, par conséquent nous trouvons degg > degg’.
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Corollaire. Soit 1/ = [p ; p/(¢) = 7] une valuation augmentée de K[x] définie & partir de &,
polyndéme-clé pour la valuation p, alors s’il existe ¢’ polynéme-clé pour la valuation ' vérifiant degg’ >
deg¢ et qui n'est pas p'-équivalent d ¢, la valuation v appartient au groupe I'), @z Q et Uhypothése 1
est vérifiée pour la valuation u' et le polynome ¢'.

De plus si pour tout 6 dans T, il existe un polynome g dans K[z] avec degg < deg¢ et u(g) = 0, alors
de méme pour tout 0" dans Ty, il existe un polynome g’ dans K[z] avec degg’ < deg¢’ et p/(g') = ¢'.

Preuve. D’apres le théoreme précédent, le polynéme-clé ¢’ s’écrit sous la forme ¢’ = ¢™ + frn_10™ 1+
...+ fo avec p'(¢') = my = pu(fo).
En particulier nous avons my € Iy, c’est a dire v € I', ®7 Q.
De plus, comme le polynéme g = fo vérifie degg < degep d’ott p/(q) = p(q), il existe d’apreés le lemme
1.4 un polynéme ¢’ dans K|z] vérifiant 1u(q") = p'(¢') et g¢'~1. Comme p'(¢’) = u(q), I'hypothese 1
est vérifiée pour la valuation i’ et le polynome ¢'. K
Soit ¢’ appartenant au groupe I',/, alors nous pouvons écrire 0’ = § + my, avec § dans I',, et m dans
Z. Comme vy appartient a I';, ®7 Q, nous pouvons supposer m > 0, en fait nous pouvons choisir m tel
que 0 <m < 7,ou7=[Iy:T,]. Par hypothese sur y, il existe g dans K[z] tel que p(g) = & et avec
degg < degg, d’ont u(g) = 1/ (g). Le polynéme h = g¢™ vérifie alors u/(h) = § + my = §’ et n’est pas
w'-divisible par ¢’. Par conséquent, d’apres le lemme 1.4, il existe ¢’ dans K[z] avec degg < deg¢’ et
tel que pi'(g") = p'(h) =&
Remarque 1.5. Nous en déduisons que si nous sommes dans la situation du corollaire précédent, pour
tout v > p'(¢'), les valuations p’ et p” = [u' ; p”(¢") = "] vérifient les conclusions du corollaire au
théoreme 1.7. C’est & dire que si nous appelons ¢’ 'image H,/(¢'¢") de ¢'¢’ dans A/, avec ¢’ défini
par I’hypothese 1, nous avons:

si v n’appartient pas & I';y ®z Q, alors A,v ~ (Au /(¢));

si 7" appartient & I'yy ®z Q, alors Ay ~ (AL /(¢))[S7],
ot " est I'image H,»(p'¢/") de (p'¢’") dans A,~, avec 7 le plus petit entier ¢ > 0 tel que tv”
appartienne a I, et p et p’ polynémes de K[z] vérifiant pp’ ~1 et w(p') = p'(p') = —7v", Uexistence
des polynémes p et p’ étant une conséquence du corollaire précédent et du lemme 1.4.

Soit (pi)ier une famille de valuations augmentées itérées de K|x], indexée par ’ensemble I, avec
soit I =N, soit I = {0,1,...,n}. La valuation py = v est une valuation de K, la valuation p; est la
valuation augmentée 1 = [ ; p1(p1) = 1], avec ¢1 = x, et nous nous sommes donné un groupe
ordonné I' contenant I';, et les valeurs ~;.

Pour tout i € I, i > 1, si v; € I'y,_, ®z Q, nous notons comme précédemment 7; le plus petit entier
t > 0 tel que ty; appartienne a I',,_,, et nous posons 7; = oo sinon. En particulier nous avons
[Fﬂi : F;Ufi—l:l = Ti-

Pour ¢ = 0, nous notons «, le corps résiduel de la valuation pg = v définie sur le corps K, et pour
i > 1, nous notons x,, le corps résiduel de la valuation p; définie sur le corps K (x) et A, le sous-
anneau de r,, engendré par les classes des éléments de K[z] de valuation nulle.

Nous définissons I* par I* = [ si I est infini, c’est & dire pour I = N, et [* = {0,1,...,n — 1} si
I1={0,1,...,n}.

Remarque 1.6. D’apres le corollaire du théoreme 1.11, si ¢ appartient a I*, c’est a dire si ¢ a un
successeur dans I, et si ¢ > 1, la valeur ; appartient a I'y, | ®z Q, c’est a dire 7; est fini, et
I’hypothese 1 est vérifiée pour la valuation p; et le polynéme ¢;41.

Théoréme 1.12. ([McL 1] Theorem 12.1) Il existe une famille de corps (F;)icr+ avec Fy = Ky,
telle que chaque anneau A, pour i > 1, est isomorphe soit & 'anneau de polynomes F;_1[S;] si v;
appartient ¢ L'y, ®7 Q, soit a Fi_1 siy; n’appartient pas a L'y, | @7 Q.

Pour tout i € I*, i > 1, F; est une extension finie de F;_1 de degré p;, et nous avons I'égalité p;7;
dege; = deggiti.

Preuve. Comme pour tout € dans I',, =T, il existe g dans K[z]| avec degg < 1, c’est a dire g dans
K, tel que po(g) = &, nous déduisons du corollaire au théoréme 1.11 que pour tout ¢ > 1 et pour tout
d dans le groupe I',,, ., il existe un polynome g dans K|z] vérifiant degg < dege; et p;i—1(g) = 0.
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Si nous posons ;11 = Hy, (¢i¢i+1), ou g est défini par I'hypotheése 1, alors nous déduisons de la
remarque 1.5:

AM+1 = (Aui/((pi-l-l)) ) si Yi+1 ¢ Fui XKz @

AM+1 = (Aﬂi/(@iﬁ-l))[sﬂ-l] , Sl7viq1 € Fui ®zQ,

avec Sip1 = Hypy (D51 00 h), Tisr = [Tpisy 1 Tpi] et plyy est le polynéme définie par Phypothese 2
vérifiant piy1(piy1) = —Tit1Vit1-

Nous remarquons en particulier que si ¢ + 1 appartient aussi a I*, nous sommes forcément dans le
deuxiéme cas car ;41 appartient alors a I',; ®z Q.

Pour ¢ = 0, nous vérifions directement que nous avons encore les isomorphismes précédents en posant
Ay, = ky, = Fy, et 9o = 0. En particulier, si nous supposons que I n’est pas réduit a {0,1}, nous
avons Ay, qui est isomorphe & I'anneau de polynémes Fy[S1], avec S1 = H,,, (p|¢7").

Alors, nous pouvons montrer par récurrence que pour tout ¢ € I*, ¢ > 1, 'anneau A, est un anneau
de polynémes en une variable de la forme F;_1[S;]. En effet si c’est vrai pour ¢, alors I’élément ;1
de A, est un polynéme irréductible de F;_1[S;], et Panneau quotient A, /(pit1) est un corps Fj.
De plus le degré p; de l'extension F;/F;_1 est égal au degré de ;1 comme polynome en S;. D’apres
le théoreme 1.11 le polynéme-clé ¢;4q est de la forme ¢ir1 = ¢ + ... + fo, avec p;i(dit1) = my; et
m = Dy, (¢it1) = deggit1/ degg;. Des égalités S; = H,, (pid]’) et pit1 = Hy, (¢dit1), avec p} et g
inversibles dans A, nous déduisons que le degré de ¢, en S; est égal & m/7;, c’est a dire que nous
avons p; = [F; : F;_1] = degeit1 /(1 deg;).

Proposition 1.13. Le corps résiduel r,, de la valuation p; sur K(x) est égal au corps des fractions
de Uanneau A, , c’est a dire & F;_1(S;), siy; appartient a 'y, |, @7 Q, et est égal a Uanneau A,
c’est a dire a Fi_1, si7y; n'appartient pas a L'y, | ®7 Q.

Preuve. Pour montrer que le corps résiduel x,, est égal au corps des fractions de I'anneau A, il

suffit de montrer que pour tout couple de polyndémes non nuls f; et fo de K[z] avec u;(f1) = ni(f2),

il existe un couple de polynomes g1 et go dans K[z] avec u;(g1) = pi(g2) = 0 et vérifiant f1ga~ fag1.
Hi

D’apres le corollaire au théoreme 1.11, dans le cas v; € T'y, | ®7 Q, il existe g dans K[z] tel que
1i(g) = —pi(f1) = —pi(f2), et il suffit de prendre g1 = gf1 et g2 = gfa.

Dans le cas v; ¢ 'y, _, ®z Q, pour tout f dans Klz], il existe un polynéme h dans K[z] avec degh <
degg; et un entier ¢ tels que f soit u;-équivalent & he!. Par conséquent si les polynomes fi et fo
vérifient 1;(f1) = pi(f2), et si nous posons fs~hsgts, s = 1,2, nous avons t; = to, et il suffit de
trouver g; et go tels que hy 92:h2g1. Mais conithe degh; < degg;, c’est une conséquence du lemme
1.4. ‘

Remarque 1.7. Nous déduisons du théoreme 1.12 que pour tout ¢ dans I, si les polynoémes ¢; et ¢;41
sont de méme degré, alors p; et 7; sont égaux a 1, d’ou les égalités F; = Fi_1 et I'y, =T
De plus pour tout ¢ € I*, nous avons la relation:

Mi—1"

degp; = [Fim1: k] [Dpsy i T0] .

Nous allons finir cette section en étudiant les algebres graduées gr,, K[z]. Plus précisément nous
déduisons par récurrence du théoreme 1.7 le résultat suivant.

Proposition 1.14. Soit (M)z‘el une famille de valuations augmentées itérées de K[z|, ot po = v est
une valuation de K. Alors pour tout n dans I, il existe un morphisme homogéne surjectif

G;: (ngK)[Tl,...,Tn] — ngnK[x] ,
qui envoie chaque Ty, 1 < s <n, sur Hy, (¢s).

Remarque 1.8. Nous avons vu au corollaire de la proposition 1.8, que si dans la famille de polynémes
(¢4), nous avions degps = degds1, 1 < s < s+1 < n, alors le polyndéme ¢ et la valuation augmentée
ts = [ts—1 ; ps(@s) = 5] pouvaient ne pas étre pris en compte pour définir la valuation fy,.
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Nous avons déja vu & la remarque 1.7 que la valeur vy, appartenait au groupe I';,,_,. Si nous considérons
lalgebre graduée gr,,,, K[z], nous vérifions que le générateur Ts = H,,, (¢s) peut aussi étre négligé. En
effet d’apres le corollaire a la proposition 1.8, les polynomes ¢4 et ¢s41 sont psi1-équivalents, donc
Hn-équivalents, d’ou I'égalité H,,, (¢s) = Hy,, (ds+1).

Soit i une pseudo-valuation de K[z]. Nous rappelons qu'une pseudo-valuation i d'un anneau R
est une application de R dans T'U {+0o0}, ot I est un groupe ordonné, vérifiant les mémes propriétés
qu’une valuation, excepté que la valeur +o0o peut étre prise par des éléments x de R différents de 0.
L’ensemble des éléments = € R tels que fi(z) = 400 est un idéal premier S de R, appelé le socle de la
pseudo-valuation. Nous pouvons associer a 1 une valuation du corps des fractions de ’anneau quotient
R/S et il y a une bijection entre 'ensemble des pseudo-valuations de R de socle S et 'ensemble des
valuations du corps Fr(R/S).

En particulier, si L est une extension algébrique de K engendrée par un élément 6, L = K(0), les
valuations de L correspondent aux pseudo-valuations i de K[z] de socle § = (G) l'idéal de K|z]
engendré par G, ou G = G(z) est le polynome irréductible de 6 dans K.

Remarque 1.9. De la méme maniere que nous avons défini une valuation augmentée pour une valuation
1 a partir d’un polynoéme-clé ¢ et d’une valeur 7y, nous pouvons définir une pseudo-valuation augmentée
en prenant v = +oo. Plus précisément, pour tout f dans K[z], si f = frn¢™+ frn_10™ 1 +...+ fo est
le développement de f selon les puissances de ¢, nous avons p/(f) = u/(fo), c’est & dire p/(f) = +o0
si et seulement si f est divisible par ¢. En particulier le socle de la pseudo-valuation p’ est I'idéal (¢).
Nous notons cette pseudo-valuation pu' = [p ; ' (¢p) = +o0].

Soient p et i respectivement une valuation et une pseudo-valuation de K[z] vérifiant p(f) < fi(f)
pour tout polynome f de K[z]. Alors si u et fi sont distinctes nous pouvons considérer I’ensemble non
vide ®(p1) des polynomes unitaires ¢ de K[z] tels que u(¢) < ji(¢). Soit d = d(u) le degré minimal
d’un polynéme ¢ dans @(u), et soit ®(u) le sous-ensemble formé des polyndmes ¢ de degré d:

O(u) = { ¢ € Klz] | ¢ unitaire , (@) < fi(6) et degg = d(u)}.

Théoréme 1.15. ([McL 1] Theorem 8.1) Tout polynome ¢ appartenant o ®(u) est un polynéome-clé
pour la valuation p.
Soit ¢1 un polyndme de ®(p) et soit 1 la valuation augmentée qu’il définit, p1 = (1 ; p1(d1) = 1),
il 1 = iln) > u(n), alors py vérifie u(f) < () < f(f) pour tout § dans K[z].
De plus, si nous définissons par récurrence la famille de valuations (u;) et la famille de polynomes
(¢i) en posant:

Ho = K,

¢i € P(pi-1) et pi = [pi—1 ;5 pi(di) = vl avec v = fi(¢:),
nous obtenons une famille (u;) de valuations augmentées itérées, la famille étant finie s’il existe n tel
que D () = 0.

Preuve. Nous allons d’abord montrer que si ¢ est un polynéme appartenant & ®(), alors pour tout
f dans K[z] nous avons:

p(f) <ilf) < olf .

"
Supposons que f est p-divisible par ¢, il existe alors ¢ # 0 dans K[z] tel que f~gq¢, d’ou les inégalités
iad — ) > wlaé — ) > 1(ad) = u(f), avec par hypothdse i(¢) > u(¢). Cotime fi est une pseudo-
valuation nous avons aussi ii(f) > inf(7i(q¢), i(gp — f)), d’ou 'inégalité fi(f) > pu(f).
Réciproquement supposons i(f) > u(f) et soit f = q¢ + r la division euclidienne de f par ¢. Par
définition de ®(u1), nous avons degf > degep, d’onr ¢ # 0, et nous avons fi(r) = u(r). Nous trouvons
alors p(r) = a(r) > inf(a(f), i(qe)) > mf(u(f), ulge)), dout u(r) > u(f) = p(ge), c’est a dire ¢| f.
Par conséquent ¢ est un polynoéme-clé pour la valuation u, en effet ¢ est unitaire par hypothedé et
nous déduisons de ce qui précede que ¢ est p-minimal et p-irréductible.

Par construction nous avons encore p(f) < p1(f) < ia(f) pour tout f dans K|[z].
Pour montrer que nous pouvons construire par récurrence une famille (p;) de valuations augmentées
itérées, il suffit de vérifier que pour tout ¢ > 1, nous avons degep;+1 > degg;, ce qui est une conséquence



Extension d’une valuation 13

de la définition de ¢;11 comme élément de ®(u;), et que les polyndmes ¢; et ¢;+1 ne sont pas p;-
équivalents, ce qui est une conséquence de 'équivalence p;(f) < i(f) < ¢iv1 | f-
Hi

1.3 A-factorisation

Nous supposons de nouveau que nous nous sommes donné une valuation g et une pseudo-valuation
i sur Klz], vérifiant p < . Gréce au théoréme 1.15, nous obtenons une famille de valuations
(u;) de K|x] comprise entre p et [, construite explicitement & partir de la valuation initiale p et
“s’approchant de plus en plus” de la pseudo-valuation fi. Dans le cas ou la valuation initiale v = g
sur K est une valuation discrete de rang un, et quitte a considérer une famille infinie et une valuation
limite poo(f) = limu; (f), MacLane a montré que nous obtenions ainsi la pseudo-valuation i de K|[z]
correspondant & une valuation de I’extension algébrique L = K () ([McL 2]), ou la valuation i de
I'extension transcendante pure K(z) ([McL 1]).

Nous nous proposons d’étudier dans la suite le cas d’une valuation quelconque v de K, c’est a dire
dont le groupe des ordres I' n’est pas supposé isomorphe a Z. Ce qui empéche essentiellement de faire
la méme démonstration que dans le cas d’une valuation discrete de rang un, c’est 'existence de suites
infinies strictement croissantes majorées dans I', c’est a dire qui ne “convergent” pas vers +o0o. Nous
pouvons alors obtenir une famille infinie de valuations augmentées (,ua)a car associée a une famille de
polynoémes-clés ((ba)a cA de méme degré et a une famille de valeurs (%‘)a cA qui ne converge pas vers
+o00, et le résultat principal de cette partie est d’étudier dans ce cas le comportement de la famille

(ua(f))aeA pour tout f dans K|[z].

Nous supposons que nous avons défini une famille (i;) de valuations augmentées itérées a partir
de p = po et de fi, et comme précédemment nous notons d(p;) le degré des polynémes unitaires ¢
appartenant a ®(u;).

Proposition 1.16. Pour tout i > 1, nous avons d(u;) > d(ui—1), et si nous avons 'égalité d(u;) =
d(pi—1), c’est a dire si d(u;) = dege;, alors Uensemble ®(u;) est égal a:

D(u;) = { ¢ € Klx] | ¢ unitaire, degp = d(u;) et (@) > %-} .

Preuve. 11 faut montrer que pour tout polynéme unitaire ¢ de degré d(u,;) = degep;, fi(P) > wi(¢) si
et seulement si fi(¢) > ;.

Par hypotheése nous avons ¢ = ¢; + h avec degh < degg;, d’ou Iégalité p;(¢) = inf(%, ,ui_l(h)) =
inf(fi(¢;), u(h)), et I'équivalence cherchée est une conséquence de I'inégalité fi(¢) > inf(f(¢;), i(h)).

Nous supposons que nous avons trouvé une valuation augmentée itérée 1o qui prolonge la valuation
v de K et qui vérifie pue < i sur K|z].
Nous appelons ®, = ®(11e) l'ensemble des polyndmes unitaires ¢ de Kx] vérifiant pe(¢p) < fi(¢) et
de degré minimal pour cette propriété, deg(¢) = de = d(ite).
Nous appelons A, 'ensemble des valeurs fi(¢) quand ¢ parcourt ®,. D’apreés ce qui précede, nous
savons que si A, posséde un plus grand élément -, il suffit de choisir g1 dans e tel que fie(Per1) =7
et de construire la valuation augmentée itérée fie+1 = [te ; fto+1(Pet+1) = 7] pour obtenir une nouvelle
valuation itérée avec det1 = d(fte+1) > d(fte)-
Nous allons supposer que A, ne possede pas de plus grand élément, et nous écrivons Ay = {7, | @ €
A}, olt A est un ensemble infini, totalement ordonné avec o < 3 si et seulement si v, < yg. Pour tout
a € A, nous choisissons un polynéme ¢, dans P, avec ji(¢p,) = Y, et nous appelons p, la valuation
augmentée qu’il définit: g = [te ; Ha(®a) = Vo). Nous déduisons du corollaire & la proposition
1.8 que pour tout 8 dans A avec § < «, la valuation pu, est aussi égale a la valuation augmentée
(ks 5 a(da) = Yal-

Pour pouvoir trouver une nouvelle valuation a partir de ;1 qui soit plus proche de i, nous devons
étudier la famille des valuations p,.
Quitte & remplacer la valuation ue par p, = [ue ; ta(¢) = 7], olt ¢ est un polyndéme dans P,
nous pouvons supposer que la valuation pu, initiale est une valuation augmentée de la forme p, =
[Hamt Ha(d0) = 7, avec degds = da.
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En particulier tout polynome ¢, de @, est alors de la forme ¢, = ¢ + ho, avec degh,, < d,, et d’apres
la proposition 1.8 nous avons les égalités ve = fte(¢da) = fia(Pe) = tle—1(ha) = f(hq).

Lemme 1.17. Pour tout « dans A, 7y, appartient au groupe des ordres I'q de la valuation pie—1, par
conséquent le groupe des ordres I'q =T, de la valuation pe est égal a LT's.

Réciproguement, pour tout o dans A, l'intervalle }% %J = {6 Ele | 76 <0< 'ya} est contenu
dans A.

Preuve. Comme A, n’a pas de plus grand élément, il existe 8 > « et ¢g dans ®(u,) qui est de la
forme ¢3 = ¢o + h, avec degh < do. Nous avons alors v, = fi(¢a) = fi(h) = tte—1(h), d’0U Yo € Ts.
Comme les polynomes ¢, et ¢g ont méme degré, I'égalité I',,, = I'y peut aussi étre déduite de la

remarque 1.7.

Il existe h dans K[z] de degré degh < do et de valuation fi(h) = pe—1(h) = §, et nous posons
¢ = ¢o + h. De Décriture ¢ = ¢, + h, nous déduisons que 4 (¢) est égal & inf(va, pe—1(R)) = 6, et
de Décriture ¢ = ¢ + (ha + h), nous déduisons que pq(¢) est égal & inf(ve, pa—1(ha + k) = e, car
Mofl(ha) =Y < Hofl(h)-

Pour étudier la famille de valuations augmentées (,ua)a cA définie précédemment a partir de

lensemble Ae = {74 | « € A}, nous devons décrire la structure d’ensemble ordonné du groupe
des ordres I', dans le cas ou il n’est pas discret de rang un, c’est a dire n’est pas isomorphe a Z.
Nous définisons une coupure d’un ensemble totalement ordonné (E, <) comme une partition de F,
E =FE_UE,, vérifiant Ve € E_, Vy € Ey, x < y; cela revient & dire que Vo € E_, V2’ € F,
Y <r=12 €FE_etdemémeVyec E,,Vy € E,y >y=— 19 € E,. Nous disons que la coupure
est non triviale si les deux sous-ensembles E_ et E sont non vides.
Nous rappelons que si L est un corps muni d’une valuation v a valeurs dans le groupe ordonné T, il
y a une bijection entre I’ensemble des coupures de I' et I'ensemble des idéaux fractionnaires de R,,
c’est a dire des sous R,-modules de L. A la coupure I' = A_ LUA,, nous associons 'idéal fractionnaire
J={g9€L | vi9) € Ay U{+oo}}. En particulier, nous obtenons tous les idéaux de 'anneau de
valuation R, en considérant les coupures telles que AL C I'; ([Va]).

Soit v une valuation d’un corps L de rang r, par définition r est le rang du groupe des ordres
I' de la valuation v, soit (0) = I'g) & T'q) & ... & Iy = I' la suite des sous-groupes isolés de T,
et pour tout i, 0 < i < r, soit A;: I' — T Tapplication croissante de I' dans le groupe quotient
ro=r/ ['(;)- Nous considérons une coupure non triviale de I', A_ U Ay. Alors, il existe un entier o,
0<o<r—1,tel que \g(A_) N A (AL) =0 et Ni(A_) N A (AL) # 0 pour i > 0. En effet nous avons
A_NAy=0et \(AL) =N\(Ay) =T0) =(0).
Nous remarquons que si A;(A_) N \;(Ay) est non vide, alors il contient un unique élément 4 € T,
En effet si 4; et 42 sont deux éléments de T'¥) avec 4, < 42, alors tout 7, appartenant a A; (1) est
strictement inférieur & tout v, appartenant a A, L(39).
Nous appelons A le sous-groupe F(o+1)/1—‘(o) de T'(®©)| ¢’est le noyau du morphisme de T'(®) dans T(°+1)
et nous appelons A\,(A_) = /7\(_0) et Ao(Ay) = ]\Sf) les images de A_ et A, dans '@, Alors les
sous-ensembles {n € A | A (1) +7n € /_\(_0)} et {n € A | Xo(m)+n€ /_Xsf)}, oll NouS avons
choisi un élément 7 de " vérifiant Ao11(71) € Aor1 (A=) N Aot1(A4), sont non vides et forment une
coupure du groupe A. Comme A est un groupe ordonné de rang un, nous pouvons le considérer
comme un sous-groupe de (R, +). Alors toute coupure est définie par un nombre réel ¢ et nous avons
{neA | )\0(71)-1—776/_&(,0)} qui est égal soit & ] —oo, 0] N Asoita]—oo, 6[ N A.
Nous pouvons remarquer que si I'entier o est égal a » — 1, alors tout élément ; de I' convient pour
définir la coupure de A. Si Uentier o est différent de 0, méme dans le cas ou le groupe A est discret,
aucun des sous-ensembles A_ et A4 ne peut avoir un élément extrémal. Si lentier o est égal a 0, le
groupe A est isomorphe au sous-groupe isolé I'(;y de T', et le sous-ensemble A_ a toujours une borne
supérieure dans A ®z R ~ R.

Nous voulons étudier certaines coupures de I'y associées a la famille de valuation (,ua)a cq- Soit 7 le

rang de la valuation pe sur K[x] et comme précédemment nous notons [y, 0 <@ <, les sous-groupes
isolés du groupe des ordres I'y. Nous avons alors le résultat suivant.
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Lemme 1.18. Si le sous-groupe isolé de rang un I' (1) n’est pas discret, alors pour tout o dans A,
pour tout § dans I'y et pour tout k > 1 vérifiant § < kv, il existe B dans A, § < «, tel que 6 < kyga.

Si le sous-groupe ' (1) est discret, alors pour tout o dans A, si l’ensemble {’yg | 8 < ’ya} n’est pas
vide, il existe By dans A tel que vg, soit le plus grand élément de cet ensemble.

Preuve. Soit a dans A et soit ¢ > 1, alors pour tout € dans I'(;), avec € > 0, nous avons v = 7, — €
qui vérifie v < v, et Ai(7) = Ai(7a). D’apres le lemme 1.17, si nous supposons € “pas trop grand”,
c’est a dire € < 7, — Ve, il existe 3 dans A tel que v = 3.

Si le sous-groupe I'(1) est discret, donc isomorphe a Z, soit 7, est le successeur immédiat de 7o et
dans ce cas ’ensemble {ﬁ | v8 < 'ya} est vide, soit 74 —Ye > 1 et il suffit de prendre € = 1, I’élément
Bo = a — 1 correspond au plus grand élément g, de {75 | v5 < va}.

Si le groupe I'(1) n’est pas discret, il suffit de considérer ¢ de la forme § = v, — 7 avec n > 0 dans
['(1), et comme I'(;) n’est pas discret il existe € > 0 dans I'(1) avec ke <.

Pour tout polynome f de K[z] de degré d < d,, la valuation p,(f) est égale & pe—1(f), et par
conséquent ne dépend pas de o dans A. Dans le cas d’un polynéme f de degré quelconque, nous
voulons étudier les différentes valuations p,(f), pour @ parcourant A. Pour cela nous allons d’abord
fixer quelques notations:

- nous définissons —oco et oo tels que Yo € A, —co < o < 00, et A = AU {—00,00};

- NIOUS POSONS P oo = Pe; V—oo = Ve, h—oo = lhe, Yoo = +00, €t nous définissons formellement ¢, par
Va € A, pa(doo) = Ya-

Nous pouvons remarquer qu’il ne peut pas exister de polynéme unitaire ¢ de degré d, vérifiant cette
propriété. En effet un tel polynéme devrait appartenir a ®, et la valuation fi(¢) = -y serait alors le
plus grand élément de A,.

Alors, pour tout a dans AU {—oc} et tout 3 dans A, nous avons:

Ma(¢ﬁ) = inf(%ﬁﬁ)-

Nous disons que deux polynémes f et g de K|[z] sont A-équivalents, et nous notons f ~ g, si et
seulement si pour tout « dans A, nous avons I'égalité pa(f) = pa(g). Nous ne demandons pas que
les polynomes f et g soient p,-équivalents.

Théoréme 1.19. Soit f un polynome de Klz] de degré d, avec d < kde, k > 1, alors il existe
{ag,...,ap_1} dans A, avec —0o < a1 < ... < ag_1 < 00, et fo dans K[x] de degré degfy < deo tels

que: f Y fobay - Pay_, -

Un produit de la forme foda, - .- Ga,_,, avec fo vérifiant pe—1(fo) = f(fo), et —00 <y < ... <

ap—1 < oo dans A, tel que f ~ foda, - - - Pa,_, est appelé une A-factorisation de f de longueur k — 1.
Si fobay ---Pay_, €t gops, - .- Pp,_, sont deux A-factorisations de f, alors nous avons la propriété
suivante: soient ¢ et j définis respectivement par —oco = ;-1 < a; et —oo = ;1 < 3;, alors nous
avons k —i=1—j,a; = fj,...,a5-1 = B—1 et ﬁ(foqﬁal ---¢ai,1) = ﬂ(goqﬁﬁl . qﬁgjfl), c’est a dire
tre—1(fo) = tre—1(g0) = (J —)7e-
En particulier, nous déduisons du théoréme que nous pouvons associer & tout polynéme f de K|z
une famille unique I(f) = (5; k;al,...,ai,l), avec d €Ty, 1 <i <k < [degf/d.} et —0o < a3 <
... < ai—1 < oo dans A, telle que f admette une A-factorisation f Y fobay -+ Pa,_, O, o1 fo est
un polynéme de K[z] de degré degfy < de vérifiant pe—1(fo) = 6. Ulie telle factorisation est appelée
une A-factorisation minimale de f.

Corollaire. Soit f dans K[z] avec degf < kds, alors Vo < 8 dans AU {—o0}, pa(f) < ps(f) <
Ma(f) + (k - 1)(7@ - 7&)'

Preuve. Sinous écrivons f ~ fopa, - Pa,_,, alors nous avons pia (f) = do+ pta (o) +- - -+ tia(Pay_,)
ol 09 = pe—1(fo) ne dépend pas de .

Soit j, 0 < j <k —1, tel que a; < o < @41, alors i (Pa,) = Yo, POUr t < j car v, < Ya; < Ya, et
fa(Pa,) = Yo pOUr t > j +1 car v, > Va1 2 Ve

Par conséquent juq (f) est égal & do + Vo, + ...+ Ya; + (k=7 — 1)7a.
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Soient a < 3, et solent j <7 tels que oj < @ < ajp1 et a; < B < aiq1. Alors ug(f) — pa(f) est
¢gal & (Yo, = Vo) oo+ (Yas = 7a) + (k=i = 1)(7 = Ya)-

Pour tout ¢, j+1 <t <, nous avons 0 < v,, —Ya < Y38 — Va, d’ott les inégalités 0 < pg(f) — pa(f) <
(k=7 =1 =) < (k=18 = Ya)

Remarque 1.10. Méme dans le cas ol f est un polyndéme unitaire de degré d,, nous ne pouvons pas
toujours trouver un ¢g tel que f et ¢g soient pn-équivalents pour tout a dans A.

Soit f un tel polynéme avec fi(f) > 7, alors d’apres la proposition 1.16 le polynéme f appartient & ®,
et il existe 8 dans A tel que fi(f) = 8. Nous posons h = f — ¢ et nous avons alors pe—1(h) = fi(h) >
inf(a(f), i(¢p)) = 75

Pour a < 3, nous avons l'inégalité (1o (h) > pa(Pg) = Ya, d'olt f~¢g.

Pour a > (3, nous avons f~ ¢g dans le cas ot pre—1(h) > 5. En g?fet nous avons encore 'inégalité
tia(R) > ta(dg) = v5. Mais si'fie_1(R) est égal & y3, nous ne pouvons plus en déduire la pu,-équivalence
de f et ¢g.

Preuve du théoréme. Nous allons faire un démonstration par récurrence sur k.

Le théoréme est vérifié pour k = 1.

Nous supposons le théoréme vérifié & Pordre k — 1, k > 2, et soit f un polynéme de K[x] de degré
d < kd,. Pour tout a appartenant a A, nous posons f = pada + Sa la division euclidienne de f
par ¢4, en particulier nous avons degs, < do, degp, < (k — 1)de et par hypothese de récurrence p,
possede alors une A-factorisation de longueur k — 2.
Nous appelons A-(f) le sous-ensemble A.(f) = {a € A | pa(f) < a(f)}. Nous remarquons
que ¢’il existe 3 appartenant & A—(f) = A\ A<(f), c’est a dire 8 vérifiant pg(f) = i(f), tel que
te—1(s3) > pg(f), alors pour tout o appartenant a& A, nous avons encore fie—1(S3) > ta(f), d’out
f~pgps. Nous en déduisons que f est A-équivalent a pgeg, et par hypothese de récurrence que f
alffnet une A-factorisation de longueur k — 1.
Nous pouvons donc supposer dans la suite que pour tout 3 appartenant & A_(f), nous avons 1’égalité

tre—1(s5) = pa(f) = A(f)-

Si A-(f) =0, cest a dire si o (f) = (f) pour tout o dans A, en particulier dans le cas pe(f) = a(f),
nous posons f ~ fo(—oo)*~1 olt fo est un polynoéme de degré dy < de et de valuation pe_1(fy) =
a(f) = (k= 1)7e.

Si Ac(f) # 0, soit a tel que pa(f) < a(f) et soit f = pada + Sa la division euclidienne de f par
¢o- Par hypothese de récurrence nous avons une A-factorisation de p, pqo ~ Dobay -+ - Pay_os BVEC
—OOSOQS...SO(;C_QSOO.

Pour tout 5 < «, nous avons aussi ug(f) < pao(f), d’onr, d’apres la proposition 1.3 et le lemme
1.1, Vinégalité pe—1(sa) > ug(f), c’est a dire f~pap,. Nous en déduisons que pour tout § < «a,
15(f) = 1p(Pada) = 15 (Poday - - - Pay_sba). Soit’j, 1 < j < k—1, tel que aj_1 < a < oy, alors si
nous posons p’ = poda, - - - a,_, $h 7, nous avons encore pg(f) = pz(p') pour tout < .

Nous avons ainsi montré que pour « appartenant & A (f), il existe une famille J(«) = (5;]'; O1yeeny ozj,l),
avecd €le, jEN, 1 <j<k—1et oy € Avérifiant —oo <ag <... <1 < o telle que:

j—1

VBEA, B<a, u(f) =06+ Y inf(ya,vs) + (k—35)vs -
=1

Nous allons montrer que nous pouvons trouver une famille J = (5,}, at,. .., 64371), avec les a; dans
A<(f), qui convient pour tout 3 appartenant & A-(f), c’est a dire vérifiant:

2
|

1

=1

S

VB e A(f) ws(f) =

Pour cela il suffit de trouver une famille J = (5;3; Ay, .-, 64371) telle que pour tout o dans A-(f)

dont la famille associée est J(a) = (5;j;a1,...,aj_1), nous ayons § = 5, j < jeta = d pour
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1<1<j.

Soient o < « appartenant & A~ (f), et nous notons J(a) = (5;j; Qgy ..., ozj,l) et J(o') = (5’;]”; ...,

les familles associées respectivement & « et o’. Alors pour tout 5 < o/ nous avons 1’égalité:

j—1 i =1
5+ inf(Ya,v8) + (k—j)vs = & + > inf(Yar,7s) + (k — j')vs
=1 =1

Si I'ensemble A< (f) ne possede pas de plus grand élément, il est infini. Quitte & prendre o’ suffisam-
ment grand, Pensemble {8 € A | 3 < o'} est infini et nous déduisons de 1’égalité précédente pour
tout 8 < ' que nous avons:

§'=0,35 <j etpourtout ,1<I1<j, aj=aq.

Comme lapplication qui & o dans A (f) associe 'entier j = j(«) est croissante et bornée, il existe &
dans A_(f) tel que j = j(@&) est maximal et la famille J(&) associée & & est la famille J cherchée. En
effet, pour tout 8 dans A(f), il existe toujours a dans A(f) vérifiant o > &, d’ott J(«) = J(&), et
0 < a.

Si I'ensemble A (f) possede un plus grand élément o, et si le sous-groupe isolé I'(;) n’est pas discret,
alors la famille J(ag) = (5;j; Qgy ..., ozj,l) associée au plus grand élément de A-(f) convient. Par

définition, pour tout 8 < ag, nous avons I'égalité pug(f) =6 + > 1_ 1 inf (va,,v8) + (K — j)vg, et il
faut vérifier que cette égalité est encore valable pour 8 = ag. Par construction de la famille J(«p),
Nnous avons:

Nao(pao¢ao) =4 + Zl 1'70” (k_j)Vao > :uao(f)

> pp(f) = 6 + S0 inf (Yav8) + (k—35)vs

Si nous posons 1 = i, (f) — 9 — Zg;ll Ya,, DOUs avons pour tout § < ay les inégalités:

(k=d)vs <n<(k—Jj)Vao -

Comme le sous-groupe I'(1) n’est pas discret, 1 est égal & (kK — j)7Va,, et nous avons I'égalité iq,(f) =
5+2j 1704 (kij)ryao'

Si I'ensemble A (f) possede un plus grand élément et si le sous-groupe isolé I'(yy est discret, alors
A_(f) posséde un plus petit élément . Alors pour tout 8 < «p, c’est & dire pour tout 3 appartenant
a A<(f), nous avons encore ug(f) = pug(PagyPa,) €t nous pouvons associer comme précédemment a
ap une famille J(ap) = (5;j; at,. .., aj_l) qui est la famille J cherchée.

Nous allons montrer que dans ce cas nous pouvons trouver la A-factorisation de f. En effet si nous
appelons [y le plus grand élément de A-(f), nous avons les inégalités suivantes:

§ + Zl 17041 + (kij)’yao = uao(pao¢ao> > Nllo(f)

> Mﬁo(f) o + Zl 1’70¢z (k_j)7ﬁo ’

avec fla, (PagPan) — Hp, (f) qui appartient & I'(y, par conséquent il existe r, 0 < r < k — 4, tel que

- _
Mao(f) =0+ Z?:l Yoy + 178, + (k -] T)’Yao'
Nous déduisons de ce qui précede que nous avons:

f Xpoéf)al- d)aj 1¢ﬁ0¢k =

Si nous supposons A = A(f), en particulier nous avons forcément A (f) qui n’a pas de plus grand
élément, alors d’apres ce qui précede, nous avons trouvé une famille J = ((5; jraq, ... ,aj_l) telle que

o)
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pour tout o appartenant & A nous ayons 1’égalité . (f) = + Z{;ll inf (Ya,sYa) + (K — 5)Ya-
Si nous choisissons fy dans K[z] de degré degfo < de, avec pe—1(fo) = d, nous avons montré que f
admet la A-factorisation suivante:

f o fobar - o, 985 .

En particulier, comme nous avons j < k — 1, nous vérifions bien que le facteur ¢, apparait avec un
exposant non nul dans la A-factorisation de f.

Nous supposons maintenant A.(f) # A, c’est & dire qu’il existe 6§ dans A avec pg(f) = f(f). Soit
f = podg + sg la division euclidienne de f par ¢y, et nous pouvons supposer que nous avons 1’égalité
te—1(s0) = po(f) = a(f).

Pour tout « appartenant & A-(f), nous déduisons de o (f) < f@(f) égalité puo(f) = pa(pogo). Et
pour tout [ appartenant a A—(f), nous déduisons de pg(f) = pe—1(sg) U'inégalité pg(pede) > f(f).
Nous avons donc la relation:

Vae A<(f), VB € A=(f) np(poge) = i(f) > pra(Pode) -

Par hypothese de récurrence, nous avons une A-factorisation de pg, d’ott la relation pgde ~ podg, - .. ¢s,_,
avec degpy < de €t —00 < 1 < ... < Br_1 < o0, et soit j, 1 < j < k—1, tel que 5,21 € A(f) et
B; € A_(f). L’inégalité précédente peut alors s’écrire sous la forme:

Va€A<(f), aZﬁj—l ,VﬁEA:(f) ) ﬁgﬁj )
1s(Pode) = te—1(po) + it s + (k—j)vs > flf)
> pec1(po) + i1 ve + (k=) = pa(pade) -

Si nous posons 1 = i, (f) — tte—1(po) — Zf:_ll ~8,, ous avons pour tout « dans A~ (f) et tout 5 dans
A_(f) les inégalités:

(B =3)va<n<(k—=j)vs -

Nous déduisons du lemme 1.18 qu’il existe Sy dans A—(f) tel que n = (k — j)vs,, et f admet alors la
A-factorisation suivante:

b
f ':Z p0¢ﬁ1 cee ¢ﬁj71¢ﬁ0 .

Remarque 1.11. Si A_(f) = {a € A | ua(f) = f(f)} est non vide, il admet alors un plus petit
élément qui correspond au dernier indice ai_; apparaissant dans une A-factorisation de f. En effet
de A_(f) # 0, nous déduisons que le dernier indice oy_; apparaissant dans une A-factorisation
I ~ fobay - - - ba,_, vérifie ag_1 < 00, et nous vérifions que c’est bien le plus petit élément de A_(f).

Remarque 1.12. Nous disons que deux polynomes f et g sont asymptotiquement A-équivalents, et nous
notons f < g, si f et g vérifient p,(f) = pa(g) pour a > 0, c’est a dire §'il existe ag € A tel que pour
tout o € A avec o > i, nous ayons po(f) = pa(g). Si f et g sont deux polynémes asymptotiquement
A-équivalents et non A-équivalents, 'ensemble {a € A | V3 > o, pg(f) = ps(g)} admet un plus
petit élément. En effet écrivons des A-factorisations respectivement de f et g, f ~ foda, - - - Pa;_, PE?
et g ~ godp, ...(bgjflgbgj, avec a1 < 0o et Bj_1 < 00, et nous pouvons supposer que les A-
factorisations ont été choisies avec a3 > —oo et §1 > —oo. Alors pour tout a > sup(a;—1,8j-1), nous
avons:

pa(f) = tte—1(fo) + it Yo + (b —i)7a

110 (9) = tte—1(90) + X721 75, + (1= )7 -

s i—1 i—1 . .
Comme f = g, nous en déduisons fre—1(f0) + Yoy Yo, = te—1(90) + Doy—1 V8, et k—i =1—j, et
comme f ¢ g, il existe un entier r, tel que a;—1 = Bj-1,...,%—p = Bj—r et aj_r_1 # Bj—r—1. Alors

0 = a;—r & Bj_, est le plus petit élément de {a € A | VB > a, us(f) = ps(g)}. Mais nous
remarquons que 6 n’est pas toujours le plus petit élément de ’ensemble {a € A | po(f) = pal9)}-
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Nous voulons définir une valuation ou une pseudo-valuation p, comme limite des valuations p,.
Le groupe des ordres I'y de la valuation u, peut étre considéré de maniere naturelle comme un sous-
groupe ordonné du groupe (R", +)jex, ol 7 est le rang du groupe I'y. Alors, si pour tout polynéme f
de K[z], lensemble {1 (f) | o € A} admet une borne supérieure dans (R”, +) U {oc}, nous pouvons
définir I’application p, par:

poo(f) = Sup (pa(f) . o € A) = limpa(f),

et comme (o) est une famille croissante de valuations, 1o, est une valuation ou une pseudo-valuation
de Klz].

Proposition 1.20. La famille de valuations augmentées (ua)
valuation limite poo = limg, po dans les deux cas suivants:

acA admet une valuation ou une pseudo-

(i) pour tout polynéme f de K|[z], il existe o dans A tel que po(f) = pa(f) pour 8 > «, et poo est
égal a la valuation [i;

(i) le sous-ensemble Ao admet une borne supérieure ¥ dans (R",+)U {oc}, et dans ce cas pioo €st
une valuation pour y # 0.

Preuve. Dans le premier cas, pour tout f dans K[z], I'ensemble {1 (f) | a € A} admet un plus
grand élément p,(f) et nous avons pu.(f) = a(f).

Nous sommes dans ce cas si tout f dans K[zx] admet une A-factorisation minimale de la forme
f ~ fobay - Pa,_, sans facteur ¢oo.

Dans le deuxiéme cas, soit 7 la borne supérieure de A,. Si nous choisissons une A-factorisation
minimale de f, f ~ fobay - - - a,_, #¥57, noUS trouvons:

:U/oo(f) = Mo—l(fo) +ival + (k—l)’? .

=1

Remarque 1.13. La pseudo-valuation limite peo vérifie toujours pa(f) < peo(f) < f(f) pour tout
polynéme f de K[z]. Mais dans le cas ol oo est défini & partir de la borne supérieure 5 de A,, il peut
exister f dans KJz] tel que pour tout o dans A nous ayons des inégalités strictes 1o (f) < poo(f) <

()

Si la borne supérieure 4 de I’ensemble A, n’est pas égale & +00, nous pouvons définir une coupure
non triviale de 'y en posant 'y = A_ LU A4, avec A_ = {y € Ty | 3§ € As tel que v < §} et
Ay ={yeT, | V6 € A,, v > ¢}. Par définition de A,, nous avons aussi A_ ={y €Ty | Ja €
Atelquey < v,} et Ay ={yv €Dy | YVa € A, v > 7,}. D’apres le lemme 1.17, 7 est la borne
supérieure de A, si et seulement si 4 est la borne supérieure de A_, et nous rappelons que nous avons
supposé que A_ n’a pas de plus grand élément.
Soit 0, 0 < 0 < r — 1, lentier défini précédemment par Ao(A_) N Ao(Ay) =0 et Ni(A_) NN (AL) # 0
pour i > o. Nous appelons ¢’ I'unique élément de \oy1(A_) N Aor1(Ay) € T, Lapplication
Ai: Ty — T® est la restriction a T'y de la projection 7;: (R”, +)iex — (R" ™%, +)1ex définie par
(tp, ..., u1) — (Up,...,u;). Alors si nous écrivons ¢/ = (z,...,2,41) dans Tt ¢ (R"—°~1 4),
nous avons:

35 € R tel que Va, €R, a, <9, V(ap_1,...,a1) € RO

Vb, €R, b, > 8, V(by_1,...,b1) € RO

(Zry e ey 20415 Goy Qo—1, - -, 01) € A_ €t (Zr, ..., Zo+1, Doy bo—1, ..., b1) € At .
Nous en déduisons que A, ne peut avoir une borne supérieure 4 dans (R”,+) que dans le cas o = 0.
1l existe z; dans R tel que 7 soit égal & (z,, ..., 22, 21), mais alors que ¢’ = (2, ..., 22) appartient au
groupe quotient I'Y) | il se peut que 4 n’appartienne pas au groupe I'.

1.4 Valuation augmentée limite

Soit (,ua)a ¢ 4 une famille infinie de valuations de K[z, indexée par un ensemble totalement ordonné
A. Dans le cas ou 'ensemble A est discret, pour tout o dans A, si G est le successeur de « dans A, il est
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possible de définir la valuation pg comme la valuation augmentée pour p, a partir d'un polynéme-clé
¢s et d’'une valeur v vérifiant v3 > pa(¢g). Dans ce cas nous pouvons comme précédemment dire
que la famille (Ma)a ca ©st une famille de valuations augmentées. Nous remarquons que pour a < 3
dans A, si degp, < degpg, un polynéome ¢ peut étre un polynoéme-clé pour la valuation pg sans étre
polyndme-clé pour pi.

Si nous considérons un ensemble A non nécessairement discret, pour pouvoir définir la famille (ua)a cA
comme famille de valuations augmentées, il faut supposer que les polynémes (¢,) qui la définissent
sont de méme degré. En effet grace au corollaire de la proposition 1.8, pour tout a@ < 8 dans A, tout
polynome-clé pour pg est aussi un polynéme-clé pour p,. Nous pouvons alors définir la valuation p,
comme valuation augmentée pour une valuation pg pour n’importe quel § de A avec 6 < «, en posant
Lo = [to 5 pa(da) = Vo). Dans ce cas toutes les valuations de la famille (u4) ont le méme groupe des
ordres I et la famille des valeurs (v,) est strictement croissante dans T'.

Définition. Une famille (ua)a c 4 de valuations de K [x], indexée par un ensemble totalement ordonné
A, est appelée une famille de valuations augmentées itérées si pour tout o dans A, sauf pour « le plus
petit élément de A, il existe § dans A, 0 < «, tel que la valuation p, est une valuation augmentée de
la forme o = [fo ; fta(@Pa) = Yal, €t si nous avons les propriétés suivantes:

- si a admet un prédecesseur dans A, 0 est ce prédécesseur, et dans le cas ou 6 n’est pas le plus
petit élément de A, les polyndmes ¢, et ¢y ne sont pas pug-équivalents et vérifient degpy < degpq;

- si @ n’a pas de prédecesseur dans A, pour tout 3 dans A, § < 3 < «, les valuations ug et 1o sont

égales aux valuations augmentées respectives pg = [tg ; 1g(Pg) = 8] et pia = (18 ; Ha(da) = Yal, €t
les polynomes ¢3 et ¢, sont de méme degré.

Pour toute famille (,ua)a ¢ 4 de valuations augmentées itérées nous pouvons définir 'ensemble <i>(A)
des polynémes ¢ de K[z] vérifiant pq(¢) < pug(¢) pour tout v < 3, et si cet ensemble est non vide
nous appelons d = d(A) le degré minimal d’un polynéme ¢ de ®(A). Nous définissons alors I'ensemble
®(A) de la maniere suivante:

®(A)={ ¢ € K[z] | ¢ unitaire, pa(¢) < pg(¢) pour tout o < 3 et degp = d} .

Remarque 1.14. Si I'ensemble A admet un plus grand élément 3, I'ensemble ®(A) est égal d’apres le
théoreme 1.10 & { f € K[z] | pa(f) < ps(f) Yo < 3 }. Dans le cas out I'ensemble A n’a pas de plus
grand élément, un polynéme f n’appartient pas a 'ensemble &D(A) si et seulement si il existe «, dans
A tel que pio, (f) = pa(f) pour tout a > «,.

Nous supposerons toujours dans la suite que ’ensemble A n’a pas de plus grand élément.

Remarque 1.15. Pour que ’ensemble &D(A) soit non vide il faut que le degré des polynémes-clés ¢,
soit constant a partir d’un certain rang «,.

Si le degré d des polynémes ¢ appartenant a 'ensemble ®(A) est égal au degré des polynémes ¢, pour
a > @, alors les polynomes ¢ sont des polynomes-clés pour toutes les valuations augmentées pi,,, avec
a > a,. En effet, pour tout o, < a < 8 dans A, comme ¢ est un polynéme unitaire de méme degré
que ¢, nous déduisons de I'inégalité pq () < pug(¢) que ¢ est po-équivalent & ¢, par conséquent est
aussi un polynoéme-clé pour .

Nous supposerons dans la suite que nous sommes dans la situation décrite dans la section précédente,
c’est a dire qu'il existe une valuation pe sur K[x], un sous-ensemble infini A = {7, | a € A} du
groupe I', une famille de polynémes unitaires ((ba)a cA de méme degré d,, chaque polynéme ¢, étant
un polyndme-clé pour la valuation ., et la famille de valuations augmentées itérées (ua)a ca st la
famille des valuations fio = [tte ; fta(@a) = Va].- Grace au lemme 1.17 nous pouvons supposer que la
famille est “exhaustive”, c’est a dire, quitte a rajouter de nouvelles valuations, nous pouvons supposer
que I'ensemble A, vérifie:

Va<pfeA, Vyel, yo<v<y3 = v€A,.

Rappelons que nous avons aussi supposé que ’ensemble A n’a pas de plus grand élément, c’est a dire
que A, n’a pas de plus grand élément.
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Remarque 1.16. Si la valuation e est la valuation v sur K et si le degré do des polynoémes ¢, est
égal a 1, chaque ¢, peut s’écrire sous la forme ¢, = = — a,, et la famille (aa)a c4 st une famille
pseudo-convergente ou famille pseudo-Cauchy de K introduite par Kaplansky ([Ka]). Nous pouvons
ainsi considérer les familles de polynomes-clés (qba) comme des généralisations des familles pseudo-
Cauchy.

acA

Soit (Mo‘)a c4 Une famille infinie de valuations augmentées itérées de K|z], et soient f et g deux
polynémes de Kx], nous disons que g est A-divisible par f, et nous notons f | g, s’il existe a, dans A
tel que g est po-divisible par f pour tout o dans A avec a > «,. Nous pouv8ns alors définir comme

précédemment un polynoéme-clé pour une famille (,ua)a car

Définition. Un polynéme ¢ de K|[z] est appelé un polyndme-clé limite pour la famille de valuations
(ua)a cA s’il vérifie les propriétés suivantes:

- ¢ est A-minimal, c’est a dire tout polynome f A-divisible par ¢ est de degré supérieur ou égal
au degré de ¢:  ¢|f = degf > degg;
A

- ¢ est A-irréductible, c’est & dire:  Va,b € K[x] ¢|ab= ¢|a ou ¢|b;
A A A
- ¢ est unitaire.

Proposition 1.21. Tout polyndme ¢ appartenant a l'ensemble ®(A) est un polynome-clé limite pour
la famille (“a)aeA'

Preuve. Nous allons montrer que pour tout polynome f de K[z] nous avons I’équivalence suivante:
¢J4f = Va<B, palf)<ups(f).

Soit f un polynéme de K|[z] et nous supposons qu'il existe o, dans A tel que puo(f) = pa, (f) pour
tout o > a,. Si f est A-divisible par ¢, soit o dans A tel que f soit pg-divisible par ¢ pour tout
B > «, et nous pouvons toujours supposer « > «,. Il existe un polynéme g dans Klz] tel que
ba(f —g9) > pa(f) = na(ge), alors pour tout S > «, nous avons les inégalités pg(f — g¢) >
ta(f = 98) > pa(f) = ps(f), d'olt pa(g9d) = ps(g¢), ce qui est impossible.

Réciproquement nous supposons que le polynéome f n’est pas A-divisible par ¢. Soit f = gp + r
la division euclidienne de f par ¢, nous avons r # 0, et comme degr < dego, il existe a, tel que
1o (1) = pa, (r) pour tout a > a,. Il existe a > «, tel que f ne soit pas p,-divisible par ¢, alors nous
avons fi (1) < pa(ge), dou pg(r) < ug(ge) pour tout § > a. Nous en déduisons que 7 et f sont
pp-6équivalents pour tout S > «, en particulier ug(f) est constant pour § > a.

Remarquons que pour avoir I’équivalence précédente, il est nécessaire que ’ensemble A n’ait pas de
plus grand élément, et nous avons montré que pour tout polynéme f de K|z] il existe un «, dans A,
«, ne dépendant que du reste r de la division euclidienne de f par ¢, tel que pour tout o dans A avec
a > a,, nous ayons: ¢ | f <= | f.

Ko A

Comme tout polynéme f de degré d = degf < degg vérifie y,(f) constant pour « suffisamment grand,
le polynéme ¢ est A-minimal.

Si fg est A-divisible par ¢, alors pour tout o < 3 nous avons pa(fg) < ps(fg), dott pa(f) < ps(f)
ou e (g) < ps(g), c’est a dire f ou g est A-divisible par ¢. Par conséquent ¢ est A-irréductible.

Nous voulons définir comme précédemment une valuation p’ de K[z] & partir de la famille de
valuations augmentées itérées (/La)a ca’ d’un polynome ¢ appartenant & ®(A) et d’une valeur v dans
un groupe ordonné I' contenant I' vérifiant v > . (¢) pour tout o dans A, ou une pseudo-valuation
1’ de Klz] si nous prenons pour 7 la valeur oco.

Pour tout f n’appartenant & ®(A), c’est & dire pour lequel il existe o, avec fio(f) constant pour
a > a, nous posons 4 (f) = pa, (f) = Sup(ua(f) | a € A).

Définition. Soit f un polynome de K|[z] et soit f = fid™ + frm—16™"1 + ...+ fo son développement
selon les puissances de ¢, alors nous définissons p'(f) par:

@ (f) = inf(pa(fs) +4v; 0<j<m).
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Comme les polynémes f; apparaissant dans le développement de f sont de degré strictement
inférieur & celui de ¢, les valeurs p14(f;) sont bien définies.
Nous avons alors le résultat suivant:

Proposition 1.22. L’application p' de K|x] a valeurs dans T' U {oo} définie précédemment est une
valuation de K[x] si v # 0o, et est une pseudo-valuation de K[z] de socle lidéal (¢) si vy = oo.

Preuve. 11 faut montrer que pour tout couple (f, g) de polyndémes de K|x], 'application p’ vérifie les
deux relations suivantes: p/(f + g) > inf(/(f), /' (9)) et p'(fg) = /'(f) + 1 (9)-

L’inégalité triangulaire est une conséquence immédiate de la définition de p’ et de I'inégalité triangu-
laire pour g 4.

Pour montrer 1’égalité pour le produit nous supposons d’abord que les polyndémes f et g sont de
degré strictement inférieur au degré de ¢. Nous avons alors p/(f) = pa(f) et 1'(g) = pa(g), et
1 (fg) = inf(palq) + v, pa(r)), ot fg = q¢ + r est la division euclidienne de fg par ¢. Comme
ni f ni g n’est A-divisible par ¢, il en est de méme du produit fg, par conséquent pour tout «
suffisamment grand nous avons piq (r) < pa(q@), ot pa(r) < pa(q) + . Nous en déduisons 1’égalité
1 (fg) =pa(r) = pa(fg).

Nous supposons maintenant que f et g admettent pour développements respectifs: f = f,¢™ +
frne1d™ P+ o+ foet g = gnd" + gn_10" L+ ...+ go, et soit h = hy¢® + hs_16° "+ ...+ ho le
développement du produit h = fg. Nous déduisons de ce qui précede que pour tout (4,7), si nous
posons f;g; = gi j¢—+r; ; la division euclidienne, nous avons pa (g ;) +7v > pa(ri;) = pa(fi) +pralg;).
Comme le coefficient hy est égal & >, ., rij + >, .y ¢i,j nous avons u'(h) > p'(f) + ¢/ (g).
Pour montrer 1’égalité nous considérons les plus grands entiers ¢ et u tels que p'(f) = pa(fi) + ty et
1 (9) = pa(gu) +uy. Alors pour k =t +u, nous avons (ua(fi) +iv) + (pa(g;) +57v) > 1/ (f) + 1’ (g)
pour tout couple (4,j) # (t,u), par conséquent pia(hity) est égal & pa(fi) + pa(ga), et nous avons
I’égalité cherchée.

Nous avons ainsi montré que I’application u' est une valuation ou une pseudo-valuation de KJz], il
reste & vérifier que dans le cas v = oo un polynéme f vérifie p/(f) = oo si et seulement si f est
divisible par ¢. Ceci est immédiat par définition de la pseudo-valuation p'.

Définition. Nous appelons la valuation p’ définie précédemment la valuation augmentée limite et nous
la notons ' = [(a)aea 5 1/ (¢) = 7).

Proposition 1.23. Tout polynome f de K[x] vérifie: Va € A, ua(f) < p/'(f), et de plus nous
avons: @|f <= feP(A) < Vaec A, pu(f) <u(f).
A

Preuve. Soit f = frmd™ + frn_16™ !+ ...+ fo le développement de f selon les puissances de ¢, nous
allons montrer par récurrence sur m que nous avons l'inégalité . (f) < p/(f) pour tout a.

Pour m = 0, c’est & dire pour degf < degg, nous avons par définition p'(f) = pa(f) = Sup(ﬂa (f) |
o€ A).

Nous supposons que nous avons 1'inégalité pour m—1, et soit f = q¢+r la division euclidienne de f par
¢, A0t ¢ = frnd™ L+ fro10™ 2+ + fret r = fo. S'il existe a, tel que pq, (f) > p/'(f), alors pour
tout a suffisamment grand nous avons puq(f) > p/(f) = Inf(1/(g9), 1/ (7)), avec i/ (q9) > palqp) et
w1 (r) = pa(r). Par conséquent nous avons pour tout « suffisamment grand I’égalité p,(qp) = pa(r),
ce qui est impossible.

S'il existe « tel que p'(f) = pa(f), alors pour tout S > « nous avons pa(f) = pg(f), ce qui est
équivalent d’apres la preuve de la proposition 1.21 & dire que f n’est pas A-divisible par ¢.

Réciproquement il suffit de montrer que s’il existe o < 3 avec po(f) = ug(f), alors 1/ (f) = pa(f) pour
« suffisamment grand. Comme la suite (ua (qb)) est strictement croissante et comme pour tout «, fixé
il existe une infinité de a > «,, pour a suffisamment grand nous avons p, (f) = Inf (MA (f5) —|—jua(q§)).

Par conséquent si po (f) = pg(f), nous avons forcément p1o(f) = pa(fo) < pa(f;)+ipa(e) pour j > 1
et pour tout a suffisamment grand, d’ott ¢/ (f) = pa(fo) = pa(f)-

Lemme 1.24. Soit f un polynéme de K[z] et soit f = qp + r la division euclidienne de f par ¢,
alors f est A-divisible par ¢ si et seulement si nous avons pua(r) > po(f) = pa(qd) pour tout a dans
A suffisamment grand.
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Preuve. Sinous avons fio (1) > pia(f) = pa(qe) pour tout a dans A suffisamment grand, alors f est
1e-divisible par ¢ pour tout « suffisamment grand, d’ou f est A-divisible par ¢.

Réciproquement, nous remarquons d’abord qu'il existe «, tel que r n’est pas pq,-divisible par ¢ et
tel que pa, (1) = pa(r) pour tout a > «,, par conséquent r n’est pas p, divisible par ¢ pour tout
a > Q.

Supposons que f soit A-divisible par ¢, alors pour tout « suffisamment grand il existe des polynémes
het savec f =ho+ s et pa(s) > pa(f). Comme r n'est pas p,-divisible par ¢, nous déduisons de
Pégalité r = (h — q)é + s U'inégalité 1 (s) < pa(r), d’ott e (r) > pa(f).

Nous voulons maintenant comparer les algebres graduées gr,, K[| associées aux valuations 1, de la
famille et I’algebre graduée gr,, K[z] associée a la valuation augmentée limite p' = [(fta)aca ; 1'(¢) =
7).

Nous fixons un indice # dans A et nous considérons dans la suite uniquement les indices o dans A
avec a > 0, nous posons AT ={ a €A | a >0 }. Alorsl'idéal (H,,(¢a)) de l'algebre graduée
gry, K[z] est indépendant de o dans A™. En effet I'image H,,, (f) d'un élément f de K|[z] appartient &
Iidéal (H,,(¢a)) si et seulement si nous avons pq(f) > pe(f). Mais pour tout o > o > 6 nous avons
d’apres le théoreme 1.10, po(f) > po(f) <= par(f) > po(f), par conséquent I'idéal ne dépend pas
de l'indice o dans A*. Nous pouvons vérifier directement que les éléments H,, (¢o) et H,, (¢o’) sont
égaux. Soient o/ > « dans AT et écrivons ¢ = ¢4 + h, alors nous déduisons de la proposition 1.8
les égalités 1o(h) = fia(h) = fia($a) = Ta ©t fio($a) = Ho(Sar) = 76, AVEC Y > g, Par conséquent
dq €t Pnr sont pg-équivalents.

Nous notons gra I'algebre graduée quotient (gr,, K[z]/(H,,(¢a))), et d’apres le théoréme 1.7, pour a
dans AT, nous avons un isomorphisme de gra [T, dans gr,,, K [z], ou T}, est envoyé sur H,, (¢4 ). Pour
o' > a dans A", Dapplication de gra[T,] dans gra [T,], correspondant a I'application de gr,, K]
dans gr, , K[z], est un morphisme de gra-algebres dont le noyau est I'idéal engendré par H,,, (¢a’),
c’est a dire engendré par T,,+h,, oi h, est I'image de ho = ¢por — o dans gr,, K|x]. Plus précisément,
comme hg vérifie pg(ha) = pa(ha), son image h, = H,,_ (ho) appartient & gra, de plus h, ne dépend
que de « et pas de o/ > a. En particulier 1’algébre quotient (ngK[x]/(HM (¢ar))) est isomorphe &
gra et le morphisme gra [T,] — gra[Ta] se factorise en gra[T,] —» gra —— gra[Ta].

Pour tout o dans AT, nous notons g, I'application de K[z] dans gra définie comme la composition
de H,,: K[z] — gr, K[z] et de gra[l,] — gra. De méme que pour a < o, I'application
g: gr,, Klz] — gr, K[z] n’est pas compatible avec les applications H,,, et H, ,, c’est a dire g o
H,, # H,_,, nous remarquons que les applications g, et g,’ ne sont pas égales. Mais nous avons le
résultat suivant.

Proposition 1.25. Soit ('“a)aeA une famille infinie de valuations augmentées itérées de méme degreé,
et comme précédemment nous fizons 6 dans A et gra.

Pour a dans AT, Ualgébre graduée gr, K|z] est isomorphe a Ualgébre gra [Ty ], en particulier toutes
les algébres gr, K [x] sont isomorphes entre elles.

Pour tout f dans K[z], s’il existe o/ > « tel que po(f) = par (f), UVimage go(f) de f dans gra est
égale a limage H,_,(f) dans gr, ,K[x] ~ gra[T,]. Dans ce cas H,,_,, (f) = ga(f) pour tout o/ > «,
et nous avons go(f) = gar(f).

Si o (f) < par (f) pour a < o, alors Uimage go(f) de f dans gra est nulle.

Ho

Preuve. La premiere assertion est une conséquence immédiate de ce qui précede et du théoreme 1.7.
Pour étudier les images Hy,(f) de f dans les algebres graduées gr, K[z] et pour comparer les
différentes images go(f) de f dans gra, nous considérons pour tout @ < o’ dans A le diagramme

suivant:

Hy,,
K] —————gr, Kx]

Iy

gra g
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Si pra(f) = par (f), alors 'image de Hy,, (f) par I'application g est égale & H,,_, (f), par conséquent nous
avons 1'égalité H,, ,(f) = ga(f) dans gra C grua,K[x]. En particulier, en considérant o < o/ < o”,
nous avons H,, ,, (f) = ga(f) et Hy_, (f) = gor(f), Aol 'égalité gos(f) = ga(f) dans gra pour tout
o > a.

Si au contraire o (f) < pas(f), alors f appartient au noyau de Papplication g, par conséquent son
image dans gra par I’application g, est nulle.

Corollaire. Si I’ensemble <i>(A) est vide, c’est a dire si la famille de valuations (,ua)aeA vérifie
Vf e Klz] 3a € A tel que pa(f) = por(f) pour o > a, Ualgébre graduée gr, K[z] associée a la
valuation limite 1o = limy 1o est isomorphe a l'algebre gra et application H,, : K[r] — gr, K[z]
est définie par H,_ () = ga(f) pour a vérifiant pa(f) = poo(f)-

Nous supposons maintenant que 1’ensemble <i>(A) est non vide, nous choisissons un élément ¢ de
D(A) et soit p' = [(ta)aca ; p'(¢) = 7] la valuation augmentée limite définie par ¢ et par v, avec
v > pa(p) pour tout o dans A.

Théoreme 1.26. Pour tout o dans AT, Uapplication de gr,, K|z] dans gr,, K[z] induit un isomor-
phisme:
Q: gra[T] — gry Kla]
qui envoie T sur Q(T) = H,(¢).
Preuve. Pour tout f dans KJz], nous avons p/(f) > pa(f) si et seulement si po (f) > pa(f), pour

o' > a, et ceci est indépendant de o’ > « choisi, par conséquent le noyau de ’application naturelle
de go: gr,, Klz] — gr, K[z] est encore I'idéal (Hy. (¢ar)), €t ga se factorise de la maniére suivante:

gr#QK[z] -9 o grua/K[z] e gr#,K[:c]
\ \J\ ™
gra

ou 'application g, : gra — gr,, K[z] ne dépend que de a.
Pour tout h dans gra, il existe h dans K|[z] vérifiant ug(h) = pa(h) tel que h = go(h) dans gra C
gr,, , K[z], ot ' > a, et par construction g, (h) = H,(h) dans gr, K[z]. Mais pour tout # dans A,
nous avons encore h = gg(h) et gg(h) = H,/(h), par conséquent I’application § = g, ne dépend pas
de a dans A™.

Nous pouvons alors construire une application @ de gra[T] dans gr,, K[z] en posant Q(T) =
H,/(¢), et nous pouvons montrer comme dans la preuve du théoreme 1.7 que @ est un isomorphisme.

Supposons que nous sommes dans le cas du paragraphe 1.3, c’est a dire que la famille de valuations
augmentées itérées (“a)ae 4, de K [] est définie & partir d’une valuation ou d’une pseudo-valuation
it de K[z] prolongeant une valuation v de K donnée. Nous avons trouvé une valuation pe de K[x]
prolongeant v telle que pour tout f dans Klz], pe(f) < f(f), et la famille (ua)aeA est définie par
la famille des polynoémes-clés (qba), ou les polynomes ¢, appartiennent a ensemble ®(ue), c’est &
dire sont des polynémes unitaires ¢ de K[x] vérifiant pe(¢) < fi(¢) et de degré minimal pour cette
propriété, et en prenant pour famille des valeurs (%Y), avec Yo, = fi(¢q). Nous notons de le degré des
polynémes-clés ¢, et nous supposons que ’ensemble Ay = { a(e) | ¢ € q)(u.)} est égal a ’ensemble
des valeurs {%Y | @ € A} et n’a pas de plus grand élément.

L’ensemble ®(A) est vide si et seulement si pour tout polynéme f de K[z], il existe a dans A tel que
i(f) = pa(f), nous sommes alors dans le cas (i) de la proposition 1.20, la pseudo-valuation fi est une
valuation, égale a la valuation limite po = limg, pto = pa-

Si ’ensemble <i>(A) est non vide, comme I'ensemble A, = {7a | a € A} n’a pas de plus grand élément,
nous ne pouvons pas trouver « dans A et une valuation augmentée ' = [u, ; 1/ (¢') = +'], avec ¢’
polynéme-clé pour la valuation p, de degré strictement supérieur & do et avec v = [i(¢’), tels que
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la valuation ' coincide avec i pour tout f dans K[x] avec degf < deg¢g. Mais nous pouvons choisir
un polynome ¢ dans ®(A) et définir la valuation augmentée limite p' = [(ta)aca ; ' (@) = 7], avec

v = (o).

Proposition 1.27. La valuation augmentée limite p' = [(tia)aca ; p' () = ] vérifie:
(i) pour tout f dans K[x], nous avons p'(f) < p(f),

(i) le degré d du polynéme-clé limite ¢ est strictement supérieur au degré de des polynomes dq,
et pour tout f de K[z] avec degf < d = dege, nous avons u'(f) = f(f).

Preuve. Linégalité p/(f) < fi(f) est une conséquence des inégalités i(fj¢’) > pa(f;) + jv pour tout
7, et de I'inégalité triangulaire pour la valuation f.

Nous allons montrer plus généralement que pour tout f n’appartenant pas a @(A), nous avons 1’égalité
W(f) = @(f). En effet pour un tel polynéme f, il existe o dans A avec po(f) = pg(f) pour 8 > «a,
ot fi(f) = praf) et par conséquent //(f) = () car o < i’ < f

Comme p4 () < fi(¢), nous avons forcément degp > do. Si nous avions 1’égalité degp = d,, alors le
polynéme ¢ appartiendrait & Uensemble ®(ue), et ¢ serait pe-équivalent au polynéme ¢, pour « tel
que [i(@) = Ya, ce qui est impossible.

Nous nous plagons toujours dans la situation du paragraphe 1.3 et nous supposons que ’ensemble
Ae = {7a | @ € A} admet une borne supérieure 7 dans (R",+) U {oo}. Nous définissons comme
précédemment la valuation limite pioe = limg pta par poo(f) = Sup(na(f), o € A).
Nous supposons que ’ensemble i)(A) est non vide et nous voulons comparer la valuation limite pqo
et la valuation augmentée limite p’ définie par un polynéme ¢ de ®(A) et la valeur yoo = proo():
1 = [(pta)aca ; 1'(@) = 7s0]. La valuation augmentée limite p’ est bien définie car la valeur 7o
vérifie p14(¢) < Yoo pour tout o dans A, et comme nous avons Yoo < fi(¢), la valuation u' vérifie
encore p'(f) < a(f) pour tout f dans Klz].

Proposition 1.28. La valuation limite poo = lim, o et la valuation augmentée limite 1 = [(fta)acAa ;
Yoo] définie par un polynome ¢ de ®(A) et par la valeur Yoo = poo(@) sont égales.

Preuve. D’apres la proposition 1.23 nous avons U'inégalité u.(f) < p/(f) pour tout « dans A, d’on
inégalité oo (f) < p'(f).

Supposons que les deux valuations po, et p’ ne soient pas égales et soit f un polynéme dans K|z
de degré minimal vérifiant peo(f) < p/'(f). Alors degf > dege, en effet si degf < degg, et plus
généralement si f ¢ ®(A), d’aprés la proposition 1.23, il existe a dans A tel que uq(f) = p/(f), dont
Pégalité oo (f) = 1/ (f).

Soit f = q¢ + r la division euclidienne de f par ¢, ¢ # 0. Par hypothese poo(f) < p/(f), par
conséquent le polynéme f appartient & ®(A) et d’apres le lemme 1.24, pour tout o suffisamment
grand, pio (1) > pa(f) = pa(qe), nous en déduisons fiso (1) > proo(f) = too(q@). Comme degg < degf,
nous avons ’égalité 1 (q) = p'(q), d’ott 'égalité noo(qp) = ' (g¢) car nous avons choisi Yoo = fioo ().
Nous avons alors la relation p/(f) > poo(f) = too (¢P) = 1/ (), ce qui est impossible car par définition
de la valuation 4/, nous devons avoir p/(f) = inf(u/(q¢), 1/ (r)).

Remarque 1.17. Dans le cas ou la borne supérieure 7 est égale a +oo, la valuation limite poo est
en fait une pseudo-valuation. Tout polynome-clé limite ¢ pour la famille (pg)aca, c’est & dire tout
polyndme appartenant & ®(A) vérifie alors po(¢) = +00 d’apres la proposition 1.20, et la proposition
précédente est encore vérifiée, c’est a dire que la pseudo-valuation limite p, et la pseudo-valuation
augmentée limite 1/ = [(fta)aca ; 1'(¢) = +o0] sont égales.

2 Extension d’une valuation

Nous considérons un corps K muni d’une valuation v et nous voulons étudier les prolongements de v a
une extension monogene de K, c’est & dire soit & une extension transcendante pure de degré un K (z),
soit & une extension algébrique L = K (). Pour cela il suffit d’étudier les prolongements de la valuation
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v & Panneau des polynémes K[x], soit en une valuation p qui induit alors une unique valuation du
corps K (x), soit en une pseudo-valuation fi. En effet si 1’ extension algébrique finie L = K () est de
la forme L = K[z]/(G), ou G est le polynéme irréductible de 6 sur K, toute valuation p de L qui
prolonge v correspond a une pseudo-valuation fi de anneau Klx], de socle I'idéal (G).

Dans le cas ou la valuation v est une valuation discrete de rang un, S. MacLane a montré que pour
toute valuation ou pseudo-valuation i de K[X] qui prolonge v, il existe une famille de valuations
augmentées itérées (M")nel’ finie ou infinie, telle que fi = u,, si la famille est finie et I = {0,...,n},
ou telle que i = lim,, yy, si la famille est infinie et 7 = N ([McL 1] et [McL 2]).

Dans le cas d’une pseudo-valuation i associée a une valuation p sur une extension algébrique finie L
de K prolongeant la valuation v, il a ainsi pu étudier le groupe des ordres I';, et 'extension résiduelle
Ky, et il a déterminé toutes les prolongements possibles p de v a L ([McL 2]).

Nous allons étudier le cas d’une valuation v quelconque, c’est a dire sans hypothése sur son groupe
des ordres I',,, et utiliser ce qui précede pour construire grace a la valuation p ou a la pseudo-valuation
[ une famille de valuations augmentées itérées (ua)a car OU plusieurs familles successives. Cela nous
permettra de donner une description des algebres graduées gr, K [] ou gr,, L a partir de l'algebre gr, K
en fonction des différents polynémes-clés ¢, et des différentes valeurs v,. En particulier cela nous
donnera le groupe des valeurs I', et le corps résiduel ,, de la valuation p.

Dans la suite, nous nous donnons une valuation v du corps K et nous considérons des valuations de
lanneau K[x] qui prolongent v.

2.1 Famille admissible

Définition. Une famille S de valuations augmentées itérées est appelée une famille admissible simple
si la famille est de la forme § = (“i)iel’ ou l'ensemble d’indice I est de la forme I = B U A, avec
B=1{1,...,n},n>1,0ou B=N* avec A =0 ou A ensemble totalement ordonné infini, olt I'ordre
total sur 'ensemble I est défini par i < o pour tout i« dans B et pour tout o dans A, et vérifiant:

- pour ¢ € B, i > 2, nous avons l'inégalité dego; > degp;_1,

-si A # (), alors B est fini, B ={1,...,n} et pour tout & € A, nous avons 'égalité degp,, = degen,
en particulier Voo € A, ¢, est un polyndme-clé pour pu,_1 et la valuation augmentée u, est égale a
Lo = [tin-1; ta(Pa) =vVa] = [Bar ; ta(da) = Vo), POur tout &’ < a, la suite (%‘)aeA est strictement
croissante et les groupes des ordres I', | sont tous égaux au groupe des ordres I',, ; la famille (Ma)a cA
est “exhaustive”, c’est a dire que Vao € A,Vé € '}, avec v, < § < 74, 30 € A avec 5 < « tel que
d =g, et ensemble A = {7, | a € A} n’admet pas de plus grand élément dans ', .

Si 'ensemble A est vide, c’est a dire si ’ensemble des indices est un sous-ensemble I de N, nous
disons que la famille § = (,ul)Z ¢ est une famille admissible simple discréte.

Remarque 2.1. Sil’ensemble A possédait un plus grand élément 3 pour un 3 dans A, alors le polynéme
¢ serait un polyndéme-clé pour p,—1 et la valuation pg = [tn—1 ; ug(@pg) = ~vg| vérifierait ug(f) =
lim,, po (f) pour tout f dans K[x], c’est a dire que nous pourrions remplacer la famille de valuations
précédente par une famille finie de valuations augmentées itérées (;Li)1 < ;< O DOUS aurions remplacé
la derniere valuation p, par pg. o

La propriété “d’exhaustivité” permet d’avoir le théoreme 1.19, c’est a dire que tout polynoéme f
de K[z] admet une factorisation de la forme f~fodq, ... ¢Pa,. Plus précisément nous avons pour

tout f l'existence d’éléments oy < ... < oy de A et de dg € 'y, tels que Va € A, o (f) = 6o +
t .

Zj:l inf (Ya, ; Ya)-

Définition. Une famille de valuations A = (,ul)Z cr est appelée une famille admissible si elle est réunion

d’un ensemble fini ou dénombrable de familles admissibles simples S*) = (“Et))ie r, avec L <t <N
ot N € NU{+oo}, et I® = {1,...n"0} 1y A®) vérifiant:

()

- toutes les familles admissibles simples S®) = (ui sauf éventuellement la derniere dans le

)iel ()
cas N < +oo0, sont des familles admissibles simples non discrétes, c’est & dire vérifient A®) £ ),

- la premiere valuation de la famille, c’est a dire la premiere valuation ugl) de la premiere famille
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admissible simple SM), est une valuation augmentée de la forme ugl) = [uo ; Mgl)(d)gl)) = 7], ol o

est la valuation v du corps K et ou qﬁgl) est un polynoéme de degré un,
- pour t > 2, la premiere valuation ugt) de la famille admissible simple S) est une valuation

augmentée limite pour la famille de valuations (ug 71))046 AG—D) -

Si la famille admissible A = (“Z)z g est réunion d’un nombre fini NV de familles admissibles simples,
nous appelons N [’ordre de la famille admissible, sinon nous disons que la famille admissible est d’ordre
Si S = (“Et))iem) est une famille admissible simple, ensemble d’indices I¥) est totalement
ordonné, et si la famille admissible A = (,ui)ie ; est obtenue comme réunion des familles admissibles

()

simples S® = (; l’ensemble d’indices I = [_|i\;1 I® est encore totalement ordonné par i < j

)ie[(t) ’
pour tout i € IV et tout j € I®), sit < s.

Proposition 2.1. Pour tout polynéme f dans K|x| la famille (Mi(f))ie
que pour tout i < j dans I, nous avons p;(f) < p;(f).

De plus s’il existe i < j dans I tels que p;(f) = p;(f), alors pour tout k > i, nous avons encore
Végalité pi(f) = pu(f).

Preuve. La premiere partie de la proposition est une conséquence de l'inégalité dans le cas d’une
valuation augmentée (proposition 1.3) et dans le cas d’une valuation augmentée limite (proposition
1.23).

La deuxieme partie de la proposition est une conséquence du théoreme 1.10 et du lemme suivant.

; est croissante, c’est a dire

Lemme 2.2. Soient (ua) une famille infinie de valuations augmentées itérées, ¢p1 un polynéme-clé

a€cA
limite appartenant a ®(A) et p1 = [(a)aca ; p1(P1) = 1] une valuation augmentée limite définie par
¢1. Soit po une valuation augmentée pour 1 associée a un polynéme-clé ¢o avec degpo > degopr, alors
pour tout f dans K[z], s’il existe o dans A tel que po(f) = p1(f), nous avons U'égalité pyi(f) = pa(f).

Preuve. Soit f dans K|[x] et a dans A tels que po (f) = p1(f). Si f = ¢1qg+r est la division euclidienne
de f par le polynome-clé limite ¢, nous avons les inégalités: ua(f—r) = pa(d1q) > p1(d1q9) > pa(d19).
Comme piq(f) = p1(f), nous déduisons de la proposition 1.23 et du lemme 1.24 'égalité pio (f) = pa(r)
et comme le polynome r est de degré degr < degg1 < deggpa, nous avons aussi pi(r) = p1(r) = pa(r),
d’ott pa(f — ) > pa(r). Nous en déduisons 1’égalité us(f) = pa(f).

Remargue 2.2. Comme S®) = (uz(-t))i crw €st une famille admissible simple, nous avons:

dgt) = degq’)gt) < ... < dS()t)71 = degq’)f:()t)il < df:()t) = degqﬁs()t) = degqﬁg), pour tout a € AW,
et comme gbgtﬂ) est un polynéme-clé limite pour la famille de valuations (MS))a cA(> DOUS avons

Pinégalité: d%),) = degp? < iV = degg{"*".
Nous obtenons ainsi pour toute famille admissible A = ( ,Ui)

strictement croissante:

1 1 2 t—1 t t
1:d§)<...<dfl()l)<d§)<...<d t,f)<d§)<...<d(()t)<....

n( n

N . .
e avee I =2, I® une suite d’entiers

Si la famille admissible est d’ordre infini, cette suite est infinie, en particulier elle n’est pas bornée.
Si la famille admissible est d’ordre N < 400 et si la derniere famille admissible simple S®V) n’est pas

discrete infinie, c’est & dire si BY) = {1,...,n(N)}, cette suite admet pour dernier élément I’entier
d)

n(N) "

2.2 Famille admise

Nous considérons une valuation ou une pseudo-valuation g de K[x] et nous voulons essayer de
I’approcher par des familles admissibles de valuations. Nous rappelons que pour toute valuation
w; de K[x] vérifiant pu; < p, nous avons définit 'ensemble ®(u;) comme ensemble des polyndmes uni-
taires ¢ de K|[x] vérifiant u;(¢) < p(¢p) et de degré minimal pour cette propriété, et le sous-ensemble
A(pi) de Ty par A(pi) = {u(¢) | ¢ € (1)} Nous posons alors la définition.
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Définition. Une famille admissible de valuations A = (uj) de K[x] est appelée une famille admise

jer
pour la valuation ou pour la pseudo-valuation p si elle vérifie les propriétés suivantes:

- pour tout j dans I, p;(f) < p(f) pour tout f dans K[z], et nous avons I'égalité p1;(f) = p(f) pour
tout f de degré strictement inférieur au degré du polynome-clé ou polynéme-clé limite ¢; définissant
la valuation p;;

-si SO = ('ul('t))iel(t) est une famille admissible simple non discréte contenue dans A, 1Y) =
B® 1 A® | pour tout § € A® Iensemble {7, | @ € A® et a > 6} est égal & A(up).

Nous appelons ®((4;);e1) = ®(A) le sous-ensemble de K|[z] défini par ®(A) = {f e Klz] | n;(f) <
u(f) Yu; € A}. Si ensemble ®(A) est non vide nous notons d(A) lentier d(A) = Inf{degf |
f € ®(A)}, et nous définissons I'ensemble ®(A) par ®(A) = {¢ € Kl[z] | p(¢) < u(¢) Vu; €
A, ¢ unitaire et degg = d(A)}. Dans ce cas le degré des polynémes-clés de la famille (gbj)je ; est
borné et nous avons d(A) > Sup(dege; ; j € I). Dans le cas ol 'ensemble ®(A) est vide nous posons
d(A) = +o0.

Proposition 2.3. Soit A une famille admise pour une valuation ou une pseudo-valuation p, telle
que l’ensemble ®(A) soit non vide, alors il existe une nouvelle famille B admise pour u, contenant A
exceptée éventuellement la derniére valuation, avec d(B) > d(A).

Preuve. Par hypothese la famille A est d’ordre fini N, et la derniere famille admissible simple S(V) =

(Mz('N))ieﬂN) qui la compose est soit une famille non discréte, c’est & dire T(N) = {1,...,n} U AN,
soit une famille discrete finie, c’est & dire I(N) = {1,...,n}. Nous déduisons de la proposition 2.1 que

I'ensemble ®(A) associé & la famille admise A est égal dans le premier cas a l'ensemble ®(A™), et
dans le second cas a ’ensemble @(M%N)).

Si S(N) est une famille simple non discréte, c’est & dire si la famille d’indices I ne possede pas de
plus grand élément, la famille de valuations (u,(yN))a ca(v) €st une famille de valuations augmentées

itérées avec ®(AMN)) #£ (), et d’apres la proposition 1.21 tout polynome de ®(AM)) est un polynome-

clé limite pour la famille (”‘(lN))aeAW)' Nous choisissons un polynoéme gngH) dans ®(AM)) et nous
pouvons alors définir la valuation augmentée limite uENH) associée a ¢§N+1).

Nous définissons une nouvelle famille admise A’ en ajoutant & la famille A la famille admissible simple
SN constituée de 'unique valuation M§N+1). La famille des indices I’ de la famille admise A’ est
égale & I' = T LU {1(N*+D1 et possede un plus grand élément. Nous déduisons de la proposition 1.27

N+1)

que le polynéme ¢§ est de degré strictement supérieur au degré des polynomes </)((1N).

Si SW) est une famille discrete finie, c’est & dire si la famille d’indices I possede un plus grand
élément 7, la valuation p; n’est pas égale & u, et tout élément ¢ de ®(u;) est un polynéme-clé pour la
valuation ;.

Si I'ensemble des valeurs A(u;) = {p(¢) | ¢ € ®(u;)} n'admet pas de plus grand élément dans

I, nous définissons la famille de valuations augmentées itérées associée (ua)a ca Clest a dire que
pour tout 7y, dans A(u;), nous choisissons ¢, dans ®(u;) tel que p(d)q = Vo et nous définissons la
valuation augmentée fio, = [t ; fo(Pa) = Vo). Alors nous pouvons définir une nouvelle famille admise
A’ en ajoutant a la famille A la famille de valuations (,ua)a c4- La famille des indices [ " de la famille

admise A’ est égale & I L1 A et n’admet pas de plus grand élément.

Si I’ensemble des valeurs A(y;) admet un plus grand élément 4’ dans I',,, nous choisissons ¢’ dans
D(u;) avec pu(¢') = 7' et nous définissons la valuation augmentée p' = [u; ; 1/ (¢') = 7]
Si le degré du polyndme ¢’ est strictement supérieur au degré du polyndme ¢; qui définit la valuation
i, nous posons ¢ = P11, ¥ = vit1 et pirr = @' = (i 5 pir1(dit1) = vi+1]- Nous définissons alors
une nouvelle famille admise A" = (/J/j)j cro avec I "= TU{i+ 1} telle que la derniére valuation g1
vérifie p;11(f) = p(f) pour tout f dans Klz] avec degf < deg ¢i11.
Si le degré du polynome ¢’ est égal au degré du polynéme ¢;, alors nous remplagons la valuation
u; par la valuation p’. En effet si la valuation p; est obtenue comme valuation augmentée pour une

valuation p;—1 ou comme valuation augmentée limite pour une famille (,ua)a c4> 1€ polynome ¢;qq
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est un polynéme-clé pour la valuation p;_; ou un polynoéme-clé limite pour la famille (ua)a ca- Nous
définissons ainsi une nouvelle famille admise A" ayant méme famille d’indices I telle que la valuation
w; vérifie p; (f) = p(f) pour tout f avec degf < deg ¢;.

Nous avons ainsi construit & partir de la famille A admise pour p une nouvelle famille admise A’
qui vérifie toujours d(A") > d(A). De plus, si les familles d’indices I et I’ associées respectivement
aux familles A et A’ ont un plus grand élément, nous avons le résultat cherché, c’est & dire I'inégalité
stricte d(A’) > d(A). En effet nous avons alors d(A) = degg;+1 et comme le polyndéme-clé ¢4
est associé au plus grand élément de I’ensemble A(u;), nous avons U'inégalité d(A") > degep; 1, d’ou
I'inégalité d(A") > d(A).

Si la famille d’indice I associée & A n’a pas de plus grand élément la famille d’indices I’ associée a A’
a un plus grand élément. Par conséquent pour trouver la famille admise B dans tous les cas, il suffit
de montrer que nous avons 'inégalité stricte d(A’) > d(A) dans le cas ou la famille d’indice I associée
a A a un plus grand élément et ol la famille d’indices I’ associée & A’ n’a pas de plus grand élément.

(N

Si nous appelons (ua ) la famille de valuation augmentées itérées telle que I’ = TLIAW)  alors

)QGA(N)
tout polynome-clé limite ¢ pour la famille (,u(aN))a cav) est de degré dego > degd,, d’ou I'inégalité
d(A") > deggp > degp,, = d(A).

Si A= (Mi)i ¢; est une famille admissible de valuations de K [2], les groupes des valeurs (I',,)
forment une famille de groupes totalement ordonnés et leur réunion I'y = (J

icl
ser Lp; est encore un
groupe totalement ordonné. Pour tout polynéme f dans K[z], la famille des valeurs (uz( f))z. cr est
croissante, et nous disons que la famille admise A4 est convergente si pour tout f, la famille (uz( f ))
admet une borne supérieure dans I' 4.

el

Théoréme 2.4. Soit p une valuation de Klx] prolongeant la valuation v de K, alors il existe une
famille admise de valuations convergente A = (Mi)iel qui converge vers la valuation w, c’est a dire
telle que pour tout f dans Klx] nous ayons:

p(f) = lim pri (f) = Sup{pi(f), i € I}.

Preuve. Nous allons construire la famille admise A de la maniére suivante.

Nous définissons la valuation ugl) = p1 comme la valuation augmentée p; = [v ; p1(op1) = 1),

avec ¢1 = x et 1 = p(x), et nous définissons la famille admise Ay = (p1). Si la valuation p est égale
a la valuation 1, la famille admise convergente cherchée est la famille Aj, sinon nous appliquons la
proposition 2.3 pour construire une nouvelle famille admise B = A; telle que pour tout polynéme f
de degré d < 1, il existe une valuation u; de A; avec p;(f) = p(f).
Grace a la proposition 2.3 nous pouvons construire ainsi une suite de familles admises A,, telle que la
suite d’entiers d(.A,,) soit strictement croissante. Si cette suite est finie, c’est a dire s’il existe un entier
n tel que d(A,) = 400, c’est & dire tel que pour tout polynéme f de K[x], il existe une valuation
w; de la famille A,, avec p;(f) = u(f), alors la famille admise A,, est la famille cherchée. Si cette
suite est infinie, nous prenons pour famille admise A la limite des familles A,,, la famille A est bien
définie car les familles admises A,, sont ordonnées par inclusion, et comme la suite (d(An))n cny est
strictement croissante, pour tout f dans K[z], il existe m et une valuation p; appartenant & toutes
les familles A,, pour n > m telle que u;(f) = p(f).

Remarque 2.3. En fait nous avons un résultat un peu plus précis, pour tout f il existe une valuation
w; dans la famille A telle que p;(f) = p(f). Mais il peut arriver que nous ayons une famille admise
A, d’ordre fini N, avec une derniere famille admissible simple S(™) non discréte telle que pour tout
f dans K[x] nous ayons u(f) = Sup{,u(aN) , o € A(N)}, avec d(A) < 4o00. Dans ce cas la famille
admise A converge vers la valuation p, mais nous pouvons trouver un polynéme-clé limite ¢ pour la
famille (H(aN))a CAMN) qui nous permet de définir une nouvelle famille admise A’ d’ordre N + 1 vérifiant
M§N+1) = 4 (voir la proposition 1.28).

Si nous voulons étudier le prolongement d’une valuation v de K a une extension algébrique L =
K(0), il nous faut considérer le cas d’une pseudo-valuation ji de K[z]. Nous rappelons que si p est
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une valuation de K[x] et si ¢ est un polynéme-clé pour u, nous pouvons définir une pseudo-valuation
augmentée p’ de socle 'idéal (¢) de K|[z], en posant p' = [u ; p/(¢p) = +00]. De méme si ¢ est un

polyndme-clé limite pour une famille de valuations augmentées itérées (“a)a ¢ 4> DOUS pouvons définir

une pseudo-valuation augmentée limite de socle (¢), en posant p' = [(MQ)QEA s w(9) = +oo].

Soit A = (“Z)z ¢y une famille admise de valuations d’ordre N < +o0. Si I possede un plus grand
élément, c’est & dire si la famille simple SV) est discréte, nous notons M%N) ce plus grand élément,

sinon nous notons (M&N)) la famille infinie de valuations augmentées itérées qui appartient a

S,

acAN)

Définition. Un polynéme ¢ de K[x] est appelé un polyndme-clé pour la famille admise A, si ¢ est
soit un polynéme-clé pour la valuation M%N) de degré strictement supérieur au degré du polynéme-clé

(bslN), soit un polynoéme-clé limite pour la famille (ugN))a CAMN)-
(N) .

La pseudo-valuation augmentée p' = [uy ' ; 1'(¢) = 00| ou la pseudo-valuation augmentée limite

w o= [(ugN))ae A 5 (@) = 400] est appelée la pseudo-valuation augmentée pour la famille A et

nous la notons: 4’ = [(ui)ier 3 1'(¢) = +00].

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat pour une extension de la valuation v de K a une
extension algébrique L définie par L = K|z]/(G), ou G(z) est un polynéme irréductible de K|z].

Théoreme 2.5. Soit u une valuation de L prolongeant la valuation v de K, alors il existe une famille
admise de valuations A = (Mi)iel de K[z] d’ordre fini, telle que le polynéme G soit un polynéme-clé
pour cette famille et telle que la pseudo-valuation augmentée i = [(p;)icr ; i(G) = +oo] soit la
pseudo-valuation de K[z] de socle (G) associée a la valuation p.

Preuve. Nous procédons comme dans la preuve de le théoreme 2.4. En utilisant la proposition 2.3,
nous pouvons construire par récurrence une famille de valuations A = (u1;);er admise pour la pseudo-
valuation fi vérifiant d(A) = degG = d.

De plus nous pouvons trouver la famille A avec Sup (degq/)j sjgel ) < d, et le polynéme G est alors
un polynoéme-clé pour la famille admise .A. Plus précisément, si la derniére famille admissible simple
SN = (MZ('N))ieI(N) qui compose la famille A est discrete finie, I(N) = {1,...,n}, le dernier polynome-
clé ¢%N) est de degré strictement inférieur a d et G est un polynome-clé pour la valuation M;Nl et si
la famille simple SV) est non discrete, IV) = {1,...,n} U AN les polynomes gzb((lN) sont de degré
(V)

strictement inférieur a d et G est un polynéme-clé limite pour la famille de valuations (ua )a AN

2.3 Algebres graduées

Soient K un corps, L = K(f) une extension algébrique de K et nous voulons comparer les algébres
graduées gr, K et gr, L associées respectivement aux valuations v sur K et p sur L ou p est un
prolongement de v & L. Nous appelons ji la pseudo-valuation sur K[z] de socle (G) associée a la
valuation p sur L = K[z]/(G).

Nous voulons d’abord comparer les algébres graduées gr; K [x] et gr, L, ou l'algébre graduée associée
& la pseudo-valuation i de K[z] est égale a:

grpKz] = @7)5/7?5* ® Pioo,
6el

ol Pioo est l'idéal { f € K[z] | fi(f) = +00 }, cest & dire ott Pyog est le socle de la pseudo-valuation
i.

Lemme 2.6. Soit ji une pseudo-valuation de l’anneau K[x] de socle P1oo = (G) et soit u la valuation
du corps L = K|[z]/(G) définie par [, alors les algébres graduées associées respectivement ¢ fi et u
vérifient la relation suivante:

grK[z] = gr, L © (Pioo) -
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Preuve. Par définition de la valuation p de L a partir de la pseudo-valuation i de K[x], les groupes des
ordres respectifs I';; et I',, sont égaux et pour tout élément ¢ de ce groupe le morphisme K[r] —» L
induit une application s de Ps ([L, K [z]) dans Ps(u, L). Cette application est surjective et I'image
inverse ;! (Ps (1, L)) est égale & Py (fi, K[z]). Nous en déduisons que les groupes

D Ps (i, K[a]) /P5 (71, K[2]) et €D Ps(p, L)/Py (. L)

6€l; o€l
sont isomorphes, d’ou le résultat.

D’apres le théoreme 2.5 la pseudo-valuation i sur K[x] associée a la valuation p de L est obtenue
comme pseudo-valuation augmentée pour une famille admise A = (u;)ie; de valuations de K|x],
fi = [(pi)ier 5 f(G) = +o0].

Supposons d’abord que la famille A admette une plus grande valuation p’, dans ce cas fi est la
pseudo-valuation augmentée pour p’ définie grace au polynéme-clé G, c’est a dire i = [p' ; (G) =
+00]. Nous voulons alors comparer les algebres graduées gr; K[z] et gr, L avec 'algebre gr , K[z]. Le
groupe des ordres de la pseudo-valuation ji est égal au groupe des ordres de la valuation p’ et comme f
vérifie i(f) > 1/ (f) pour tout f dans K[x], nous avons une application naturelle de 'algebre graduée
gr,, K[z] dans gr; K[z], qui induit une application de gr,, K[z] dans gr, L.

Proposition 2.7. Soit (H#r(G)) lidéal de gr,, K[z] engendré par la partie initiale du polynéme-clé
G, alors lapplication de gr,, K [] dans gr, L induit un isomorphisme

gr, Klz]/(H.(G)) ~gr,L .

Preuve. Nous démontrons comme pour le théoreme 1.7 que I'application naturelle de gr,,, K [z] dans
gr; K[z] induit un isomorphisme de (ng/K[z]/(Hu/(G)))[T] dans gr; K[z] qui envoie T sur Hy(G).
Nous pouvons remarquer que la partie initiale Hj(G) s’identifie avec G dans le socle P C gr; K|z].

Supposons maintenant que la derniere famille admissible simple S qui compose la famille admise
A ne soit pas discrete, et soit (ua)ae 4 la famille de valuations augmentées itérées de K [x],définie par
une famille infinie de polynoémes-clés (qba) de méme degré d, qui apparait dans S. Alors le polynéme

G est un polynome-clé limite pour la famille (ua) de degré degG > d, et 1 est la pseudo-valuation

acA’
augmentée limite, i = [(fta)aca ; i(G) = +oo].
Comme précédemment nous choisissons # dans A et nous définissons 'algébre graduée gra =
gr,, K[x]/(Hpy (6a)), ot Hpy(do) ne dépend pas de a > 0, et d’apres la proposition 1.25 I'algebre
graduée gr, K [x] est isomorphe & gra[T,] pour tout & > 6. Le groupe des ordres de la pseudo-
valuation fi est égal au groupe des ordres des valuations pq, et comme pour tout o dans A la pseudo-
valuation fi vérifie i(f) > pa(f) pour tout f dans K[z], nous avons une application naturelle de
I'algebre graduée gr,, K[z] dans gr;K|z], qui induit une application de gr, K[z] dans gr, L.

Proposition 2.8. L’application de ngQK[z] dans gr,, L induit un isomorphisme
gra ~gr, L .

Preuve. Nous démontrons comme pour le théoreme 1.26 que les applications des algebres gr,, K [x] ~
gra[Ty] dans gr; K[z] induisent un isomorphisme @ de gra[T] dans gr; K[z] qui envoie 7" sur la partie
initiale H(G), qui s’identifie & G dans le socle P C gr; K[z].

Remarque 2.4. Si la valuation v sur K est une valuation discrete de rang un, c’est a dire si son groupe
des ordres est isomorphe & Z, alors nous retrouvons les deux cas étudiés par S. MacLane dans [McL 2].
Soit il existe une famille finie de valuations augmentées itérées (u;)o<i<n associée & une famille de
polynémes unitaires (¢;) vérifiant degg,—1 < dege; < degG, pour tout i, 2 < i < n, le polynéme
G est un polynoéme-clé pour la valuation pu,, et nous définissons la pseudo-valuation augmentée ji =
[tn 5 i(G) = +o0].

Soit il existe une famille infinie de valuations augmentées itérées (u;);en associée & une famille de
polynémes unitaires (¢;) de degré constant d & partir d’un certain rang n, avec d < degG, et telle que
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les valeurs y; = fi(¢;) forment une suite strictement croissante dans le groupe des ordres I',,, qui est
encore isomorphe & Z. Nous nous trouvons dans le cas ot I'ensemble A(u,) = {i(¢) | ¢ € ®(un)}
admet une borne supérieure ¥ = 400, et nous pouvons définir la pseudo-valuation limite po, par
froo(f) = Sup(ui(f), i € N). Nous déduisons de la proposition 1.28 et de la remarque 1.17 que cette
pseudo-valuation p., coincide avec la pseudo-valuation augmentée limite i définie par le polynéme G,

fi = [(pi)ien 5 1(G) = +o0].

Nous allons étudier le cas d’une extension séparable L/K de degré fini p d’'un corps K muni
d’une valuation v, telle que la valuation v ne possede qu’un unique prolongement u a L et telle que
lextension (L, u)/(K,v) soit immédiate, en particulier cette extension présente un défaut non trivial.

Soient F' un corps de caractéristique p > 0, K¢ = F(t) une extension transcendante pure de F'

munie de la valuation t-adique v;; soient K; = F(tl/pl) pour tout | > 1 et K = F(tl/pl | 1 €
N) = |J K}, K est une extension purement inséparable de F(t) et soit v 'unique extension a K de la
valuation t-adique v¢. Alors nous pouvons montrer que le groupe des ordres de la valuation v sur K
est égal ATy = (1/p™°)Z = U,y 1/P'Z et que le corps résiduel est égal &k, = F.
Nous considérons 'extension L = K () de K engendrée par la racine 6 du polynéme d’Artin-Schreier
G(X) = X?P — X — 1/t, L est une extension séparable de K de degré p. Nous cherchons a trouver
les valuations u de L qui prolongent la valuation v de K, c’est a dire nous recherchons les pseudo-
valuations i de K[z] qui prolongent v dont le socle est I'idéal premier engendré par le polynéme G(z).
Pour cela nous suivons la procédure décrite par S. MacLane dans [McL 2]: il s’agit de trouver par
récurrence les suites de valuations augmentées itérées (ua)a cA vérifiant que pour chaque valuation
a—1 le polyndéme-clé ¢, est un pi,—1-diviseur du polynéme G et la valeur v, est choisie de facon
& ce que [, (G) puisse étre strictement inférieure & pia41(G) si po # fi. Plus précisémment, si G
admet pour développement selon les puissances de ¢, G = gm®n + ... + go, il faut que la valeur
1o (G) = inf{ Ha-1(95) +iva | 0< 5 < m} soit atteinte pour au moins deux monomes.

La premiere valuation augmentée ;11 que nous devons trouver est une valuation de la forme py =
[ 5 p1(d1) = 71], out @1 est le polyndéme ¢; = X, et ol 1 est un élément v dans T', ®z Q tel que la
borne inférieure de {p~,y, —1} soit atteinte au moins deux fois. Par conséquent la seule valeur possible

est 1 = —1/p, nous avons alors 1 (G) = —1 et G est uj-équivalent & XP —¢t~1. En particulier G
n’est pas ju-irréductible dans K[X], il admet la factorisation suivante: G~ (X — til/p)p.
M1

Nous posons ¢g = X —t~1/?_alors ¢, est 'unique polynéme-clé pour la valuation p; qui p-divise G
et le polyndme G admet le développement selon les puissances de ¢o suivant: G = ¢ — ¢ — t=1/7. La
deuxieéme valuation augmentée cherchée uo est alors de la forme po = [u1 ; po(p2) = 2], ot comme
précédemment v est choisi tel que la borne inférieure de {py2,v2, —1/p} soit atteinte au moins deux
fois, d’out la seule valeur possible o = —1/p%. Nous trouvons uz(G) = —1/p et G est pz-équivalent
@b — 717, Cest a dire & (¢g — t71/P) = (X — ¢~ 1/p — ¢~ 1/P7)P

Nous pouvons ainsi construire par récurrence une famille de valuations augmentées itérées (m) JEN de

la forme ju; = [y—1 5 i (éy) = v, avec ¢y = ¢y_1 — VP st adire ¢y = X —¢— /P — . =1/
et v, = —1/p'. Pour chaque valuation y;_1, le polynéme G admet comme décomposition en facteurs
pu—1-irréductibles G ~ ¢f, d’ott 'unicité du choix du polynéme-clé ¢;, et la valeur ; est la seule
valeur possible pour’définir ;.

Nous allons montrer que pour toute pseudo-valuation i avec [i(G) = 400 qui prolonge v, 'ensemble
A(p) = {i(¢) | ¢ € ®(u1)} n’a pas de plus grand élément. Supposons que A(p1) a un plus grand
élément A, alors A est aussi le plus grand élément de chacun des ensembles A(uy,), et soit 1 dans
®(uy) vérifiant fi(¢p) = A, alors ¢ est un polyndéme unitaire de degré un, ¢ = x — h avec h dans
K et v(h) =y = —p~ 1, et vérifiant fi(v)) = X > pn(¥)) = yn pour tout n; nous en déduisons en
particulier A > 0. Nous pouvons écrire G = P — 1) + (h? —h —t71), et il faut que la valeur minimale
de {p\, \,v(h? — h — t~1)} soit atteinte au moins deux fois. Comme A > 0, nous en déduisons que

nous devrions avoir v(h? — h —t~1) > 0, et nous allons montrer que c’est impossible.

Il existe j tel que h appartienne au corps F' (tl/ pj), et nous pouvons supposer j > 3. Alors nous
pouvons écrire h = u*® (ho +hiu+ ...+ hut + .. .), ott nous avons posé s = ord, (h), d’ott s = —pi~L.
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Nous avons:

h? —h —t1 ,
:ups(hg—f—...hfupl—l—...) —us(ho—l—...—i—hlul—l—...) —u?
= (ht — 1)uP® + h{uPst? 4 4+ hP _wTP + (h) — ho)u® — hquTt — ...

—hpqutt P (B L = )t — = b qum (W —hog) 4

avec ps + ply = s, c’est-a-dire lo = p'~2(p — 1).
Par conséquent, si nous avions 'inégalité v(h? —h—t~1) > 0, nous devrions avoir les relations suivantes:
ha =0 pour (p,a)=1letl<a< —s,

he =0 pour 1 < a < lo,
h 5 ="hps pour 0< B < —s/p et ho=1

Nous déduisons par récurrence de la derniere relation que nous devons avoir h
1 <r < j, ce qui contredit la relation ho =0 pour a = —s — 1 =pi~! — 1.

pi—1l—pi—r = 1, pour
Nous nous trouvons donc dans la situation ot nous avons une famille infinie de valuations augmentées
itérées associée a une famille de polyndémes-clés (qbl)l ey de méme degré d = 1. Comme la valuation
limite lim, p; est une vraie valuation et ne peut étre égale & une pseudo-valuation fi avec i(G) = +oo,

nous devons trouver un polynome-clé limite ¢’ pour la famille (/Ll) leN®

Supposons qu'il existe un polynéme-clé limite ¢’ de degré n < p, alors d’apres le théoréme 1.19 il existe
0 dans T, et un entier 7, 1 < r <mn, et [, tels que pour tout [ > [, nous ayons p;(¢') = § +rv;. Alors,
si G =and'™ + ...+ ao est le développement de G selon les puissances de ¢’, nous avons dega; <
deg¢’, et il existe {1 tel que pour tout j, 0 < j < m, w(a;) = w, (a;) = a; pour I > l;. Ainsi pour
tout [ > sup(lo,l1), nous trouvons 4 (G) > inf (i (a;¢"”)), c’est a dire y(G) > inf(a; + j(5 +rv)).
Comme la famille ('yl) Jey €8t strictement croissante, pour [ suffisamment grand la borne inférieure est
atteinte pour une seule valeur, par conséquent il existe j, 0 < j < m tel que pour tout [ suffisamment
grand 1;(G) = a; + j6 + jry. Nous en déduisons jr = p, car w;(G) = py, pour tout I, ce qui est
impossible car r <n <pet j <m <p.

Par conséquent il n’existe pas de polynéme ¢’ de K[X] de degré n < p, vérifiant u;(¢') < py+1(¢’) pour
tout [ dans N. D’apres la proposition 1.21 le polynéme G est un polyndme-clé limite pour la famille
(/“)leN et nous pouvons définir la pseudo-valuation augmentée limite i = [(,ul)leN i 1(G) = —i—oo].
La valuation u de L = K[X]/G associée & la pseudo-valuation fi est alors 'unique prolongement & L
de la valuation v de K.

L’extension (L, u)/(K,v) est étudiée par F.-V. Kuhlmann dans [Ku], exemple 12, et nous pou-

.y /12 I 1/t . . .
vons remarquer que les différents éléments ¥, = >, |t 1/pP" qui apparaissent dans sa construction
correspondent aux polynoémes-clés ¢; que nous avons introduits.
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