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Abstract

A toute valuation ou pseudo-valuation p de 'anneau des polynémes K [z]| prolongeant une
valuation v de K donnée, nous savons associer une famille de valuations de K|[z]|, appelée
famille admissible, construite de facon explicite & partir de valuations augmentées et de valu-
ations augmentées limites.

Nous définissons le saut total s'°*(A) d’une famille admissible, c’est un nombre rationnel
que nous calculons a partir des degrés des polynémes-clés et polynémes-clés limites définissant
les valuations de la famille A.

Dans le cas o L est une extension monogene finie de K, L = K(0), pour toute valuation
u de L prolongeant v, nous relions le saut de la famille admissible A associée a p a l'indice de
ramification e(u/v) et au degré résiduel f(u/v). Plus précisément nous avons 1’égalité:

L+ K] = e(u/v) f(n/v)s"!(A) .

En particulier si pu est 'unique prolongement de v a L, le saut total de la famille A permet de
calculer le défaut de l'extension (L, u)/(K,v).

Introduction

Soit K un corps muni d’une valuation v, alors pour toute extension algébrique finie L de K et
pour toute valuation p de L qui prolonge v nous définissons le degré résiduel e(u/v) et 'indice de
ramification f(u/v). Nous avons alors I'inégalité fondamentale

Zeul/v (wi/v) < [L: K],

ou [L : K] est le degré de I'extension L/K et ol p1,..., [y sont toutes les valuations de L qui
prolongent la valuation v.

Pour toute valuation p de L qui prolonge v, nous définissons un nombre d(u/v), le défaut de
L/K en poule défaut de (L, p)/(K,v) tel que nous avons 1'égalité suivante:

> elpa/v) f(ui/v)d(ui/v) = [L:K].
i=1

Nous savons que ce défaut d(p/v) est un nombre entier positif, égal & une puissance p® de la
caractéristique p du corps résiduel k, de la valuation v. En particulier si le corps k, est de
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caractéristique nulle toute extension finie L de K n’a pas de défaut. Nous savons aussi que si la
valuation v est discrete de rang 1 toute extension finie L de K n’a pas de défaut. Nous pouvons
aussi définir le défaut de 'extension L/K du corps valué (K, v) comme le quotient

g9

A(L/Kv) = (L K]/ (D elus/v)fus/v)) -

i=1

Dans le cas ou la valuation p est 'unique prolongement de v a ’extension L nous avons alors
d(L/K,v) = d{u/v).

Nous supposons que l'extension finie L/K est monogene, c’est-a-dire L est engendré par un
unique élément 0 sur K, L = K(#), et nous pouvons écrire L comme le quotient de l’anneau
des polynomes & une variable K[x] par I'idéal engendré par le polynéme minimal P de 6 sur K,
L = KJz]/(P). Alors toute valuation p de L qui prolonge la valuation v de K est associée a
une pseudo-valuation ¢ de 'anneau des polynémes K|[x], de noyau S(¢) égal a I'idéal (P), dont la
restriction a K est égale a la valuation v.

Nous appelons (K |[z],v) ensemble des valuations ou pseudo-valuations ¢ de K[x], dont la
restriction & K est égale a la valuation v. Pour chaque ¢ appartenant & £(K|[z],v), nous pou-
vons définir une famille de valuations de K[z], A(¢) = (“i)i cr» qui est une famille admissible de
valuations de K|[z], c’est-a-dire une famille construite de fagon explicite, & partir de valuations
augmentées et de valuations augmentées limites(cf. [Va 1], [Va 2]).

Il existe une correspondance essentiellement bijective entre I’ensemble des valuations ou pseudo-
valuations ¢ appartenant a E(K|z],v) et un sous-ensemble de 'ensemble F(K|z],v) des familles
admissibles de valuations de K[z] dont la restriction & K est égale & v. Cette correspondance
permet de déterminer en particulier toutes les valuations ou pseudo-valuation ¢ de E(K|[x], v).

Toute famille de valuations A appartenant & F(K([z],v) est obtenue comme réunion de sous
familles A = SM U ... USW) appelées familles admissibles simples. Nous pouvons associer i la
famille A des nombres rationnels s)(A), pour j = 1,...,N — 1, avec s) > 1, appelés les sauts
de la famille, ainsi que le nombre

N
) =TI
j=2

appelé le saut total de la famille admissible A.

Nous avons alors le résultat suivant qui relie le défaut d’une extension de corps valués au saut
total de la famille admissible associée.

Théoréme 0.1. Soit L une extension monogéne finie de K et soit p une valuation de L qui
prolonge la valuation v de K. Si nous appelons ¢ la pseudo-valuation appartenant a E(K|z],v)
définie par la valuation p de L et A(p) la famille admissible de F(K[x],v) associée a ¢ nous avons

Uégalité suivante
[L: K] = e(u/v)f(n/v)s™ (Aw) -

Dans le cas ou la valuation p est 'unique prolongement de v a U'extension L, c’est en particulier
le cas si (K, v) est un corps valué hensélien, nous en déduisons que le défaut de l'extension L/K en
v est égal au saut total de la famille admissible A. Cette extension est sans défaut si le saut total
est trivial, c’est-a-dire pour s'°¢(A) = 1. Plus généralement, le saut total est trivial si et seulement
si p est 'unique prolongement de v et si le défaut de Pextension (L, u)/(K,v) est trivial.

Par construction, nous avons tous les sauts s¥), 1 < j < N — 1, qui vérifient I'inégalité
stricte s¢) > 1, par conséquent le saut total ne peut étre trivial que dans la cas ol la famille
admissible A est constituée d’une seule famille admissible simple, N = 1. L’existence de plusieurs
sous-familles admissibles simples est liée a l'existence de sous-familles appelées des sous-familles
admissibles continues. Celles-ci peuvent étre considérées comme des généralisation des familles
pseudo-convergentes introduites par Kaplansky ([Ka 1], [Ka 2]).
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Nous rappelons qu’une extension non triviale (L, u)/(K,v) est dite immédiate si U'indice de
ramification e(u/v) et le degré résiduel f(u/v) sont tous les deux égaux & 1. Kaplansky a montré
que D'existence d’une extension immédiate est liée a I'existence d’une famille pseudo-convergente
d’éléments du corps valué (K, v). Cela correspond au cas ol le saut total s'°(A) est égal au degré
[L : K] de l'extension. Dans le cas général, c’est-a-dire si le saut s'°*(A) est strictement plus
grand que 1 mais non nécessairement égal au degré [L : K], il existe une famille de polynémes
dans K[z] qui définit la sous-famille admissible continue. Nous appelons de telles familles des
familles pseudo-convergentes de polynémes de K[x], celles-ci peuvent étre considérées comme des
généralisations des familles pseudo-convergentes définie par Kaplansky. En effet si & une famille
pseudo-convergente (a,) dans K définie par Kaplansky nous associons la famille de polyndémes
unitaires de degré 1 (qﬁa), avec ¢, = & — aqo, Nous obtenons une famille pseudo-convergente dans
K[z] (cf. [Va 6]).

Pour finir, de méme qu’une extension non triviale (L, u)/(K,v) peut étre immédiate et sans
défaut car p n’est pas 'unique prolongement de la valuation v a l'extension L, c’est en parti-
culier le cas si L est le corps de décomposition d’une extension finie séparable de (K,v), nous
pouvons obtenir des extensions (L, u)/(K, ) sans défaut mais avec un saut non trivial. Dans ce
cas 'existence de sous-familles pseudo-convergentes de la famille admissible A est encore die a
Pexistence de plusieurs extensions possibles de la valuation v.

1 Défaut d’une extension

Dans cette partie nous allons rappeler des résultats bien connus concernant les valuations et plus
précisément les prolongements d’une valuation v d'un corps K a une extension algébrique L de
K. Nous rappelons qu’'une valuation p de L est appelée un prolongement de v si la restriction
de p & K est égale & v, nous disons que (L, i) est une extension du corps valué (K, v) et nous
notons (L, u)/(K,v). Nous renvoyons aux livres de O. Endler ([En]) et de P. Ribenboim ([Ri]),
ainsi qu’aux articles de F.-V. Kuhlmann ([Ku]) et de Pauteur ([Va 4]) pour des résultats plus précis
et pour les démonstrations.

Soit K un corps muni d’une valuation v, nous appelons I'}, le groupe des valeurs de la valuation,
c’est-a-dire '), = v(K™*), et k, le corps résiduel, c’est le corps résiduel de 'anneau de valuation V,,
associé a la valuation v.

Si L est une extension de K et si p est une valuation de L qui prolonge v, le groupe des valeurs
Iy est un sous-groupe ordonné du groupe des valeurs I';, de la valuation p. De plus, comme I’anneau
de valuation V), associé a la valuation y domine ’anneau de valuation V,,, le corps résiduel &, est
un extension du corps résiduel k.

Définition 1.1. 1. L’indice de ramification de p par rapport a v est égal a l'indice du groupe
des ordres I',, dans I',:

e(p/v)=[Tu:T] .

2. Le degré résiduel de p par rapport a v est égal au degré de l’extension du corps résiduels k,
dans le corps k:

flp/v) = [k ko]
L’indice de ramification e(u/v) et le degré résiduel f(u/v) sont des éléments de N = NU{+oc}.

Nous avons alors I'inégalité suivante

(/) f(u/v) < [L: K],
ou [L : K] est le degré de l'extension L/K. Nous en déduisons en particulier que si L/K est une
extension finie, I'indice de ramification e(u/v) et le degré résiduel f(u/v) sont finis.

Nous rappelons que extension (L, i)/ (K, v) de corps valués est dite immédiate si 'indice de
ramification et le degré résiduel sont triviaux, c’est-a-dire pour

ep/v) = flu/v) = 1.
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Un corps valué (F, () est hensélien si pour toute extension algébrique F/E il existe une unique
valuation w de F' qui prolonge la valuation (.

Définition 1.2. Une extension (K,0)/(K,v) est appelée une hensélisation du corps valué (K, v)
si (K, D) est hensélien et si pour tout corps valué hensélien (E,() et toute immersion A : (K,v) —
(E, ) il existe une immersion et une seule A : (K,0) — (E,() qui prolonge .

Pour tout corps valué (K, v) il existe une hensélisation, de plus nous déduisons de la définition
que toutes les hensélisation de (K,v) sont des corps valués isomorphes et nous pouvons les voir
comme les plus petites extensions henséliennes de (K, v). Nous vérifions aussi qu’une hensélisation
(K,7)/(K,v) est une extension immédiate.

Nous pouvons décrire une hensélisation de (K, v) de la maniére suivante. Soit K 5P une cléture
séparable de K et soit v une extension de v a K®°P. Le groupe de décomposition de I’extension
K*?/K en la valuation 1° est le sous-groupe G4°¢(1®) du groupe de Galois Gx = Gal(K*?/K)
qui laisse fixe 1%,

G*(*) = {0 €Gk |V oo =1} .
Alors le corps de décomposition K4¢(1®), qui est par définition le corps fixé par le groupe G94¢(v%),
est une hensélisation de (K, v). Nous voyons en particulier que si nous choisissons une autre valu-

ation v° de la cloture séparable K5°P de K qui prolonge v nous pouvons trouver une hensélisation
différente de (K, v) incluse dans K5 (cf. [Ku]).

Dans la suite nous nous donnons un corps algébriquement clos {2 contenant K et toutes les
extensions de K que nous considérons sont incluses dans ce corps 2. En particulier nous considérons
la cloture algébrique K28 et la cloture séparable K°P de K dans ©. Nous avons vu que si nous
choisissons une valuation v* de K*°P qui prolonge v nous pouvons définir une hensélisation (f( ,U) de
(K, v) telle que i est la restriction de v & K. Réciproquement si nous choisissons une hensélisation
(K,7) de (K,v) incluse dans K> il existe une unique valuation v* de K qui prolonge 7, ainsi
qu’une unique valuation v* de K& qui prolonge 7. Dans la suite nous choisissons une telle
hensélisation que nous appelons ’hensélisé de (K,v) et nous la notons (K", ").

Lemme 1.3. ([Ku]) Soit L/K un extension algébrique, alors l’extension composée L.K™ de L et
de Uhensélisé K® dans K*# est une hensélisation de (L,u) ot p est la valuation de L obtenue
comme restriction de la valuation v*.

Rappelons le résultat bien connu suivant. Soient L une extension algébrique de K et soit
Mon(L, K) I'ensemble des monomorphismes de L dans K& au dessus de K, en particulier le
cardinal de cet ensemble est égal au degré séparable de 'extensionL /K, #Mon(L, K) = [L : K]sep.
Soit K’ une autre extension algébrique de K et nous définissons la relation d’équivalence ~ sur
Mon(L, K) par K

A;,X <« Jo € Gal(K*8/K') tel que N =0 o\ .

Alors, si {\1,..., A} est un ensemble de représentants de I’'ensemble quotient Mon(L, K)/;/, nous

avons 'égalité:
kA

[L:Kleep = > [NLE: K'lep -
i=1

Nous considérons de nouveau une valuation v sur le corps K et nous choisissons v® un pro-
longement de la valuation v a la cloture séparable K°P de K. Soit L une extension séparable finie
de K et nous notons (L, v) I'ensemble des valuations p de L qui prolongent v.

Tout morphisme A appartenant & Mon(L, K) a son image dans K*°P et définit une valuation
wsur L égale & v® o A qui est un prolongement de la valuation v. En particulier pour A égale a
I'immersion naturelle de L dans K®°P nous trouvons la valuation u obtenue comme restriction de
vSa L.

Lemme 1.4. L’application

U: Mon(L,K) — &(L,v)

A — V5o
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est surjective et nous avons B(A) = V(X') si et seulement si A Nh/\’.
K

Nous appelons ji1, o, ..., fig les valuations de L qui prolongent la valuation v de K et pour
tout ¢ =1, 2,..., g nous choisissons une valuation v de la cloture séparable K*°P dont la restriction
a L est égale a la valuation u;, et nous pouvons supposer que nous avons 1’égalité v* = vf.

Chaque valuation v§ de K*P permet de définir une hensélisation du corps valué (K, v) que nous
notons (KP,vP), et Pextension composée L.K}! est alors une hensélisation du corps valué (L, ;)

2 'L

que nous notons (LY, ). Nous déduisons alors de ce qui précede le résultat suivant.

Proposition 1.5. Nous avons [’égalité:

Kl =3 @

i=1
Nous pouvons alors définir le défaut de 'extension L/K en la valuation pu;.

Définition 1.6. Soit L/K une extension algébrique finie séparable et soit v une valuation de K,
alors pour toute valuation u; de L qui prolonge v nous appelons défaut de Pextension L/K en p;
le nombre

d(pi/v) = L« K1/ (el /o) (i /1) -

Un théreme d’Ostrowski nous dit que ce nombre est un entier positif de la forme d(u;/v) = p®,
ou p est la caractéristique du corps résiduel x, de la valuation v.

Comme les extensions (LY, i) /(L, u;) et (th, v?)/(K,v) sont immédiates les indices de ramifi-
cations e(ul/vP) et les degrés résiduels f(u!/vP) sont respectivement égaux aux indices de ramifi-
cations et aux degré résiduels des extensions (L, ;) /(K, v). Nous déduisons alors de la proposition

1.5 le résultat suivant.

Proposition 1.7. Soit L/ K une extension algébrique finie séparable et soient v une valuation de

K et pi,...,pg les valuations de L qui prolongent v. Nous avons alors ’égalité:
g
= S el (i) ) -
i=1

Nous pouvons définir le défaut global de lextension L/K en la valuation v de K comme le
quotient
g
adL/Kw) = (L K] )Y elui/v)f(wifv)) |

i=1

et comme les défauts d(p;/v) sont positifs, le défaut global vérifie encore d(L/K,v) > 1. Sila
valuation v admet un seul prolongement p a 'extension L de K, le défaut global de L/K en v
est égal au défaut de L/K en p, en particulier le défaut d(p;/v) de L/K en p; est égal au défaut
global de I'extension des hensélisés L/ K}.

Nous disons que 'extension L/K est sans défaut en p; si le défaut est trivial, d(u;/v) = 1,
de méme nous disons que l'extension L/K est sans défaut en v si le défaut global est trivial,
d(L/K,v) =1. C’est le cas si et seulement si ’extension est sans défaut en chacune des valuations
w; de L qui prolongent v.

Si Pextension L/K est normale les indices de ramifications e(u;/v), les degrés résiduels f(u;/v)
et les défauts d(p;/v) ne dépendent pas du prolongement p; de la valuation v. Nous en déduisons
que le défaut global d(L/K,v) est égal & d(u;/v), en particulier il est encore égal & une puissance
p® de la caractéristique p du corps résiduel k,, mais dans le cas d’une extension quelconque nous
ne pouvons rien dire sur le défaut global.
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2 Sauts d’une famille admissible

Nous allons rappeler les résultats concernant les familles admissibles de valuations, nous renvoyons
le lecteur aux articles de l'auteur, plus précisément & [Va 1], [Va 2], [Va 3] et [Va 6] pour des
définitions précises et pour des résultats plus complets.

Nous considérons un corps K muni d’une valuation v et nous choisissons un plongement du
groupe des valeurs I', dans un groupe totalement ordonné I'. Toutes les valeurs v que nous
considererons seront alors dans I'.

Nous appelons € = E(K[x],v) I'ensemble des valuations ou pseudo-valuations de I’anneau des
polynémes K [x] dont la restriction & K est égale a v, et nous appelons F = F(K[xz],v) 'ensemble
des familles admissibles de valuations de K [x] appartenant & &.

Nous rappelons qu’une pseudo-valuation ¢ de K[x] est une application ¢ de K|[z] & valeurs dans
I'U {oo} vérifiant les propriétés

C(fg) =<C(f)+Clg) et C(f +g) =nf(C(f), <)) ,

mais pouvant prendre la valeur co pour des éléments f £ 0. L’ensemble

S() = {f e Kla] | ¢(f) = o0}

est appelé le noyau de la pseudo-valuation ¢, c’est un idéal premier de K|[z], en particulier si
S(¢) est non réduit a (0), c’est-a-dire si ¢ n’est pas une valuation, il est engendré par un polynéme
irréductible unitaire P. La pseudo-valuation ¢ définit alors une valuation u du corps L = K|x]/(P)
et nous avons une bijection entre l’ensemble des pseudo-valuations ¢ de £(K|x],v) dont le noyau
est égal a I'idéal (P) et 'ensemble E(L, v) des valuations du corps L qui prolongent la valuation v.

A toute valuation ou pseudo-valuation i de £ nous pouvons associer une famille admise A
dans F, que nous notons A(u), nous rappelons que cette famille n’est pas unique mais définie
& équivalence pres. La famille A est une famille admissible, c’est-a-dire est réunion de familles
admissibles simples SY), pour j parcourant J, avec J = {1,...,N} ou J = N*, chaque famille
simple SU)étant constituée d’une partie discréte DY) et d’une partie continue CY), la derniere
famille continue CN) pouvant étre éventuellement vide.

Nous pouvons écrire la famille A sous la forme A = (1), ;, olt I est un ensemble totalement
ordonné, chaque valuation p; étant définie soit comme wvaluation augmentée, soit comme valuation
augmentée limite. Dans le premier cas nous avons

o= (-1 m(dr) =,

et ¢; est un polyndme-clé définissant la valuation u; & partir de la valuation u;—1, et dans le
deuxieme cas nous avons

o= [(1a)en ;s mle) =m],

et ¢; est un polynéme-clé limite définissant la valuation p; & partir de la famille continue (ua)aeA.

Nous notons respectivement (@) ler €t (’yl) ler les familles de polynomes et de valeurs associées
a la famille de valuations A. Nous disons que la famille A est compléte si 'ensemble I possede un
plus grand élément [, dans ce cas la valuation ou la pseudo-valuation yu est la valuation pj, sinon
nous disons que la famille A est ouverte.

Si la famille A est associée & une pseudo-valuation ¢ de noyau S(¢) = (P) non trivial, la famille
est complete et la pseudo-valuation ( est la valuation augmentée ou la valuation augmentée limite
U7 associée au polyndme ¢; = P et a la valeur 45 = oo.

Plus généralement quand la famille A associée a une valuation p est complete, nous disons que
la valuation p est bien spécifiée, dans ce cas le polynéme-clé ou polynéme-clé limite ¢7 qui définit
la valuation g comme valuation augmentée ou comme valuation augmentée limite est appelé le
polynome définissant ji. Dans le cas oti 'ensemble I possede un plus grand élément I, nous
définissons I* comme I privé de [, sinon nous posons I* = I, et nous définissons la sous-famille

A= (“l)zef*'
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La premiere valuation p; de la famille A est obtenue & partir de la valuation v de K grace a un
polynéme ¢ unitaire de degré un et a une valeur ;. Nous considérerons parfois que la valuation
v = g appartient a la famille A et par abus de notation nous considererons que 0 est le plus petit
élément de l’ensemble /. La valuation p; est ainsi considérée comme une valuation augmentée,
définie par le polynome ¢;.

Si u et p' sont deux valuations appartenant a la méme sous-famille simple S d’une famille
admissible A telles que ' est obtenue comme valuation augmentée u' = [p ; p'(¢') = +'], nous
disons que (p, ') forment un couple de valuations successives de la famille A.

Nous appelons I';,, le groupe des ordres de la valuation p, alors pour tout couple (u, 1) de
valuations successives de A nous avons I'y,, =1I",,, ® Z~;, d’ou I'égalité

[ :Tx] =7
ou 7; est le plus petit entier ¢ > 0 tel que ¢y, appartienne a I',,, si y; appartient a I'),, ®z Q, et ol
7, est +00 sinon.
Pour toute valuation y de K[x], nous notons gr, K[z] I'algebre graduée associée et nous notons
A, sa composante (gr#K [x]) o de degré 0. Rappelons que si pq est une valuation augmentée

=[5 pi(¢1) = 7] ou une valuation augmentée limite 1 = [(pta) 4 5 #1(¢1) = 71], nous
pouvons déterminer l'algebre graduée gr,, K [x] associée & la valuation p; & partir de celle associée
a la valuation p, ou a celles associées aux valuations po ([Va 1] Théoréme 1.7 et Théoréme 1.26).

Plus précisément si p1 est une valuation augmentée p1 = [u ; pi(¢1) = v1], Papplication
naturelle g de gr, K [z] dans gr,, K[r] induit un isomorphisme

G: (gr,K(z]/(Hu(9)[T) — gr,, Kla]

qui envoie T sur G(T') = H,,, (¢1).

Nous rappelons les hypotheéses 1 et 2 introduites par MacLane (cf. [McL 1], [Va 1]).

Hypothése 1 pour la valuation p et le polynome ¢1: 1l existe g et ¢/ dans K[z] vérifiant ¢q’
p-équivalent a 1 et pu(q) = —p(q’) = p(é1).

Hypothése 2 pour le couple de valuations (p, p1): Supposons que 7, appartienne a I', @7 Q et
appelons 71 le plus petit entier ¢ > 0 tel que ty1 € T',,, alors il existe p et p’ = p/(7171) dans K|z]
vérifiant pp’ pi-équivalent & 1 et p1(p) = p(p) = —pa (p') = —p(p') = my — 1.

Si nous supposons que I’hypothese 1 est vérifiée pour p et ¢1, alors le noyau de la composante
de degré 0 go: A, — Ay, est I'idéal engendré par o1 = H,(q'¢1), et nous avons:

- si 1 n’appartient pas a I'), ®z Q
(Au/(p1) —— Ay,
- si y1 appartient a I', ®z Q et si hypothese 2 est vérifiée pour (u, f11)

(Aﬂ/((pl))[s] — Am )
avec S = H,, (p'(m171)¢1™) (cf. [Va 1] Remarque 1.5).

Si 1 est la valuation augmentée limite p; = [(ua)aeA ; (1) = 71] d’une famille continue
C = (MQ)QGA, nous définissons l'algebre graduée gra = gr, K(z]/(H,,(¢s)) qui ne dépend
pas du couple a < 3 dans A, et I'application naturelle de gr, Kl[z] dans gr, K[z] induit un
isomorphisme d’algebres graduées:

Q: grall] —— grmK[x] ,

qui envoie T sur Q(T") = H,,, (¢1). Nous appelons A a la composante de degré 0 de gra.

Tous les groupes de valuation I',,, sont égaux et nous notons ce groupe I" s, nous pouvons alors
introduire ’hypothese suivante.



8 Michel Vaquié

Hypothése 3 pour la famille C: Pour tout v dans I'a il existe p et p’ = p’(y) dans K[z] vérifiant
pp’ (v)~1 et po(p) = —po(p’ (7)) =, olt @ est le plus petit élément de ’ensemble A.
122
Si nous supposons que la famille C vérifie 'hypothese 3, alors le morphisme @ induit un iso-
morphisme en degré 0:

- si y1 n’appartient pas a I'a ®7 Q

QO: AA L A,ul )

- si y; appartient a T'a ®z Q

QO: AA[S] — AM )

qui envoie S sur H,, (p'¢1™ ), ot nous appelons 7 le plus petit entier positif ¢ tel que ¢y, appartienne
a T'a et ol nous supposons qu'il existe p et p'(7171) = p’ dans K|[z] tels que pp’ soit us-équivalent
a 1 pour « suffisamment grand et tels que pq(p') = —m111 (cf. [Va 3] Proposition 2.2).

Nous rappelons que toute valuation p appartenant a une famille admissible A est une valu-
ation bien spécifiée (cf. [Va 3]), c’est-a-dire est obtenue soit comme valuation augmentée p =
(o ; w(9) =], soit comme valuation augmentée limite p = [(,ua)a cas @) = 7].

Pour une telle valuation p, si nous appelons pg la valuation définissant p comme valuation
augmentée dans le premier cas, soit la premiere valuation pg de la famille continue dans le deuxieme
cas, et si nous appelons I'g le groupe des valeurs I',,, (qui est égal au groupe I'a dans le deuxieme
cas), nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1. ([Va 3], Proposition 1.6 et Remarque 1.2) Pour tout § appartenant a Ty il existe f
dans K[z] avec degf < dege tel que po(f) = u(f).

Nous en déduisons qu’il existe fo avec degfy < deg¢ qui est p-équivalent a f, et que f est
p-unitaire, c’est-a-dire il existe f' dans Kz| tel que f [ est u-équivalent d 1.

Nous déduisons du lemme précédent que les hypotheses 1, 2 et 3 sont vérifiées pour tout couple
(tk, 1) de valuations successives et pour chacune des familles continues C () apparaissant dans A.
Plus précisément nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.2. Soit (uk, ) un couple de valuations successives de la famille admissible A,
alors mous pouvons trouver:

- @ dans K[z] tel que Hy, (q;,) soit inversible dans gr,, K[z] et tel que py(q,¢1) = 0;

- p) dans K] tel que H, (p;) soit inversible dans gr,, K|z| et tel que jiy (pngﬁl”) =0, dans le
cas ot y; appartient a I'y,, ®z Q.

Soit C = (ua)aeA une sous-famille continue de la famille admissible A, alors pour tout o < (3
dans A nous pouvons trouver p'(va) dans K[x] tel que Hy,, (p'(7a)) soit inversible dans gr,, K|[z]
et tel que ia(p'(Ya)Pp) = 0.

Preuve. Si (ug, ;) est un couple de valuations successives, le polynome-clé ¢; est de la forme
¢ = &' + ...+ go, dans le cas ol uy est une valuation augmentée c’est une conséquence du
théoreme 9.4 de [McL 1] ou du théréme 1.11 de [Va 1], et dans le cas ou pj est une valuation
augmentée limite c’est une conséquence de la proposition 1.3 de [Va 3]. Nous en déduisons que
wi(¢r) appartient au sous-groupe I'g de ', , d’ott Pexistence du polynéme g, grace au lemme 2.1.

De méme si 7;7y; appartient au sous-groupe I',,, de I',,, nous déduisons du lemme 2.1 I'existence
du polynéme pj.

Si pg est la premiere valuation de la sous-famille continue C, alors pg est une valuation aug-
mentée, po = (fo ; po(de) = o], et le groupe I'y est égal & ', = T'a. L’existence du polynéme
P’ (7o) est encore une conséquence du lemme 2.1. O
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Remarque 2.3. Si la valuation uj n’est pas la derniere valuation de la famille A, il existe une
valuation y telle que (ug, t) est un couple de valuations successives. Si nous écrivons le polynéme-
clé ¢; sous la forme ¢; = ¢ + ... + go, nous avons ryy; € o, par conséquent v, appartient a
Ty ®z Q et nous pouvons définir 'entier s par rp = TgSk.

Remarque 2.4. Les entiers 7; et s;, ainsi que les polynémes gj, et p; sont bien définis, c’est-a-dire
qu’ils ne dépendent que de la valuation p; ou de la valuation pg et non du couple de valuations
successives. En effet si la valuation p; appartient & la partie discréte D) d’une sous-famille simple
de A, le couple (g, py) est déterminé entierement par u;, et si la valuation p; appartient a la partie
continue C9) d’une sous-famille simple, nous avons k(o) =y et =5 = 1.

Pour tout 5 > 2, la premiere valuation ,ugj ) de la sous-famille simple SU) napparait pas
comme valuation augmentée, par conséquent n’est jamais le deuxiéme terme d’un couple (g, )
de valuations successives. Par contre ugj ) est obtenue comme valuation augmentée limite de la

(-1

sous-famille continue CV—1) = (ua de la sous-famille simple précédente.

)aeA(j—l)

Proposition 2.5. [] existe une famille croissante de corps (Fk)kel* , avec Fy égal au corps résiduel
Ky de la valuation v de K, telle que pour tout couple (uy, ;) de valuations successives de A nous
avons:

- si vy appartient a I, ®7z Q

Ay = FlSi],  avee Sy = Hy, (n¢7') ;

- 81y, n’appartient pas a Iy, @z Q
A, = Fy.

De plus si l appartient a I*, F; est un extension finie de Fy de degré s;.

Preuve. La proposition est une généralisation du résultat de MacLane (cf. [McL 1] Theorem 12.1
et [Va 1] Théoréme 1.12) et se démontre par récurrence. En effet si nous savons que Ay, est de la
forme F[Sy] avec F corps et S = H,,, (p},¢}"), alors nous trouvons que pour tout couple (1, p) de
valuations successives, A, est égal & F},[S;] ou F}, est le corps F[Sk]/(41) ol ¢; est un polynéme
de degré s; en Sy défini par ¢; = H,, (q).¢1).

Il suffit donc de montrer que pour toute sous-famille admissible simple S de A, la partie

homogene A#(j) de degré 0 de ’algebre graduée associée a la premiere valuation ,ugj ) est un anneau
1

de polynémes F[S] en une variable & coefficients dans un corps F', si ugj ) West pas la derniere
valuation de la famille A.

Si ugj) est la premiere valuation p de la famille A, c’est-a-dire pour j = 1, nous avons A, qui
est égal & K, [S1], avec S1 = Hy, (p’1¢1ﬁ), our =[Ty T

Sij>2 Au(” est de la forme AA[S] ot Aa est 'anneau associé & la partie continue €1

1

de la sous-famille SU~1. L’anneau A est isomorphe & Ay, /(0a) ot (ka, 13) est un couple de
valuations successives de A appartenant & CU—1, avec ¢ = H N (p’ (*yang), et nous en déduisons
par récurrence sur j que c¢’est bien un corps (cf. [Va 3]) . O
Remarque 2.6. Nous avons montré de plus que si py est la premiere valuation ugj ) dune sous-
famille simple S\), et si nous notons FO(J) le corps tel que A, soit égal a FO(J)[S], alors Fj, est une

extension algébrique finie de Féj ) de degré si. En effet nous avons S = H,,, (p§€¢k7k) et le corps
Fy, est égal & A, /(1) ot ¢ = Hy,, (q¢n) avec ¢ = ¢ + ... + go.

Grace a la proposition précédente nous pouvons étudier le degré de I’extension F,, / F, pour deux
valuations py et p; appartenant a la méme sous-famille simple de A. Nous voulons maintenant
étudier ce qui se passe quand nous considérons deux valuations n’appartenant pas a la méme
sous-famille simple.
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Soit A = () ;e une famille admissible de valuations de K[z, réunion des sous-familles simples

SU = (,ugj), .. .,MSS'}- (u&j))aeAm), pour j parcourant .J. Pour toute valuation u,(fj) de la sous-
famille S&) nous notons ng ) F,Ej ) s,(cj ) r,ij ) et 7',5] ) respectivement le groupe des valeurs, le corps
et les entiers définis précédemment associés a la valuation.

Nous définissons aussi le groupe I‘((Jj ) et le corps Fo(j ) de la maniére suivante. Si 7 =1, alors

nous posons Féj) =TI, et Féj) = Ky, et si j > 2 nous posons Féj) = T'p¢-1 groupe des valeurs des
valuations ug -1 appartenant & la partie continue de la sous-famille simple précédente SU—1) et

., . i1
Féj A AG—1) COrps associé aux valuations qu ).

Définition 2.7. Nous appelons saut d’ordre j — 1 de la famille admissible A le nombre rationnel
sU=D(A) = sU=Y défini par:

degg(”) = sU71(A).degp{ Y,
ot qbgj) est le polynome-clé limite définissant la valuation ng) et ot ¢§3‘1) est un polynome-clé
associé a la famille continue CU—1)

Si la famille admissible A est d’ordre fini N, c¢’est-a-dire pour J = {1,..., N}, nous appelons
saut total de la famille le nombre rationnel s*°* = st°*(A) défini par:

N
sl (A) = J]s91(A) .
j=2

Remarque 2.8. Si nous supposons que ensemble des valeurs AU—1 = {*y&j Dace AU-DL
admet une borne supérieure, alors nous savons que le développement du polynéme-clé limite ¢§j )
selon les puissances de quf*” est de la forme ¢§j) = ((bg*l))s + gs_l,a( Eyjfl))s_l + ...+ go,as
pour tout a suffisamment grand dans AU=1 (cf. [Va 2] Théoreme 3.7).

Nous en déduisons que le saut d’ordre j — 1 est un entier, sU—Y(A) = s.

Proposition 2.9. Le degré du polynome-clé gb,(j) associé a la valuation ,u,(gj), avec 1 <k <nj et
j € J, est égal a:

. . . j71
deg(b,(f) = [F,(Ql : FV} [Flgi)l : Iil,] H s
u=1

De méme le degré du polynome-clé ¢§3> associé a une valuation ugj), avec o € AY) j e J, est

égal a:
j—1
degd) = [Taw :Tu][Apw @ k] H st
u=1

Preuve. D’apres ce qui précede, nous voyons que si (ul(j ),ul(j )) est un couple de valuations suc-

cessives appartenant & la sous-famille SU), avec /L](Cj ) dans la partie continue, nous avons 1’égalité:
degtl? = 100K 9 el
ou F,(Ql et F,gi)l sont bien définies pour toute valuation ,u,(j ), 1<k <nj.
Nous en déduisons par récurrence sur k£ que pour toute valuation ul(j ) appartenant a la partie
discrete de la sous-famille simple SU), nous avons 1’égalité:

degg” = [17y :T§V] [F7) : By dego?
et pour toute valuation ug ) appartenant a la partie continue de la sous-famille simple S (j), nous
avons 'égalité: ‘ . .

degd)g) = [FA(j) :Fé‘])} [AA(J') :Féj)]deg(bgj) .
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Nous trouvons le résultat en faisant une récurrence sur j, en utilisant les égalités I' s ;1) =T’ éj )
et Apg-n = Fo(j) et la définition des nombres s, O

Soit L une extension algébrique monogene de K, c’est-a-dire de la forme L = K (0) = K|[z]|/(P),
avec P(x) polyndme unitaire de degré d = [L : K]. Alors tout prolongement p & L d’une valuation
v de K correspond & une pseudo-valuation ¢ de K [z] dont le noyau S(¢) = {f € K[z] | ((f) = 400}
est égal a I'idéal (P) de K|[z]. Nous appelons famille admissible associée ¢ p la famille admissible
associée & la pseudo-valuation ¢ et nous la notons A(p).

Nous notons e(u/v) l'indice de ramification et f(u/v) le degré de extension résiduelle de
Pextension (L, u)/(K,v).

Corollaire 2.10. Soit A(u) la famille admissible associée au prolongement p de la valuation v de
K. Nous avons alors ’égalité:

L:K] = e(u/v)fu/v)s™ (An) -

En particulier, si p est l'unique prolongement de v a L, le défaut de ’extension (L, p)/(K,v)
est égal au saut total de la famille admissible A(w).

Preuve. Si { est une pseudo-valuation de K[x] de noyau (P), la famille admissible associée A est
complete, et la pseudo-valuation ( est la valution augmentée ou la valuation augmentée limite ,u,(c] )
associée au polynoéme ¢1(€J ) — P et & la valeur W,(CJ ) = 0.

Dans le cas ou = ,u,(j ) est une valuation augmentée, u,(cj ) = [u,@l ; ((P) = o], il suffit alors de

vérifier que nous avons les égalités I‘,(Ql =TI, et F,Ej_)l = Ky (cf. [McL 2] Theorem 9.1 et [Va 1]
Proposition 2.7) et nous déduisons le résultat de la proposition 2.9.

Dans le cas ol = u,(cj) est une valuation augmentée limite, u,(cj) = [(,u&j*l)) ; C(P) = o0,
nous avons encore les égalités T'pg-1) = T'y et Apg-1) = K, (cf. [Va 1] Proposition 2.8), et nous
déduisons le résultat de la proposition 2.9. O

Lemme 2.11. Pour toute famille admissible A dans F(K[z],v), et pour tout j, 2 < j < N, le
saut d’ordre j — 1 vérifie

sUTD(A) > 1.
(9)
1

Preuve. Comme le polynéme ¢y’ est un polynéme-clé limite pour la sous-famille continue CU—1 =

(M&j*l))aemﬁl) de A, il vérifie les inégalités strictes p¥ " (¢{) < ugil)@gj)) pour tout o < f3
dans AU *1), par conséquent nous avons l'ingalité degqﬁgj - < degqbgj ). (]

Proposition 2.12. Soit (L, u)/(K,v) une extension finie monogéne de corps valués, nous avons
légalité

[L: K] = e(p/v)f(u/v)
si et seulement si la famille admissible A(u) associée au prolongement p de v est constituée d’une
seule famille simple, i.e. N = 1.

Preuve. C’est une conséquence directe de la définition du saut total, du corollaire 2.10 et du
lemme 2.11. O

Remarque 2.13. Comme la famille admissible .A(u) est compléte, c’est-a-dire comme la pseudo-
valuation ¢ de K[z] qui définit la valuation p appartient & la famille, la derniére sous-famille simple
S de A(u) est toujours discrete et finie.

Par conséquent la famille admissible A(u) est constituée d’une seule famille simple si et seule-
ment si elle est finie et nous pouvons ’écrire

Alp) = (w1 pm)

ou chaque valuation p; est une valuation augmentée, p; = [pi—1 ; pi(¢:) = i), 1 <i < n, ol nous
posons comme d’habitude pg = v. De plus les polynomes-clés ¢; vérifient
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1. degep;—; divise degep; pour i = 2,..., N;
2. degpy =1 et deggpny = [L : K.

3 Exemples

Pour que lextension de corps valués (L, )/ (K, v) vérifie 'égalité [L : K] = e(u/v)f(u/v), c’est-a-
dire d’apres le corollaire 2.10 pour que le saut total de la famille A(u) soit trivial, s*!(A(u)) = 1,
il faut que la valuation p soit 'unique prolongement de la valuation v de K a L et que le défaut
de L/K en p soit trivial, d(L/K, ) = 1.

Nous voulons donner deux exemples d’extension (L, i)/ (K, v) pour lesquelles nous avons 'iné-
galité stricte s'°*(A) > 1. Dans le premier exemple la valuation u est 'unique prolongement de
la valuation v & l'extension L de K et le saut est égal au défaut, s'*(A(n)) = d(L/K,v). Dans
le deuxieme exemple 'extension est sans défaut, car la valuation v est discrete de rang 1, mais il
existe plusieurs valuations p de L qui prolongent la valuation v.

Exemple 3.1. Le premier exemple est un exemple classique, étudié par F.-V. Kuhlmann dans
[Ku], et étudié en détail du point de vue des familles admissibles & la fin de Particle [Va 1], nous
renvoyons a ces deux articles pour les démonstrations.

Soient F' un corps de caractéristique p > 0, Ko = F(¢) une extension transcendante pure de
F munie de la valuation t-adique vy; soient K; = F(tl/ pl) pour tout [ > 1 et nous définissons le
corps K par K = F (tl/ 4 | 1 e N) = UK. Le corps K est une extension purement inséparable
de F(t) et nous prenons pour valuation v I'unique extension & K de la valuation t-adique v;. Le
groupe des ordres I',, de la valuation v sur K est égal & (1/p™)Z = |J;ey 1/P'Z et le corps résiduel
Ky est égal & F. Nous prenons pour L 'extension L = K(#) de K engendrée par la racine 6 du
polynéme d’Artin-Schreier G(X) = X? — X — 1/t, L est une extension séparable de K de degré p.
1l existe une unique valuation p de L qui prolonge la valuation v et 'extension (L, u)/(K,v) est
immédiate, nous en déduisons que le défaut d(L/K,v) de lextension L/K est égale a p.

Nous appelons A la famille admissible associée a la pseudo-valuation ¢ de Klz] de noyau
S(¢) = (G) qui définit la valuation p de L, d’apres le corollaire 2.10 nous trouvons aussi que le
saut total de la famille s'%(A) est égal & p. En effet la famille admissible A est constitué de deux
sous-familles admissibles simples S() et S() définies de la maniére suivante.

La famille SM) est égale &

SO = pWuc® = (MU (Ed), .

ou ,u:(Ll) est la valuation de Gauss ugl) =[v; ugl)(qbgl)) = 79)], avec ¢§1) =zet 7%1) =—1/p,etoula
sous-famille continue () = (u&l))aeA vérifie A = {a € N, a > 2} et pour tout « la valuation ,u&l)
est la valuation augmentée ug}) = [ugl) ; MS)WS)) = 7&1)], avec (;5511) =g —tUP T
et 7&1) =—1/p°.

La famille S ne contient que la pseudo-valuation ¢, ¢’est-a-dire
2 2), (2 2
¢ =P = [(u&”)aeA s 1P (61Y) = )} :

avec (]552) =G et 752) = 00.

Nous vérifions alors que le saut total s'°/(A) est égal a

S (A) = sD(A) = degG/degsl) = p.

Dans le deuxieme exemple nous considérons un corps k algébriquement clos de caractéristique
nulle et nous prenons pour corps valué (K, ) extension transcendante pure K = k(y) munie de
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la valuation y-adique, v = v,,. Nous choisissons un polynéme unitaire irréductible P dans K|[z]
qui appartient aussi & ’anneau des polynémes k[z,y| et nous définissons I'extension L de K par
L = K[z]/(P).

Géométriquement cet exemple correspond a une courbe affine plane C' définie par C' = Spec R
ou R est 'anneau quotient R = k[z,y]/(P). Le lien entre I’étude des valuations p de L qui
prolongent la valuation v de K et la résolution des singularités de la courbe C, ainsi que le lien
entre la famille admissible A(u) et les racines approchées du polynéme P sont étudiés plus en
détail dans l'article [Va 5]. En particulier le nombre de ces valuations u est égal au nombre de
branches analytiques de la courbe C au point o correspondant & 'idéal maximal m = (x,y) de R,
et nous déduisons alors de la proposition 2.12 que si la singularité (C, 0) n’est pas unibranche, la
famille admissible A(u) associée & une valuation p qui prolonge v n’est pas finie.

Exemple 3.2. Nous prenons
P = z' 4223 + 3% — 2)2? — Pz + 45 .

Il existe deux valuations p et p/' de L = K[z]/(P) qui prolongent la valuation y-adique v
du corps K = k(y). Nous appelons A = A(u) et A’ = A(y') les familles admissibles associées
respectivement aux pseudo-valuations ¢ et ¢/ de Kz] qui définissent les valuations p et p’. Ces
deux familles sont constituées de deux sous-familles admissibles simples, la premiere famille simple
est formée d’une partie discrete, contenant une unique valuation, et d’une partie continue, la
deuxieme est formée uniquement de la valuation augmentée limite.

Plus précisément pour la valuation p nous avons les familles suivantes.

A=8MD183®  avec:

1 1 1 1 1 1 1 1
SO = (1 (1) genn )+ i =[5 w0 =4V, 6 =2 et AV =3/2,

AD ={aeNlaz2} et i) =[uf"; ue(06)) =287
S® = (1) w? = () peno s 1) =P =, 6P =P et Y=o

Les polynomes-clés ¢((11) sont de degré 2, et nous avons:
pour o = 2, ¢§1) =22 —y3et ’yél) =17/2,
pour o = 3, (;Sél) =22 +yPr —yd et Wél) =9/2,
pour o = 4, (bfll) =22+ (y? -y — P et vil) =11/2, etc ...
Les groupes des valeurs des valuations v et p sont respectivement I, = Z et I', = (1/2)Z, et les

corps résiduels sont &, = x, = k, nous obtenons ainsi 'indice de ramification e(u/v) = 2, le degré
résiduel f(u/v) =1 de extension (L, u)/(K,v). Le saut total de la famille est égal par définition

a stot(A) = sV (A) = degp'? /degol) = 2, nous vérifions que nous avons bien 1'égalité
4 = [L:K] = e(p/v)f(u/v)s"(A).
De la méme maniere pour la valuation p’ nous avons les familles suivantes.

A =8V 8@ avec:

s = (u’il), (u’&l))aeA,(l)) o = e = o = e Y =32,
AW —faeN[az2} et w0 = [ s WP =7,

[e3%

s = W®): W = [ enw s WP @) =P =0 9P =P et v =0
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Les polynoémes-clés ¢’ S) sont de degré 2, et nous avons:
pour a = 2, (;S’él) =22 -3 et 7'%1) =9/2,
pour o = 3, qb’él) =22 +yr—ydet v’gl) =11/2,
pour o = 4, (;5’4(11) =22+ (P +yt)z —y3 et 7’4(11) =13/2, etc ...

Nous trouvons encore pour groupes de valeurs I', = Z et ',y = (1/2)Z, et pour corps résiduels
Ky = Ky = k, d’ou l'indice de ramification e(y'/v) = 2 et le degré résiduel f(p//v) = 1 de
I'extension (L, u')/(K,v). Le saut total de la famille est encore égal & s'°*(A’) = 2 et nous avons
I’égalité

L= [LiK] = el ) f( [n)sH(A)

Nous renvoyons a l’article [Va 5] pour expliquer comment nous trouvons les deux valuations
et u/ qui prolongent la valuation v ainsi que les familles admissibles A et A’ associés.

Nous pouvons remarquer que les familles pseudo-convergentes de polynoémes (qﬁ&l))a cam €t
(¢/ S))a ey convergent dans l'anneau k[[y][z] respectivement vers ¢ et ¢’ qui sont les deux
diviseurs du polynéme P dans k[[y]][z]. Nous pouvons écrire ¢ et ¢’ sous la forme

p=2>+ W —uwr—y> et ¢ =2*4ur—1y>,
ol u est solution dans I’anneau des séries formelles k[[y]] de I'équation (y? — u)u = y°.

Nous en déduisons la relation

¢¢/:$4+y2x3+((yQ_u)u_zyB)xQ_y5x+y6 _ x4+y2x3+y3(y2—2)x2—y5x+y6:P.
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